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Commande Optimale

•

A

B

𝑡

𝑥(𝑡)

𝑡

𝑢(𝑡)

Faisabilité ?
Contraintes :

𝑢 < 𝑢௠௔௫ (exemple du bras)
𝑥 ∈ 𝑥௠௜௡, 𝑥௠௔௫ − Ω௫

௢௕௦

Performance
Solution optimale (meilleure trajectoire)
Minimiser une fonction coût

(butées)

𝐽 = න 𝑔 𝑥, 𝑢 ⋅ d𝑡
௧೑

௧బ

+ ℎ(𝑥(𝑡௙))

Coût 
instantané

Distance finale
à la cible



Commande Optimale

•

𝑡

𝑥(𝑡)

𝑡

𝑢(𝑡)

Faisabilité ?
Contraintes :

𝑢 < 𝑢௠௔௫

𝑥 ∈ 𝑥௠௜௡, 𝑥௠௔௫ − Ω௫
௢௕௦

Performance
Solution optimale (meilleure trajectoire)
Minimiser une fonction coût

𝐽 = න 𝑔 𝑥, 𝑢 ⋅ d𝑡
௧೑

௧బ

+ ℎ(𝑥(𝑡௙))

Coût 
instantané

Distance finale
à la cible

Exemples de 𝑔 𝑥, 𝑢
- Coût quadratique : 𝑔 𝑥, 𝑢 = x் ⋅ 𝑄 ⋅ 𝑥 + 𝑢் ⋅ 𝑅 ⋅ 𝑢

erreur effort des
actionneurs



Commande Optimale

•

𝐽 = න 𝑔 𝑥, 𝑢 ⋅ d𝑡
௧೑

௧బ

+ ℎ(𝑥(𝑡௙))

Coût 
instantané

Distance finale
à la cible

Exemples de 𝑔 𝑥, 𝑢
- Coût quadratique : 𝑔 𝑥, 𝑢 = x் ⋅ 𝑄 ⋅ 𝑥 + 𝑢் ⋅ 𝑅 ⋅ 𝑢

erreur effort des
actionneurs

A

B

𝑡

𝑥(𝑡)

𝑡

𝑢(𝑡)

න x் ⋅ 𝑄 ⋅ 𝑥 ⋅ d𝑡
௧೑

௧బ

න 𝑢் ⋅ 𝑅 ⋅ 𝑢 ⋅ d𝑡
௧೑

௧బ

න x் ⋅ 𝑄 ⋅ 𝑥 ⋅ d𝑡
௧೑

௧బ

න 𝑢் ⋅ 𝑅 ⋅ 𝑢 ⋅ d𝑡
௧೑

௧బ



Commande Optimale

•

𝐽 = න 𝑔 𝑥, 𝑢 ⋅ d𝑡
௧೑

௧బ

+ ℎ(𝑥(𝑡௙))

Coût 
instantané

Distance finale
à la cible

Exemples de 𝑔 𝑥, 𝑢
- Coût quadratique : 𝑔 𝑥, 𝑢 = x் ⋅ 𝑄 ⋅ 𝑥 + 𝑢் ⋅ 𝑅 ⋅ 𝑢

- Temps : ቮ
 𝑔 𝑥, 𝑢 = 1 →  ∫ 𝑔 𝑥, 𝑢 ⋅ d𝑡

௧೑

௧బ
= 𝑡௙

ℎ 𝑥௙ = 𝜆 ⋅ 𝐱௙ − 𝐱ௗ
்

⋅ 𝐱௙ − 𝐱ௗ

𝑡

𝑥(𝑡)

𝑡௙

𝑥ௗ

𝑥௙

𝑥ௗ − 𝑥௙

erreur finale

temps final



Commande Optimale
• Méthodes

• Linear Quadratic Regulator : LQR
• Systèmes linéaires (ou linéarisés)
• Pas de considération des contraintes
• Solution analytique du type 

• Programmation Dynamique
• Systèmes nonlinéaires
• Discrétisation necessaire
• Considération explicite des contraintes

• Optimisation de trajectoire
• Shooting, Direct collocation

• Model Predictive Control : MPC
• Optimisation temps réel sur horizon temporel donné
• On recalcule la trajectoire à chaque instant, on applique la commande courante



Commande Optimale
• Préliminaires: Stabilité de Lyapunov des systèmes linéaires 

• Soit le système linéaire suivant:

• Théorème : le système linéaire est asymptotiquement stable (i.e. les valeurs propres de 
sont à partie réelles négatives) si et seulement si, pour toute matrice symétrique définie 
positive , il existe une matrice définie positive (symétrique) satisfaisant l’équation de 
Lyapunov suivante :

்

Démonstration de la condition suffisante : 
Soit la fonction de Lyapunov candidate 𝑉 𝑥 = 𝑥் ⋅ 𝑃 ⋅ 𝑥. 
Considérant l’expression de 𝑆, il vient 𝑉̇ 𝑥 = 𝑥் ⋅
𝐴் ⋅ 𝑃 + 𝑃 ⋅ 𝐴 ⋅ 𝑥. Si 𝑃 est solution (positive) de (1), 

alors :

൝
𝑉 𝑥 = 𝑥் ⋅ 𝑃 ⋅ 𝑥 > 0 ∀𝑥 ≠ 0

𝑉̇ 𝑥 = −𝑥் ⋅ 𝑄 ⋅ 𝑥 < 0 ∀𝑥 ≠ 0
→

Le système S est 
asymptotiquement 
stable

Démonstration de la condition nécessaire : 
Si 𝐴 est stable, alors (1) admet une solution unique :

𝑃 = න 𝑒஺೅௧ ⋅ 𝑄 ⋅ 𝑒஺௧ 
ஶ

଴

d𝑡

En effet :
𝐴் ⋅ 𝑃 + 𝑃 ⋅ 𝐴 = ∫ 𝐴் ⋅ 𝑒஺೅௧ ⋅ 𝑄 ⋅ 𝑒஺௧d𝑡 + ∫ 𝑒஺೅௧ ⋅ 𝑄 ⋅ 𝑒஺௧ ⋅ 𝐴 d𝑡

ஶ

଴

ஶ

଴

= ∫
ୢ

ୢ௧
𝑒஺೅௧ ⋅ 𝑄 ⋅ 𝑒஺௧  

ஶ

଴
d𝑡 = 𝑒஺೅௧ ⋅ 𝑄 ⋅ 𝑒஺௧ቚ

଴

ஶ
= −𝑄

puisque lim
௧→ஶ

𝑒஺௧ = 0 si 𝐴 est stable.

(1)



Commande Optimale
• Commande LQR

• Soit le système linéaire suivant,  

• Hypothèse : est contrôlable
• i.e. ை

ଶ ௡ିଵ

• Le critère quadratique:
• ் ்  ௧೑

௧బ

• ou ்
௭

்  ௧೑

௧బ
avec ்

௭

• La commande :
• ௖ , avec ௖

ିଵ ்
௖, où ௖ est la solution >0 (symétrique) de l’éq. de Riccati :

𝐜
𝐓

𝐜 𝐜
ି𝟏 𝐓

𝐜
𝐓



Commande Optimale
• Eléments de preuve:

La commande 𝑢 = −𝐾௖ ⋅ 𝑥 → 𝑥̇ = 𝐴 − 𝐵 ⋅ 𝐾 ⋅ 𝑥 = 𝐴௙ ⋅ 𝑥 exprime la dynamique de la boucle fermée. La réponse s’écrit alors 

𝑥 𝑡 = 𝑥଴ ⋅ 𝑒஺೑௧. Le critère 𝐽 = ∫ 𝑥் ⋅ 𝑄 ⋅ 𝑥 + 𝑢் ⋅ 𝑅 ⋅ 𝑢 ⋅ d𝑡
௧೑

௧బ
= 𝑥଴

் ⋅ 𝑃 ⋅ 𝑥଴ avec

𝑃 = න 𝑒஺೑
೅௧ ⋅ 𝑄 + 𝐾் ⋅ 𝑅 ⋅ 𝐾 ⋅ 𝑒஺೑௧ 

ஶ

଴

d𝑡

Si 𝐴௙ est stable, alors 𝑃 vérifie (1) :  𝐴௙
் ⋅ 𝑃 + 𝑃 ⋅ 𝐴௙ + 𝑄 + 𝐾் ⋅ 𝑅 ⋅ 𝐾 = 0. Par ailleurs, 𝑃 > 0 (Pos. Def.) puisque 𝐽(= 𝑥଴

் ⋅ 𝑃 ⋅

𝑥଴) > 0. Soit 𝐾௖ la valeur optimale de 𝐾 qui minimise 𝐽, et 𝑃௖ la solution correspondante de (1) :

𝐴 − 𝐵 ⋅ 𝐾௖
் ⋅ 𝑃௖ + 𝑃௖ ⋅ 𝐴 − 𝐵 ⋅ 𝐾௖ + 𝑄 + 𝐾் ⋅ 𝑅 ⋅ 𝐾 = 0

Toute variation Δ௄ autour de 𝐾௖ entraine une variation Δ௉ autour de 𝑃௖. Soit 𝐾 = 𝛥௄ + 𝐾௖ et 𝑃 = 𝛥௉ + 𝑃௖. Il vient :

𝐴 − 𝐵 ⋅ 𝛥௄ + 𝐾௖
்

⋅ 𝛥௉ + 𝑃௖ + 𝛥௉ + 𝑃௖ ⋅ 𝐴 − 𝐵 ⋅ 𝛥௄ + 𝐾௖ + 𝑄 + 𝛥௄ + 𝐾௖
் ⋅ 𝑅 ⋅ 𝛥௄ + 𝐾௖ = 0

𝐾௖ est la valeur optimale au sens du critère 𝐽, ssi 𝐽 augmente pour toute variation Δ𝐾 autour de 𝐾௖, → Δ𝑃 > 0. (3)-(2) donne :

𝐴 − 𝐵 ⋅ 𝐾 ் ⋅ Δ௉ + Δ௉ ⋅ 𝐴 − 𝐵 ⋅ 𝐾 + Δ௄
் ⋅ 𝑅 ⋅ 𝐾௖ − 𝐵் ⋅ 𝑃௖ + 𝑅 ⋅ 𝐾௖ − 𝐵் ⋅ 𝑃௖

் ⋅ Δ௄ + Δ௄
் ⋅ 𝑅 ⋅ Δ௄ = 0

Qui a la structure (1). Ainsi, puisque 𝐴 − 𝐵 ⋅ 𝐾 est stable, Δ௉ > 0 ssi : 

Δ௄
் ⋅ 𝑅 ⋅ 𝐾௖ − 𝐵் ⋅ 𝑃௖ + 𝑅 ⋅ 𝐾௖ − 𝐵் ⋅ 𝑃௖

் ⋅ Δ௄ + Δ௄
் ⋅ 𝑅 ⋅ Δ௄>0

Et puisque 𝑅 > 0 → Δ௄
் ⋅ 𝑅 ⋅ Δ௄ > 0, ∀ Δ௄, on choisit : ⋅ 𝐾௖ = 𝑅ିଵ ⋅ 𝐵் ⋅ 𝑃௖ qui, injecté dans (2) donne l’équation de Riccati :

𝑃௖ ⋅ 𝐴 + 𝐴் ⋅ 𝑃௖ − 𝑃௖ ⋅ 𝐵 ⋅ 𝑅ିଵ ⋅ 𝐵் ⋅ 𝑃௖ + 𝐶் ⋅ 𝑄 ⋅ 𝐶 = 0

(2)

(3)



Commande Optimale
• Résolution de l’équation de Riccati

• Méthode directe (solveurs numériques)
• Pour des matrices de taille raisonnable, on utilise des algorithmes numériques 

implémentés dans des bibliothèques comme :

• Méthode de Schur (Décomposition de Hamiltonienne)

𝑃௖ ⋅ 𝐴 + 𝐴் ⋅ 𝑃௖ − 𝑃௖ ⋅ 𝐵 ⋅ 𝑅ିଵ ⋅ 𝐵் ⋅ 𝑃௖ + 𝐶் ⋅ 𝑄 ⋅ 𝐶 = 0 → 𝑃௖ −𝐼ௗ
௡ ⋅

𝐴 −𝐵 ⋅ 𝑅ିଵ ⋅ 𝐵்

−𝑄 −𝐴்

ு

⋅
𝐼ௗ

௡

𝑃௖
= 0



Commande Optimale

• LQR, exemple : robot manipulateur 2 axes

𝑞ଵ

𝑞ଶ

𝑀 ⋅ 𝑞̈ + 𝐶 𝑞, 𝑞̇ ⋅ 𝑞̇ + 𝐺 𝑞 = 𝜏

୪୧୬éୟ୰୧ୱୟ୲୧୭୬
𝑥 =

𝑞ଵ

𝑞ଶ

𝑞̇ଵ

𝑞̇ଶ

, ቊ
𝑥̇ = 𝐴 ⋅ 𝑥 + 𝐵 ⋅ 𝑢

𝑦 = 𝐼ௗ ⋅ 𝑥

clc; clear; close all;

%% Paramètres du robot
m1 = 1; m2 = 1; % Masses (kg)
l1 = 1; l2 = 1; % Longueurs des bras (m)
I1 = 0.2; I2 = 0.2; % Inerties (kg.m²)
g = 9.81; % Gravité

%% Matrices d’état (linéarisées autour de q1 = q2 = 0)
A = [0 0 1 0;
0 0 0 1;
0 0 0 0;
0 0 0 0];

B = [0 0;
0 0;
1/I1 0;
0 1/I2];

C = eye(4); % Sortie = tous les états
D = zeros(4,2); % Pas d'action directe de u sur y

%% Pondération pour LQR (J = ∫(x'Qx + u'Ru) dt)
Q = diag([100, 100, 10, 10]); % Pénalité sur erreur angulaire et vitesse
R = diag([1, 1]); % Effort de commande minimum

%% Calcul du contrôleur LQR
K = lqr(A, B, Q, R);

%% Simulation
dt = 0.01; % Pas de temps
T = 5; % Temps total
t = 0:dt:T;

% Conditions initiales (perturbation initiale)
x = [0.1; -0.1; 0; 0]; % (q1, q2, dq1, dq2)
x_hist = zeros(4, length(t));

for k = 1:length(t)
% Commande optimale LQR
u = -K * x
% Dynamique du système (Euler)
dx = A*x + B*u;
x = x + dx * dt;
% Stockage des données
x_hist(:,k) = x;
U_Stock(:,k)=u;
end

%% Affichage des résultats

…
%% Calcul du contrôleur LQR
K = lqr(A, B, Q, R);
…



Commande Optimale

• LQR, exemple : robot manipulateur 2 axes

𝑞ଵ

𝑞ଶ

𝑀 ⋅ 𝑞̈ + 𝐶 𝑞, 𝑞̇ ⋅ 𝑞̇ + 𝐺 𝑞 = 𝜏

୪୧୬éୟ୰୧ୱୟ୲୧୭୬
𝑥 =

𝑞ଵ

𝑞ଶ

𝑞̇ଵ

𝑞̇ଶ

, ቊ
𝑥̇ = 𝐴 ⋅ 𝑥 + 𝐵 ⋅ 𝑢

𝑦 = 𝐼ௗ ⋅ 𝑥

import numpy as np
import scipy.linalg
import matplotlib.pyplot as plt

# Paramètres du robot
m1, m2 = 1, 1 # Masses des segments (kg)
l1, l2 = 1, 1 # Longueurs des bras (m)
I1, I2 = 0.2, 0.2 # Moments d'inertie (kg.m²)
g = 9.81 # Gravité (m/s²)

# Matrices d'état (linéarisées autour de q1 = q2 = 0)
A = np.array([[0, 0, 1, 0],

[0, 0, 0, 1],
[0, 0, 0, 0],
[0, 0, 0, 0]])

B = np.array([[0, 0],
[0, 0],
[1/I1, 0],
[0, 1/I2]])

# Pondération pour la fonction de coût LQR (J = ∫(x'Qx + u'Ru) dt)
Q = np.diag([100, 100, 10, 10]) # Pénalité sur l'erreur des angles et vitesses
R = np.diag([1, 1]) # Pénalité sur l'effort de commande

# Calcul du gain optimal LQR
P = scipy.linalg.solve_continuous_are(A, B, Q, R) # Résolution de l'équation de Riccati
K = np.linalg.inv(R) @ B.T @ P # Gain LQR

# Simulation de la dynamique du robot avec LQR
dt = 0.01 # Pas de temps
T = 5 # Temps total
t = np.arange(0, T, dt)

# Conditions initiales (perturbation initiale)
x = np.array([0.1, -0.1, 0, 0]) # [q1, q2, dq1, dq2]
x_hist = np.zeros((4, len(t)))

for k in range(len(t)):
# Commande optimale LQR
u = -K @ x

# Dynamique du système (Euler)
dx = A @ x + B @ u
x = x + dx * dt

# Stockage des données
x_hist[:, k] = x

# Affichage des résultats
plt.figure(figsize=(10, 5))

plt.subplot(2, 1, 1)
plt.plot(t, x_hist[0, :], 'b', label=r'$q_1$')
plt.plot(t, x_hist[1, :], 'r', label=r'$q_2$')
plt.ylabel('Angles (rad)')
plt.legend()
plt.grid()
plt.title("Réduction des erreurs d'angles avec LQR")

plt.subplot(2, 1, 2)
plt.plot(t, x_hist[2, :], 'b', label=r'$\dot{q}_1$')
plt.plot(t, x_hist[3, :], 'r', label=r'$\dot{q}_2$')
plt.ylabel('Vitesses angulaires (rad/s)')
plt.xlabel('Temps (s)')
plt.legend()
plt.grid()

plt.show()

…
P = scipy.linalg.solve_continuous_are(A, B, Q, R) # Résolution de l'équation de Riccati
K = np.linalg.inv(R) @ B.T @ P # Gain LQR
…



Commande Optimale

• LQR, exemple : robot manipulateur 2 axes

𝑞ଵ

𝑞ଶ

𝑀 ⋅ 𝑞̈ + 𝐶 𝑞, 𝑞̇ ⋅ 𝑞̇ + 𝐺 𝑞 = 𝜏

୪୧ éୟ୰୧ୱୟ୲୧୭୬
𝑥 =

𝑞ଵ

𝑞ଶ

𝑞̇ଵ

𝑞̇ଶ

, ቊ
𝑥̇ = 𝐴 ⋅ 𝑥 + 𝐵 ⋅ 𝑢

𝑦 = 𝐼ௗ ⋅ 𝑥

Q = diag([100, 100, 10, 10]); % Pénalité sur erreur angulaire et vitesse
R = diag([100, 100]); % Effort de commande minimumTraits pleins : Pointillés :Q = diag([100, 100, 10, 10]); 

R = diag([1, 1])



Commande Optimale

• Programmation Dynamique

• Programmation dynamique : « planification et ordonnancement » (1950)
• Principe d'optimalité de Bellman : une solution optimale d'un problème s'obtient 

en combinant des solutions optimales à ses sous-problèmes.
• S’applique aux systèmes discret(isé)s

• Objectif : minimiser une fonction de coût par le choix d’actions optimales ௞
∗

௞ାଵ ௞ ௞ ௞

௞
∗

௞ ௞

Fonction de 
commande

Action 
optimale Etat

௞ ௞

ேିଵ

௞ୀ଴

ே ௡

Coût finalCoût instantané



Commande Optimale

• Programmation Dynamique

• Objectif : minimiser une fonction de coût par le choix d’actions optimales ௞
∗

• Algorithme récursif inverse (on part de la fin : backward induction): 

1) On commence par la fin : 𝐽ே = 𝑔ே 𝑥ே

2) On teste tous les 𝑢ேିଵ, on sélectionne celui qui produit
𝐽ேିଵ 𝑥ேିଵ = min

௨ಿషభ

𝑔ேିଵ 𝑥ேିଵ, 𝑢ேିଵ + 𝐽ே

𝑢ேିଵ
∗ = 𝐶ேିଵ

∗ 𝑥ேିଵ = arg min
௨ಿషభ

𝑔ேିଵ 𝑥ேିଵ, 𝑢ேିଵ + 𝐽ே

3)   … 
𝑁𝑁 − 1

𝑥ே𝑥ேିଵ

𝐽ே,ଵ

𝐽ே,ଶ

𝐽ே,ଷ = 0

𝐽ே,ସ

Objectif final

𝐽ேିଵ,ଵ

𝐽ேିଶ

௞ ௞
௨ೖ

௞ ௞ ௞ ௞ାଵ ௞ାଵ
Coût instantané Coût à venir

௞
∗

௞
௨ೖ

௞ ௞ ௞ ௞ାଵ ௞ାଵ
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• Programmation Dynamique, ex Matlab :

𝑢

𝑥଴ = 0 𝑥ே = 100

𝑥௞ାଵ = 𝑥௞ + 𝑢௞ ⋅ Δ𝑡

𝑔(𝑥௞, 𝑢௞) = 𝑢௞
ଶ

𝑢௠௜௡ < 𝑢௞ < 𝑢௠௔௫

𝑢̇௠௜௡ < 𝑢̇௞ < 𝑢̇௠௔௫



Commande Optimale

• Programmation Dynamique, ex Python :

𝑢

𝑥଴ = 0 𝑥ே = 100

𝑥௞ାଵ = 𝑥௞ + 𝑢௞ ⋅ Δ𝑡

𝑔(𝑥௞, 𝑢௞) = 𝑢௞
ଶ

𝑢௠௜௡ < 𝑢௞ < 𝑢௠௔௫

𝑢̇௠௜௡ < 𝑢̇௞ < 𝑢̇௠௔௫
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• Programmation Dynamique, fmincon:

𝑢

𝑥଴ = 0 𝑥ே = 100

𝑥௞ାଵ = 𝑥௞ + 𝑢௞ ⋅ Δ𝑡

𝑔(𝑥௞, 𝑢௞) = 𝑢௞
ଶ

𝑢௠௜௡ < 𝑢௞ < 𝑢௠௔௫

𝑢̇௠௜௡ < 𝑢̇௞ < 𝑢̇௠௔௫



Commande Optimale

• Model Predictive Control : MPC

• Modèle dynamique du système
• Horizon de prédiction
• Optimisation à chaque étape, en temps réel
• Application de la première commande



• LQR
• Système linéaire non contraint ( ௞de moyenne nulle ௞

• (mettre les dimensions)

•

Evolution du système

Coût instantané Coût final


