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Le théoreme de Putinar est une brique essentielle a la théorie de 'optimisation globale
polynomiale. Il fournit un certificat de positivité pour des fonctions polynomiales définies
sur un ensemble semi-algébrique X défini par les contraintes g; > 0. En effet, modulo une
hypothese technique de compacité ici nommée «, tout polynéme f strictement positif
sur X se décompose comme une somme pondérée des g; par des polynomes o; somme de
carrés. Formellement, il peut s’énoncer ainsi :

Theorem 1 (Putinar). Soit X = {x € R" | gi(x) > 0,4 = 1,...,m} compact et
(g9:), C R[x]. Hypothése (o),

Vee X, f(x) >0= 3o, € X[z, f — o191+ — OmGm = 0. (1)

avec X[z] I'ensemble des polynémes qui s’écrivent comme une somme de carrés. On
pourra noter que I'implication réciproque de est triviale.

Dans cet exposé, nous proposons une version du Théoreme de Putinar en géométrie
tropicale. La géométrie tropicale est une branche relativement récente de 'algebre ou
les deux opérations classiques d’addition et de multiplication internes sont respective-
ment remplacées par le maximum et ’addition. Cette approche a déja été exploitée dans
d’autres disciplines : elle permet par exemple de rendre I'équation d’Hamilton-Jacobi-
Bellman linéaire [4].

Plus formellement, nous présenterons le théoréme suivant :

Theorem 2 (Putinar tropicale). Soit X = {z € R" | gi(x) = 0,4 = 1,...,m} compact
et (g;)™, C C°. Hypothese (83),

Ve e X, f(x) > 0= Jo; € Ct,max(f,— (o1 +q1),---, —(Om + gm)) > 00. (2)

avec C° 'ensemble des fonctions continues sur R™ et CT l’ensemble de fonctions
constantes par morceaux et positives sur R". Grace au calcul par intervalles, ce “nou-
veau” théoreme prend une dimension effective. En effet, en poussant ’analogie avec les
travaux de Jean-Bernard Lasserre [2], dans notre approche, le calcul par intervalles joue
le role de 'optimisation semi-définie qui permet de représenter une somme de carré o sous
la forme suivante o(z) = v} (x)Quq(z) (avec vq(z) le vecteur des monomes et Q = 0).
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Méme si la preuve de l'implication est relativement simple, nous espérons que le
formalisme apportée par cette version tropicale du théoreme de Putinar permettra une
meilleure compréhension des méthodes algorithmiques d’optimisation globales basées sur
le calcul par intervalles [T, 3].

Si le temps le permet, je présenterais une utilisation de 'optimisation polynomiale
permettant de générer un contracteur global pour le probleme de plongement isométrique
de triangle ; formellement : soient A, B, C' trois points du plan de coordonnées respectives
(xa,ya), (B,yB), (Tc,yc) qui, par hypothese, appartiennent aux boites [A], [B], C et
doivent satisfaire les contraintes de distance suivantes : d(A, B) = [;, d(A,C) = I et

d(B,C) = Is.
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