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Introdu
tion





1 Problématique1 ProblématiqueDepuis les années 1980, des robots, de type très divers, sont utilisés de façon grandissante pourassister l'homme dans des tâ
hes répétitives, longues ou dangereuses. Ils se divisent en deux grandes
atégories :� Les robots mobiles, utilisés pour des tâ
hes d'exploration (�g. 1a), de surveillan
e (�g. 1b),d'assistan
e à la personne (�g. 1
) ou en
ore de loisirs (�g. 1d). Généralement de petite taille,ils disposent d'une réserve d'énergie limitée, de 
apa
ités de per
eption (
apteurs de proximité,
améra, et
.) et éventuellement d'un modèle de l'environnement.� Les robots industriels, utilisés dans des 
haînes de produ
tion, pour e�e
tuer des tâ
hes né
es-sitant pré
ision ou puissan
e, généralement de façon répétée. Ils se présentent le plus souventsous la forme de bras manipulateurs de taille imposante, ayant un grand nombre de degrésde libertés. Dans 
ette 
atégorie se trouvent les robots de type Kuka, très répandus dans ledomaine automobile (�g. 1e).
(b) (d) (e) (a) (c)Fig. 1 � Quelques appli
ations de la robotique(a) robots d'exploration (Spirit de la NASA) ; (b) drones : aériens (Neuron de Dassault),sous-marins (C'inspe
tor de Kongsberg) ; (
) robots humanoïdes (HRP-2 de Kawada) ; (d)robots-
ompagons (Aibo de Sony) ; (e) robots industriels (Kuka).Quelle que soit sa nature, un robot peut être modélisé 
omme un mobile pon
tuel évoluant dansl'espa
e des 
on�gurations [LP83℄, noté C. Cet espa
e est de dimension m, 
haque dimension étantasso
iée à un degré de liberté du robot, 
omme illustré 
i-après.
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x 

y 

B 

A 

B 

A 

B 

r 

(a) (b) (c) Fig. 2 � L'espa
e des 
on�gurations(b) Espa
e des 
on�gurations asso
ié à : (a) un drone volant à altitude 
onstante et (
) unrobot manipulateur à deux arti
ulations. Dans (a), les dimensions x et y représentent les
oordonnées polaires r et θ du drone. Dans (
), elles représentent les positions angulaires αet β des segments du bras. 7



INTRODUCTIONDans 
ette thèse, nous nous intéressons uniquement au 
as m = 2. Même dans le 
as d'unedimension aussi faible, le 
on
ept d'espa
e des 
on�gurations permet de modéliser des problèmesde nature très di�érente (aussi bien le mouvement d'un bras manipulateur à deux arti
ulations que
elui d'un drone).Certaines 
on�gurations de C sont physiquement inatteignables. Ces 
on�gurations forment desrégions interdites appelées obsta
les. Elles peuvent matérialiser une limite asso
iée à un degré deliberté (angle de braquage maximal, par exemple), ou une 
ollision ave
 un autre objet de l'environ-nement. Si 
e dernier est également en mouvement, on parle d'obsta
le mobile, sinon d'obsta
le �xe.A tout instant, le sous-ensemble de C regroupant tous les obsta
les est noté Cobst. Son 
omplémentaireest appelé espa
e valide et noté Cvalide.Dans C, on peut également dé�nir un 
ourant ~w s'ajoutant à la vitesse du robot (provoquant unphénomène de dérive). Ce 
ourant peut par exemple matérialiser un vent (pour les robots aériens)ou un 
ourant marin (pour les robots marins ou sous-marins) présent dans l'environnement initial,éventuellement variable dans le temps ou l'espa
e.
B

A
C

Cobst
valide

O

y

xFig. 3 � Ajout d'obsta
les et de 
ourantsEspa
e des 
on�gurations de la �gure 2, auquel a été ajouté deux obsta
les �xes (en noir),deux obsta
les mobiles (en gris) et des 
ourants (en bleu).Grâ
e à 
ette abstra
tion, la plani�
ation d'une tâ
he pour un robot, aussi variée soit-elle (de lamission d'exploration à l'usinage d'une piè
e), peut être reformulée en une plani�
ation de traje
toire.Plus pré
isément, étant données une 
on�guration initiale A (l'état initial du robot) et une 
on�-guration �nale B (l'état souhaité du robot), le problème de plani�
ation de traje
toire 
onsiste à
al
uler simultanément un 
hemin dans Cvalide reliant A et B et la vitesse du mobile, à tout instant,sur 
e 
hemin. Cette traje
toire doit minimiser un 
ritère, qui varie énormément selon le domained'appli
ation. Les 
ritères les plus 
lassiques sont le temps é
oulé, la distan
e par
ourue ou en
orel'énergie 
onsommée. Mais on peut également avoir des 
ritères très spé
i�ques au domaine. Pour lesmissions de surveillan
e impliquant des drones, par exemple, on peut 
her
her à minimiser la pro-babilité de déte
tion de l'engin, en limitant l'exposition de 
elui-
i dans des zones dites "à risque"(portée d'un radar, par exemple).Assez naturellement, le problème de plani�
ation de traje
toire est très étudié depuis les débutsde la robotique. Par 
onséquent, de très nombreuses appro
hes ont été proposées. Ces appro
hes,résumées dans la première partie de 
ette thèse, sont pour la plupart très performantes et garantissentdes temps de réponse très 
ourt. Toutefois, la prise en 
ompte des 
ourants n'a été que très ré
emmentétudiée (depuis les années 2000). De par la relative jeunesse de 
ette nouvelle bran
he, les appro
hesproposées dans la littérature sont peu nombreuses et assez limitées.8



1 ProblématiqueOr, une 
lasse de robots est parti
ulièrement sensible à la présen
e de 
ourants : les drones, ouavions sans pilote. Cette 
lasse représente une part de plus en plus importante dans la robotiquemobile, tant dans les investissements que dans la multipli
ité de leurs appli
ations.Historiquement, les drones ont d'abord été utilisés dans un 
ontexte militaire, pour des missionsde re
onnaissan
e et de surveillan
e. Ils permettent en e�et de ne pas engager la vie de pilotes dansdes zones hostiles, mais aussi d'obtenir de bien meilleures performan
es dans la 
onduite de la mis-sion, en terme de d'enduran
e ou de pré
ision. Ces avantages stratégiques présagent que les dronesvont être, dans un moyen terme, massivement déployés sur les 
hamps de d'opérations, 
ommel'illustre la �gure 4.

1985 1990 1995 2000 2005 2010 2015
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AnnéesFig. 4 � Investissement grandissant dans le domaine des dronesBudget (
roix bleues = e�e
tif, 
roix rouges : prévisionnel) de la défense améri
aine dans ledomaine des drones, tiré de [Zal06℄.Aujourd'hui, l'utilisation des drones s'étend largement au domaine 
ivil. A titre illustratif, pen-dant des in
endies de grande ampleur en Californie, en o
tobre 2007, la NASA a déployé des dronesde type Ikhana ("intelligent" en Indien) pour appré
ier la progression des fronts de �ammes et ef-fe
tuer di�érentes mesures [S
h08℄. Les résultats étaient 
ommuniqués en temps réel sur Internet,et visualisables sur le logi
iel GoogleEarth. Et 
ette appli
ation 
ivile est loin d'être la seule. De fa-çon non exhaustive, nous pouvons notamment 
iter : la surveillan
e 
�tière (douane, immigration),l'inspe
tion d'infrastru
tures (pipelines, lignes éle
triques), la 
artographie (re
her
he de minerais,d'hydro
arbures), le 
ontr�le du tra�
, et
.Dans toutes 
es missions, de par leur faible vitesse et leur petite taille, les drones sont parti
u-lièrement sensibles aux 
ourants.En e�et, les 
ourants peuvent signi�
ativement ralentir le drone, augmentant ainsi sa 
onsom-mation d'énergie ou son temps de par
ours :� Une 
onsommation d'énergie ex
essive peut 
onduire à une rupture de ressour
es en pleinemission, et don
 à l'immobilisation (voire au 
rash) du drone en terrain hostile.� Une augmentation importante du temps de par
ours peut quant à elle 
ompromettre les 
ondi-tions d'atterrissage du drone ou la réalisation d'obje
tifs temporellement 
ontraints.Ces deux problèmes sont 
onsidérablement ampli�és dans le 
as de missions de longue durée, oùil devient 
ru
ial d'anti
iper les 
hangements de 
ourants dans le temps.9



INTRODUCTIONDe plus, si les 
ourants deviennent forts (
'est à dire plus rapides que le drone lui-même), 
eux-
ipeuvent mener à une dérive in
ontr�lable du drone. Une première 
onséquen
e est de rendre 
er-taines zones de l'environnement ina

essibles, notamment des zones que le drone devait survoler,
e qui peut aboutir à l'é
he
 d'une partie voire de la totalité de la mission. Une 
onséquen
e plusdésastreuse 
on
erne la survie même du drone : il est envisageable que le 
ourant porte le drone versun obsta
le, entraînant une 
ollision inévitable.Toutefois, l'ensemble de 
es problématiques est aujourd'hui assez peu traité dans la littérature.Comme nous le verrons tout au long de 
ette thèse, les quelques méthodes existantes ne sont passatisfaisantes en termes de �abilité ou de performan
es. Pour 
es raisons, nous avons dé
idé de fo-
aliser 
ette thèse sur 
es aspe
ts.2 Organisation de la thèseCette thèse traite du problème de plani�
ation prévisionnelle de traje
toire entre deux pointsd'un environnement de dimension 2 
ontenant des 
ourants. L'aspe
t prévisionnel de la plani�
ation
orrespond au fait que l'environnement est supposé totalement 
onnu à l'avan
e, 
es 
onnaissan
esétant issues de prévisions météorologiques (pour les 
ourants) ou de tra�
 (pour les obsta
les). Cettetype de plani�
ation s'oppose à la plani�
ation réa
tive d'un robot qui dé
ouvrirait les 
ara
téris-tiques de l'environnement au fur et à mesure de son dépla
ement.Le 
adre appli
atif de 
ette thèse est la préparation de missions pour véhi
ules aériens auto-nomes, ou drones.L'organisation de 
ette thèse est la suivante :1. Etat de l'artCette partie résume l'ensemble des résultats en plani�
ation de mouvements depuis les années60 jusqu'à aujourd'hui (les derniers résultats re
ensés datent de mi-2008). Elle est divisée entrois 
hapitres, qui retra
ent l'évolution des te
hniques de plani�
ation, de la plus simple à laplus évoluée.� Le 
hapitre 1 présente les te
hniques résolvant le problème le plus simple, la plani�
ationde 
hemin, qui ne tient 
ompte que des obsta
les �xes.� Le 
hapitre 2 
omplexi�e un peu le problème en introduisant des obsta
les mobiles. Onparle alors de plani�
ation de traje
toire.� En�n, le 
hapitre 3 ajoute la présen
e de 
ourants variables, dans le temps et dans l'espa
e.Ce 
hapitre met en éviden
e que les méthodes existantes ne sont pas satisfaisantes dans le
as de 
ourants forts ou variables dans le temps.2. Contributions prin
ipalesCette partie 
ontient les 
ontributions majeures de la thèse. Les te
hniques introduites dans
ette partie viennent pallier les manques ou les limitations des te
hniques existantes, présentéesdans de 
hapitre 3. Plus pré
isément : 10



2 Organisation de la thèse� Le 
hapitre 4 introduit une méthode de plani�
ation de traje
toire 
apable de gérer les
ourants forts, 
'est à dire les 
ourants plus rapides que le drone. En présen
e de tels 
ou-rants, les te
hniques proposées dans la littérature ne sont pas �ables. En e�et, elles peuventfournir soit des 
hemins invalides (
'est à dire physiquement irréalisables), soit au
un 
he-min, même si des solutions valides existent.Notre nouvelle appro
he, appelée la propagation d'onde 
oulissante [STR08a℄ permet d'aug-menter signi�
ativement le su

ès de plani�
ation (
'est à dire la 
apa
ité à trouver unesolution valide si elle existe) par rapport aux te
hniques existantes. La �gure 5 
i aprèsillustre 
e point.
(a) (b)

A B A BFig. 5 � Plani�
ation de traje
toire en présen
e de 
ourants forts(a) Chemin (en rouge) obtenu par une méthode de la littérature (Fast Mar
hing, proposéedans [PPPL05℄). Ce 
hemin va 
ontre des 
ourants qui sont beau
oup trop forts, 
e qui estphysiquement irréalisable ; (b) Chemin (en bleu fon
é) obtenu par la propagation d'onde
oulissante. Ce 
hemin, 
ontournant le tourbillon, est intégralement valide.� Le 
hapitre 5 introduit une méthode de plani�
ation de traje
toire 
apable de gérer les
ourants variables dans de temps, 
e qui n'est possible, à notre 
onnaissan
e, ave
 au
uneméthode de la littérature.Si nous faisons l'analogie ave
 la plani�
ation d'itinéraire routier, nous retrouvons une pro-blématique similaire : quelle est la meilleure heure de départ, 
ompte tenu des prévisions detra�
 ? Nous sommes régulièrement 
onfrontés à 
ette question, mais pour le moment, nousréalisons 
ette tâ
he de plani�
ation manuellement. C'est également généralement le 
as desopérateurs dans le domaine des drones, 
'est pourquoi nous proposons dans 
e 
hapitre unete
hnique pour l'automatiser.Cette nouvelle te
hnique, appelée propagation d'onde symbolique [STR09℄, 
al
ule la meilleuredate de départ pour le drone pour minimiser son temps de par
ours, en anti
ipant les 
han-gements de 
ourants dans le temps. La �gure 6 fournit un exemple de problème ainsi que lasolution 
al
ulée par notre appro
he.
11
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(a) (b) (c)

d* 

temps
de parcours

date
de départ

A A

BB

Fig. 6 � Plani�
ation de traje
toire en présen
e de 
ourants variables dans le tempsEtant données un ensemble de 
artes de 
ourants (a) et (b), la propagation d'onde symboliquetrouve la date de départ d∗ minimisant le temps de par
ours entre A et B, représenté en (
).Dans 
haque 
arte des 
ourants, le drone exé
ute la partie de la traje
toire représentée enbleue, tirant au mieux parti des 
ourants.3. Autres 
ontributionsCette partie présente deux autres 
ontributions un peu plus mineures dans le domaine de laplani�
ation de traje
toire :� Le 
hapitre 6 introduit le 
on
ept de 
ollision d'ondes [ST07℄, qui permet la plani�
ationde multiples 
hemins (entre plusieurs points à visiter) de façon e�
a
e. Nous montrons que
e 
on
ept peut diviser le temps de 
al
ul jusqu'à 4, 
omparé à l'utilisation répétée (pour
haque 
hemin) de te
hniques existantes.� Le 
hapitre 7 propose d'utiliser la programmation par 
ontraintes pour moduler la vitessedu drone [STR07℄. La modulation de vitesse 
onsiste à générer un pro�l de vitesse que doitsuivre le drone sur un 
hemin prédé�ni. Ce pro�l a pour but d'éviter les obsta
les mobiles(en a

élérant ou en ralentissant).Si nous prenons de nouveau l'analogie ave
 préparation d'itinéraires routiers, nous pouvons
onstater que les plani�
ateurs a
tuels (Mappy ou ViaMi
helin, par exemple) fournissent àl'automobiliste un plan de route global, mais 
'est à l'automobiliste de lo
alement a

élérerou dé
élérer pour tenir 
ompte des autres véhi
ules (maintien d'une distan
e de sé
urité,dépassement d'un véhi
ule trop lent), des piétons, des feux, et
. C'est la même idée pour lesdrones, ave
 des 
ontraintes spé
i�ques (présen
e des 
ourants notamment).
En�n, dans la 
on
lusion, nous ferons un bilan sur l'ensemble des 
ontributions de 
ette thèse.En parti
ulier, nous présenterons les appli
ations a
tuelles de 
e travail, ainsi qu'une liste depoints qu'il serait intéressant d'améliorer ou d'approfondir. A partir de 
ette analyse, nousdonnerons quelques pistes pour d'éventuels travaux de re
her
he dans la 
ontinuité de 
ettethèse. 12



3 Dépendan
es entre 
hapitres3 Dépendan
es entre 
hapitresLa �gure 
i-après présente les dépendan
es entre les 
hapitres de 
ette thèse.
Etat de l’art

Autres contributions

Contributions

majeures

Chapitre 1 Chapitre 2 Chapitre 3

Chapitre 6 Chapitre 7 Chapitre 4

Chapitre 5

Fig. 7 � Guide de le
tureLa notation Chapitre i → Chapitre j signi�e : "les 
on
epts introduits dans le 
hapitre isont né
essaires pour une bonne 
ompréhension du 
hapitre j".

13



INTRODUCTION4 NotationsCette partie dé
rit les notations valables dans l'ensemble de 
ette thèse. Toutes les autres no-tations sont lo
ales, 
'est à dire uniquement valables pour le 
hapitre 
ourant.4.1 Espa
e des 
on�gurations
C Espa
e des 
on�gurations du robot = espa
e Eu
lidien de dimension 2
Cobst Partie de C o

upée par des obsta
les
Cvalide Partie libre de C, i.e. dépourvue d'obsta
les. Egale à C \ Cobst.
R = (O, ~x, ~y) Repère orthonormé asso
ié à C
~u = (ux, uy) Un ve
teur dans R
A Con�guration initiale du robot
B Con�guration �nale du robot
~w Champ ve
toriel de dimension 2,dé�nissant le ve
teur-vitesse du 
ourant en tout point de C
~vr Vitesse de dépla
ement du robot par rapport à R
~vw Vitesse de dépla
ement du robot par rapport à ~w4.2 Opérateurs
{Ei}i∈[1,n] Ensemble de n éléments E1, E2, ..., En

∪ Union ensembliste
∩ Interse
tion ensembliste
u = ||~u|| norme de ~u
~u · ~v Produit s
alaire entre ~u et ~v
~u ∧ ~v Produit ve
toriel entre ~u et ~v

〈̂~u,~v〉 Angle formé par ~u et ~v

14
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Introdu
tionCette partie présente et 
ompare des te
hniques de plani�
ation de mouvement qui ont été pro-posées dans de domaine de la robotique, des années 1980 à aujourd'hui. La plupart d'entre ellessont parti
ulièrement bien détaillées dans l'ouvrage de Latombe [Lat91℄, qui fait référen
e pour lapériode 1980-1990. Pour les te
hniques plus ré
entes, le le
teur intéressé pourra 
onsulter le livre deréféren
e de LaValle [Lav06℄.Nous avons expliqué dans l'introdu
tion de 
ette thèse que n'importe quel robot pouvait être mo-délisé 
omme un mobile pon
tuel évoluant dans l'espa
e des 
on�gurations [LP83℄, noté C. Chaquedimension de 
et espa
e représente un degré de liberté du robot. Dans 
et espa
e, l'état initial durobot est représenté par la 
on�guration A, et l'état voulu (le but) par la 
on�guration B.Au �l des années, les éléments présents dans C se sont peu à peu 
omplexi�és. Dans les années80, l'espa
e était uniquement o

upé par un ensemble d'obsta
les �xes (�gure 8a). Ces obsta
les mo-délisent des régions de l'environnement inatteignables par le robot, dues à la présen
e d'objets (dumeuble au bâtiment), la topologie du terrain (du talus à la montagne), ou en
ore à des limitationste
hnologiques (rayon de braquage, quantité énergie embarquée).Puis a été envisagée la possibilité que 
es obsta
les deviennent mobiles (�gure 8b), 
'est à direque leur position varie dans le temps. Les obsta
les mobiles peuvent modéliser un environnementdynamique (des portes qui s'ouvrent et se ferment par exemple), ou d'autres objets (d'autres robots,par exemple) qui se dépla
ent dans 
et environnement et qu'il faut éviter.
B

A

B

A

B

A

(a) (b) (c)

O

y

xFig. 8 � Des espa
es des 
on�gurations de plus en plus 
omplexesLa �gure illustre l'ajout progressif d'éléments dans l'espa
e des 
on�gurations du robot : (a)obsta
les �xes (en noir) ; (b) obsta
les mobiles (en gris) ave
 leur ve
teur-vitesse instantané(�è
hes) ; (
) 
ourants (�è
hes bleues).



ÉTAT DE l'ARTEn�n ont été ajoutés des 
ourants dans C (�gure 8
). Comme mentionné dans l'introdu
tionde 
ette thèse, toute une 
atégorie de robots (aériens et marins) est parti
ulièrement sensible à laprésen
e de 
ourants. Les ignorer peut avoir des 
onséquen
es très importantes sur la 
onsommationd'énergie du robot, voire sur sa survie. En e�et, si les 
ourants deviennent trop forts, le robot peutdériver de façon in
ontr�lée, éventuellement jusqu'à heurter un obsta
le.Ainsi, selon les éléments présents dans l'espa
e des 
on�gurations, le problème de plani�
ationde mouvement de robots a été formulé 
omme étant, par ordre de di�
ulté 
roissante :� Une plani�
ation de 
hemin, si C 
ontient uniquement des obsta
les �xes (�gure 8a).Ce problème 
onsiste à trouver une 
ourbe de longueur �nie, appelée 
hemin, entièrement
ontenue dans l'espa
e valide Cvalide et reliant A et B. Il peut être résolu en un temps poly-nomial en fon
tion du nombre d'obsta
les. Les méthodes les plus évoquées dans la littératuresont :� Les méthodes de dé
omposition, dis
rétisant l'espa
e a�n d'appliquer des algorithmes detype A∗ [HNR68℄,� Les méthodes probabilistes, pro
édant à un é
hantillonnage aléatoire de l'espa
e : Proba-bilisti
 RoadMap [KL94℄, Rapid Random Trees [LaV98℄, Probabilisti
 Cell De
omposition[Lin04℄,� Les potentiels arti�
iels [Kha80℄, s'inspirant des phénomènes éle
tromagnétiques,� Les métaheuristiques, s'inspirant du monde du vivant : algorithmes génétiques [Hol75℄, es-saims parti
ulaires [KE95℄, 
olonies de fourmis [CDM91℄.

(a) (b) 

A   

B   B

A

A B 

(c) Fig. 9 � Plani�
ation de 
heminLa �gure illustre les 
hemins 
al
ulés dans l'espa
e de la �gure 8a en appliquant les méthodessuivantes : (a) algorithme A∗ sur des 
ellules régulières ; (b) Probabilisti
 RoadMap ; (
)potentiels arti�
iels.� Une plani�
ation de traje
toire, si C 
ontient en plus des obsta
les mobiles (�gure 8b).Ce problème 
onsiste à déterminer simultanément deux 
hoses : un 
hemin reliant A et B,
omme pré
édemment, et la vitesse du mobile, à tout instant, sur 
e 
hemin.18



Introdu
tionIl a été démontré que 
e problème était NP-di�
ile dans un espa
e de dimension 2 [Can88℄,même dans le 
as d'obsta
les extrêmement simples (polygonaux, se déplaçant de façon re
ti-ligne uniforme). Devant 
e 
onstat, deux bran
hes de méthodes approximatives sont apparues :les méthodes globales et les méthodes lo
ales :1. Les méthodes globales tiennent 
ompte de l'intégralité du mouvement des obsta
les pourplani�er une traje
toire. Elles se divisent en deux 
atégories :(a) Les méthodes dire
tes, qui plani�ent la traje
toire du mobile en une seule fois. Elles
onsistent en grande majorité à 
onstruire l'espa
e des 
on�gurations-temps [ELP86℄,de dimension 3 (les 2 dimensions initiales + 1 dimension temporelle). Dans 
elui-
i,tous les obsta
les sont représentés par des volumes statiques.
y

x 

t 

(a) 

A 

B 

O x

y 

(b) 

O

B

A

B

A

Fig. 10 � Plani�
ation globale dire
teEn ajoutant une dimension supplémentaire à l'espa
e initial de la �gure 8b, on obtient unl'espa
e des 
on�gurations-temps (a) dans lequel tous les éléments sont des volumes. Le
hemin plani�é est illustré en bleu et sa proje
tion dans le plan (O, ~x, ~y) est présentée dansla partie (b).Cette représentation est plus 
ommode, 
ar elle permet d'avoir une vue globale sur ladynamique de l'environnement. Toutefois, une dis
retisation déterministe (à base desméthodes de dé
omposition) de 
et espa
e entraîne généralement un nombre impor-tant d'éléments. En pratique, pour 
onserver de bonnes performan
es, les méthodespro
édant à un é
hantillonnage aléatoire de l'espa
e (prin
ipalement Probabilisti
RoadMap [HKLR02℄ et les algorithmes génétiques [GCFR98℄) sont majoritairementutilisées.(b) Les méthodes indire
tes, qui pro
èdent en deux phases : une plani�
ation de 
heminet une modulation de vitesse sur 
e 
hemin [KZ86℄. Cette dernière peut être vue
omme une deuxième plani�
ation de 
hemin, dans un espa
e-temps de dimension 2.Cette dé
omposition permet de reformuler le problème de plani�
ation de traje
toireen deux plani�
ations de 
hemin et don
 de le traiter en un temps polynomial. Ce
ise fait au prix de la 
omplétude : 
ertaines situations aboutiront à un é
he
 alorsqu'il existait une solution. 19
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(a) 

B

A s

A

B

x

y

s

t

(b) Fig. 11 � Plani�
ation globale indire
teLa plani�
ation 
omporte deux phases : (a) le 
al
ul d'un 
hemin évitant uniquement lesobsta
les �xes et (b) la modulation de vitesse du mobile sur 
e 
hemin, permettant d'éviterles obsta
les mobiles, dans un espa
e-temps de dimension 2 (l'abs
isse 
urviligne s et letemps t). Cet espa
e 
omporte des régions interdites (en rouge et en orange) matérialisantdes 
on�its ave
 les obsta
les mobiles (de la même 
ouleur).2. Les méthodes lo
ales tiennent 
ompte de l'état des obsta
les à intervalles réguliers. Dansune méthode d'ordre n, l'état d'un obsta
le est 
onstitué des n dérivations su

essives desa position [FS98℄. Ainsi :(a) Les méthodes d'ordre 0 tiennent uniquement 
ompte de la position des obsta
les. Pu-rement réa
tives, elles mettent en jeu des te
hniques 
lassiquement utilisées dans un
ontexte temps réel pour des tâ
hes de navigation : les réseaux de neurones [Jan04℄,la logique �oue [SN85℄ et la déformation de 
hemin [QK93℄. Elles sont don
 adap-tées pour éviter les 
ollisions à 
ourt terme. Pour les utiliser dans un 
ontexte deplani�
ation, les per
eptions de l'environnement par le mobile sont simulées.
B

A

B B

(a) (b) (c) 

O

y

x

A A

Fig. 12 � Plani�
ation lo
ale d'ordre 0La �gure illustre la réa
tion lo
ale à la présen
e d'obsta
les par déformation de 
hemin. Lespositions su

essives des obsta
les mobiles sont illustrées en pointillés.(b) Les méthodes d'ordre 1 tiennent non seulement 
ompte de la position des obsta
les,mais aussi de leur ve
teur-vitesse. Ce
i permet d'anti
iper leur dépla
ement et d'évi-ter les 
ollisions à plus long terme. Dans 
et esprit, ont été proposés le 
on
eptd'obsta
le-vitesse [FS93℄ et une adaptation des potentiels arti�
iels [GC02℄.20



Introdu
tion3. Une plani�
ation de traje
toire en présen
e de 
ourants, si C 
ontient en plusdes 
ourants (�gure 8
).Le passage de la plani�
ation de 
hemin à la plani�
ation de traje
toire est assez natu-relle, puisque la plani�
ation de traje
toire repose prin
ipalement sur des méthodes deplani�
ation de 
hemin, soit telles quelles (en temps que première étape de 
al
ul), soitles adaptant (en ajoutant une dimension temporelle).Toutefois, l'adaptation de 
es te
hniques à un environnement 
ontenant des 
ourants estbeau
oup moins aisée. Sur la quantité très importante d'algorithmes de plani�
ation detraje
toire, une in�me partie a été étendue à la présen
e de 
ourants : les algorithmesgénétiques [RK03℄ et les potentiels arti�
iels [GAO05℄. Plus ane
dotiquement, on trouvequelques méthodes spé
i�ques, 
omme l'optimisation de B-splines [ISM05℄ et les 
hampsde vitesses [NBMB06℄.Cette progression dans la 
omplexité des problèmes est assez représentative de la progressionhistorique dans les algorithmes de plani�
ation de mouvement. C'est pourquoi nous avons dé
idé deretra
er 
ette progression au �l des 
hapitres :� Le 
hapitre 1 présente les méthodes de plani�
ation de 
hemin,� Le 
hapitre 2 dé
rit ensuite les méthodes de plani�
ation de traje
toire,� Le 
hapitre 3 étend en�n les méthodes pré
édentes à la présen
e de 
ourants.Chaque 
hapitre se réfère aux méthodes dé
rites dans des 
hapitres pré
édents. Ils peuvent tou-tefois être lus de façon indépendante. A titre illustratif, les méthodes présentées sont su

essivementappliquées aux espa
es de 
on�gurations de la �gure 8 (8a dans le 
hapitre 1, 8b dans le 
hapitre2 et 8
 dans la 
hapitre 3). Des détails sur les algorithmes asso
iés (
omplexité, déterminisme,
omplétude, optimalité, et
.) sont fournis.
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Chapitre 1La plani�
ation de 
hemin
Sommaire1 Les méthodes de dé
omposition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241.1 La dis
rétisation de l'espa
e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241.2 La re
her
he de plus 
ourt 
hemin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 272 Les méthodes probabilistes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 292.1 Probabilisti
 RoadMap (PRM) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 292.2 Probabilisti
 Cell De
omposition (PCD) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 312.3 Rapid Random Trees (RRT) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 313 Les potentiels arti�
iels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 333.1 Méthodes analytiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 333.2 Méthodes numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 354 Les métaheuristiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 374.1 Les algorithmes génétiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 384.2 Les essaims parti
ulaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 414.3 Les 
olonies de fourmis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 435 Résumé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47Comme énon
é en introdu
tion, étant données deux 
on�gurations A et B, le problème de pla-ni�
ation de 
hemin 
onsiste à trouver une 
ourbe de longueur �nie L, appelée 
hemin, entièrement
ontenue dans l'espa
e valide Cvalide, reliant A et B.Formellement parlant, le 
hemin re
her
hé est dé�ni par le graphe d'une fon
tion 
ontinue
γ : l ∈ [0, L] 7→ (x, y) ∈ Cvalide, véri�ant γ(0) = A et γ(L) = B. La fon
tion γ∗ minimisant lalongueur L est appelée 
hemin optimal.Les méthodes les plus évoquées dans la littérature pour résoudre 
e problème ont été répertoriéesdans le diagramme de la �gure 1.1. Ces méthodes se divisent en 4 grandes 
lasses : les méthodes dedé
omposition, les méthodes probabilistes, les potentiels arti�
iels et les métaheuristiques. Chaque
lasse est dé
rite dans une se
tion.



Chapitre 1. La plani�
ation de 
hemin
Méthodes de
planification
de chemin

Méthodes de
décomposition

Potentiels
artificiels

Méthodes
probabilistes

Meta
heuristiques

Rétraction Division
cellulaire

Essaims
particulaires

Colonies de
fourmis

Méthodes de
discretisation

A*
et dérivés

Analytiques Numériques

Propagation
d’onde

PCD

PRM

RRT
Algorithmes
génétiques

Fig. 1.1 � Méthodes de plani�
ation de 
heminLes triangles blan
s symbolisent des liens d'héritage, et les losanges noirs des liens de 
om-position.1 Les méthodes de dé
ompositionLes méthodes de dé
omposition 
onsistent à dis
rétiser l'espa
e initial, 
ontinu, en un ensemble�ni d'éléments. Ces éléments sont ensuite représentés au sein d'un graphe sur lequel il sera possibled'appliquer des algorithmes de re
her
he de plus 
ourt 
hemin, de type A∗.1.1 La dis
rétisation de l'espa
eL'espa
e est prin
ipalement dis
rétisé de deux manières di�érentes : par division en 
ellules oupar rétra
tion de 
hemins.1. La division en 
ellules 
onsiste à dé
omposer l'espa
e valide (i.e. dépourvu d'obsta
les) enun ensemble de régions disjointes. Cette division peut être exa
te ou appro
hée.� Une division exa
te aboutit à un re
ouvrement 
omplet de l'espa
e valide. Les 
ellules sontdes polygones quel
onques, dont la forme dépend de la position des sommets des obsta
les.La division trapézoïdale, proposée par Chazelle [Cha87℄, est la plus simple. Elle 
onsiste àtra
er une série de segments parallèles à un des axes (~y dans la �gure 1.2), passant par les24



1 Les méthodes de dé
ompositionsommets des obsta
les. Si n est le nombre total de sommets, le nombre de polygones est en
O(n), et le temps de 
al
ul en O(n log n).

(a) (b) 

x

y 

O Fig. 1.2 � Division 
ellulaire exa
teLa partie (a) présente une division à base de trapèzes et la partie (b) à base de triangles. Laforme des 
ellules est 
onditionnée par la position des sommets des obsta
les.� Une division appro
hée aboutit à un re
ouvrement partiel de l'espa
e valide. La forme des
ellules est prédé�nie, généralement re
tangulaire.La division de type quadtree est un 
as parti
ulier de la division 2m-tree (où m désigne ladimension de l'espa
e) ave
 m = 2. Elle permet de 
on
entrer l'e�ort de division au niveaudes zones 
ritiques, i.e. aux environs des obsta
les.Initialement développée pour des tâ
hes de graphisme [JT80℄, elle 
onsiste à diviser ré
ur-sivement les 
ellules appartenant à un obsta
le en 2m sous-
ellules. La 
ondition d'arrêt estsouvent un nombre maximal r de subdivisions, appelé résolution. Dans 
e 
as, le nombre de
ases peut s'élever à 2mr. En d'autres termes, à m �xé, le temps de 
al
ul augmente don
de façon exponentielle ave
 r.
(a) (c) (b) 

x

y 

O Fig. 1.3 � Division 
ellulaire appro
héeLa partie (a) présente une division à base de re
tangles de taille variable, la partie (b) à basede 
ellules régulières, la partie (
) utilisant un quadtree de résolution 1. Les 
ellules grisessont 
onsidérées 
omme o

upées par un obsta
le.Il est important de noter que les divisions appro
hées sont sour
es d'in
omplétude. Si les
ellules sont trop grossières, 
ertains passages étroits peuvent se retrouver bou
hés, 
ommeon peut l'observer sur la �gure 1.3b. Dans le pire des 
as, 
e phénomène peut éliminer leseul 
hemin possible. 25



Chapitre 1. La plani�
ation de 
hemin2. La rétra
tion de 
hemins 
onsiste à extraire de l'espa
e un réseau de 
ourbes unidimen-sionnelles. Dans la littérature anglophone, on parle de roadmap.Le graphe de visibilité, introduit par Nilsson [Nil69℄, s'ins
rit dans une volonté de minimisationde la distan
e par
ourue. Il exploite l'idée selon laquelle la manière optimale de 
ontournerun ensemble d'obsta
les est de passer par leurs sommets. Dans la version la plus simple, lessommets sont reliés deux à deux par un segment, si 
elui-
i n'interse
te pas d'obsta
les. Lesalgorithmes les plus e�
a
es (de 
et algorithme de base1) 
onstruisent 
es segments en untemps en O(n2) (où n est le nombre de sommets) [Wel85℄.Le diagramme de Voronoi, introduit par O'Dunlaing et Yap, est destiné à minimiser les risquesde 
ollision ave
 les obsta
les. Il est 
onstitué par l'ensemble des 
ourbes équidistantes auxobsta
les. Ce diagramme peut être 
onstruit en un temps O(n log n), en utilisant le prin
ipede balayage introduit par Fortune [For86℄ et représenté �gure 1.5.
(b) (a) Fig. 1.4 � Rétra
tion de 
hemins (roadmap)La partie (a) illustre le graphe de visibilité. Dans la version réduite, les segments en pointilléssont supprimés. La partie (b) illustre le diagramme de Voronoi.

(a) (b) (c)Fig. 1.5 � Algorithme de FortuneLa �gure illustre la 
onstru
tion du diagramme du Voronoi dans un environnement 
ontenant10 sommets, par appli
ation de l'algorithme de Fortune. L'algorithme utilise une droite D(en rouge) qui balaie l'espa
e de gau
he à droite. Le front F dessiné en bleu, équidistant de
D et des sommets, dessine progressivement les ar
s du diagramme (segments noirs).1Une version améliorée existe, appelée graphe de visibilité réduit. Dans 
elle-
i, seuls les segments tangents auxobsta
les sont 
onservés. La 
onstru
tion de segments peut alors être réalisée en un temps en O(log n) [Roh86℄.Notons qu'un segment S est tangent à un obsta
le O au point M si et seulement si dans un voisinage V de Ml'intérieur de O tient entièrement d'un 
oté de D. 26



1 Les méthodes de dé
ompositionEn 
omplément à 
es méthodes de dis
rétisation déterministes, des méthodes probabilistes ontété proposées : PRM (Probabilisti
 RoadMap) et PCD (Probabilisti
 Cell De
omposition). Ellessont dé
rites en détail dans la se
tion 2.1.2 La re
her
he de plus 
ourt 
heminA la �n de la phase de dis
rétisation, nous pouvons 
onstruire un graphe re�étant les dépla-
ements possibles dans l'espa
e. Ce graphe, appelé graphe de 
onne
tivité, est un 
ouple (N ,A),ave
 :1. N = {Ni} l'ensemble des noeuds, leur nature dépendant de la méthode de dis
rétisationutilisée :� Dans le 
as d'une division 
ellulaire, un noeud représente une 
ellule de l'environnement.Les point de départs et d'arrivée sont représentés par les 
ellules qui les 
ontiennent.� Dans le 
as d'une rétra
tion de 
hemin, un noeud représente un point de passage de laroadmap. A 
es noeuds sont ajoutés deux noeuds supplémentaires : les points de départ etd'arrivée.2. A = {aij = (i, j, cij)} l'ensemble des ar
s, matérialisant le voisinage entre les noeuds : aij ∈ Asi et seulement si les noeuds Ni et Nj sont voisins. Le 
oût cij entre les noeuds i et j est donnépar une métriqueMi,j spé
i�que au problème.Il est toujours positif.
(a) 

N1

N2

N4 N5

N3

N6 N7 N9

N8

(b) 

1

2 3

54

8

76
9

B

A

(B)

(A)

Fig. 1.6 � Graphe de 
onne
tivitéLa �gure présente le graphe de 
onne
tivité (b) 
orrespondant à la dis
rétisation trapézoïdale(a). Les noeuds verts 
orrespondent aux 
ellules de départ et d'arrivée.Cette notion permet d'abstraire le problème initial : la re
her
he de plus 
ourt 
hemin ne se faitplus dans l'espa
e initial, mais dans un graphe.L'algorithme le plus utilisé pour 
ette tâ
he est l'algorithme A∗, introduit par Hart, Nilssonet Raphael [HNR68℄. L'algorithme A∗ est une amélioration de l'algorithme de plus 
ourt 
heminproposé par Dijkstra [Dij59℄. Toute l'astu
e de l'A∗ réside dans l'ajout d'une partie heuristique, quipermet de guider la re
her
he dans le graphe vers le noeud but, et don
 de limiter le nombre denoeuds évalués.L'algorithme A∗ manipule une liste de noeuds évalués appelée OPEN. Au début, la liste 
ontientuniquement le noeud de départ. Puis, à 
haque étape de la re
her
he, l'algorithme extrait le noeudde plus faible évaluation de OPEN et le développe. Développer un noeud N 
onsiste à évaluer sessu

esseurs S et de les ajouter dans OPEN. N est quant à lui supprimé de OPEN, et ex
lu de touteévaluation ultérieure. 27



Chapitre 1. La plani�
ation de 
heminL'évaluation d'un su

esseur S du noeud N 
onsiste à :1. Etablir un pointeur de pré
éden
e de S vers N , mémorisant le fait que N soit le prédé
esseuroptimal de S.2. Evaluer S, en utilisant la fon
tion f dé�nie par :
f(S) = g(S) + h(S) (1.1)où :� g(S) est le 
oût réel du noeud de départ au noeud S. On a g(S) = g(N) + c(N, S), où

c(X, Y ) désigne le 
oût né
essaire pour se dépla
er de X à Y .� h(S) est une estimation du 
oût né
essaire pour atteindre un noeud d'arrivée à partir de S.
g est appelée fon
tion de 
oût et h fon
tion heuristique. Le but de 
ette dernière est de guiderla re
her
he vers un noeud d'arrivée.La re
her
he s'arrête quand le noeud d'arrivée est atteint (
'est à dire quand le noeud d'arrivéeest séle
tionné pour être développé). Le 
hemin entre le départ et l'arrivée est alors déduit en partantdu noeud d'arrivée et en par
ourant, par pointages su

essifs, la liste des prédé
esseurs. La propriététrès intéressante de l'A∗ est que le 
hemin trouvé est assuré d'être optimal si la fon
tion h estadmissible (i.e. si elle ne surestime jamais le 
oût restant).On peut noter deux 
as triviaux de fon
tions admissibles :� La fon
tion 
onstante h = 0. Dans 
e 
as, le résultat (et le temps de 
al
ul) de l'A∗ 
oïn
ideexa
tement ave
 
elui de l'algorithme de Dijkstra.� La distan
e Eu
lidienne au but, 
orrespondant à un dépla
ement dire
t (i.e. en ligne droite)du noeud 
ourant au noeud but. Cette heuristique, très utilisée, ignore totalement les 
ontour-nements dus aux obsta
les.

B

A

(a) (b) 

B

A

Fig. 1.7 � In�uen
e de la fon
tion heuristique dans l'A∗La �gure présente (en bleu 
lair) les 
ellules évaluées par l'algorithme A∗ ave
 les fon
tionsheuristiques suivantes : (a) fon
tion 
onstante nulle et (b) distan
e Eu
lidienne au but. Dans(a), les 
ellules sont évaluées de façon isotrope (formant un disque) ; dans (b), de façonprivilégiée vers le but (formant une bande). Dans les deux 
as, le 
hemin trouvé est le même,illustré en bleu fon
é.Beau
oup de variantes de l'A∗ ont été introduites par la suite, pour minimiser le nombre denoeuds explorés en 
as de replani�
ation dynamique (dans le 
as d'un environnement 
hangeantou partiellement 
onnu). La première du genre fut le D∗ (pour Dynami
 A∗), proposée par Stentz28



2 Les méthodes probabilistes[Ste94℄. Depuis, un grand nombre d'extensions ont été proposées, la plus ré
ente étant le Field D∗[FS07℄, réduisant des erreurs 
ommises due à la dis
rétisation en 
ases.Toutes 
es te
hniques ont en 
ommun d'utiliser les informations des re
her
hes pré
édentes poura

élérer la re
her
he 
ourante. Toutefois, 
elles-
i sortant du thème global de 
ette thèse (la plani-�
ation prévisionnelle), elles ne seront pas détaillées i
i.2 Les méthodes probabilistesLes méthodes probabilistes ont initialement été proposées pour permettre la plani�
ation de 
he-min dans des espa
es de dimensions élevées, dans lesquels les méthodes de dé
omposition deviennentextrêmement 
oûteuses2. Toutefois, elles sont régulièrement utilisées dans des espa
es de faible di-mension, dans toutes les appli
ations où la rapidité de plani�
ation est prioritaire sur l'optimalitédu 
hemin trouvé.Basées sur un é
hantillonnage aléatoire de l'espa
e, elles ne sont pas 
omplètes, mais asymptoti-quement 
omplètes. Cela signi�e que, si un 
hemin existe, la probabilité de le trouver tend vers 1 sile temps de 
al
ul tend vers l'in�ni !2.1 Probabilisti
 RoadMap (PRM)Dans les méthodes de rétra
tion 
lassiques, des points d'intérêt sont prélevés dans l'espa
e enfon
tion de la position et de la forme des obsta
les (diagramme de Voronoi et graphe de visibilité,présentés page 25).Dans la méthode PRM, des points, appelés é
hantillons, sont prélevés aléatoirement. Puis, 
haqueé
hantillon est relié à ses voisins en utilisant un plani�
ateur lo
al. Le plani�
ateur le plus utilisétente simplement de relier des é
hantillons en ligne droite, en véri�ant les 
ollisions ave
 les obsta
les.On peut également envisager d'utiliser des méthodes à bases de potentiels arti�
iels 
ontinus, dé
ritsdans la se
tion 3.
B

A

r

(a) (c) (b) Fig. 1.8 � Méthode PRMLa méthode pro
ède en deux étapes : (a) é
hantillonnage aléatoire de l'espa
e et (b) la
onnexion lo
ale des é
hantillons (en utilisant un voisinage de rayon r), formant ainsi ungraphe. Dans 
haque étape, les éléments dessinés en rouge, interse
tant des obsta
les, sontsupprimés. La partie (
) présente, en bleu, le plus 
ourt 
hemin entre A et B à dans le graphe.2Quelle que soit la méthode utilisée, le nombre de 
ellules augmente exponentiellement ave
 la dimension n del'espa
e. Par exemple, a une résolution r �xée, la méthode 2m-tree génère un nombre de hyper
ubes en O(2mr).29



Chapitre 1. La plani�
ation de 
heminComme après toute méthode de rétra
tion, nous disposons d'un graphe dans lequel nous pouvonsréaliser une re
her
he de plus 
ourt 
hemin.La méthode PRM ren
ontre des di�
ultés quand les uniques solutions empruntent un passageétroit, la probabilité qu'une su

ession d'é
hantillons soit tirée à l'intérieur de 
e passage étant trèsfaible.
(a) (b) Fig. 1.9 � Impa
t d'un passage étroit sur la méthode PRMLa �gure reprend l'é
hantillonnage de la �gure 1.8 en présen
e d'un passage étroit. Ce passageprovoque la suppression d'un grand nombre d'é
hantillons (a) et d'ar
s (b). Il en résulte queles parties gau
he et droite de l'espa
e ne sont pas 
onne
tées.Pour y remédier, plusieurs extensions de la méthode PRM ont été proposées, dont le prin
ipeest de "guider" la génération des é
hantillons, plut�t que de la laisser 
omplètement aléatoire. Lesstratégies suivantes en sont deux exemples :� Kavraki et al. [KL94℄ ont introduit une étape supplémentaire, dite d'enri
hissement, ajoutantdes é
hantillons aux environs de 
eux ayant peu de voisins. La probabilité qu'un é
hantillonsoit séle
tionné pour enri
hissement est proportionnelle à 1/(1 + v), où v est son nombre devoisins.� Amato et al. [ABD+98℄ ont utilisé les é
hantillons en 
ollision ave
 les obsta
les 
omme sour
esde rayons. Puis, de nouveaux é
hantillons sont générés, au bord des obsta
les. Leur positionest déterminée par une re
her
he di
hotomique. Ce prin
ipe est la base de la méthode OBPRM(Obsta
le Based PRM).

12 345Fig. 1.10 � Prin
ipe de la méthode OBPRMLa �gure illustre la génération d'é
hantillons utilisée dans la méthode OBPRM (Obsta
leBased PRM). Chaque é
hantillon entrant en 
ollision ave
 un obsta
le (en rouge) génère desrayons à angles réguliers. Sur 
es rayons sont déterminés de nouveaux é
hantillons (en blan
)au bord de l'obsta
le. 30



2 Les méthodes probabilistes2.2 Probabilisti
 Cell De
omposition (PCD)PCD est une méthode de division 
ellulaire probabiliste, introduite par Lingelba
h [Lin04℄, mé-langeant les 
on
epts de la méthode PRM (l'é
hantillonnage aléatoire) et du 2m-tree (la subdivisionde 
ellules).Au départ, l'espa
e 
ontient une unique 
ellule, 
onsidérée 
omme libre. Puis, une série de divi-sions 
ellulaires est réalisée 
omme suit :1. Un é
hantillon E est tiré au hasard dans l'espa
e,2. La 
ellule C 
ontenant E est divisée en deux sous-
ellules3 : C1, 
ontenant en
ore E, et C2.La nature de la sous-
ellule C1 est déterminée par la nature de E (faisant partie d'un obsta
leou non). La nature de C2 est in
hangée.Les 
ritères d'arrêt envisageables sont de même nature que 
eux utilisés pour le 2m-tree. On peutpar exemple 
hoisir un nombre maximal de subdivisions.
B

A

(a)  (c) (b)  (d) 

x 

y Fig. 1.11 � Méthode PCDLes 
ellules sont subdivisées par tirage su

essifs d'é
hantillons. La sous-
ellule 
ontenant lenouvel é
hantillon est de même nature que 
elui-
i : valide (en blan
) ou o

upée par unobsta
le (en rouge). Les parties (a), (b) et (
) illustrent les trois premières subdivisions. Lapartie (d) présente (en bleu) le 
hemin trouvé entre A et B après 18 subdivisions.Grâ
e au 
on
ept de 
ellule, une vaste zone peut être 
ouverte par un seul é
hantillon. Ce
ipermet de résoudre des problèmes possédant des passages étroits ave
 un nombre d'é
hantillonsrestreint.2.3 Rapid Random Trees (RRT)Développée par LaValle [LaV98℄, la méthode RRT est une alternative probabiliste aux algo-rithmes de type A∗. Cette fois, l'é
hantillonnage aléatoire n'est pas utilisé pour dis
rétiser l'espa
e,mais dire
tement pour 
onstruire l'arbre de re
her
he.Etant donné un arbre A, 
elui-
i est étendu 
omme suit :1. Un point M est tiré de façon aléatoire dans l'espa
e, la loi de probabilité utilisée étant souventbiaisée de façon à favoriser l'exploration des zones non 
ouvertes,3Étant donné un é
hantillon E, une subdivision 
onsiste à déte
ter l'é
hantillon F le plus pro
he, et à tra
er unedroite passant par le milieu du segment [EF ], parallèle à un des axes du repère.31



Chapitre 1. La plani�
ation de 
hemin2. Le noeud N le plus pro
he (en terme de distan
e) est séle
tionné dans A,3. Un nouveau noeud N ′ est pla
é sur le segment [NM ], à un petite distan
e ε de N ,4. Si le mouvement en ligne droite N → N ′ est valide (i.e. si au
une 
ollision n'est déte
tée), lenoeud N ′ est ajouté à l'arbre. Sinon on retourne en 1.L'expansion s'arrête quand le but est atteignable par le noeud le plus pro
he, en e�e
tuant unmouvement de longueur prédé�nie (souvent ε).
M

N
N’Fig. 1.12 � Extension d'arbre de re
her
he dans la méthode RRTL'arbre existant est étendu par l'intermédiaire d'un nouvel é
hantillon M , via le noeud leplus pro
he N . Le nouveau noeud N ′ est pla
é une petite distan
e ε de N sur le segment

[NM ].Plusieurs variantes ont été proposées, pour améliorer les performan
es ou favoriser les multiplesplani�
ations dans un même environnement.Pour le premier point, Ku�ner et Lavalle ont proposé, dans leur méthode RRT-Conne
t [KL00℄,de développer simultanément deux arbres : l'un partant du noeud de départ, et l'autre de l'arrivée.Quand 
eux-
i sont su�samment pro
hes, et si 
ela est possible, 
eux-
i sont 
onne
tés. On parlealors de RRT bidire
tionnel.
B

A

(b) (a) 

B

A

Fig. 1.13 � RRT bidire
tionnelDeux arbres sont développés simultanément, partir des points de départ A et d'arrivée B.Quand 
eux-
i sont su�samment pro
hes, ils sont 
onne
tés. Le 
hemin entre A et B (en bleu)est alors obtenu en par
ourant, à partir des points de 
onnexion (en rouge), les prédé
esseurssu

essifs dans les deux arbres.Pour le deuxième point, Bru
e et Veloso ont suggéré, dans 
e qu'ils ont nommé ERRT (ExtentedRRT) [BV02℄, de pro
éder à l'exploration de l'espa
e ave
 une probabilité p, et de réutiliser lesnoeuds présents sur le 
hemin pré
édemment 
al
ulé ave
 une probabilité 1− p. La probabilité p est�xée selon la dynamique de l'environnement, éventuellement par apprentissage.32



3 Les potentiels arti�
iels3 Les potentiels arti�
ielsLes méthodes pré
édemment évoquées se ramènent toutes à un graphe pour modéliser les dé-pla
ements possibles du mobile. Khatib [Kha80℄ a proposé une toute autre appro
he, inspirée de laphysique. Elle 
onsidère le mobile 
omme une parti
ule sous l'in�uen
e d'un 
hamp de potentiel U ,dont les variations lo
ales re�ètent la stru
ture de l'espa
e.Les méthodes à base de potentiels se divisent en deux 
atégories : analytiques et numériques.3.1 Méthodes analytiquesLes appro
hes analytiques manipulent l'expression expli
ite du 
hamp de potentiel U . Le plussouvent, le potentiel U(M) d'un point M est la somme de potentiels élémentaires :
U(M) = Uattr(M) +

n∑

i=1

U i
rep(M) (1.2)� Uattr est un 
hamp de potentiel attra
tif, asso
ié au point but, augmentant ave
 la distan
e,généralement de façon linéaire ou quadratique. Kathib a par exemple proposé des fon
tions dela forme :

Uattr(M) =
1

2
· ε · d(M, B)2 (1.3)où ε est une 
onstante positive, et d(M, B) la distan
e Eu
lidienne de M au but B.� U i

rep est un 
hamp de potentiel répulsif, asso
ié à l'obsta
le i. L'idée de 
e 
hamp est de 
réerune barrière aux environs de l'obsta
les, de façon à le rendre infran
hissable, tout en ayantune in�uen
e négligeable ailleurs.Une possibilité est de prendre la forme inverse de Uattr, en pro
édant au 
hangement de variable
d→ 1/d :

U i
rep(M) =

1

2
· η · 1

d(M, Oi)2
(1.4)

η désignant une 
onstante positive et Oi l'ième l'obsta
le de l'espa
e.
(a)  (c) (b)  (d) 

B

optimum global  

y 
x 

Uattr
y 

x 

Urep
y 

x 

Uy 

x Fig. 1.14 � Constru
tion du 
hamp de potentielLa �gure (tirée de [Lat91℄) illustre la 
onstru
tion du 
hamp de potentiel arti�
iel re�étantla stru
ture de l'espa
e (a), 
ontenant le point but B. La partie (b) représente le 
hampattra
tif asso
ié à B, (
) les 
hamps répulsifs asso
ié aux obsta
les et (d) le 
hamp total.33



Chapitre 1. La plani�
ation de 
heminLa fon
tion U ainsi 
onstruite possède un minimum global (de valeur pro
he de 0) au point but
B, et des valeurs tendent vers l'in�ni aux environs des obsta
les. Un 
hemin entre un point A et
B peut don
 être 
onstruit en relevant les étapes su

essives de la minimisation de U en partant de A.L'algorithme le plus simple pour e�e
tuer 
ette minimisation est la des
ente du gradient (ou l'unde ses dérivés, présentés dans [Min83℄). Elle 
onsiste à e�e
tuer une série de dépla
ements in�nité-simaux dans la dire
tion −~∇U , où ~∇ désigne le gradient4 de U .Le 
hemin obtenu est alors la 
ourbe de moindre énergie dans l'espa
e de la �gure 1.14d. Pourillustrer le propos, le 
hemin est analogue à 
elui que suivrait une bille, sans frottements, en présen
ed'un 
hamp gravitationnel.

B

A

A B 

(b)  (a)  

y 
x 

U
y 

xFig. 1.15 � Minimisation du 
hamp de potentielLa partie (a) présente (en bleu) la su

ession de positions empruntées pendant la minimisa-tion du 
hamp de potentiel de la �gure 1.14d, en partant du point A. Le 
hemin 
orrespondantdans l'espa
e initial est fourni dans la partie (b).Le prin
ipal défaut des potentiels arti�
iels analytiques réside dans le fait que l'atteinte d'unminimum n'est pas for
ement équivalent à l'atteinte du but. C'est notamment le 
as :� Quand les obsta
les sont pro
hes les uns des autres, donnant naissan
e à des minima lo
aux :les algorithmes d'optimisation, supposant des fon
tions 
onvexes, peuvent alors 
onverger versun de 
es minima. Dans la �gure 1.15, par exemple, le rappro
hement ou l'agrandissement desobsta
les obstruerait le passage 
entral emprunté par le robot, qui se retrouverait bloqué.� Quand des obsta
les sont présents aux environs du but : l'optimum global de la fon
tion estalors dé
alé, 
e qui provoque l'arrêt du robot aux environs du but, sans l'atteindre. Ce dernierproblème est 
onnu sous le nom de GNRON (Goal Non Rea
hable with Obsta
les Nearby).Ces problèmes ont été atténués, mais non résolus, prin
ipalement de deux façons di�érentes :en jouant sur l'expression des fon
tions Uattr et Urep [CBW90℄[GC00℄ ou en ayant re
ours à desmouvements aléatoires pour débloquer le robot [BL90℄.
4Les 
omposantes ~∇U sont les dérivées partielles de la fon
tion U par rapport à ses variables.34



3 Les potentiels arti�
iels

(b) (a) 

optimum global

y x 

U

y 

x

Fig. 1.16 � Le problème GNRONDans l'espa
e (a), un obsta
le (en gris) est présent aux environs du point but (en vert). Laprésen
e de 
et obsta
le dé
ale l'optimum global du 
hamp de potentiel, illustré en (b), quin'est alors plus situé au niveau du point but. Ce problème est tiré de [GC00℄.3.2 Méthodes numériquesUne autre façon de pallier les problèmes évoqués 
i-avant est de ne 
al
uler que le potentielattra
tif asso
ié au but, limité à l'espa
e valide. C'est le 
on
ept de fon
tion de navigation [Kod87℄.Cependant, l'expression analytique d'une telle fon
tion n'est pas toujours 
al
ulable.Suite aux travaux de Jarvis [Jar85℄, Barraquand et al. ont don
 proposé une méthode de 
al
ulnumérique [BL91℄, appelée propagation d'onde, indépendante du nombre et de la forme des obsta
les.Dans 
elle-
i, l'espa
e est dis
rétisé au moyen d'une grille, puis un front d'onde est propagé
omme suit : la 
ellule de départ A est a�e
tée à 0. Puis, 
haque voisin (de Manhattan5) de A esta�e
té à 1 ; puis, 
haque voisin (non évalué) des 
ellules de valeur 1 est a�e
tée à 2 ; et ainsi de suite.Au 
ours de 
ette propagation, les 
ellules appartenant aux obsta
les sont ignorées. Le poten-tiel ainsi 
al
ulé représente la distan
e de Manhattan6 né
essaire pour rejoindre la 
ellule but, en
ontournant les obsta
les.
A A A

B

(a) 

B

(b) 

B

(d) 

B

(c) 

A

B

(e) 

A

Fig. 1.17 � Propagation d'onde utilisant le voisinage et la distan
e de ManhattanCet algorithme de base a été généralisé par Dorst [DT88℄ à n'importe quel type de voisinage5Les voisins de Manhattan d'une 
ase C 
ontient les 
ases adja
entes à C situées aux 4 points 
ardinaux.6La distan
e Manhattan représente le nombre total de dépla
ements horizontaux et verti
aux entre deux 
ases.35



Chapitre 1. La plani�
ation de 
heminet de distan
e. A 
haque itération de la propagation, la 
ase de 
oût minimal est extraite du frontd'onde et ses voisins, fournis par une fon
tion V, sont évalués à l'aide d'une métriqueM (opérationd'évaluation). Si un voisin V avait déjà été évalué au préalable, la valeur minimale est 
onservée(opération de 
omparaison).L'ensemble de l'algorithme est fourni dans la �gure 
i-après. Il 
onstituera la base des 
ontribu-tions majeures de 
ette thèse.propagation_onde(Ã, B̃, G, d)
⊲ Entrée : Ã, B̃ : 
ases de départ et d'arrivée
⊲ Entrée : G : grille
⊲ Entrée : d : date de départ en Ã
⊲ Lo
ale : F : front d'onde 
ourant
⊲ Lo
ale : D : 
ases développées par le front d'onde
⊲ Lo
ale : H : tête de F (
ase de moindre 
oût)
⊲ Lo
ale : V : un voisin de H

⊲ Lo
ale : ctemp
V : evaluation temporaire de V1 Début2 F ← {Ã}, D ← ∅3 cX ← +∞,∀X ∈ G \ {Ã}4 c eA ← 05 faire6 H ← arg min{cX , X ∈ F}7 pour 
haque V ∈ (V(H) \ D) faire8 ctemp

V ← cH +MH,V (cH + d) //opération d'évaluation9 cV ← min{cV , ctemp
V } //opération de 
omparaison10 F ← F ∪ {V }11 F̄ ← F \ {H}12 D ← D ∪ {H}13 tantque H 6= B̃14 Fin Fig. 1.18 � L'algorithme la propagation d'onde, adapté de [DT88℄.La �gure 1.19 reprend l'exemple de la �gure 1.17, en utilisant 
ette fois le voisinage de Moore7et la distan
e Eu
lidienne 
omme métrique. On peut 
onstater une nette di�éren
e dans progressiondu front d'onde entre les deux �gures.De manière générale, jouer sur le voisinage et/ou la métrique permet de 
ontr�ler la manière dontle front d'onde se propage dans l'environnement. Il est notamment possible de freiner l'expansion dufront d'onde dans 
ertaines parties de l'environnement (que l'on veut éviter) et de l'a

élérer dansd'autres (que l'on veut privilégier). On parle alors d'expansion non isotrope8.7Les voisins de Moore d'une 
ase C 
ontient les 8 
ases adja
entes à C.8C'est grâ
e à 
e prin
ipe d' anisotropie qu'il est possible tenir 
ompte de l'in�uen
e de 
ourants dans l'environ-nement, 
omme nous le verrons dans le 
hapitre 3. 36



4 Les métaheuristiques
A A A

B

(a) 

B

(b) 

B

(d) 

B

(c) 

A

B

(e) 

A

Fig. 1.19 � Propagation d'onde utilisant le voisinage de Moore et la distan
e Eu
lidienneDans la littérature, on retrouve le 
on
ept de propagation d'onde sous d'autres noms, dans desdomaines totalement di�érents de la robotique. Par exemple, on peut la voir apparaître sous ladénomination transformée de distan
e en infographisme [Jar85℄, ou en
ore Fast Mar
hing dans desappli
ations de physique [Set96℄. On peut également la voir 
omme une simple appli
ation de l'al-gorithme de plus 
ourt 
hemin de Dijkstra [Dij59℄.S'il existe quelques di�éren
es dans leur propriétés, tous 
es algorithmes ont stri
tement la même
omplexité temporelle (dans le pire des 
as), en O(N log N), si N est le nombre de 
ases dans la grille.Dans les appli
ations pratiques, qui peuvent né
essiter des résolutions de grille importantes, Npeut rapidement devenir élevé (de l'ordre de plusieurs millions), 
e qui peut aboutir à des tempsde 
al
ul importants. Pour 
onserver de bonnes performan
es, une solution 
onsiste à implémenterdire
tement la propagation d'onde sur des systèmes matériels.Glasius et al. [GKG95℄ ont été les premiers à implémenter la propagation d'onde sous la formede 
artes de Kohonen physiques. Cette idée a énormément été reprise par la suite. Les publi
a-tions [RWHK97℄[YM01℄[LSR05℄ en sont quelques exemples. D'autres auteurs, 
omme Behring et al.[BBCM00℄ ont quant à eux opté pour des automates 
ellulaires.4 Les métaheuristiquesDans 
ertaines méthodes évoquées 
i-dessus, des heuristiques sont parfois utilisées. Il s'agit derègles empiriques privilégiant, en utilisant astu
ieusement les spé
i�
ités du problème, 
ertainesdire
tions dans l'espa
e de re
her
he. Une heuristique bien 
hoisie permet de réduire, parfois de ma-nière très importante, le nombre d'éléments explorés 
et espa
e. L'ajout d'une heuristique dans unalgorithme de re
her
he peut don
 améliorer signi�
ativement ses performan
es. L'exemple le plus
onnu est l'évolution de l'algorithme de plus 
ourt 
hemin Dijkstra vers l'algorithme A∗, présentépage 27.Il est important de ne pas les 
onfondre ave
 les métaheuristiques, qui sont elles-mêmes desalgorithmes de re
her
he à part entière. Leurs 
ara
téristiques prin
ipales sont d'être sto
hastiques(i.e. basées sur un pro
essus aléatoire) et génériques (i.e. 
onçues pour pouvoir être appliquées surune large gamme de problèmes di�érents, sans né
essiter de 
hangements profonds). Elles s'inspirentsouvent de phénomènes naturels, exploitant des 
onnaissan
es issues de la biologie de l'évolution(algorithmes génétiques) ou de l'éthologie (
olonies de fourmis, essaims parti
ulaires).37



Chapitre 1. La plani�
ation de 
hemin4.1 Les algorithmes génétiquesLes algorithmes génétiques s'inspirent du prin
ipe de séle
tion naturelle proposé par Darwin,selon lequel au �l du temps, les gènes 
onservés au sein d'une population donnée sont 
eux qui sontles plus adaptés aux besoins de l'espè
e vis à vis de son environnement.Dans 
ette simulation informatique, proposée par Holland [Hol75℄, 
haque individu de la popula-tion est une 
haîne �nie de gènes, représentant une solution du problème à résoudre. La populationinitiale est générée aléatoirement, puis des générations su

essives sont 
réées à l'aide du pro
essus
y
lique représenté 
i-après.
Terminé ?

Population
initiale

Evaluation Sélection
Croisement

et
Mutation

Meilleur individu

oui

non

Fig. 1.20 � Organigramme d'un algorithme génétique standard1. Dans la phase d'évaluation, les individus sont notés selon la qualité des solutions qu'ils repré-sentent. Cette note est appelée adaptation.2. Dans la phase de séle
tion, les meilleurs individus sont extraits de la population. La stratégiede séle
tion la plus an
ienne est appelée "roue de la fortune". Elle 
onsiste à attribuer à 
haqueindividu une probabilité de séle
tion proportionnelle à son adaptation.Depuis, d'autres stratégies ont été proposées, 
omme la séle
tion par rang ou la séle
tion partournoi.3. Dans la phase de 
roisement, deux individus sont séle
tionnés ave
 une probabilité pc, (lesparents), puis leurs gènes sont é
hangés pour donner naissan
e à deux nouveaux individus(les enfants). Le 
roisement le plus simple 
onsiste à dé
ouper aléatoirement les individus endeux parties puis à é
hanger les moitiés. Cette phase est destinée à maintenir, voire enri
hirla diversité de la population.4. Dans la phase de mutation, les gènes des individus sont modi�és, ave
 une probabilité pm, parl'intermédiaire d'une perturbation aléatoire. Cette phase a pour r�le de favoriser l'explorationde nouvelles régions de l'espa
e de re
her
he.Le 
ritère d'arrêt est généralement un nombre maximal de générations. La probabilité de 
roise-ment varie énormément selon les problèmes, alors que 
elle de mutation est généralement très faible(moins de 10%). Notons que seule la phase de mutation est né
essaire pour garantir la 
onvergen
evers une solution9(les 
roisements permettent de l'a

élérer).9On pourra ainsi noter l'existen
e d'une appro
he très similaire (et antérieure) aux algorithmes génétiques, appeléestratégie d'évolution [Re
73℄, est basée uniquement sur des mutations.38



4 Les métaheuristiquesDans le 
ontexte spé
i�que de plani�
ation de 
hemin, un gène représente le plus souvent unpoint (xi, yi) de l'espa
e et un individu un 
hemin, reliant un nombre variable de gènes par dessegments de droite. Un individu est noté I = 〈(x1, y1), (x2, y2), ..., (xn, yn)〉.L'adaptation d'un individu doit favoriser les 
hemins permettant d'atteindre le but en par
ourantune longueur minimale et en évitant les obsta
les. Pour 
ela, on peut par exemple utiliser uneadaptation a de la forme [GFC05℄ :
a(I) =

1

α · ltotale + β · dbut + γ · ninter
(1.5)où α, β, γ sont des 
oe�
ients de pondération, ltotale la longueur totale du 
hemin, dbut la dis-tan
e Eu
lidienne au but, et ninter le nombre de segments entrant en 
ollision ave
 des obsta
les.Pour les opérateurs génétiques, on trouve dans la littérature deux grandes tendan
es : utiliser lesopérateurs standards, travaillant sur les bits [SS97℄ (en représentant les 
hemins par des 
haînes bi-naires) ou développer des opérateurs spé
i�ques. Dans 
ette dernière 
atégorie, on trouve notammentles opérateurs suivants [RKPC02℄[Tor04℄ :� Croisement : un point est séle
tionné au hasard dans les deux 
hemins et les parties situéesd'un 
�té du point sont interverties,� Mutation : un point du 
hemin est dépla
é, ajouté ou supprimé.

B

A

B

A

B

A

(a) (b) (c)

B

A

(d)Fig. 1.21 � Opérateurs génétiques spé
i�ques aux 
heminsLa �gure illustre l'e�et des opérateurs génétiques sur deux 
hemins dessinés dans la partie (a).Partie (b) : e�et de l'opérateur de 
roisement. Partie (
) : e�et de l'opérateur de mutation,par dépla
ement de points de passage. Partie (d) : e�et de l'opérateur de mutation, parajout/suppression de points de passage.Les algorithmes génétiques sont très appré
iés pour leur �exibilité. En e�et, ils ne tiennent 
omptede l'environnement que par le 
on
ept d'adaptation. Il su�t don
, a priori, d'en modi�er l'expressionpour intégrer de nouvelles 
ontraintes.Cependant, agréger le 
ritère à optimiser et les 
ontraintes dans une seule valeur entraîne uneperte d'information importante, qui rend di�
ile le maintien des solutions dans l'espa
e valide10. Ene�et, la violation des 
ontraintes peut être 
ompensée par une très faible valeur du 
ritère à optimiser.10Dans un 
adre plus général, 
e problème se pose à 
haque fois qu'il faut faire un 
hoix parmi plusieurs objets enfon
tion d'un 
ertain nombre de 
ara
téristiques. Il est 
onnu sous le nom de dé
ision multi
ritère.39



Chapitre 1. La plani�
ation de 
heminPar exemple, selon l'expression de l'adaptation donnée 
i-dessus ave
 des paramètres égaux à 1,un 
hemin de longueur 10, atteignant le but sans 
ollision aura une adaptation de 1/(10+0+0) = 0.1,alors qu'un autre 
hemin, deux fois moins long, atteignant le but ave
 2 
ollisions aura une adapta-tion supérieure, égale à 1/(5 + 0 + 2) ≈ 0.14. Ainsi, le deuxième 
hemin, invalide, a plus de 
han
esde survivre que le premier !Pour atténuer 
e problème, deux appro
hes ont été proposées :1. Asso
ier des sous-populations à 
haque 
ritère puis les 
ombiner. C'est la philosophie de l'ap-pro
he VEGA (Ve
tor Evaluated Geneti
 Algorithm) [S
h85℄.2. Utiliser la notion de Pareto-dominan
e, issue de l'é
onomie [Mie99℄. En 
onsidérant que lafon
tion fi fournit une évaluation du 
ritère i (parmi n), un individu I1 domine I2 si etseulement si :
∀i ∈ [1, n] : fi(I1) ≤ fi(I2) et ∃j ∈ [1, n] : fj(I1) < fi(I2) (1.6)Les individus non dominés, formant le front de Pareto, sont 
onsidérés 
omme les plus adaptés.Notons que la 
onstru
tion de 
e front né
essite l'évaluation de nombreux individus, et peutdon
 s'avérer parti
ulièrement 
oûteuse.

Fig. 1.22 � Front de ParetoLa �gure illustre le front de Pareto obtenu pour deux 
ritères (la longueur du 
hemin et lenombre de 
ollisions), mesurés par f1 et f2. Les solutions dominées sont représentées enrouge et non dominées en bleu. Ces dernières 
onstituent le front de Pareto.Dans 
et esprit, les appro
hes NPGA (Ni
hed Pareto Geneti
 Algorithm) [HNG94℄ et NSGA(Non-dominated Sorting Geneti
 Algorithm) [SD94℄ ont été proposées.Le deuxième problème majeur des algorithmes génétiques est la 
onvergen
e prématurée vers unminimum lo
al. Pour le prévenir, les améliorations suivantes peuvent être utilisées [Mi
98℄ :40



4 Les métaheuristiques1. L'introdu
tion d'une espéran
e de vie.Les individus sont 
onsidérés 
omme mortels, leur espéran
e de vie augmentant ave
 leuradaptation. Ce
i permet d'assurer le renouvellement de la population.2. Les îlots.Des sous-populations (appelées îlots ou dèmes) évoluent en parallèle ave
 des paramètres di�é-rents, potentiellement vers des solutions di�érentes. A une fréquen
e �xée (exprimée en nombrede générations, par exemple), 
ertains individus migrent d'une sous-population à l'autre. Ce
ipermet de limiter les 
onvergen
es prématurées tout en explorant l'espa
e de re
her
he dansplusieurs dire
tions.3. L'élitisme.A 
haque génération, l'appli
ation des opérateurs peut altérer les meilleurs individus de lapopulation. A�n de les préserver, le modèle élitiste les é
arte du pro
essus d'évolution. Con
rè-tement, ils sont 
opiés avant les phases de mutation et de 
roisement, puis réinje
tés dans lapopulation.4. Les ni
hes.Une notion de distan
e entre individus est introduite, permettant d'identi�er les individusprésents dans un même voisinage, appelé ni
he. Plus il y a d'individus dans une même ni
he,plus ils sont dégradés. Ce
i permet de pénaliser les individus trop semblables.4.2 Les essaims parti
ulairesAlors que les algorithmes génétiques reposent sur un prin
ipe de 
ompétition, les essaims par-ti
ulaires s'appuient sur un prin
ipe de 
ollaboration. Proposée par Kennedy et Ebenhart [KE95℄,
ette te
hnique met en jeu des entités élémentaires (les parti
ules), qui s'in�uen
ent les unes lesautres pour faire 
onverger le groupe (l'essaim) vers un optimum.Ce prin
ipe est inspiré du 
omportement des oiseaux se déplaçant en groupe vers des lieux d'in-térêt (un point d'eau, par exemple).Au départ de l'algorithme, sont attribuées aux parti
ules (de façon aléatoire ou non) une positionet un ve
teur-vitesse. Puis, à 
haque itération t (
orrespondant à un pas de temps), 
haque parti
ule
P se dépla
e en fon
tion des 
omposantes suivantes :1. Sa position et sa vitesse pré
édente, x(t− 1) et ~v(t− 1),2. Sa meilleure position11 o

upée x∗,3. La meilleure position o

upée par l'essaim sans son voisinage x∗

g11De façon analogue aux algorithmes génétiques, une note est attribuée à une position par une fon
tion d'évaluation.Des exemples seront donnés par la suite. 41



Chapitre 1. La plani�
ation de 
heminCe
i se traduit par les équations de mouvement suivantes :
~v(t) = ω · ~v(t− 1) + α · r1(t) · (x∗ − x(t− 1)) + β · r2(t) · (x∗

g − x(t− 1))

x(t) = x(t− 1) + ~v(t)
(1.7)où ω, α et β sont des 
oe�
ients de pondération. ω dé�nit l'inertie de la parti
ule, tandis que αet β dosent l'importan
e de la mémoire individuelle par rapport à l'in�uen
e (lo
ale) du groupe12 .Les nombres ri(t) sont quant à eux des nombres aléatoires tirés dans l'intervalle [0, 1].

x(t)

x(t-1)

v(t)

x*
g

x*

influence de
l’essaim

influence de
la mémoire

influence de
l’inertie

v(t-1)Fig. 1.23 � Dé
omposition du ve
teur-vitesse d'une parti
uleLe ve
teur-vitesse 
ourant ~v(t) d'une parti
ule P est in�uen
ée par son ve
teur vitesse pré-
édent ~v(t− 1), sa meilleure position o

upée x∗ ainsi que par la meilleure position o

upéepar les parti
ules voisines x∗

g.Cette te
hnique a été appliquée pour la première fois dans le 
adre de la plani�
ation de 
heminpar Qin et al [QSLC04℄. Dans 
ette appli
ation, une parti
ule P est formée de n noeuds Ni sedéplaçant librement sur des segments de droite, tra
és perpendi
ulairement à l'axe Départ-Arrivée,à intervalles réguliers.
A 

N1

B

a

b N2

N3

N4

Fig. 1.24 � Parti
ule pour la plani�
ation de 
heminLa �gure représente, en bleu, une modélisation possible pour une parti
ule dans un 
ontextede plani�
ation de 
hemin.Si on note A le point de départ et B le point d'arrivée, il est possible de 
onstruire un repèreorthonormé lo
al (A,~a,~b), véri�ant ~a =
−−→
AB/||−−→AB||, ~a⊥~b et ||~b|| = 1. Dans 
e repère, la position xune parti
ule peut être totalement représentée par la liste des ordonnées bi des noeuds Ni :
x = [b1, b2, ..., bn] (1.8)L'évaluation de la position x est quant à elle donnée par la fon
tion f dé�nie par :

f(x) =
dA,B√

d2
A,B

n+1 +
∑n−1

i=1 (bi+1 − bi)2
(1.9)12En d'autres termes, 
es poids dé�nissent un 
ompromis entre les tendan
es so
iales et 
ognitives de la parti
ule.42



4 Les métaheuristiquesoù dA,B représente la distan
e la distan
e Eu
lidienne entre A et B (
al
ulée une seule fois, audébut de l'algorithme). Le dénominateur représente la longueur du 
hemin asso
ié à la parti
ule P .Cette représentation est astu
ieuse 
ar elle permet de représenter les parti
ules de façon très
ompa
te, diminuant ainsi les données sto
kées en mémoire et le nombre de 
al
uls. Toutefois, destests de 
ollision (et des re
ti�
ations éventuelles) doivent être e�e
tués à 
haque dépla
ement departi
ule.Pour supprimer 
e problème, Zhao et Yan [ZY05℄ ont proposé d'utiliser une dé
omposition 
el-lulaire exa
te (te
hnique présentée page 24) pour générer les supports des parti
ules : 
eux-
i sontles 
�tés des 
ellules n'appartenant pas à des obsta
les.
B

A

(a) 

B

A

(b) Fig. 1.25 � Di�érents types de parti
ulesLa �gure 
ompare illustre 3 parti
ules dans un même environnement, en utilisant les mo-délisations de Qin (a) et Zhao (b). Dans (b), les tests de 
ollision ave
 les obsta
les sontinutiles.Grâ
e à la représentation de Zhao, les tests de 
ollision deviennent inutiles, puisque les parti-
ules évoluent uniquement dans l'espa
e valide, et les 
ellules sont de forme 
onvexe (
e qui garantitl'appartenan
e des segments entre parti
ules à l'espa
e valide).De plus, il est possible de faire un prétraitement pour identi�er les segments les plus sus
ep-tibles d'être le support du plus 
ourt 
hemin. Celui-
i 
onsiste à 
onstruire le graphe de 
onne
tivitéasso
ié aux segments, puis d'appliquer un algorithme de type A∗, 
omme expliqué dans la se
tion 1.2.Notons en�n que des tests [ES98℄ réalisés sur un panel de fon
tions de référen
e en optimisa-tion ont permis de 
onstater que les essaims parti
ulaires né
essitaient un e�ort 
al
ulatoire moinsimportant que les algorithmes génétiques pour obtenir des solutions de qualité équivalente. Cepen-dant, il n'existe pas, à notre 
onnaissan
e, de 
omparaison de 
e type dans le 
as parti
ulier de laplani�
ation de 
hemin.4.3 Les 
olonies de fourmisDans les algorithmes génétiques et les essaims parti
ulaires, la solution optimale est dire
tementreprésentée par un individu. Le prin
ipe des algorithmes de re
her
he est alors de faire tendre touteune population vers 
et individu idéal, par 
ompétition ou par 
ollaboration.43



Chapitre 1. La plani�
ation de 
heminColorni et al. [CDM91℄ ont proposé une appro
he d'un autre genre, appelé optimisation par 
olo-nies de fourmis. Dans 
elle-
i, la solution optimale émerge progressivement de l'espa
e de re
her
he,par l'a
tion des individus.Cette appro
he s'inspire du 
omportement des fourmis re
her
hant un 
hemin allant de leur
olonie à une sour
e de nourriture, illustré dans la �gure 
i-après.

(a) (b) (c)

Colonie

Nourriture

Fig. 1.26 � Constru
tion d'un 
hemin par une 
olonie de fourmisLa �gure détaille l'établissement progressif d'un 
hemin entre la 
olonie et une sour
e denourriture. Au départ, la distribution de phéromones est uniforme, l'obsta
le est 
ontournéde façon indi�érente. Au �l du temps, le 
hemin le plus 
ourt est progressivement renfor
é,et devient le seul utilisé.1. Au départ, les fourmis explorent aléatoirement l'environnement autour de la 
olonie. Si ellestrouvent une sour
e de nourriture, elles rentrent au nid (en utilisant des repères), en prenantsoin de laisser sur leur 
hemin une piste de phéromones.2. Ces phéromones étant attra
tives, les fourmis passant à proximité auront tendan
e à suivre
ette piste, de façon plus ou moins dire
te.3. Si plusieurs pistes sont possibles pour atteindre la même sour
e de nourriture, la plus 
ourtesera, dans le même temps, 
elle par
ourue par plus de fourmis. Ainsi, 
ette piste sera la plusrenfor
ée par des phéromones.4. Ave
 le temps, la piste la plus 
ourte devient la plus attra
tive. Les autres �nissent par dispa-raître, les phéromones étant volatiles.Le premier algorithme basé sur 
e prin
ipe, Ant System [DMC96℄, a été proposé dans le but deréaliser une re
her
he plus 
ourt 
hemin dans un graphe, trop vaste pour appliquer les méthodes
lassiques (l'algorithme A∗ notamment). A 
haque noeud de 
e graphe est asso
ié une quantité dephéromones.Au départ, la même quantité de phéromones est déposée sur tous les noeuds, et un nombre �nide fourmis est pla
é sur le noeud de départ. Ensuite, les fourmis se dépla
ent au sein du graphe, parrelation de voisinage, en respe
tant les règles suivantes :� Chaque noeud ne peut être visité qu'une seule fois.44



4 Les métaheuristiques� La probabilité de séle
tion d'un noeud non visité augmente ave
 la quantité de phéromonesdéposée, et diminue ave
 la distan
e. Formellement, au noeud i, la probabilité de séle
tionnerun noeud j est donnée par :
pij =

τα
j /dβ

ij∑
k 6=j τα

k /dβ
ik

(1.10)
α et β étant des paramètres, dij la distan
e Eu
lidienne entre i et j et τj la quantité dephéromones asso
iée sur le noeud j.Lorsqu'une fourmi atteint le noeud d'arrivée, une quantité de phéromones, inversement propor-tionnelle à la distan
e par
ourue, est déposée sur les noeuds visités. La fourmi est quant à ellerepla
ée au noeud de départ. L'évaporation des phéromones au 
ours du temps est simulée à l'aided'un paramètre ρ ∈ [0, 1] :

∀i : τi(t + 1) = ρ · τi(t) (1.11)Zlo
hin et al. [ZBMD04℄ ont montré que les algorithmes de 
e type pouvaient être assimilés àune variante de la des
ente du gradient, dite sto
hastique.Pour les appliquer au problème de plani�
ation de 
hemin, il su�t de dis
rétiser l'espa
e initial.Le plus souvent, 
ette dis
rétisation est réalisée à l'aide de 
ellules régulières, 
omme dans la �gure1.27, mais toutes les méthodes dé
rites dans les se
tions 1.1 ou 2 sont utilisables.
B

A

(a) (b) 

B

A

B

A

(c) 

B

A

(d) Fig. 1.27 � Évolution d'une 
olonie de fourmis sur des 
ellules régulièresLa �gure présente l'évolution au 
ours du temps, des 
hemins empruntés par 8 fourmis dansun espa
e dis
rétisé à l'aide de 
ellules régulières, formant une grille de taille 16 × 14. Le
hemin présenté �gure (d) �nit par être le seul emprunté.Les algorithmes d'optimisation à base de 
olonies de fourmis n'ont pas le problème lié à laprésen
e de plusieurs 
ritères. D'abord, par
e les fourmis ne se dépla
ent que dans l'espa
e valide ;ensuite par
e que seuls les 
hemins permettant d'arriver au point but sont renfor
és.Grâ
e à 
es deux propriétés, seule la longueur du 
hemin est prise en 
ompte dans la quantitéde phéromones déposée. Il n'y a plus de 
ritère lié au nombre de 
ollisions, ni à la distan
e au pointbut (tous deux égaux à 0). 45



Chapitre 1. La plani�
ation de 
heminTout 
omme les algorithmes génétiques, les algorithmes d'optimisation à base de 
olonies defourmis peuvent sou�rir d'une vitesse de 
onvergen
e faible. Pour y remédier, di�érentes stratégiesont été envisagées :� Fan et al. [FLY+03℄ ont ajouté, dans une version dite intensi�ée, une étape de simpli�
a-tion des 
hemins, 
onsistant rempla
er des su

essions de mouvements élémentaires par desmouvements dire
ts en ligne droite.� Karimifar [KJ04℄ a introduit le 
on
ept de 
onversation permettant aux fourmis de 
ombinerdes 
hemins partiels pour en produire de nouveaux. Cette démar
he rappelle les opérateurs de
roisement présents dans les algorithmes génétiques.� Mei et al. [MTZ05℄ ont suggéré de ne renfor
er que les meilleurs 
hemins parmi n (formed'élitisme) et d'étendre 
e renfor
ement à leur voisinage (renforçant ainsi une bande 
entréesur le 
hemin).
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5 Résumé5 RésuméLe tableau 
i-après résume les 
ara
téristiques de l'ensemble des méthodes de plani�
ation de
hemin évoquées dans 
e 
hapitre, dans un espa
e 2D 
ontenant des obsta
les de forme polygonale.Une méthode est quali�ée de déterministe si elle plani�e à 
oup sur le même 
hemin dans deuxespa
es identiques.Elle est dite optimale si le 
hemin retourné est de longueur minimale dans son espa
e de travail.Par exemple, les méthodes de dé
omposition e�e
tuent une re
her
he de plus 
ourt 
hemin dansun espa
e dis
rétisé. Le 
hemin retourné est bien de longueur minimale dans 
et espa
e, mais pasfor
ement dans l'espa
e initial.En�n, les paramètres indiqués 
on
ernent les algorithmes de base pour 
haque méthode et nonleurs extensions, qui peuvent éventuellement en introduire d'autres.Méthode Déterministe Optimale ParamètresMéthodes de Exa
te oui oui au
undé
omposition Appro
hée oui oui résolution grillePRM non non nb é
hantillons,Méthodes taille voisinageprobabilistes PCD non non nb é
hantillonsRRT non non longueur pasPotentiels Analytiques oui non 
oe�s 
hampsarti�
iels Numériques oui oui résolution grilleAlgorithmes nb générationsgénétiques non non types opérateurs,taille population,Colonies de non non nb itérationsMétaheuristiques fourmis nb fourmis,
oe�s phéromonesEssaims non non nb parti
ulesparti
ulaires voisinage,
oe�s ve
t. vitesseDans 
e tableau, nous pouvons voir deux grandes 
atégories : les méthodes déterministes, le plussouvent dis
rètes, et les méthodes non déterministes, le plus souvent 
ontinues.� Les méthodes déterministes 
orrespondent prin
ipalement aux méthodes de dé
omposition.Elles sont optimales (dans l'espa
e dis
rétisé) et exé
utables en un temps polynomial.Pour 
elles-
i, il faut faire deux 
hoix : le type de dis
rétisation (exa
te ou appro
hée) etéventuellement la résolution 
hoisie. Ces 
hoix dépendent beau
oup de la distribution et des
ara
téristiques géométriques des obsta
les (forme, taille). En e�et, il serait totalement in
on-gru de dis
rétiser un espa
e ne 
ontenant qu'un seul obsta
le re
tangulaire au moyen d'une47



Chapitre 1. La plani�
ation de 
hemingrille. Par 
ontre, le pro
édé semble plut�t avantageux pour 50 obsta
les de forme 
omplexe.La résolution de la grille va alors prin
ipalement être fon
tion de l'éloignement moyen desobsta
les. Comme expliqué dans la se
tion 1.1, une résolution trop grossière peut obstruer ungrand nombre de passages, voire la totalité.De plus, 
es méthodes étant basées sur un algorithme de re
her
he de type A∗, un travailimportant peut être né
essaire pour trouver une heuristique e�
a
e. Notamment, la re
her
hed'une heuristique 
onsistante peut s'avérer parti
ulièrement ardue (voire impossible) pour
ertains problèmes.� Les méthodes non déterministes regroupent les méthodes probabilistes et les métaheuristiques.Ces méthodes présentent deux avantages : elles sont peu sensibles aux dimensions de l'espa
e dere
her
he (puisqu'elles pro
èdent à un é
hantillonnage et non à une dis
rétisation) et peuventêtre stoppées à tout moment (garantissant un temps de réponse �xé). Toutefois, elles n'ap-portent au
une garantie sur la qualité ni même sur la validité de la solution fournie. De plus,la plupart présentent un temps de 
onvergen
e long vers la solution optimale et né
essitent leréglage d'un grand nombre de paramètres. Ce réglage peut être e�e
tué de façon empiriqueou éventuellement par apprentissage. Dans les deux 
as, 
ette tâ
he est parti
ulièrement fasti-dieuse. De plus, elle est généralement à re
ommen
er en 
as de 
hangements (même minimes)sur les 
ara
téristiques du problème.En résumé, pour la plani�
ation de 
hemin dans un espa
e de dimension 2, les méthodes dedé
omposition semblent les plus adaptées.Toutefois, une augmentation du nombre de dimensions de l'espa
e entraîne une explosion dunombre d'éléments générés par l'étape de dis
rétisation, et don
 du temps de plani�
ation. Or, dansle 
ontexte d'une plani�
ation de traje
toire, une dimension supplémentaire est ajoutée aux deuxdimensions spatiales initiales : la dimension temporelle.Dès lors, les méthodes de dé
omposition deviennent peu e�
a
es pour résoudre le problème entotalité, et sont généralement utilisées en résoudre une partie (par exemple, pour moduler la vitessedu mobile sur un 
hemin pré-établi).Les méthodes non déterministes prennent don
 tout leur intérêt, puisqu'elles sont 
apables detraiter le problème en intégralité en un temps raisonnable. C'est 
e que nous allons voir dans le
hapitre suivant.
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Chapitre 2La plani�
ation de traje
toire
Sommaire1 Les méthodes globales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 491.1 Les méthodes dire
tes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 501.2 Les méthodes indire
tes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 542 Les méthodes lo
ales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 612.1 Les méthodes d'ordre 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 612.2 Les méthodes d'ordre 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 712.3 Les obsta
les-vitesses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 712.4 Les potentiels arti�
iels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 743 Résumé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76Etant données deux 
on�gurations A et B, le problème de plani�
ation de traje
toire 
onsiste àtrouver simultanément :� Un 
hemin γ, entièrement 
ontenu dans l'espa
e valide Cvalide et reliant A et B,� A 
haque instant t, la position du mobile sur γ.Formellement parlant, la traje
toire re
her
hée est dé�nie par le graphe d'une fon
tion 
ontinue
ϑ : t ∈ [0, T ] 7→ (x, y) ∈ Cvalide véri�ant ϑ(0) = A et ϑ(T ) = B. La fon
tion ϑ∗ minimisant la durée
T est appelée traje
toire optimale.Les méthodes les plus évoquées dans la littérature pour résoudre 
e problème ont été répertoriéesdans le diagramme de 
lasses de la �gure 2.1. Ces méthodes se divisent en deux grandes 
lasses : lesméthodes globales et les méthodes lo
ales. Dans 
e 
hapitre, une se
tion est 
onsa
rée à 
ha
une de
es 
lasses.1 Les méthodes globalesLes méthodes globales tiennent 
ompte du mouvement des obsta
les dans leur intégralité pourplani�er une traje
toire, en une seule passe (méthodes dire
tes) ou en plusieurs passes (méthodesindire
tes).



Chapitre 2. La plani�
ation de traje
toire
Méthodes
globales

Méthodes
directes

Méthodes
d’ordre 0

PLM

Méthodes de
planification
de trajectoire

Réseaux
de neurones

Déformation
de chemin

Méthodes
indirectes

Modulation
de vitesse

Optimisation
de B-splines

Méthodes de
décomposition

Lignes
brisées

Méthodes
d’ordre 1

Planification
de chemin

Configuration-
temps

Commande
floue

Méthodes
locales

Obstacle-
vitesse

Potentiels
artificiels

Fig. 2.1 � Méthodes de plani�
ation de traje
toireLes triangles blan
s symbolisent des liens d'héritage, et les losanges noirs des liens de 
om-position.1.1 Les méthodes dire
tes1.1.1 L'appro
he 
on�guration-tempsL'appro
he 
on�guration-temps, introduite dans [ELP86℄, 
onsiste à 
onstruire l'espa
e des
on�gurations-temps, possédant 3 dimensions : les deux dimensions de l'espa
e des 
on�gurationsinitial, plus une dimension temporelle.

(a) 

B

A

B

A

y 

x
O

y 
x 

t

(b) 

A 

B 

O Fig. 2.2 � Espa
e des 
on�gurations-tempsEn ajoutant une dimension supplémentaire à l'espa
e des 
on�gurations initial (a), de di-mension 2, on obtient l'espa
e des 
on�gurations-temps (b), de dimension 3, 
ontenant uni-quement des volumes statiques. 50



1 Les méthodes globalesCette représentation est très 
ommode, 
ar tous les éléments de l'environnement, �xes et mobiles,sont modélisés par des volumes. Toutefois, une dis
retisation déterministe (à base des méthodes dedé
omposition) de 
et espa
e entraîne généralement un nombre important d'éléments.Ainsi, on trouve essentiellement dans la littérature l'utilisation de métaheuristiques ou de mé-thodes probabilistes, pro
édant toutes deux à un é
hantillonnage aléatoire de l'espa
e des 
on�gura-tions-temps. Parmi elles, on peut 
iter la méthode PRM [HKLR02℄ et les algorithmes génétiques[GCFR98℄[FXGC05℄.Pour pouvoir appliquer 
es méthodes, les fon
tions de 
oût sont modi�ées pour intégrer la notionde durée. Par exemple, dans [GCFR98℄, le 
oût d'une traje
toire représentée par l'individu I =
〈(x1, y1, t1), ..., (xn, yn, tn)〉 est donné par :

C(I) = α · d((xn, yn), B) + β · tn (2.1)où d(X, B) désigne la distan
e entre un point X et le point but B ; α et β sont des 
oe�
ientsde pondération.1.1.2 La programmation linéaire mixteEn alternative à l'appro
he pré
édente, Ri
hards et How [RH02℄ ont proposé de reformuler leproblème de plani�
ation de traje
toire en un Programme Linéaire Mixte (PLM). Leur démar
heest la suivante :Une durée maximale, appelée horizon et notée T , est �xée pour atteindre le point d'arrivée.L'intervalle [0, T ] est divisé en utilisant un pas 
onstant ρ. A 
haque pas de temps i sont asso
iés lesvariables suivantes :� pi = (xi, yi) ∈ R2, indiquant la position du mobile,� vi = (vi
x, vi

y) ∈ R2 indiquant la vitesse du mobile,� di ∈ {0, 1} indiquant si le mobile se dépla
e (le mobile étant à l'arrêt quand le point d'arrivéeest atteint).Le problème 
onsiste à minimiser le nombre de pas de temps où le mobile se dépla
e. Le PLMen résultant est don
 :
min
pi,vi

T∑

i=1

di (2.2)Sous les 
ontraintes suivantes :1. Conditions de départ :Si A = (xA, yA) désigne le point de départ, on a :
x1 = xA

y1 = yA

d1 = 1
(2.3)Ces 
ontraintes for
ent le mobile à démarrer en A.51



Chapitre 2. La plani�
ation de traje
toire2. Conditions d'arrivée :Si B = (xB, yB) désigne le point d'arrivée, on a :
∀i ∈ [0, T ] : xi ≤ xB + M · di

xi ≥ xB −M · di

yi ≤ yB + M · di

yi ≥ yB −M · di

(2.4)où M désigne un grand nombre positif.Ces 
ontraintes traduisent l'équivalen
e pi = B ⇔ di = 0, 
'est à dire que le mobile est àl'arrêt au point d'arrivée.3. Evitement des obsta
les :Les obsta
les sont modélisés par des re
tangles Rj , dé�nis par deux 
oins : inférieur Cj
inf =

(xj
inf , yj

inf ) et supérieur Cj
sup = (xj

sup, y
j
sup). L'évitement de Rj est imposé par les 
ontraintessuivantes :

∀k ∈ [0, 4] : rk
j ∈ {0, 1}

∀i ∈ [0, T ] : xi ≤ xj
inf + M · r1

j

−xi ≤ xj
sup + M · r2

j

yi ≤ yj
inf + M · r3

j

−yi ≤ yj
sup + M · r4

j∑4
k=1 rk

j ≤ 3

(2.5)
où M désigne un grand nombre positif.

2 3 2

3 3

2 23

4

Csup

Cinf

Xinf Xsup

Yinf

Ysup

X

Y

Fig. 2.3 � Modélisation d'un obsta
le dans un PLMLa �gure présente, en noir, un obsta
le re
tangulaire (dé�ni par ses 
oins Cinf et Csup) eten bleu le nombre de relaxations r né
essaires dans les 
ontraintes dé�nies dans l'équation2.5, selon la position du mobile. On a r ≤ 3 dans les 8 zones extérieures à l'obsta
le, et r > 3dans la zone intérieure. La 
ondition r ≤ 3 permet don
 à garantir l'évitement de l'obsta
le.Les variables binaires rk
j permettent de relaxer les 
ontraintes auxquelles elles appartiennent. (si

rk
j = 1, la 
ontrainte 
orrespondante est toujours véri�ée). Pour 
haque obsta
le, 3 relaxationssont autorisées, 
e qui garantit que le mobile est à l'extérieur de l'obsta
le dans au moins unedire
tion.4. Vitesse maximale : 52



1 Les méthodes globalesLa vitesse vi du mobile possède une borne supérieure vmax. Cette 
ontrainte se traduit natu-rellement par :
∀i ∈ [0, T ] : vi

x

2
+ vi

y

2 ≤ v2
max (2.6)Géométriquement parlant, 
ette 
ontrainte se traduit par l'appartenan
e du point vi = (vi

x, vi
y)au disque de rayon vmax. Cependant, 
ette 
ontrainte n'est pas linéaire. Les auteurs proposentdon
 de linéariser le 
er
le par un polygone à M fa
ettes, 
e qui 
orrespond aux 
ontraintessuivantes :

∀i ∈ [0, T ]∀m ∈ [1, M ] vi
x sin

(
2πn
M

)
+ vi

y cos
(

2πn
M

)
≤ vmax (2.7)

V

V

V
x

y

max

Fig. 2.4 � Linéarisation de la 
ontrainte de vitesseLa �gure représente la linéarisation du 
er
le de rayon vmax, matérialisant la limite de vitessedu mobile, par un o
togone. L'o
togone ainsi obtenu 
onstitue une approximation intérieuredu 
er
le.Cette reformulation en PLM est parti
ulièrement 
ommode, puisqu'elle permet :1. L'utilisation des logi
iels d'optimisation du mar
hé (CPLEX notamment), évitant l'implémen-tation d'un plani�
ateur spé
i�que ainsi que sa maintenan
e,2. L'ajout aisé de nouvelles 
ontraintes dans le modèle : limite sur l'angle de braquage, 
oordi-nation de plusieurs mobiles, et
.Toutefois, la résolution d'un PLM est en général un problème NP-di�
ile [Vaz01℄. Cette di�
ultévient du fait que 
ertaines variables doivent être entières. Cette 
ontrainte n'est pas naturelle pour lesprogrammes linéaires, qui sont 
lassiquement résolus dans des domaines 
ontinus. Pour la respe
ter,les domaines de 
es variables sont relaxés à des domaines 
ontinus, puis progressivement réduits.Toutefois, 
haque rédu
tion s'a

ompagne de la résolution d'un programme linéaire, 
e qui peuts'avérer parti
ulièrement 
oûteux en temps de 
al
ul. Les prin
ipales méthodes utilisées sont lebran
h & bound [LD60℄ et les plans de 
oupe [Dan60℄. Ce 
ara
tère NP-di�
ile n'est pas surprenant,puisque le problème initial l'était, et que l'é
riture d'un PLM n'en est qu'une simple reformulation.Il peut rendre 
ette méthode très lente sur des exemples pathologiques.Un autre in
onvénient de l'appro
he est son manque d'expressivité. En e�et, elle impose d'utili-ser des 
ontraintes linéaires uniquement, 
e qui restreint 
onsidérablement des
ription les 
ara
téris-tiques du robot et de son environnement. Notamment, le pro�l de 
onsommation, est généralementmodélisé par des fon
tions quadratiques. 53



Chapitre 2. La plani�
ation de traje
toirePour 
es raisons, Wei et al. ont ré
emment proposé dans [WZD08℄ d'utiliser la ProgrammationQuadratique Séquentielle (PQS) plut�t que la PLM. L'appro
he apporte gain important en expres-sivité, en dégradant toutefois sensiblement les performan
es. Sur des instan
es similaires à Ri
hardset How, les auteurs obtiennent en e�et des temps de 
al
ul environ 50% supérieurs.
B

A

B

A

y 

x
OFig. 2.5 � Traje
toire obtenue par résolution d'un PLMLa �gure présente la traje
toire obtenue en modélisant le problème sous la forme d'un PLM,en utilisant 20 pas de temps (
er
les noirs).La traje
toire 
i-avant étant quasi-optimale (aux approximations linéaires près), nous l'utiliserons
omme référen
e pour juger (de façon qualitative) de la qualité des solutions fournies par les autresméthodes.1.2 Les méthodes indire
tesLes méthodes indire
tes sont dues à Kant et Zu
ker [KZ86℄, qui ont proposé pour la première foisde dé
omposer le problème de plani�
ation de traje
toire en deux sous-problèmes : une plani�
ationde 
hemin et une modulation de la vitesse du mobile sur le 
hemin plani�é.Cette dé
omposition permet de résoudre le problème de plani�
ation de traje
toire en un tempspolynomial, puisque les deux sous-problèmes peuvent l'être1. Ce
i se fait au prix de la 
omplétude :
ertaines situations aboutiront à un é
he
 alors qu'il existait une solution.Par exemple, si le 
hemin plani�é 
onduit à un fa
e à fa
e entre mobile et obsta
le mobile, il estpossible que les vitesses empruntables ne permettent pas d'éviter la 
ollision (notamment, 
ertainsengins volants ne peuvent pas s'arrêter), 
omme illustré dans la �gure 
i-après.

A BFig. 2.6 � Exemple non soluble par modulation de vitesseDans 
et exemple, le mobile, se déplaçant (ave
 une vitesse minimale non nulle) sur satraje
toire bleue, fait fa
e à un obsta
le mobile de manière prolongée (de traje
toire rouge).La modulation de vitesse ne permet pas d'éviter la 
ollision. Une replani�
ation du 
hemininitial (
ontournant l'obsta
le �xe noir par le haut, par exemple), est né
essaire.1En e�et, les deux sous-problèmes 
onsistent à plani�er un 
hemin dans un espa
e 2D (le premier dans l'espa
edes 
on�gurations, le deuxième dans un espa
e-temps). 54



1 Les méthodes globalesLes méthodes indire
tes asso
ient une étape de 
al
ul à 
haque sous-problème :1. L'étape de plani�
ation de 
hemin 
onsiste à ignorer les obsta
les mobiles et à appliquer l'unedes méthodes présentées dans le 
hapitre 1,2. L'étape de modulation de vitesse 
onsiste à 
onstruire un espa
e-temps à deux dimensions danslequel sont majoritairement appliquées des méthodes de dé
omposition. Plus ane
dotiquement,on trouve aussi l'utilisation de méthodes spé
i�ques, 
omme l'optimisation de B-splines [Bor88℄ou l'algorithme des lignes brisées [ST06℄.La partie plani�
ation de 
hemin ayant déjà été traitée dans le 
hapitre 1, 
ette se
tion dé
rituniquement les méthodes de modulation de vitesse. Pour 
e faire, nous 
ommençons par présenterl'espa
e-temps qui leur sert de support.1.2.1 La 
onstru
tion de l'espa
e-tempsConstruire un espa
e-temps permet de reformuler le problème de modulation de vitesse en unproblème de plani�
ation de 
hemin.Cet espa
e-temps possède deux dimensions :1. L'abs
isse 
urviligne s par
ourue sur le 
hemin, évoluant dans l'intervalle [0, L], où L est lalongueur du 
hemin,2. Le temps é
oulé t, évoluant dans l'intervalle [0, T ], T étant la date maximale pour atteindre lepoint d'arrivée (imposée par la quantité d'énergie embarquée ou par un impératif opérationnel,par exemple).
x

y 

(a) 

A

B

(b) 

B

A s

0 L

T

10

10

15

s 

t Fig. 2.7 � Constru
tion d'un espa
e-temps pour la modulation de vitesseDans 
et espa
e temps à deux dimensions (l'abs
isse 
urviligne s par
ourue sur le 
heminet le temps é
oulé t), les points de départ et d'arrivée génèrent les 
olonnes vertes, et lesobsta
les mobiles les surfa
es rouge et orange.Dans 
et espa
e-temps :� Chaque position sur le 
hemin est représentée par une 
olonne d'épaisseur in�nitésimale. Enparti
ulier, les points de départ A et d'arrivée B, sont représentés par des 
olonnes situées auxextrêmes gau
he et droite (i.e à s = 0 et s = L),55



Chapitre 2. La plani�
ation de traje
toire� Les obsta
les mobiles sont représentés par des surfa
es fermées de forme quel
onque. Cessurfa
es dé�nissent les instants interdits pour 
haque abs
isse 
urviligne sur le 
hemin2. Parexemple, dans la �gure 
i-après, l'abs
isse 
urviligne 10 est interdite entre les dates 10 et 15.Le but de la modulation de vitesse est alors de déterminer un 
hemin entre la 
olonne de départet la 
olonne d'arrivée en évitant les zones interdites, que nous appellerons obsta
les. Pour 
e faire,les méthodes de dé
omposition sont majoritairement utilisées, prin
ipalement basées sur un graphede visibilité ou des 
ellules régulières. Quelques méthodes spé
i�ques ont également été proposées.L'ensemble de 
es méthodes est dé
rit dans les se
tions suivantes.1.2.2 Les méthodes de dé
ompositionLes méthodes de dé
omposition présentées dans la se
tion 1 du 
hapitre 1 sont utilisables dansl'espa
e-temps introduit 
i-avant, ave
 quelques modi�
ations :� A tout moment, les points a

essibles appartiennent au se
teur des vitesses valides (représentéen bleu dans la �gure 2.8a), délimité par les vitesses minimale et maximale du mobile. Ce
imodi�e la notion de voisinage d'un élément de l'espa
e (qui se retrouve restreint).� Une fon
tion de 
oût spé
i�que à l'espa
e-temps doit être développée3, puisque la seule notionde durée ne su�t pas à dis
riminer les 
hemins. Par exemple, dans la �gure 2.8b, les 3 
he-mins représentés sont temporellement équivalents (puisqu'ils permettent au mobile d'arriverau même moment), mais ils ne le sont pas d'un point de vue énergétique (par exemple, 
ontrai-rement aux deux autres, le 
hemin bleu ne présente pas de variations de vitesse, généralement
oûteuses en énergie).
Secteur des

(a)  (b)  

V

vitesses valides

s

t 

s 

t

max

Vmin

Fig. 2.8 � Parti
ularités liées à l'espa
e-temps(a) se
teur des vitesses valides, délimité par les vitesses minimale et maximale du mobile(notées (vmin et vmax respe
tivement) ; (b) équivalen
e temporelle des 
hemins (les 3 
heminspermettent d'arriver au même moment, mais ave
 des dépenses énergétiques di�érentes)Par exemple, dans [JLH02℄, le 
oût c entre deux points Mi = (si, ti) et Mi+1 = (si+1, ti+1) estun 
ompromis entre arrivée au plus t�t et le maintien d'une vitesse 
onstante de la vitesse :
c(Mi, Mi+1) = w1 · ti+1 + w2 · (vi+1 − vi) (2.8)où w1 et w2 sont des 
oe�
ients de pondération et vi représente la vitesse du mobile au point

Mi (vi = (si − si−1)/(ti − ti−1)).2Une abs
isse 
urviligne est interdite si elle est o

upée en même temps par le mobile et l'obsta
le.3Ce problème est également présent dans l'appro
he 
on�guration-temps, présenté dans la se
tion 1.1.1 page 50.56



1 Les méthodes globalesLes méthodes de dé
omposition les plus utilisées sont basées sur un graphe de visibilité [FS90℄[HCL99℄ou sur des 
ellules régulières [Fra93℄[vdBO05℄.Dans le 
as du graphe de visibilité, les obsta
les sont grossièrement approximés par des re
tangles.Comparé à un graphe de visibilité 
lassique, un grand nombre d'ar
s est éliminé : tous les ar
s sedirigeant vers le bas, ainsi que tous 
eux partant d'un sommet uniquement atteignable par undépla
ement horizontal (vitesse in�nie).Dans le 
as des 
ellules régulières, l'abs
isse 
urviligne et le temps sont dis
rétisés en utilisantdes pas 
onstants (δs et δt respe
tivement). Les seuls dépla
ements possibles d'une 
ase à une autre
onsistent à attendre (ve
teur (0, δt)), avan
er (ve
teur (δs, δt)) ou éventuellement re
uler (ve
teur
(−δs, δt)). Ce nombre limité de dépla
ements aboutit à des 
hemins de moins bonne qualité (i.e.arrivant plus tard) que le graphe de visibilité. Pour obtenir une qualité équivalente, il faut 
hoisirun pas de temps δt in�nitésimal, 
e qui aboutit à une explosion du nombre de 
ellules.

(a)  (b) 

t1 

t2 

s

ts 

t

Fig. 2.9 � Modulation de vitesse par des méthodes de dé
ompositionLa �gure présente les 
hemins obtenus dans l'espa
e-temps de la �gure 2.7 par deux méthodesde dé
omposition : (a) le graphe de visibilité (élagué des ar
s en pointillés), permettantd'arriver à la date t1 et (b) les 
ellules régulières, permettant d'arriver à la date t2. On
onstate que t2 > t1. Notons que t2 → t1 si δt → 0.1.2.3 L'optimisation de B-splinesÉtant donnés m réels tj dans l'intervalle [0, 1], appelés noeuds et véri�ant 0 ≤ t1 ≤ ... ≤ tm, uneB-spline S est une 
ombinaison linéaire de n splines de base bi,d de degré d, pondérée par des pointsde 
ontr�le Pi :
S(t) =

n∑

i=1

Pi · bi,d(t) (2.9)Les splines de base bi,d, de degré d = m−n, sont dé�nies par les relations de ré
urren
e suivantes :
bi,0(t) =

{
1 si tj ≤ t < tj+1

0 sinon
(2.10)

bi,d(t) =
t− ti

ti+p − ti
· bi,d−1(t) +

ti+d+1 − t

ti+d+1 − ti+1
· bi+1,d−1(t) (2.11)57



Chapitre 2. La plani�
ation de traje
toireLe plus souvent, on utilise des splines 
ubiques uniformes. La dénomination 
ubique traduit que
d = 3 et uniforme que les noeuds tj sont équidistants dans l'intervalle [0, 1]. Elles sont représentées
i-dessous pour n = 6 points de 
ontr�le (impliquant m = 9 noeuds).

t1=0 t2 t3 t4 t5 t6 t7  

b1,3 b2,3 b3,3 b4,3 

t

t8 t9=1  

b5,3 b6,3 

Fig. 2.10 � Splines de base 
ubiques uniformes pour 6 points de 
ontr�leL'aspe
t 
ubique donne une allure de gaussienne aux splines. L'aspe
t uniforme entraînequ'elles soient toutes identiques : le graphe de la spline bi+1,3 peut être déduit par unetranslation vers la droite d'une distan
e 2/m du graphe de la spline bi,3.Pour une valeur t donnée, seules d splines de base sont non nulles. Par 
onséquent, la positionde 
haque point de la B-spline n'est in�uen
ée que par les d points de 
ontr�le les plus pro
hes. Lespoints de 
ontr�le Pi ne modi�ent don
 que lo
alement la forme de la B-spline.
(a) (b) 

P1

P2

P3 P4

P5

P6 P1

P2

P3 P4

P5 P6

Fig. 2.11 � Déformation d'une B-splineLe dépla
ement du point de 
ontr�le P5 ne déforme que la partie rouge de la B-spline, lapartie bleue ne dépendant que des points de 
ontr�le de P1 à P4.Borrow [Bor88℄ a proposé d'utiliser une B-spline 
ubique uniforme pour la modulation de vitesse,le graphe de la B-spline représentant un 
hemin dans l'espa
e-temps dé�ni dans la se
tion 1.2.14. Laposition des n points de 
ontr�le Pi est la solution du problème d'optimisation suivant :
min
Pi

∫ L

t=0
S(t)dt (2.12)4En réalité, il s'agit d'un espa
e-vitesse de dimensions (s, v), où s est l'abs
isse 
urviligne du mobile et v sa vitesse,mais 
es deux modélisations sont équivalentes. 58



1 Les méthodes globalesSous les 
ontraintes :
vmin ≤

dS(t)

dt
≤ vmax (2.13)

∀i ∈ [1, n],∀j ∈ [1, q] : δmin ≤ d(Pi, Zj) (2.14)où d(Pi, Zj) désigne la distan
e entre le point de 
ontr�le Pi et l'obsta
le Zj .En d'autres termes, les points de 
ontr�le doivent minimiser la surfa
e sous la B-spline en véri-�ant les 
ontraintes suivantes :� Respe
ter les bornes vmin et vmax sur la vitesse du mobile (autrement dit, rester dans le se
teurdes vitesses valides représenté dans la �gure 2.8a)� Maintenir une distan
e minimale δmin ave
 les obsta
les. Il faut noter que 
ette dernière
ontrainte n'est pas su�sante pour garantir l'évitement des obsta
les par la B-spline (�gure2.12a). Toutefois, les risques de 
ollision peuvent être diminués en augmentant le nombre n depoints de 
ontr�le (�gure 2.12b).
P1 P2

P3

P1 P2

P3

P4

(a)  (b)

s 

t 

minFig. 2.12 � Évitement d'un obsta
le par une B-splineLa partie (a) montre l'insu�san
e des 
ontraintes 2.14 pour éviter les obsta
les : tous lespoints de 
ontr�le Pi sont distants de δmin mais pas for
ement la B-spline, 
e qui aboutit àune 
ollision. La partie (b) montre l'amélioration apportée par l'ajout de points de 
ontr�le.Le problème d'optimisation est résolu en utilisant des te
hniques de point intérieur5. La �gure
i-après montre le résultat obtenu en utilisant 4 points de 
ontr�le.
s 

t P1

P2
P3

P4

Fig. 2.13 � Modulation de vitesse par optimisation de B-splineLa �gure présente le 
hemin obtenu dans l'espa
e-temps de la �gure 1.2.1, par optimisationd'une B-spline dé�nie par 4 points de 
ontr�le.5Ces te
hniques 
onsistent à intégrer les 
ontraintes dans la fon
tion obje
tif sous la forme de pénalités. Pour plusde détails, le le
teur pourra se référer à [Min83℄. 59



Chapitre 2. La plani�
ation de traje
toirePlus ré
emment, des auteurs ont proposé d'utiliser des fon
tion polynomiales par mor
eaux plut�tqu'une unique B-Spline, ave
 des 
onditions de ra

ordement (
ontinuité, dérivabilité, et
.). Utiliserplusieurs mor
eaux permet notamment un évitement plus aisé des obsta
les. Le le
teur intéressépourra 
onsulter [BR05℄.1.2.4 L'algorithme des lignes briséesL'algorithme des lignes brisées, que nous avons nous-mêmes introduit dans [ST06℄, a pour butd'atteindre au plus t�t une 
olonne C de l'espa
e-temps à partir d'un point P = (sp, tp) tout en enlimitant les variations de vitesse. Son prin
ipe est le suivant :1. Dans la 
olonne C, le point Q le plus bas (
orrespondant à une arrivée au plus t�t) est 
al
ulé.Si C est pla
ée à l'abs
isse 
urviligne sc > sp, Q a pour 
oordonnées (sc, (sc − sp)/vmax), où
vmax désigne la vitesse maximale du mobile.2. Les interse
tions entre le segment [PQ] et les obsta
les sont relevées dans l'ensemble I. Si
I = ∅, l'algorithme s'arrête. Sinon, I est de la forme {I1 = (s1, t1), ..., In = (sn, tn)} ave

s1 ≤ ... ≤ sn. La première interse
tion I1 aboutit à deux appels ré
ursifs :(a) Le premier appel a pour but de relier le point A à la 
olonne C1 d'abs
isse 
urviligne s1.Celui-
i le point d'arrivée Q1 = (s1, t1) dans la 
olonne C1.(b) Le deuxième appel a pour but de relier le point Q1 à la 
olonne B. Celui-
i renvoie lepoint d'arrivée Q′ = (sc, t

′
c) dans la 
olonne C (on a t′c > tc).Géométriquement, 
es deux appels ré
ursifs peuvent être perçus 
omme la brisure du segment

[PQ] en deux sous-segments : [PQ1] et [Q1Q
′].Dans l'espa
e-temps, une ligne droite 
orrespond à une vitesse 
onstante. L'exé
ution de l'algo-rithme peut être interprétée ainsi : au départ, l'algorithme tente d'atteindre la 
olonne C à partirde P en imposant au mobile de garder la même vitesse (sa vitesse maximale). A 
haque 
on�itave
 un obsta
le mobile, une variation de vitesse est introduite. La su

ession de lignes brisées ainsi
onstruite est très similaire au 
hemin obtenu par l'optimisation de B-splines, 
omme illustré dansla �gure 
i-après6 (à 
omparer ave
 ave
 la �gure 2.13 page 59).

s 

t 

(a)  (b) (c) Fig. 2.14 � Modulation de vitesse par appli
ation des lignes briséesCette �gure montre les di�érentes étapes de l'exé
ution de l'algorithme des lignes brisées,dans l'espa
e-temps dis
rétisé de la �gure 2.9b. A 
haque étape, le segment interse
tant unobsta
le est brisé en deux parties.6Dans 
ette �gure, l'environnement a été dis
rétisé à l'aide de 
ellules régulières pour permettre de déte
terfa
ilement les interse
tions ave
 les obsta
les, de forme 
omplexe.60



2 Les méthodes lo
ales2 Les méthodes lo
alesDans les méthodes lo
ales, la traje
toire est le résultat d'une su

ession de dépla
ements e�e
tuéspar le mobile à intervalles réguliers. Chaque dépla
ement pouvant être vu 
omme une plani�
ationde 
hemin élémentaire, 
es méthodes lo
ales sont équivalentes, d'un point de vue 
ombinatoire, àun nombre �ni de plani�
ations de 
hemins. Elles peuvent don
 être exé
utées en un temps poly-nomial. Toutefois, 
e
i se fait au prix de l'optimalité : l'absen
e d'une vision globale peut entraînerdes détours inutiles, notamment l'exploration d'impasses.A 
ha
un de ses dépla
ements, le mobile tient 
ompte de l'état des obsta
les. Selon Fiorini etS
hiller [FS98℄, l'état eO(t) d'un obsta
le O 
ontient les n dérivées su

essives de sa position P (t) :
eO(t) = (P (t), P ′(t), ..., P (n)(t)) (2.15)où (n) symbolise n dérivations su

essives par rapport au temps t.La valeur de n dé�nit l'ordre de la méthode lo
ale. La plupart des méthodes dé
rites dans lalittérature sont d'ordre 0 (i.e. tenant 
ompte de la position des obsta
les). On trouve des méthodesd'ordre 1 (tenant 
ompte en plus de leur ve
teur-vitesse), mais il n'existe pas, à notre 
onnaissan
e,de méthodes d'ordre 2 (tenant 
ompte de l'a

élération) ou plus.2.1 Les méthodes d'ordre 0Les méthodes d'ordre 0, purement réa
tives, sont 
lassiquement utilisées pour des tâ
hes denavigation dans un environnement in
onnu. Elles sont toutefois utilisables pour la plani�
ation detraje
toire, en simulant l'é
oulement du temps ainsi que les per
eptions du mobile. Ce
i présentel'avantage de réduire l'é
art entre la traje
toire plani�ée et son exé
ution réelle (problème ré
urrenten robotique) puisque les méthodes utilisées sont homogènes dans les deux situations.2.1.1 Les Réseaux de Neurones Arti�
iels (RNA)Les RNA, dûs à Ma
 Cullo
h et Pitts, tentent de mimer les intera
tions entre des neuronesbiologiques. Ils sont 
onstitués d'unités de 
al
ul identiques, appelées neurones, reliés entre eux pardes liaisons pondérées et unidire
tionnelles, appelées synapses.Chaque neurone Ni possède n entrées et une seule sortie. Il e�e
tue un traitement élémentairequi 
onsiste à :1. Cal
uler la somme de ses entrées xi

j , pondérée par les poids synaptiques wi
j , et biaisée par θi(potentiellement négatifs) ;2. Appliquer une fon
tion d'a
tivation ϕ (la même pour tous les neurones). Cette fon
tion permetd'introduire une non-linéarité, souvent par l'intermédiaire d'un seuil. La plus utilisée est lasigmoïde, d'expression 1/(1 + e−λx). Le paramètre λ permet de jouer sur la pente du seuil :plus λ augmente, plus le seuil est raide.
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Chapitre 2. La plani�
ation de traje
toire
neurone N

x i

x i

x i

1

2

n

w i
1
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t
i

(a) (b)
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Fig. 2.15 � Neurone arti�
ielLa partie (a) représente le prin
ipe de fon
tionnement d'un neurone arti�
iel. Les synapsessont représentées par des �è
hes et (b) la fon
tion sigmoïde ϕ pour di�érentes valeurs de λ(λ = 1 en noir, 0.5 en bleu et 2 en rouge).La sortie yi du neurone Ni est don
 donnée par :
yi = ϕ




n∑

j=1

wi
j · xi

j + θi


 (2.16)Un RNA peut être vu 
omme un graphe orienté dont les noeuds sont les neurones et les ar
s lessynapses. La topologie de 
e graphe dé�nit le type de RNA.Un des types les plus utilisés est le Per
eptron Multi Cou
hes (PMC), introduit par Rumelhart7[Rum86℄. Les noeuds d'un PMC sont stru
turés en une série d'hyperplans appelés 
ou
hes.

couche d’entrée couche de sortiecouches cachéesFig. 2.16 � Réseau de neurones de type PMCLes neurones sont représentés par des 
er
les et les synapses par des �è
hes. Chaque 
ou
he(
olonne) alimente la suivante.7Le PMC a été proposé en réponse à un livre é
rit par Minsky et Papert [MP69℄ mettant en éviden
e 
ertaineslimitations du per
eptron mono
ou
he (notamment l'impossibilité d'apprendre la fon
tion logique XOR) responsabled'une période noire d'une quinzaine d'années dans le domaine des RNA.62



2 Les méthodes lo
alesLa première 
ou
he est appelée 
ou
he d'entrée, les 
ou
hes intermédiaires 
ou
hes 
a
hées et ladernière 
ou
he de sortie. Les sorties d'une 
ou
he i sont utilisées 
omme entrées de la 
ou
he i + 1(on parle d'ar
hite
ture feed-forward). Souvent, le nombre de neurones dé
roît au fur et à mesuredes 
ou
hes.Il a été démontré [Cyb89℄ que les PMC pouvaient être utilisés 
omme des approximateurs uni-versels de fon
tions. Plus pré
isément, n'importe quelle fon
tion peut être approximée ave
 unepré
ision arbitraire grâ
e à un PMC à 3 
ou
hes (i.e. à 1 
ou
he 
a
hée).Or, nous avons vu en introdu
tion de 
e 
hapitre (page 49) qu'une traje
toire pouvait êtremodélisée par une fon
tion ϑ : [0, T ] 7→ (x, y) ∈ Cvalide.Cette fon
tion peut être vue 
omme la 
omposition de fon
tions e ◦ d ◦ p, ave
 :� p : t 7→ (p1, ..., pn) les per
eptions de l'environnement par le mobile, provenant de ses 
apteurs,� d : (p1, ..., pn) 7→ (c1, ..., cm) la dé
ision du mobile, 
orrespondant à la 
ommande la plusadaptée aux per
eptions,� e : (c1, ..., cm) 7→ (x, y) l'exé
ution de la 
ommande par le mobile, fournissant une positiondans l'espa
e valide.Les fon
tions p et e sont 
onnues. Elles 
orrespondent aux entrées/sorties d'informations entrele mobile et l'environnement. On peut voir 
es fon
tions 
omme des interfa
es, dont l'expressiondépend des 
hoix des te
hnologies utilisées dans le mobile.La fon
tion d 
orrespond à la partie réellement 
ognitive du mobile. Elle est in
onnue et à priori
omplexe. Il semble don
 astu
ieux d'utiliser un PMC pour l'approximer.Une des prin
ipales di�
ultés dans 
ette tâ
he est de judi
ieusement 
hoisir la modélisation desentrées et des sorties du réseau : type de repère (relatif, absolu), système de 
oordonnées (
ylin-drique, 
artésien), nature des variables (
ontinues, dis
rètes), et
. Une mauvaise modélisation peut
onsidérablement ralentir (voire faire é
houer) l'apprentissage.Prenons l'exemple du type de repère. Pour fa
iliter l'apprentissage, il semble préférable d'utiliserun repère lié au mobile (relatif) plut�t qu'un repère lié à l'environnement (absolu). En e�et, unemême 
ommande (tourner de 20�, par exemple) dans deux situations di�érentes sera modélisée parla même sortie dans un repère relatif mais pas dans un repère absolu.Janglova [Jan04℄ propose de dé
ouper l'entourage du mobile en se
teurs angulaires réguliers parl'intermédiaire de n segments Si (un angle de 2π/n sépare deux segments).Les n entrées du PMC sont les distan
es aux obsta
les di déte
tés sur les segment Si, les nsorties sont les distan
es d′i que le mobile doit par
ourir sur le segment Si. Cette modélisation esttrès favorable à l'apprentissage 
ar elle représente les entrées et les sorties de façon homogène (mêmedimension, même nature).
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Chapitre 2. La plani�
ation de traje
toire
Mobile

S1

S2

S3

S4

S5

S6

S7

S8

d2d4’

d3’

Fig. 2.17 � Entrées/Sorties d'un PMC pour la navigationDans [Jan04℄ n segments Si pla
és à intervalles angulaires réguliers sont utilisés pour dé�nirles entrées/sorties d'un PMC à des �ns de navigation : les distan
es aux obsta
les di et lesdistan
es à par
ourir d′

i sur les segments.Vient ensuite le problème de l'apprentissage. Il peut être de deux types : supervisé ou semi-supervisé.� L'apprentissage supervisé 
onsiste à utiliser une base d'exemples, généralement de taille im-portante. Un exemple est un 
ouple (x, y∗) où x est une entrée et y∗ la sortie désirée.Les entrées x sont présentées au réseau, qui les propage jusqu'à la 
ou
he de sortie. L'erreurentre la sortie ainsi 
al
ulée ỹ et la sortie désirée y∗ permet de 
orriger les poids du réseau.La règle la plus simple pour réaliser 
ette 
orre
tion est la rétropropagation [Wer74℄. Dans
elle-
i, les poids synaptiques sont mis à jour 
ou
he par 
ou
he par8 :
δw

(i)
j = λ · δy(i) · x(i−1) (2.17)L'exposant (i) sert à désigner la 
ou
he 
ourante. Il varie de la 
ou
he de sortie vers la 
ou
hed'entrée, autrement dit dans le sens inverse de la propagation d'informations dans le réseau(d'où le nom de la méthode). Le fa
teur λ ∈ [0, 1] représente le taux d'apprentissage. Sonréglage est déli
at : s'il est trop faible, l'apprentissage est lent ; s'il est trop élevé, le réseau estinstable et l'apprentissage inexistant.Cependant, utiliser un apprentissage supervisé suppose que l'on dispose déjà d'une méthode deplani�
ation de traje
toire (pour fournir les sorties désirées). On peut alors mettre en doutel'intérêt d'utiliser un RNA. Si la méthode dont on dispose est lente, il y a sans doute unmoyen spé
i�que d'en approximer le résultat, sans avoir re
ours à un RNA. Par exemple, si laméthode est à base de 
ases, en augmenter les dimensions est un moyen d'obtenir une solutionplus grossière, et don
 plus rapide à 
al
uler.� L'apprentissage semi-supervisé évalue non pas les sorties du réseau, mais leur e�et au boutd'un temps �xé (longueur par
ourue, énergie dépensée, et
.). Cependant, 
ette évaluation n'estpas dire
tement utilisable pour la mise à jour des poids, 
ar l'évaluation et la sortie du réseausont de nature hétérogène. L'évaluation doit don
 agir impli
itement sur les poids du réseau.8Il est possible d'ajouter un terme d'inertie, appelé momentum, pour minimiser les risques de 
onvergen
e vers unminimum lo
al. A 
haque itération, on réinje
te une partie du δw

(i)
j 
al
ulé pré
édemment.64



2 Les méthodes lo
alesPour 
e faire, Fogel et al. [FFP90℄ ont proposé l'appro
he Evolving Neural Networks (ENN).Elle 
onsiste à 
onsidérer un RNA 
omme un individu W = 〈w1, ..., wn〉 
ontenant tous lespoids (la topologie du réseau est impli
ite). Une population de réseaux est générée aléatoire-ment, puis son évolution est simulée par un algorithme génétique9.La �gure 
i-après montre la traje
toire obtenue par 
ette méthode, en utilisant la modélisationde Janglova et la fon
tion d'évaluation dé
rite dans l'équation 1.5 page 39. Elle présente undétour assez important par rapport à la traje
toire de référen
e présentée page 54.
(a) 

B B

A

B

(b) (c) 

B

(d) 

A A A

Fig. 2.18 � Constru
tion d'une traje
toire par un PMC entraîné via l'appro
he ENNLa �gure illustre la 
onstru
tion progressive d'une traje
toire (en bleu) par un RNA de typePMC, dont les poids ont été optimisés via l'appro
he ENN. Le mobile, ayant tendan
e à fuirles obsta
les, atteint le point but par le haut.L'in
onvénient majeur des RNA est qu'ils peuvent paraître "opaques". Pour des problèmes 
om-plexes, il n'est pas toujours aisé de donner une signi�
ation aux poids du réseau, même ave
 une
ertaine expérien
e dans le domaine. Ce
i pose les problèmes suivants :� Le dimensionnement du réseau (nombre de 
ou
hes et de neurones par 
ou
he) n'est pas unetâ
he triviale10. Un nombre trop faible de neurones peut aboutir à une approximation tropgrossière alors qu'un nombre trop élevé peut aboutir à un un surapprentissage : le réseauapprend les exemples "par 
oeur" (
'est à dire qu'il les sto
ke impli
itement dans les poidssynaptiques), sans parvenir à en tirer une généralisation.� Nous ne sommes jamais totalement sûrs de 
e que le réseau a réellement appris. Il est en e�etpossible que son 
omportement soit 
onforme aux attentes sur un grand nombre d'exemples,mais tout à fait inattendu sur quelques exemples isolés.Pour illustrer 
e problème, prenons un 
ontexte analogue : l'approximation de fon
tions pardes séries entières. La fon
tion sinus peut être approximée, ave
 une pré
ision arbitraire, parla série entière suivante :
Sn(x) =

n∑

i=0

(−1)n · x2n+1

(2n + 1)!
(2.18)9Un 
ertain nombre de pré
autions sont prises dans la dé�nition opérateurs génétiques. Par exemple, l'opérateurde 
roisement ne doit pas mélanger les poids de 
ou
hes di�érentes, 
ar ils n'ont pas la même signi�
ation.10De nombreuses te
hniques tentent d'automatiser 
ette tâ
he, par 
omplexi�
ations (NEAT [SM02℄) ou par sim-pli�
ations (OBD [CDS90℄, OBS [HSW93℄) su

essives d'un réseau initial.65



Chapitre 2. La plani�
ation de traje
toirePlus il y a de termes dans la somme (i.e. plus n est élevé), plus l'intervalle sur lequel la fon
tionet sa série sont pro
hes est étendu. Pour n = 7, le graphe de sin(x) et Sn(x) sont quasiment
onfondus sur l'intervalle I = [−3, 3], mais en dehors de 
et intervalle, 
es graphes divergenttotalement, 
omme on peut le voir dans la �gure 
i-après.
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Fig. 2.19 � Approximation de la fon
tion sinus par une série entièreLa �gure présente les graphes de la fon
tion sinus (en bleu) et de sa série entière (en noir)dé�nie par l'équation 2.18, ave
 n = 7.Ainsi, si on se 
ontentait de prendre des exemples dans l'intervalle I, on aboutirait à la 
on
lu-sion que la série est une ex
ellente approximation de la fon
tion, et on serait 
onsidérablementsurpris par le résultat fourni pour x = 10 : -1307.46 au lieu de - 0.54 !2.1.2 La logique �oueLa logique �oue, introduite par Zadeh [Zad65℄, permet de réaliser des raisonnements symboliquessur des données numériques. Une des prin
ipales appli
ations de la logique �oue est la 
ommande�oue. Elle 
onsiste à trouver la 
ommande la plus adaptée à un système en fon
tion des donnéesnumériques provenant de 
apteurs et de 
onnaissan
es du domaine, modélisées sous la forme derègles. Le s
héma de prin
ipe de la 
ommande �oue est fourni 
i-après.
A1 => B1

p1

p2

P1

P2

pn Pn

A2 => B2
FusionFloutage

An => Bn

Inférence

perceptions
quantitatives

perceptions
qualitatives

commande
globale
(quantitative)

commandes
élémentaires
(qualitatives)

B1’

B2’

Bn’

Fig. 2.20 � Commande �oueLes per
eptions quantitatives pi sont transformées en per
eptions qualitatives Pi par �ou-tage. Ces dernières produisent, par l'intermédiaire de règles �oues de type Ai ⇒ Bi, des
ommandes élémentaires B′

i, fusionnées pour déterminer la 
ommande globale.66



2 Les méthodes lo
ales1. L'étape de �outage permet de traduire des per
eptions quantitatives pi (mesures provenantde 
apteurs : angles, distan
es) en per
eptions qualitatives Pi (ensemble de symboles : pro
he,éloigné, gau
he, droite). Elle est réalisée par l'intermédiaire d'ensembles �ous, généralementdé�nis par des trapèzes.
gauche droitecentre

10°

angle
quantitatif

angle
qualitatif

20%

75%

Fig. 2.21 � Floutage d'un l'angleLa �gure illustre le �outage d'un angle par 3 ensembles �ous : gau
he, 
entre et droite. Lamesure 10�véri�e le 
on
ept gau
he à 0%, 
entre à 75% et droite à 20%.2. L'étape d'inféren
e 
onsiste à appliquer un ensemble de règles �oues. Ces règles sont desimpli
ations du type Ai ⇒ Bi.Les 
onditions Ai 
orrespondent à des 
onjon
tions de per
eptions qualitatives Pj : condition =
P1 ∧ P2 ∧ ... ∧ Pn.Les a
tions Bi sont partiellement exé
utées, selon l'intensité des per
eptions Pi. Cette exé-
ution partielle est matérialisée par un tronquage de l'ensemble �ou Bi, donnant lieu à unensemble B′

i.
P2

P1

P2

p1 p2

B’ 

B

Fig. 2.22 � Inféren
e �oueLa �gure illustre le dé
len
hement de la règle �oue P1 ∧P2 ⇒ B. L'ensemble initial de A esttronqué par le niveau minimal des per
eptions Pi, donnant lieu à l'ensemble B′.3. L'étape de fusion 
onsiste à agréger et à dé�outer les a
tions élémentaires B′
i pour obtenir undépla
ement. La méthode la plus utilisée pour le dé�outage est la 
entroïde, qui 
onsiste à
al
uler, de façon imagée, le 
entre de gravité de l'ensemble �ou.Il est important de noter que selon l'ordre des opérations d'agrégation et de dé�outage, lesrésultats peuvent être di�érents. Autrement dit, 
es operations ne sont pas 
ommutatives. La�gure 2.23 illustre 
e point : pour des ensembles �ous initiaux identiques, l'ordre dé�outage-aggrégation donne une valeur de 3.25, alors que l'ordre inverse donne plus du double !67



Chapitre 2. La plani�
ation de traje
toire
0 

6.5 

3.25 
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(a)

(b)
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Fig. 2.23 � Fusion d'a
tionsLa �gure présente la fusion de deux a
tions �oues. La partie (a) 
orrespond à un dé�outagepuis agrégation et la partie (b) à l'ordre inverse. Dans 
et exemple, les résultats sont trèsdi�érents.Sugeno et Nishida [SN85℄ ont proposé pour la première fois d'utiliser le prin
ipe de 
ommande�oue pour la navigation d'un mobile dans un environnement dynamique. Par rapport aux réseaux deneurones (présentés dans la se
tion 2.1.1), la 
ommande �oue possède, par nature, deux avantages :� Le raisonnement est transparent (par opposition à l'opa
ité des réseaux de neurones). En e�et,
elui-
i est basé sur un ensemble de règles, généralement simples, du type :(angle_obsta
le = droite) ∧ (distan
e_obsta
le = pro
he) ⇒ dire
tion = gau
heCes règles sont aisément 
ompréhensibles et modi�ables, et rendent possible l'intégration des
onnaissan
es d'un expert du domaine.� La 
ommande est robuste. Elle tient 
ompte des in
ertitudes, tant sur la 
onnaissan
e del'environnement que sur l'exé
ution réelle de la traje
toire.Cette te
hnique de navigation peut être utilisée pour plani�er des traje
toires, en simulant l'évo-lution de l'environnement au 
ours du temps, 
omme 
ela est fait pour les réseaux de neurones.Ce 
ontexte de simulation permet d'optimiser les règles �oues. Au départ, les règles sont �xéesaléatoirement ou ave
 l'aide d'un expert. Elles sont ensuite ajustées en e�e
tuant un grand nombred'essais dans des environnements di�érents. 68



2 Les méthodes lo
alesPour e�e
tuer 
et ajustement, on trouve deux prin
ipales appro
hes :� L'apprentissage par renfor
ement [YY99℄ :Pour un même ensemble de 
onditions Ci, plusieurs règles probabilistes de la forme Ai
pj⇒ Bjsont dé�nies, où pj désigne la probabilité d'exé
uter l'a
tion Bj .La navigation du mobile est simulée pendant une durée T �xée (une 
ollision ave
 un obsta
leinterrompt la simulation). Une fois la simulation a
hevée, une ré
ompense R(T ) est attribuéeau mobile, selon son état à l'instant T . On peut par exemple opter pour une ré
ompense R(T )de la forme 1/dB, où dB est la distan
e au but : plus le mobile a réussi à appro
her du but,plus il est ré
ompensé (dans le 
as d'une 
ollision, le mobile est fortement pénalisé en �xant

R(T ) = 0).La ré
ompense R(T ) est ensuite rétropropagée aux pas de temps pré
édents, en utilisant uneexpression de la forme :
R(t) =

T−t∑

i=1

γt ·R(t + j) (2.19)
γ ∈ [0, 1] est le fa
teur de dépré
iation. Il permet de régler l'importan
e que l'on donneaux ré
ompenses futures par rapport aux ré
ompenses immédiates. Un fa
teur γ pro
he de 1
orrespond à une vision à long terme : toutes les ré
ompenses ont une importan
e équivalente ;
γ est pro
he de 0 
orrespond à une vision 
ourt terme : seules les ré
ompenses immédiates ontde l'importan
e, les ré
ompenses futures sont négligées.Les probabilités pj(t) sont ensuite ajustées proportionnellement aux R(t).A la �n de l'étape d'apprentissage, pour 
haque ensemble de 
onditions Ai, la règle ayant laplus forte probabilité d'exé
ution est 
onservée.� Les algorithmes génétiques [JH00℄ :Les a
tions Bi sont 
onsidérées 
omme des gènes. A partir de 
es gènes, on forme des individus
I = 〈B1, ..., Bn〉, 
ontenant toutes les a
tions présentes dans les règles �oues. Ces individusentrent dans le pro
essus d'évolution dé
rit dans le 
hapitre 1 (page 38) : évaluation, séle
tion,mutation et 
roisement.L'évaluation d'un individu I 
onsiste, 
omme dans l'apprentissage par renfor
ement, à simulerle dépla
ement du mobile pendant une durée T en appliquant les a
tions présentes dans I, puisà attribuer une note selon l'état du mobile. Pour les autres phases de l'évolution, les opérateursstandards sont utilisés.A la �n du pro
essus d'évolution, le meilleur individu est séle
tionné pour dé�nir les a
tionsdes règles �oues.2.1.3 La déformation de 
heminDans les réseaux de neurones et la logique �oue, la traje
toire est le résultat d'un pro
essusdé
isionnel : étant donné une situation, le mobile 
hoisit l'a
tion qui lui semble la plus appropriée.69



Chapitre 2. La plani�
ation de traje
toireDans l'appro
he proposée par Quinlan et Khatib, Elasti
 Bands [QK93℄, la traje
toire est lerésultat d'un pro
essus de déformation de 
hemin.Au départ, un premier 
hemin est plani�é, en utilisant l'une des méthodes présentées dans le
hapitre 1. Ensuite, 
e 
hemin est assimilé à un élastique soumis à deux types de for
es :� Des for
es internes, tendant à le 
omprimer� Des for
es externes, dues à la répulsion des obsta
les, tendant à l'étirerPour simuler l'a
tion de 
es for
es, les auteurs proposent d'utiliser des bulles ayant les propriétéssuivantes :� Le 
entre d'une bulle est situé sur le 
hemin,� La surfa
e d'une bulle est entièrement 
ontenue dans l'espa
e valide,� Deux bulles voisines doivent se tou
her11.La for
e de 
ontra
tion interne d'une bulle Bi de 
entre Mi dépend de ses voisines Bi−1 et Bi+1 :
f i

c = kc ·
(

Mi−1 −Mi

d(Mi−1, Mi)
+

Mi −Mi+1

d(Mi, Mi−1)

) (2.20)où d(X, Y ) désigne la distan
e entre X et Y , et kc le 
oe�
ient de 
ontra
tion des bulles, ana-logue au 
oe�
ient de raideur utilisé pour les ressorts.La for
e de répulsion de 
haque obsta
le Oj sur la bulle Bi est de la forme :
f i,j

r = kr · d(Bi, Oj) (2.21)où kr désigne le 
oe�
ient de répulsion des obsta
les.La position du 
entre Mi de la de bulle Bi est mise à jour par :
Mi(t + 1) = Mi(t) + α ·


f i

c(t) +
∑

j

f i,j
r


 (2.22)La �gure 2.24 montre une déformation d'un 
hemin initialement 
al
ulé par la méthode PRM(en ignorant les obsta
les mobiles).Des méthodes analogues ont été proposées par la suite, ave
 des modélisations di�érentes. Borto�[Bor00℄ a modélisé les 
hemins par des 
haînes (dont les maillons jouent un r�le analogue aux bulles),Lamireaux et al. [LBL04℄ par des fon
tions 
ontinues.En�n, notons que 
ette te
hnique a ré
emment été étendue à la déformation de traje
toire. Leprin
ipe est analogue à la déformation de 
hemin, sauf qu'une dimension supplémentaire (temporelle)est ajoutée. Le le
teur intéressé pourra 
onsulter [KF07℄.11Cette 
ondition permet de garantir que le 
hemin est 
onstamment 
ontenu dans des bulles, et don
 dans l'espa
evalide. 70



2 Les méthodes lo
ales
B

A

B

A

B

A

(b) (c) (d) 

B

A

(a) Fig. 2.24 � Déformation de 
heminLa partie (a) illustre le 
hemin entre A et B ne tenant 
ompte que des obsta
les �xes(
al
ulé par la méthode PRM). Les parties (b) à (d), les déformations su

essives du 
heminen fon
tion de l'évolution des obsta
les mobiles. Des bulles sont progressivement ajoutéespour maintenir l'ensemble en 
onta
t.2.2 Les méthodes d'ordre 1Les méthodes d'ordre 0 appliquent une stratégie à 
ourt terme : le mobile ne modi�e sa traje
-toire que dans le 
as d'une proximité jugée trop importante ave
 un obsta
le. Les dépla
ements dumobile sont parfois inappropriés, 
omme l'illustre la �gure 
i-après.
M

MM

(a) (c) (b) Fig. 2.25 � Limites des méthodes d'ordre 0Le dépla
ement e�e
tué en (a) par le mobile M , résultant d'une méthode d'ordre 0, ne tient
ompte que de la position de l'obsta
le. Il est inutile dans la situation (b), et insu�sant dansla situation (
).Ce problème peut être atténué en optant pour une stratégie à plus long terme : tenir 
ompte duve
teur-vitesse des obsta
les pour anti
iper leurs dépla
ements. C'est l'esprit des méthodes quali�éesde premier ordre. Dans 
ette 
atégorie sont prin
ipalement mentionnées la notion d'obsta
le-vitesse[FS93℄ et l'extension des potentiels arti�
iels [GC02℄.2.3 Les obsta
les-vitessesConsidérons un obsta
le �xe O, modélisé par un 
er
le, et un mobile M , pon
tuel, se déplaçantpar rapport à lui ave
 un ve
teur-vitesse ~vM,O. Le maintien de 
ertains ve
teurs-vitesses provoque à
oup sûr une 
ollision entre M et O.Ces ve
teurs pointent tous à l'intérieur d'un 
�ne, appelé 
�ne de 
ollision et noté cM,O. Il estdélimité par les deux tangentes à O issues de M , 
omme l'illustre la �gure 
i-dessous.71



Chapitre 2. La plani�
ation de traje
toire
O 

M  

v 
M,0

c 
M,0

Fig. 2.26 � C�ne de 
ollisionLe maintien de tout ve
teur-vitesse ~vM,O (du mobile M par rapport à l'obsta
le O) pointantdans le 
�ne cM,O (en gris) provoquera une 
ollision entre M et O (en rouge).Fiorini et S
hiller [FS93℄ ont étendu 
e raisonnement à des obsta
les mobiles ayant un ve
teur-vitesse 
onnu, grâ
e à l'appro
he des obsta
les-vitesses. Le prin
ipe de 
ette appro
he est le suivant :Soient ~vO et ~vM les ve
teurs-vitesses absolus de l'obsta
le O et du mobile M à un instant t. Parprin
ipe de 
omposition des vitesses, 
es ve
teurs sont liés par la relation :
~vM = ~vM,O + ~vO (2.23)Ainsi, l'ensemble des ve
teurs-vitesses ~vM dangereux pour le mobile (i.e. aboutissant à une 
ol-lision ave
 l'obsta
le) peuvent être déduits en translatant le 
�ne de 
ollision cM,O du ve
teur ~vO.Cet ensemble est appelé obsta
le-vitesse asso
ié à O et noté vo(O).

O 

M  

v 
O

v 
O

v 
O

v 
O,M

v 
M

vo(O)

Fig. 2.27 � Obsta
le-vitesseLa �gure illustre l'obsta
le-vitesse vo(O) asso
ié à l'obsta
le O se déplaçant à vitesse
onstante ~vO. L'ensemble vo(O) est obtenu par une translation de ve
teur ~vO du 
�ne de
ollision cM,O (en pointillés). En d'autres termes, si ~vM,O pointe à l'intérieur de cM,O, alors
~vM pointe à l'intérieur de vo(O).Par opposition, tous les ve
teurs-vitesses ~vM pointant en dehors de vo(O) sont sûrs pour le mo-bile, i.e. garantis sans 
ollision. Ils 
onstituent l' Ensemble des Vitesses de Contournement (EVC).72



2 Les méthodes lo
alesSi la vitesse du mobile n'était pas 
ontrainte, l'EVC serait de taille in�nie. Cependant, la plu-part du temps, le mobile modélise un système physique réel, ave
 des limitations énergétiques ette
hnologiques. Sa vitesse possède don
 une borne supérieure vmax, et éventuellement une borne in-férieure vmin (pour les engins volants, par exemple). L'EVC est don
 réduit à un anneau délimité parles 
er
les de rayon vmin et vmax, appelé Ensemble Vitesses de Contournement Atteignables (EVCA).La 
onstru
tion de 
et ensemble est aisément généralisable en présen
e de n obsta
les Oi (i ∈
[1, n]), en ex
luant 
ette fois l'union des obsta
les-vitesses vo(0i).

vo(01) 

vo(03) 

vo(02) 
O2

O3

M 

v
max

v
min

O1 

Fig. 2.28 � Ensemble des Vitesses de Contournement Atteignables (EVCA)La �gure illustre l'EVCA en présen
e de 3 obsta
les. Cet ensemble est représenté par l'anneaubleu, délimité par les 
er
les de rayon vmin et vmax, auquel est retran
hé la surfa
e 
ouvertepar les obsta
les.Le 
al
ul de l'EVCA à intervalles réguliers δt permet de plani�er la traje
toire du mobile dansun environnement 
ontenant des obsta
les mobiles quel
onques. Les obsta
les sont modélisés pardes 
er
les les englobant, et l'hypothèse des ve
teurs-vitesses 
onstants fournit une approximationlinéaire de leur mouvement pendant la durée δt.A 
haque pas de temps, le ve
teur-vitesse du mobile est déterminé de la façon suivante :1. L'EVCA est dis
rétisé en utilisant un maillage régulier. Ce
i permet de gérer la forme 
om-plexe de 
et ensemble (pouvant être 
onstitué de plusieurs mor
eaux, mêlant lignes droites etarrondis) et de réduire le 
hoix à un nombre �ni de vitesses.2. La vitesse du mobile est 
hoisie de manière heuristique parmi les noeuds de la maille. On peutpar exemple 
hoisir la vitesse qui permet de se rappro
her le plus du point but.Cette démar
he suppose que le ve
teur-vitesse des obsta
les évolue lentement dans le temps. Sil'évolution est au 
ontraire rapide et brutale, l'anti
ipation e�e
tuée par le mobile sera totalementinappropriée, 
e qui aboutit aux mêmes défauts que les méthodes d'ordre 0 (présentés page 71).73



Chapitre 2. La plani�
ation de traje
toire
B B

A A

(a) (b)Fig. 2.29 � Choix de la meilleure vitesse de 
ontournementL'EVCA est d'abord 
onstruit dans la partie (a), de la même manière que dans la �gure 2.28.La meilleure vitesse de 
ontournement est ensuite déterminée dans la partie (b) : l'EVCA estdis
rétisé au moyen d'une maille, et le ve
teur-vitesse pointant sur le noeud le plus pro
hedu point but est séle
tionné.2.4 Les potentiels arti�
ielsA priori, les potentiels arti�
iels utilisés pour la plani�
ation de 
hemin (présentés page 33)peuvent être utilisés pour la plani�
ation de traje
toire en tant que méthodes lo
ales d'ordre 0 (lepotentiel répulsif asso
ié aux obsta
les ne tenant 
ompte que de leur position).Cependant, le mobile devant prendre des dé
isions à intervalles réguliers et 
ourts, les potentielsdoivent être 
al
ulés très rapidement. Pour 
ela, l'algorithme permettant de propager la valeur despotentiels est dire
tement implémenté sur des systèmes matériels. Notamment, l'implémentationsous la forme de 
artes de Kohonen physiques est régulièrement utilisée depuis son introdu
tion parGlasius [GKG95℄. On peut entre autres 
iter [RWHK97℄[YM01℄[LSR05℄.Toutefois, les problèmes d'optimalité et de 
omplétude inhérents aux méthodes d'ordre 0 (évo-qués page 71) se posent toujours. Ces problèmes peuvent être atténués en exploitant la généri
ité despotentiels arti�
iels. L'expression des potentiels peut en e�et être remodelée à loisir a�n d'intégrerde nouveaux éléments. Notamment, les potentiels répulsifs liés aux obsta
les peuvent être étenduspour in
lure l'information liée à leurs ve
teurs-vitesses (
onnus ou estimés), devenant ainsi la based'une méthode d'ordre 1.Les premiers potentiels de 
e type furent proposés par Hussien [Hus89℄. Cependant, 
eux-
i neprenaient en 
ompte que le ve
teur-vitesse des obsta
les, et pas 
elui du mobile. Or, les deux sontné
essaires pour anti
iper les 
ollisions.Ge et Cui [GC02℄ ont don
 proposé des potentiels basés sur la vitesse relative du mobile parrapport aux obsta
les (la même base que les obsta
les-vitesses). Leur raisonnement est le suivant :Soit ~a le ve
teur unitaire dirigé du mobile M vers un obsta
le O et ~b le ve
teur unitaire orthogo-nal à ~a. Le ve
teur-vitesse de M par rapport à O, noté ~vM,O, peut être exprimé dans le repère lo
al
RM = (M,~a,~b). 74



2 Les méthodes lo
alesOn a ainsi :
~vM,O = ~va

M,O · ~a + ~vb
M,O ·~b (2.24)Les 
omposantes ~vM,O dans RM sont utilisées pour 
al
uler les 
omposantes de la for
e répulsive

~FO asso
iée à O, de la manière suivante :
~F a

O = −α · ~va
M,O

~F b
O = β · ~vb

M,O

(2.25)où α et β sont des 
onstantes positives.
~F a

O est la 
omposante d'éloignement : elle in
ite le mobile à rester à distan
e de l'obsta
le. La
omposante ~F b
O est la 
omposante de 
ontournement : elle in
ite le mobile à se diriger vers unerégion plus sûre.

O

M

a
b

VM,O
b VM,O

VM,O
a

O

M

F O
b

F O
a

F O
a

b

(a) (b)Fig. 2.30 � For
e répulsive d'ordre 1La �gure illustre les étapes de la 
onstru
tion de la for
e répulsive ~FO d'ordre 1 asso
iée àun obsta
le O : (a) proje
tion de ~vM,O, ve
teur-vitesse relatif de M par rapport à un O (enbleu) ; (b) 
al
ul des 
omposantes de FO (en rouge) dans le repère (M,~a,~b) à partir de 
ellesde ~vM,O.Le potentiel répulsif UO asso
ié à ~FO est ensuite déduit en utilisant la relation :
~FO = −~∇UO (2.26)où ~∇x désigne le gradient de x.Le potentiel attra
tif UB lié au but B est toujours d'ordre 0, i.e. de la forme γ · d(M, B)2 (où

d(M, B) désigne la distan
e Eu
lidienne entre M et B, et γ une 
onstante positive).En absen
e de variations brusques dans les vitesses des obsta
les mobiles, les traje
toires 
al
uléesen utilisant les potentiels arti�
iels attra
tifs se rappro
hent de 
elles obtenues par les méthodesglobales12, 
omme on peut le voir dans la �gure 
i-après.12Ce
i est le 
as si les 
oe�
ients présents dans l'expression des potentiels sont 
onvenablement 
hoisis. Une étudeanalytique étant très di�
ile, 
es 
oe�
ients sont déterminés de façon empirique par les auteurs.75



Chapitre 2. La plani�
ation de traje
toire
(a) 

B

A

B

A

B

A

(b) (c) 

B

A

(d) Fig. 2.31 � Constru
tion d'une traje
toire en utilisant les potentiels arti�
iels d'ordre 1Les obsta
les ayant un mouvement re
tiligne uniforme (don
 très prévisible), la traje
toiregénérée (en bleu) est très similaire à 
elle obtenue par la méthode globale basée sur un PLM(�gure 2.5 page 54).3 RésuméLe tableau 
i-après résume les 
ara
téristiques de l'ensemble des méthodes de plani�
ation detraje
toire évoquées dans 
e 
hapitre, dans un espa
e 2D 
ontenant des obsta
les de forme polygo-nale, e�e
tuant une série de mouvements re
tilignes uniformes.Méthode Déterministe Optimale ParamètresPRM non non nb é
hantillons,taille voisinageMéthodes Algorithmes nb générationsglobales génétiques non non types opérateurs,dire
tes taille populationPLM oui oui nb pas de tempsnb fa
ettesMéthodes de oui oui au
undé
ompositionMéthodes Optimisation oui non nb points 
ontr�leglobales de B-Splines dist. aux obsta
lesindire
tes Algorithme des oui non au
unLignes BriséesRéseaux de oui non nb neuronesneurones nb 
ou
hesMéthodes Commande oui non nb règleslo
ales �oued'ordre 0 Déformation oui non 
oe�s raideurde 
heminsMéthodes Obsta
les- oui non taille maillelo
ales vitessesd'ordre 1 Potentiels oui non 
oe�sarti�
iels potentiels76



3 RésuméLe problème de plani�
ation de traje
toire étant NP-di�
ile, il n'est pas surprenant de voir quela quasi-totalité des méthodes ne sont pas optimales.La seule méthode optimale13 est basée sur une modélisation sous la forme d'un ProgrammeLinéaire Mixte (PLM). Elle nous a permis d'obtenir une traje
toire de référen
e pour 
e 
hapitre.Les prin
ipaux avantages de 
ette méthode sont : sa �exibilité (
ar elle permet de fa
ilement
hanger les 
ara
téristiques du problème), ainsi que sa fa
ilité de mise en oeuvre (
ar il su�t d'utiliserdes resolveurs du mar
hé).Le prin
ipal défaut de l'appro
he 
on
erne la maîtrise du temps de 
al
ul. Même si 
eux-
idemeurent raisonnables sur des problèmes de taille modérée, 
eux-
i peuvent augmenter exponen-tiellement quand la taille de 
es problèmes augmente (nombre d'obsta
les, nombre de points depassage dé�nissant la traje
toire, et
.). Ce phénomène, prévisible par le 
ara
tère NP-di�
ile de larésolution d'un PLM, a ré
emment été mis en éviden
e de façon expérimentale dans [YELP08℄.A priori, les méthodes globales aboutissent à des traje
toires de meilleure qualité (i.e. atteignantle but plus t�t) que les méthodes lo
ales, 
ar elles possèdent une vue d'ensemble du mouvement desobsta
les. Cependant, les seules méthodes globales utilisables en pratique reposent sur un é
han-tillonnage aléatoire de l'espa
e, 
e qui ne fournit au
une garantie sur la qualité (ni même l'existen
e)d'une solution. D'un point de vue pratique, les méthodes globales et lo
ales (d'ordre 1) fournissentdes traje
toires globalement équivalentes.L'aspe
t purement réa
tif des méthodes lo
ales d'ordre 0 les rendent moins intéressantes que lesautres d'un point de vue qualité, mais elles ont l'avantage d'être les plus rapides à l'exé
ution.Sur le nombre important des algorithmes de plani�
ation de traje
toire 
ités 
i-dessus, une partietrès limitée a été étendue a�n de gérer la présen
e de 
ourants dans l'environnement. C'est 
e quenous allons voir dans le 
hapitre suivant.

13Les méthodes de dé
omposition permettent une modulation de vitesse optimale, mais la dé
omposition plani�
a-tion de 
hemin/modulation aboutit à une traje
toire non-optimale.77





Chapitre 3Extensions à la présen
e de 
ourants
Sommaire1 L'optimisation de B-splines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 812 Les algorithmes génétiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 843 Méthode des 
hamps de vitesses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 854 La propagation d'onde . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 885 Résumé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89Dans les 
hapitres 1 et 2 de 
et état de l'art, nous avons progressivement introduit, dans l'espa
edes 
on�gurations C du robot, des obsta
les �xes puis mobiles.Dans 
e 
hapitre, nous allons en
ore 
omplexi�er l'espa
e des 
on�gurations en ajoutant un 
ou-rant W . Ce 
ourant peut être quali�é de réel ou d'arti�
iel :� Un 
ourant réel 
orrespond à la représentation dire
te d'un �ux physiquement présent dansl'environnement du mobile (vent, 
ourant marin, et
.).� Un 
ourant arti�
iel permet de prendre en 
ompte des éléments de nature plus quel
onque,mais ayant des e�ets similaires à un 
ourant réel. C'est notamment le 
as du relief sur unmobile terrestre : les pentes des
endantes peuvent être assimilées à des 
ourants favorables,et as
endantes à des 
ourants défavorables. Une modélisation de 
e type pourra être trouvéedans [TCJ03℄.L'e�et de W peut être perçu 
omme l'ajout d'un biais ~w à la vitesse ~vw du mobile en l'absen
ede 
ourants. Formellement parlant, W peut être dé�ni par une fon
tion du type :

W : ~vr 7→ ~vw = ~vr + ~w (3.1)Une autre interprétation équation 
i-dessous est la 
omposition des vitesses : ~vr est la vitesserelative du mobile par rapport sol et ~vw est la vitesse relative du mobile par rapport aux 
ourant
W . En tout point de l'espa
e des 
on�gurations, la di�éren
e ve
torielle de 
es deux grandeurs est
~w.



Chapitre 3. Extensions à la présen
e de 
ourants
w v

w   

v r 

Fig. 3.1 � Prin
ipe de 
omposition des vitessesLe biais ~w peut être vu 
omme un 
hamp ve
toriel de dimension 2. Il est généralement dé�ni defaçon dis
rète (i.e. sur les noeuds d'un maillage), par l'intermédiaire de mesures ou de prévisions,
omme illustré dans la �gure 3.2.

(a) (b) (c)
O  

x 

y 

x 

y 

wx wy

x 

y 

Fig. 3.2 � Représentation des 
ourants dans l'espa
e des 
on�gurations(a) Les 
ourants sont modélisés par un 
hamp ve
toriel ~w, 
onnu sur les noeuds d'une maille(i
i régulière). Les parties (b) et (
) représentent les proje
tions de ~w sur les axes x et y,respe
tivement notées wx et wy.La présen
e du 
hamp ~w modi�e les 
oûts asso
iés aux dépla
ements e�e
tués entre deux 
on�-gurations, selon la région de l'espa
e. Par exemple, dans une zone où ~w pointe vers la droite, tousles dépla
ements e�e
tués de la gau
he vers droite verront leurs 
oûts diminués, 
ette diminutiontraduisant le fait que le 
ourant porte le mobile. Les 
oûts de dépla
ement peuvent également dé-pendre de la date de départ, si le 
hamp est variable dans le temps.La variation des 
oûts, dans le temps 
omme dans l'espa
e, rend inadaptées les méthodes deplani�
ation de traje
toire présentées dans le 
hapitre 2. A notre 
onnaissan
e, 
e n'est qu'assezré
emment (depuis 2003 [RK03℄) que les premières réponses à 
e problème ont été apportées, don-nant naissan
e à une nouvelle bran
he dans le domaine de la plani�
ation de mouvements, la plus
omplexe : la plani�
ation de traje
toires en présen
e de 
ourants.Comme on peut le voir dans la �gure 
i-après, 
ette nouvelle bran
he a uniquement donnélieu à des méthodes globales. Ce 
onstat n'est pas surprenant, 
ar il semble peu pertinent de netenir 
ompte que lo
alement du 
ourant. Une stratégie lo
ale est a

eptable pour tenir 
ompte desobsta
les mobiles, puisque 
eux-
i sont généralement peu nombreux et de petite taille, 
e qui limiteleur in�uen
e sur la traje
toire. Toutefois, 
e n'est pas le 
as pour les 
ourants : les régions qu'ils
ouvrent peuvent être relativement étendues, et leur intensité d'ordre 
omparable à la vitesse dumobile. 80



1 L'optimisation de B-splines

Méthodes
indirectes

Extensions
à la présence
d’un courant

Méthodes
directes

Algorithmes
génétiques

Optimisation
de B-splines

Propagation
d’onde

Méthodes
globales

Champ de
vitesseFig. 3.3 � Extensions à la présen
e d'un 
ourantLes triangles blan
s symbolisent des liens d'héritage.1 L'optimisation de B-splinesNous avons vu dans le 
hapitre 2 1.2.3 (page 57) que l'utilisation d'une B-spline permet de re-formuler une plani�
ation de traje
toire en problème d'optimisation 
ontinue :� La traje
toire est représentée par une B-spline, entièrement déterminée par le degré d dessplines de base bi,d (généralement �xé à 3) et par un ensemble de points de 
ontr�le Pi (jouantle r�le d'attra
teurs). A tout instant t, la position p(t) du mobile est donnée par :

p(t) =

n∑

i=1

Pi · bi,d(t) (3.2)ave
 p(0) = A et p(T ) = B, où A et B désignent les points de départ et d'arrivée du mobile,et T le temps de par
ours total.� La position des points de 
ontr�le Pi est déterminée en minimisant un 
ritère, par exemple T .En l'absen
e de 
ourant, la vitesse ~vr du mobile par rapport au sol est liée à p par la 
ontrainte :
dp(t)

dt
= ~vr(t) (3.3)En appliquant le prin
ipe de 
omposition de vitesses vu en introdu
tion (équation 3.1), la
ontrainte pré
édente devient :

dp(t)

dt
= ~vw(t) + ~w(t) (3.4)où ~vw est la vitesse du mobile par rapport au 
ourant, 
'est à dire par rapport au 
hamp ~w.Notons que la norme de ~vw est 
onsidérée 
omme 
onstante, et appelée vitesse de 
roisière.81



Chapitre 3. Extensions à la présen
e de 
ourantsPar nature, ~w est 
onnu sous la forme de données dis
rètes, à intervalles de temps et d'espa
eréguliers (généralement issues de mesures ou de prévisions). En d'autres termes, l'expression analy-tique du 
hamp ve
toriel dé�nissant ~w est in
onnue, 
e qui rend les méthodes d'optimisation 
ontinueinutilisables.A�n de régler 
e problème, Inan
 et al. [ISM05℄ ont pro
édé 
omme suit :1. Dans 
haque intervalle de temps (généralement �xé à une heure), le 
hamp ~w est 
onsidéré
omme invariant,2. Des B-splines sont utilisées pour approximer l'expression de ~w par interpolation.Le premier point permet de dé
omposer le problème initial en k sous-problèmes : un premierentre t0 et t1, un deuxième entre t1 et t2, et ainsi de suite, jusqu'à tk−1. Les 
onditions �nales duproblème i sont utilisées 
omme 
onditions initiales du problème i + 1.Con
ernant le deuxième point, nous avons vu que le 
hamp ~c possédait deux 
omposantes, wxet wy, 
orrespondant à ses proje
tions respe
tives sur les axes x et y.La surfa
e de 
haque 
omposante wϕ (ϕ = x ou y) peut être approximée par des B-splines, enutilisant les valeurs 
onnues de wϕ, notées w̃ϕ, 
omme points de 
ontr�le.Ainsi, l'expression de wϕ est façon analogue à l'équation 3.4, la somme simple étant rempla
éepar une somme double, et les points de 
ontr�le Pi par les valeurs w̃ϕ(i, j) :
wϕ(x, y) =

n∑

i=1

n∑

j=1

w̃ϕ(i, j) · bi,d(x) · bj,d(y) (3.5)Les interpolations des données représentées dans les �gures 3.2b et 3.2
 sont fournies 
i-après.

(a) (b)

x x 

y y 

wx wy  

Fig. 3.4 � Interpolation d'un 
hamp ve
toriel par des B-splinesLes parties (a) et (b) présentent respe
tivement les interpolations des 
omposantes wx et wyillustrées dans les �gures 3.2b et 3.2
, en utilisant des splines 
ubiques uniformes.82



1 L'optimisation de B-splinesL'appro
he possède l'avantage de modéliser de façon uni�ée la traje
toire et les 
ourants (pardes B-splines), 
e qui permet d'appliquer les te
hniques 
lassiques d'optimisation 
ontinue sous
ontraintes. Bien que les 
ontraintes soient non linéaires, le pro
essus d'optimisation est relative-ment rapide pour 
haque intervalle de temps (l'auteur obtient des temps de 
al
ul inférieurs à 10se
ondes sur des données réelles de 
ourant).
B

A

Fig. 3.5 � Traje
toire obtenue par optimisation à base de B-splinesDans 
et exemple, le 
ourant a été 
onsidéré 
omme 
onstant pendant tout le dépla
ementdu mobile. La traje
toire obtenue (en bleu) a été 
al
ulée en utilisant 6 points de 
ontr�le(en noir), dont 2 �xés (aux points de départ et d'arrivée).Ré
emment l'appro
he a été améliorée dans [ZIOM08℄, en modélisant les 
ourants par des B-splines 3D (deux dimensions spatiales, 
omme pré
édemment, plus une dimension temporelle). Ainsi,le problème d'optimisation n'est plus résolu sur plusieurs intervalles de temps su

essifs, mais enune seule passe. L'auteur mentionne de substantiels gains sur la qualité de la solution 
al
ulée (le
oût de la traje
toire est en e�et de l'ordre de 15 fois plus faible sur les exemples fournis !).Toutefois, même si la solution nous paraît de "bonne" qualité, nous n'avons au
une idée de ladistan
e de 
ette solution par rapport à la solution optimale. En e�et, dans la plupart des 
as, les
omposantes du 
hamp ~w ne sont pas 
onvexes. Dans la �gure 3.4, par exemple, on peut observerde nombreux minima lo
aux. Or, le prin
ipe des te
hniques d'optimisation sous 
ontraintes est deles ajouter sous la forme de pénalités dans la fon
tion obje
tif. Cet obje
tif a don
 de fortes 
han
esde 
ontenir à son tour des minima lo
aux.Ainsi, il n'y a au
une garantie que le minimum retourné par l'algorithme soit global (en parti-
ulier, il n'est pas a priori évident que la traje
toire illustrée dans la �gure 3.5 soit e�e
tivement dedurée minimale).Un autre défaut de l'appro
he est l'absen
e d'obsta
les dans le modèle, qui limite 
onsidéra-blement son 
hamp d'appli
ation. Il pourrait être envisageable de les ajouter, de deux manièresdi�érentes :� Maintenir une distan
e minimale δmin entre les points de 
ontr�le Pi et les obsta
les, par l'in-termédiaire de 
ontraintes proposées par Borrow [Bor88℄. Comme nous l'avons vu page 59, 
etype de 
ontrainte ne fournit au
une garantie quand à l'évitement e�e
tif de 
es obsta
les. Ene�et, même si les points de 
ontr�le sont évitent les obsta
les, 
e n'est pas for
ement le 
as dela B-spline. 83



Chapitre 3. Extensions à la présen
e de 
ourants� Approximer grossièrement les obsta
les par des re
tangles, et énumérer les di�érentes possibi-lités de 
ontournement (gau
he, droite, haut, bas), 
omme l'a proposé How [RH02℄. Commementionné page 51, 
ette énumération introduit des variables binaires dans le modèle. Or, im-poser des valeurs binaires à des variables dans des méthodes d'optimisation 
ontinue né
essited'utiliser des pro
édés de type bran
h and bound ou plans de 
oupe qui, 
omme nous l'avonsvu dans le 
hapitre pré
édent, peuvent aboutir à des temps de 
al
ul relativement importants.2 Les algorithmes génétiquesDe par leur généri
ité, les algorithmes génétiques permettent de simplement intégrer la présen
ede 
ourant.Considérons par exemple des individus de la forme I = 〈X1, ..., Xn〉, ave
 Xi = (xi, yi, ti) pourreprésenter des traje
toires. Pour les évaluer, nous pouvons utiliser l'équation présentée page 51,rappelée 
i-dessus :
C(I) = α · d((xn, yn), B) + β · tn (3.6)La seule di�éren
e réside dans le 
al
ul des dates ti. Les dates 
on
ernant deux points 
onsé
utifs

Xi et Xi+1 sont liées par :
ti+1 = ti + ∆ti,i+1 (3.7)Le temps de par
ours ∆ti,i+1 dépend des k zones de 
ourant traversées. On a en e�et :
∆ti,i+1 =

k∑

j=1

δtj (3.8)ave
 δtj le temps passé dans la zone de 
ourant j. Pour le 
al
uler, on peut par exemple utiliserla fon
tion de 
oût proposée par Garau [GAO05℄ :
δtj =

dj

|| ~vwj + ~wj ||
(3.9)ave
 δdj la distan
e par
ourue dans la zone de 
ourant j, ~wj la vitesse du 
ourant et dans
ette zone, et ~vwj la vitesse relative du mobile par rapport à ~wj . Quel que soit j, la norme ~vwj est
onsidérée 
omme 
onstante (
omme pour l'optimisation de B-splines).

X
i+1

X
i

zone j zone j+1 zone j+2

d j

d j+1

d j+2

Fig. 3.6 � Cal
ul du temps de par
ours entre 2 points en présen
e de 
ourantsLe temps de par
ours ∆ti,i+1 entre les points Xi et Xi+1 se dé
ompose en temps élémentaires
δtj (un par zone homogène de 
ourant). δtj dépend de la distan
e dj par
ourue dans 
haquezone, et du ve
teur-vitesse ~wj du vent (�è
hes oranges).84



3 Méthode des 
hamps de vitessesSur le même prin
ipe, d'autres fon
tions de 
oût ont été proposées, par exemple la quantitéd'énergie dépensée [ACO04℄.Comme pour l'optimisation de B-splines, l'intégration des obsta
les, �xes 
omme mobiles, posequelque peu problème. En e�et, en pénalisant les individus à 
haque 
ollision, nous pouvons fa-voriser les traje
toires évoluant uniquement dans l'espa
e valide (
f. équation 1.5 page 39). Maisnous n'avons au
une garantie que 
es traje
toires éviterons e�e
tivement les obsta
les à la �n dupro
essus d'évolution. De plus, nous retrouvons tous les problèmes liés à l'utilisation d'algorithmesgénétiques : évaluation multi
ritère, 
onvergen
e prématurée, et
. (
f. pages 39 et suivantes).Des appli
ations aux drones aériens et sous-marins pourront respe
tivement être trouvées dans[RK03℄ et [RVR04℄.3 Méthode des 
hamps de vitessesDans les méthodes pré
édentes, le 
ourant fait partie intégrante du pro
essus d'optimisation dela traje
toire. La traje
toire ainsi 
al
ulée est un 
ompromis entre deux obje
tifs :1. Minimiser la distan
e par
ourue,2. Se faire porter par le 
ourant.Si le vent a une faible intensité (inférieure à 50% de la vitesse du mobile, selon les auteurs),le deuxième obje
tif peut être 
onsidéré 
omme négligeable, au pro�t du premier. Selon 
ette idée,Nelson et al. [NBMB06℄ ont proposé de pro
éder en deux étapes (de manière analogue à Kant etZu
ker [KZ86℄ pour la modulation de vitesse) :1. Plani�er un 
hemin de longueur minimale,2. Maintenir le mobile sur le 
hemin plani�é.La première étape 
onsiste à appliquer l'une des méthodes mentionnées dans le 
hapitre 1. Parexemple, les auteurs ont eu re
ours à l'appro
he RRT, dé
rite dans la se
tion 2.3 (page 31).La deuxième étape 
orrespond à une tâ
he 
lassique en automatique : le suivi de 
onsigne enprésen
e de perturbations. I
i, le 
hemin joue le r�le de la 
onsigne et les variations de 
ourant 
eluides perturbations.Ce suivi est réalisée par l'intermédiaire d'un 
hamp de vitesses. Ce 
hamp a un r�le 
omparable à
elui d'un 
hamp de potentiel attra
tif : diriger le mobile vers une région R de l'espa
e. Cependant,
es 
hamps sont de nature di�érente :� Dans le 
as d'un 
hamp de vitesses, R est une 
ourbe (le 
hemin plani�é). Le 
hamp représentele ve
teur-vitesse que doit utiliser le mobile pour rejoindre R. Les valeurs de 
e 
hamp sontdire
tement utilisables pour 
ommander le mobile.� Dans le 
as d'un 
hamp de potentiel, R est un point (le point but). Le 
hamp représente le 
oûtpour rejoindre R. Une te
hnique d'optimisation 
ontinue (telle que la des
ente du gradient)doit être utilisée pour déduire les dépla
ements du mobile à partir de 
e 
hamp.85



Chapitre 3. Extensions à la présen
e de 
ourantsLa notion de 
hamp de vitesses a été dé�nie pour des 
hemins 
omposés de segments de droite1.Ce 
hamp est 
onstruit en trois étapes :1. Cal
ul de 
hamps élémentaires ~ci, en l'absen
e de 
ourant.Pour 
haque segment de droite
Si = [Ai, Bi], un 
hamp de vitesses ~ci est 
al
ulé 
omme suit :Soit M = (x, y) la position du mobile. Depuis Ai, le mobile forme un angle angle αi ave
 Siégal à :

αi =
̂〈−−−→

AiBi,
−−−→
MBi

〉
= arccos

( −−−→
AiBi ·

−−−→
MBi

||−−−→AiBi|| ||
−−−→
MBi||

) (3.10)La distan
e di entre le mobile et Si est donnée par :
di =

||−−−→AiBi ∧
−−−→
AiM ||

||−−−→AiBi||
(3.11)A partir de 
es informations, l'angle βi du ve
teur-vitesse ~ci par rapport à Si est déterminépar :

βi =
̂〈−−−→

AiBi, ~ci

〉
= αi + s · φ ·

(
di

dmax

)K (3.12)où φ ∈ [0, π/2] et K ≥ 1 sont des paramètres, matérialisant respe
tivement l'angle d'appro
heà l'in�ni et un gain. dmax dénote la distan
e maximale entre le mobile et le 
hemin. En�n, smatérialise le 
�té du point par rapport à Si (s = −1 si M est à gau
he de Si, s = 1 sinon).Le ve
teur-vitesse ~ci est �nalement déduit par :
~ci = vw ·

(
cos αi

sinβi

) (3.13)Comme dans les appro
hes pré
édentes, vw est une 
onstante représentant la vitesse de 
roisièredu mobile (par rapport au 
ourant).
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Si
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Fig. 3.7 � Champ de vitesses élémentaireLa �gure illustre la 
onstru
tion d'un 
hamp élémentaire ave
 φ = π/2, K = 2 et s = −1.1C'est le 
as pour l'ensemble des méthodes présentées dans le 
hapitre 1, sauf pour les potentiels arti�
iels analy-tiques, pour lesquels une étape de linéarisation du 
hemin est né
essaire.86



3 Méthode des 
hamps de vitesses2. Cal
ul du 
hamp global ~c.L'expression de ~c est le 
hamp moyen des n 
hamps élémentaires vi (un 
hamp élémentairepour 
ha
un des n segments de droite 
onstituant le 
hemin) :
~c =

1

n

n∑

i=1

~ci (3.14)
3. Cal
ul du 
hamp global 
orrigé ~cw, intégrant le 
ourant.Cette 
orre
tion 
onsiste à ajouter les 
omposantes du 
hamp w matérialisant le 
ourant à
elles de v, selon un prin
ipe analogue à la 
omposition de vitesse :

~cw = ~c + ~w (3.15)Si ~w n'est 
onnu qu'en un ensemble restreint de points, des te
hniques d'interpolation sontutilisables, notamment 
elle à base de B-splines expliquée dans la se
tion 1 page 81.
(b) 

B

A

(a)  

B

A

(c) (d)Fig. 3.8 � Champ de vitessesLa �gure illustre la 
onstru
tion progressive d'un 
hamp de vitesses : (a) 
hemin plani�é parla méthode RRT ; (b) 
hamp de vitesses ~c asso
ié à 
e 
hemin ; (
) 
hamp de 
ourant ~w ; (d)
hamp de vitesses 
orrigé ~cw, intégrant le 
ourant (
).L'appro
he à base de 
hamp de vitesses 
onstitue 
ertainement la méthode de plani�
ation detraje
toire la plus rapide en présen
e de 
ourants. Toutefois, elle n'a d'intérêt que pour des 
ourantsmodérés, 
e qui peut 
onsituer une limite dans les possibilités d'appli
ation.De plus, 
omme la philosophie de l'appro
he est de ne pas modi�er le 
hemin 
al
ulé, les obsta
lesmobiles ne pourront être évités que par 
orre
tion lo
ale (par modulation de vitesse ou déformationde 
hemin). Ce
i aboutit aux problèmes d'in
omplétude évoqués dans 
e même 
hapitre : dans
ertaines situations, la seule solution pour éviter l'obsta
le est de le 
ontourner ; par exemple si lerobot et l'obsta
le sont fa
e à fa
e et vont dans ses sens opposés. Ainsi, l'appro
he sera in
apablede trouver une solution, alors qu'il en existait une.87



Chapitre 3. Extensions à la présen
e de 
ourants4 La propagation d'ondeDans la se
tion 3.2 (page 35), nous avons présenté une te
hnique appelée propagation d'ondes,initialement proposée pour palier les problèmes de minima lo
aux inhérents aux méthodes de po-tentiels arti�
iels. Cette propagation est généralement réalisée dans une grille régulière. Le frontd'onde, 
onstitué d'un ensemble de 
ases, est su

essivement étendu par relation de voisinage : lefront d'onde à l'instant t + 1 est 
onstitué des 
ases voisines au front t. La di�éren
e de 
oût entreles deux fronts d'onde est donnée par une métriqueM.Pour tenir 
ompte de la présen
e d'un 
ourant dans les 
oût, il su�t d'opter pour une métriquesadaptée. Par exemple, en utilisant la métrique proposée par Garau [GAO05℄, 
itée pré
édemment,le 
oût entre deux 
ases C1 et C2 est :
MC1,C2 =

d1

|| ~vw + ~w1||
+

d2

|| ~vw + ~w2||
(3.16)où di et ~wi représentent respe
tivement la distan
e par
ourue et le 
ourant dans la 
ase Ci. vwest la vitesse de 
roisière du robot (
onstante).D'autres métriques, au prin
ipe similaire, ont été proposées par Pêtrès [PPPL05℄ et par nous-mêmes [Sou07℄.En utilisant une métrique de 
e type, la propagation du front d'onde n'est plus isotrope. Le fronts'étend en e�et de façon privilégiée dans la dire
tion du 
ourant, 
omme on peut le voir dans la�gure 
i-après (à 
omparer à la �gure 1.17 page 35). On peut notamment 
onstater que la partiebasse de l'environnement, 
ontenant des 
ourants défavorables, n'a pas été explorée.
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(a) 

B

(b) 

B

(d) 

B

(c) 

A

B

(e) 

A

Fig. 3.9 � Propagation d'onde tenant 
ompte du 
ourantLes obsta
les �xes sont depuis longtemps gérés dans propagation d'onde, de façon très simple,par un pro
essus d'ex
lusion des 
ases faisant partie de 
es obsta
les (auxquelles sont a�e
tées un
oût in�ni).Les obsta
les mobiles peuvent également être gérés en intégrant dans l'expression deM les éven-tuels ralentissements provoqués l'obstru
tion passagère des 
ases de la grille par 
es obsta
les. Ceprin
ipe, proposé par Kimmel et al, est dé
rit dans [KKB98℄.Ainsi, ave
 une métrique appropriée (mélangeant les résultats de Garau et de Kimmel, parexemple), la propagation d'onde est 
apable de gérer la présen
e de 
ourants et d'obsta
les, �xes
omme mobiles, et 
ela un temps polynomial, tout en garantissant l'absen
e de minima lo
aux.88



5 Résumé5 RésuméLe tableau 
i-après résume les 
ara
téristiques de l'ensemble des extensions évoquées dans 
e
hapitre.La dénomination gestion obsta
les mobiles 
orrespond à la 
apa
ité de l'appro
he à permettrel'évitement d'obsta
les mobiles, 
ompte tenu des adaptations existantes (i.e. proposées dans la lit-térature). Les adaptations potentielles de l'appro
he ne sont pas 
onsidérées.GestionMéthode Déterministe Optimale Paramètres obsta
lesmobilesOptimisation oui non nb points nonde B-Splines 
ontr�leAlgorithmes nb générationsgénétiques non non types opérateurs nontaille populationnonChamps de oui non angle d'appro
he nonvitesse gainPotentiels oui oui résolution grille ouiarti�
ielsLa méthode d'optimisation à base de B-splines est très élégante, 
ar elle modélise l'ensemble desdonnées du problème à travers une fon
tion unique. Toutefois, l'intégration des obsta
les, parti
u-lièrement des obsta
les mobiles, semble déli
ate. Selon les 
ontraintes 
hoisies, le temps de 
al
uln'est plus maîtrisé, ou la validité de la solution n'est plus garantie. Autre point faible de l'appro
he :elle fournit au
une garantie sur la qualité de la solution fournie (distan
e par rapport à la solutionoptimale).Les algorithmes génétiques sont très lents par nature, et tous les problèmes liés au réglage desparamètres subsistent (fastidieux et spé
i�que au problème).Les 
hamps de vitesse imposent une hypothèse forte sur l'intensité des 
ourants (qui doit êtremodérée). Ce
i rend le 
hamp d'appli
ation de 
ette méthode assez limité. D'autre part, l'introdu
-tion d'obsta
les mobiles serait sour
e d'in
omplétude, puisque seule la vitesse du robot est modi�ée(et jamais le 
hemin sur lequel il se dépla
e). Or, de nombreux 
as, notamment tous les 
as defa
e-à-fa
e, imposent des 
ontournements spatiaux et don
 des modi�
ations lo
ales du 
hemin.La propagation d'onde semble don
 la plus appropriée pour tenir 
ompte des 
ourants : ellene né
essite pas le réglage fastidieux de paramètres, et permet une intégration aisée des obsta
les(�xes 
omme mobiles). De plus, il s'agit de la seule appro
he globalement optimale en un tempspolynomial. 89



Chapitre 3. Extensions à la présen
e de 
ourantsToutefois, nous allons voir dans les 
hapitres suivants que 
ette te
hnique, utilisée en tant quetelle, n'est pas satisfaisante dans deux 
as parti
uliers de 
ourants : les 
ourants forts (i.e. plusrapides que le robot) et les 
ourants variables dans le temps. C'est pourquoi nous introduisons dans
ette thèse deux extensions de la propagation d'onde : la propagation d'onde 
oulissante (dans le
hapitre 4) et la propagation d'onde symbolique (dans le 
hapitre 4). Ces deux extensions 
onstituentles 
ontributions majeures de la thèse.
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Deuxième partiePrin
ipales 
ontributions





Introdu
tionEn introdu
tion de 
ette thèse, nous avons vu en que les robots mobiles étaient utilisés de façongrandissante pour réaliser des missions pouvant être répétitives, longues ou dangereuses (re
on-naissan
e, surveillan
e, sauvetage, et
.). Dans 
ette partie de la thèse, nous nous intéressons à une
atégorie parti
ulière de 
es robots mobiles : les drones, ou avions sans pilote. De par leur faiblevitesse et leur petite taille, les drones sont parti
ulièrement sensibles aux 
ourants, 
e qui peut avoirdes 
onséquen
es très importantes sur la réussite de la mission, voire sur la survie du drone.En e�et, les 
ourants peuvent signi�
ativement ralentir le drone, augmentant ainsi sa 
onsom-mation d'énergie ou son temps de par
ours. Une 
onsommation d'énergie ex
essive peut 
onduire àune rupture de ressour
es en pleine mission, et don
 à l'immobilisation (voire au 
rash) du drone enterrain hostile. Une augmentation importante du temps de par
ours peut quant à elle 
ompromettreles 
onditions d'atterrissage du drone ou la réalisation d'obje
tifs temporellement 
ontraints. Cesdeux problèmes sont parti
ulièrement présents dans le 
as de missions de longue durée, où il devient
ru
ial d'anti
iper les 
hangements de 
ourants dans le temps.De plus, si les 
ourants deviennent forts (
'est à dire plus rapides que le drone lui-même), 
eux-
ipeuvent mener à une dérive in
ontr�lable du drone. Une première 
onséquen
e est de rendre 
er-taines zones de l'environnement ina

essibles, notamment des zones que le drone devait survoler, 
equi peut aboutir à l'é
he
 d'une partie voire de la totalité de la mission.Pour répondre à 
es problématiques, nous présentons dans 
ette partie deux nouveaux algo-rithmes de plani�
ation de traje
toire en présen
e de 
ourants. Ces deux algorithmes, qui 
onstituentles 
ontributions majeures de 
ette thèse, sont des extensions propagation d'onde [DT88℄ présentéeà la page 35 de l'état de l'art.Tout d'abord, le 
hapitre 4 introduit une méthode de plani�
ation de traje
toire 
apable de gérerles 
ourants forts, 
'est à dire les 
ourants plus rapides que le drone. En présen
e de tels 
ourants,les te
hniques proposées dans la littérature ne sont pas �ables. En e�et, elles peuvent fournir soitdes 
hemins invalides (
'est à dire physiquement irréalisables), soit au
un 
hemin, même si des solu-tions valides existent. Notre nouvelle appro
he, appelée la propagation d'onde 
oulissante [STR08a℄permet d'augmenter signi�
ativement le su

ès de plani�
ation (
'est à dire la 
apa
ité à trouverune solution valide si elle existe) par rapport aux te
hniques existantes.Ensuite, le 
hapitre 5 introduit une méthode de plani�
ation de traje
toires 
apable de gérer les
ourants variables dans de temps, 
e qui n'est possible, à notre 
onnaissan
e, ave
 au
une méthodede la littérature. Cette nouvelle méthode, appelée propagation d'onde symbolique [STR09℄, 
al
ulela meilleure date de départ pour le drone pour minimiser son temps de par
ours, en anti
ipant les
hangements de 
ourants dans le temps.





Chapitre 4Plani�
ation de traje
toire en présen
ede 
ourants forts
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oûts . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1154.5 L'algorithme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1185 Ajout d'obsta
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lusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1241 Introdu
tionDans de nombreuses appli
ations, des robots mobiles peuvent être amenés à évoluer dans desenvironnements soumis à des 
ourants. Notamment, des véhi
ules autonomes aériens, ou drones,sont de plus en plus utilisés dans des 
ontextes de surveillan
e maritime (
ontr�les de douane, depê
he, de pollution), d'inspe
tion ou de réparation d'infrastru
tures (
âbles, pipelines, et
).Ces drones, de taille et de poids souvent réduits sont parti
ulièrement sensibles aux 
ourants.En parti
ulier, si les 
ourants deviennent forts, 
'est à dire plus rapides que le drone, alors le dronese fera inévitablement entraîner dans la dire
tion des 
ourants (quelque soit la 
ommande de sonmoteur). Dans le meilleur des 
as, 
ela peut rendre 
ertaines zones ina

essibles (le point d'arrivée,notamment) 
e qui aboutira à l'é
he
 de la mission. Dans le pire des 
as, le 
ourant peut porter ledrone vers un obsta
le et entraîner une 
ollision.



Chapitre 4. Plani�
ation de traje
toire en présen
e de 
ourants fortsDans 
es 
onditions, nous allons voir que les algorithmes existants (dé
rits dans le 
hapitre 3)ne sont pas satisfaisants, en termes de �abilité, de qualité de la solution ou de performan
es. Nousproposons don
 dans 
e 
hapitre une nouvelle appro
he appelée propagation d'onde 
oulissante. Ils'agit d'une extension de la propagation d'onde (dé
rite page 35) dans le domaine 
ontinu. Celle-
iutilise un nouveau type de support, appelé 
urseur, à la pla
e des traditionnelles 
ases pour propagerles 
oûts.2 Formulation du problèmeLe problème 
onsiste à trouver la traje
toire permettant à un robot de relier deux points A et Ben un temps minimal, dans un environnement planaire 
ontenant des 
ourants, 
omme illustré dansla �gure 4.1.
A B

x

y

OFig. 4.1 � Un problème de plani�
ation de traje
toire en présen
e de 
ourants
A et B dénotent les points de départ et d'arrivée et les �è
hes bleues les é
hantillons de
ourant (ve
teurs vitesses 
onnus en un nombre �ni de points).Nous rappelons que le robot est modélisé 
omme un objet pon
tuel évoluant dans un espa
eEu
lidien C de dimension 2, de repère orthonormé R = (O, ~x, ~y).Les 
ourants sont modélisés par un 
hamp ve
toriel de dimension 2, noté ~w. Ce 
hamp est
onnu en un nombre �ni de points de C, appelés é
hantillons (�è
hes bleues dans la �gure 4.1). Cesé
hantillons 
orrespondent à des prévisions météorologiques.La vitesse du robot est notée ~vr si elle est relative à R et ~vw si elle est relative au 
hamp ~w.Notons que par prin
ipe de 
omposition des vitesses, 
es deux quantités sont liées par la relation :

~vr = ~vw + ~w (4.1)Notre problème est 
ara
térisé par les deux hypothèses suivantes sur les modules des vitesses :� vw = 
onstante 6= 0. Cela signi�e que le robot se dépla
e à une vitesse �xée et non nullepar rapport aux 
ourants, appelée vitesse de 
roisière. Cette vitesse est uniquement due à la
ommande des moteurs du robot.� w peut être supérieur à vw. Cela signi�e que les 
ourants peuvent plus rapides que le robot.C'est dans 
e 
ontexte parti
ulier que les méthodes existantes sont mises en défaut, 
e qui enjusti�e une nouvelle. 96



3 Limitations des méthodes existantes3 Limitations des méthodes existantes3.1 Identi�
ation des méthodes appli
ables au problèmeComme nous l'avons vu dans première partie de 
ette thèse, un grand nombre d'appro
hes ontété proposées, depuis les années 80, dans le 
adre de la plani�
ation de 
hemin (
hapitre 1) puis de laplani�
ation de traje
toire (
hapitre 2). Cependant, l'ajout de 
ourants dans l'environnement réduit
onsidérablement le nombre de méthodes appli
ables. Dans le 
hapitre 3, nous avons répertorié lesméthodes suivantes :� l'optimisation de B-Splines,� les algorithmes génétiques,� les 
hamps de vitesses,� la propagation d'onde.Dans le 
ontexte de 
e 
hapitre, nous pouvons éliminer d'amblée les 
hamps de vitesses, puisque
eux-
i ne fon
tionnent qu'en présen
e de 
ourants modérés (50% de la vitesse du robot au plus).Or, dans 
e 
hapitre nous savons, par la dé�nition du problème 
i-dessus, que les 
ourants peuventêtre plus rapides que le robot.L'optimisation de B-splines, bien que très élégante, ne permet pas de traiter aisément la présen
ed'obsta
les. Ceux-
i ne sont pas in
lus dans le modèle proposé, et les quelques pistes que nous avonsidenti�ées pour le faire ne sont pas satisfaisantes.Une première piste 
onsisterait à maintenir une distan
e minimale δmin entre les points de
ontr�le de la B-spline et les obsta
les, en utilisant les 
ontraintes proposées par Borrow [Bor88℄(
f. page 59). Toutefois, 
e type de 
ontrainte est assez faible, dans la mesure où l'évitement desobsta
les par les points 
ontr�le n'implique pas systématiquement l'évitement des obsta
les parB-spline. Ce défaut peut être limité en introduisant beau
oup de points de 
ontr�le, mais au
unegarantie ne peut être fournie.Une deuxième piste 
onsisterait à approximer les obsta
les par ex
ès, en les en
adrant par desre
tangles, puis énumérer à l'aide de variables binaires, les di�érentes possibilités de 
ontournement(gau
he, droite, haut, bas). Cette appro
he, utilisée par How [RH02℄ dans le 
adre de la Program-mation Linéaire Mixte (
f. page 51) peut aboutir à un temps de 
al
ul important sur des exemplespathologiques. En e�et, il est en théorie en O(exp(n)) pour n obsta
les dans le pire des 
as.Les algorithmes génétiques sou�rent de problèmes similaires 
on
ernant les obsta
les. En e�et,dans 
e type d'appro
he, les 
hemins sont modélisés par des individus, dont la probabilité de surviedépend du nombre de 
ollisions ave
 des obsta
les : plus le nombre de 
ollisions est grand, moinsl'individu a de 
han
es de survivre. Toutefois, si des individus invalides (
'est à dire interse
tantdes obsta
les) sont de très bonne qualité vis-à-vis du 
ritère à optimiser (par exemple le temps depar
ours), 
eux-
i peuvent tout à fait l'emporter sur des individus valides ! En plus de 
es problèmesde �abilité, les algorithmes génétiques sont assez laborieux à paramétrer. En e�et, le nombre deparamètres est assez important (taille de la population, types d'opérateurs et probabilités asso
iées,nombre de générations, et
.), et leur valeur dépend fortement du problème 
onsidéré. Ainsi, il estnotamment possible que la valeur des paramètres dépende de l'intensité des 
ourants : les paramètresadaptés à des 
ourants modérés ne le seront pas for
ement pour des 
ourants forts.97



Chapitre 4. Plani�
ation de traje
toire en présen
e de 
ourants fortsEn�n, il faut mentionner que les algorithmes génétiques, tout 
omme l'optimisation de B-splines,n'o�rent au
une garantie de trouver l'optimum global du problème, puisque les fon
tions manipuléesne sont pas 
onvexes. De nombreuses appro
hes peuvent être utilisées pour "dé
oin
er" les algo-rithmes d'optima lo
aux (notamment les mouvements aléatoires proposés par Barraquand [BL90℄),mais elles ne font que rallonger un temps de 
al
ul qui est déjà important.Reste don
 la propagation d'onde. Cette te
hnique ne possède pas les in
onvénients 
ités 
i-dessus, en e�et :� La fon
tion de 
oût 
onstruite par propagation a la propriété fondamentale de ne pas posséderde minimum lo
al. Dans 
es 
onditions, le 
hemin 
onstruit par hill 
limbing (l'équivalent dis-
ret de la des
ente du gradient) est garanti d'être globalement optimal (dans l'espa
e dis
rétiséqu'est la grille).� L'intégration des obsta
les, �xes 
omme mobiles, est aisée. Pour en tenir 
ompte, la fon
tionde 
oût est lo
alement modi�ée. Un 
oût in�ni (très grand dans la pratique) est asso
ié aux
ases appartenant aux obsta
les �xes, 
e qui provoque leur évitement systématique. Pourles obsta
les mobiles, une adaptation a été proposée dans [KKB98℄, 
onsistant à intégrer lafon
tion de 
oût les éventuels ralentissements provoqués l'obstru
tion passagère des 
ases.� Le temps de 
al
ul dans le pire des 
as est 
onnu et raisonnable. Il a l'énorme avantage dene pas augmenter ave
 le nombre d'obsta
les. Ainsi, le temps de 
al
ul n'est sensible qu'aunombre de 
ases. Si la grille possède N 
ases, il est en O(N log N). Cette 
ara
téristique faitde la propagation d'onde l'une des méthodes les plus utilisées aujourd'hui dans les appli
ationsde robotique mobile, où les temps de réponse doivent être extrêmement 
ourts.La propagation d'onde semble don
 être le meilleur 
andidat pour traiter les 
ourants forts.Dans le 
hapitre 3, nous avons mentionné que trois extensions de la propagation d'onde avaient étéproposées pour tenir 
ompte des 
ourants : deux proposées en 2005, par Pêtrès [PPPL05℄ et Garau[GAO05℄, puis une proposée en 2007 par nous-mêmes [Sou07℄. Si 
elles-
i fon
tionnent de façon toutà fait 
onvenable en présen
e de 
ourants modérés, 
e n'est plus le 
as en présen
e de 
ourants forts.En e�et, les deux premières extensions (Pêtrès et Garau) sou�rent de problèmes d'in
orre
tion,
'est à dire qu'elles sont sus
eptibles de renvoyer des traje
toires qui ne sont pas physiquementréalisables par le robot. Quand à la notre, elle sou�re de problèmes d'in
omplétude. Cette fois, lestraje
toires retournées sont toujours valides, mais il peut arriver que l'algorithme é
houe à trou-ver une solution, même s'il en existe. En d'autres termes, les deux premières extensions sont tropoptimistes et la dernière trop pessimiste. C'est 
e que nous allons voir 
i-après.3.2 Problèmes d'in
orre
tionLa philosophie des extensions proposées par Pêtrès et Garau est la même : modi�er la fon
tionde 
oût (qui représente généralement le temps de par
ours) pour y intégrer l'in�uen
e des 
ourants.S
hématiquement, le temps de par
ours va se trouver diminué si le robot suit les 
ourants (puisqu'ilse fait porter), et augmenté dans le 
as 
ontraire.Dans 
ette partie, nous montrons que 
es fon
tions de 
oût sont invalides. C'est à dire qu'ellesidenti�ent des 
ases 
omme atteignables, alors que le mouvement à e�e
tuer pour atteindre 
es 
asesest physiquement irréalisable. 98



3 Limitations des méthodes existantesPour illustrer 
e propos, 
onsidérons l'exemple suivant : le robot, ayant une vitesse de 
roisière
vw de 100km/h, doit e�e
tuer un mouvement unitaire ~d selon ~x dans un 
ourant opposé, légèrementplus rapide que lui, noté ~wopp = −120~x. Bien évidemment, 
e mouvement est impossible, puisque lavitesse du robot par rapport au sol est ~vr = −20~x.

wopp

d

x

yFig. 4.2 � Exemple de mouvement impossibleLe 
ourant ~wopp, plus rapide que le robot, fait dériver le robot dans le sens inverse dumouvement ~d. Ce mouvement n'est don
 pas physiquement réalisable.Voyons 
e que nous obtenons en utilisant les fon
tions de 
oût de Pêtrès et Garau.Tout d'abord, Pêtrès a proposé dans [PPPL05℄ la fon
tion 
omposite suivante :
τ1 = τdist

1 + γτ cur
1 (4.2)Cette fon
tion peut être interprétée 
omme suit : la quantité τdist

1 mesure la distan
e par
ourueet τ cur
1 la di�éren
e angulaire entre la dire
tion de dépla
ement du robot et 
elle du 
ourant. Ainsi, τ1
orrespond à un 
ompromis entre minimiser la distan
e par
ourue et pointer dans la même dire
tionque le 
ourant. Ce 
ompromis est réglé par le paramètre γ. Il �xe le seuil à partir duquel le robotva e�e
tuer un détour pour aller 
her
her des 
ourants favorables.Dans notre exemple, nous avons :

{
τdist
1 = d

τ cur
1 = 1− τ1~x · ~wopp/Q

(4.3)où Q = (d + 2γ)wmax est un 
oe�
ient de normalisation, wmax l'intensité maximale du 
ourantl'environnement, γ un gain positif et · le produit s
alaire.En utilisant 
es informations, l'équation 4.2 devient :
τ1 =

d + γ

1 + (γ/Q)wopp
x

(4.4)En�n, sa
hant que wmax = wopp et que d = 1, le 
oût du mouvement ~d sans 
ourant est :
τ1 = 1 + γ (4.5)Alors qu'en présen
e de ~wopp 
e 
oût devient :

τ ′
1 =

1 + γ

1− γ
(1+2γ)

= k1 · τ1 (4.6)En d'autres termes, la présen
e de ~wopp pénalise le 
oût de ~d par un fa
teur k1 égal à :99



Chapitre 4. Plani�
ation de traje
toire en présen
e de 
ourants forts
k1 =

1

1− γ
1+2γ

(4.7)Comme expliqué pré
édemment, γ est un gain positif. γ = 0 donne k1 = 1, et γ → +∞ donne
k1 → 2. Ainsi, quelque soit la valeur de γ, le mouvement est au plus pénalisé par un fa
teur 2.Ainsi, en utilisant τ1, un 
hemin invalide (i.e. physiquement irréalisable) de longueur l sera po-tentiellement préféré à un 
hemin valide de longueur 2l. Dans 
es 
onditions, un plani�
ateur basésur τ1 pourra renvoyer des 
hemins qui ne seront pas physiquement exé
utables par le robot.C'est notamment le 
as pour notre exemple de la �gure 4.1. Le résultat obtenu en appliquantl'appro
he de Pêtrès (ave
 γ = 1) est présenté dans la �gure 4.3. La partie (a) présente la propagationd'onde obtenue. On peut 
onstater que 
ette propagation n'est pas isotrope. Ce
i est normal, 
ar lefront d'onde explore en premier les régions de moindre 
oût, 
'est à dire i
i les régions où le 
ourant"pousse" le robot. La partie (b) présente ensuite le 
hemin obtenu par hill 
limbing dans la fon
tion
τ1. Ce 
hemin est totalement invalide (matérialisé par la 
ouleur rouge).

A BA

(a) (b) Fig. 4.3 � Résultat obtenu en utilisant la fon
tion de 
oût τ1(a) propagation d'onde (bleu=
oût faible, rouge=
oût élevé) ; (b) 
hemin obtenu(rouge=invalide). Les vitesses des 
ourants et du robot sont respe
tivement w = 120 km/het vw = 100 km/h.Cette invalidité est due à la nature même de τ1. En e�et, 
ette fon
tion n'a pas de sens physiqueparti
ulier. Le 
ompromis entre suivi des 
ourants et détour est réglé de façon empirique par l'uti-lisateur, par l'intermédiaire du gain γ, mais 
e réglage n'est pas for
ement �dèle à l'impa
t réel des
ourants sur le robot.L'appro
he proposée par Garau est un pas vers plus de réalisme. Dans son arti
le [GAO05℄,Garau a introduit la fon
tion de 
oût suivante :
τ2 =

d

|| ~vw + ~wopp||
(4.8)où || · || représente la norme Eu
lidienne.L'idée de 
ette fon
tion de 
oût est de dire
tement re�éter l'impa
t des 
ourants sur la vitessee�e
tive du robot, sans impliquer l'utilisateur dans une quel
onque pondération. Un 
ourant porteurva globalement augmenter 
ette vitesse, alors qu'un 
ourant opposé aura tendan
e à la diminuer.Ce
i est matérialisé par le dénominateur de τ2. 100



3 Limitations des méthodes existantesSi nous reprenons le mouvement ~d de la �gure 4.2, son 
oût est τ2 = 1/100 sans 
ourant, et
τ ′
2 = 1/20 = 5τ2 en présen
e de ~wopp. Autrement dit, la présen
e du 
ourant ~wopp est i
i pénaliséepar un fa
teur k2 = 5. Cette pénalisation est plus sévère que pré
édemment, mais n'interdit pas à
oup sûr 
e mouvement, qui est pourtant impossible. Dans 
ertaines situations, 
ertaines parties de
hemins peuvent don
 demeurer invalides.C'est 
e que l'on peut observer sur notre exemple de la �gure 4.1. La �gure 4.4 présente le résultatobtenu en utilisant l'appro
he de Garau. Premier 
onstat en observant la partie (a) : la propagationest non isotrope, 
omme pré
édemment, mais semble mieux "épouser" la forme du tourbillon formépar les 
ourants. Cela signi�e que l'impa
t des 
ourants sur le front d'onde, et don
 sur les 
hemins,paraît plus important. C'est pour 
ela que dans la partie (b), le 
hemin obtenu est beau
oup plus dé-vié que pré
édemment (par rapport au 
hemin dire
t, sans 
ourant : la ligne horizontale). Toutefois,
ette déviation n'est en
ore pas su�sante, puisque 
ertaines parties du 
hemin demeurent invalides(les diagonales, en rouge).

A A B

(a) (b) Fig. 4.4 � Résultat obtenu en utilisant la fon
tion de 
oût τ2(a) propagation d'onde (bleu=
oût faible, rouge=
oût élevé) ; (b) 
hemin obtenu(bleu=valide, rouge=invalide). Les vitesses des 
ourants et du robot sont respe
tivement
w = 120 km/h et vw = 100 km/h.Pour résumer, l'utilisation de fon
tions de 
oût dites invalides, 
'est à dire ne rejetant pas 
atégo-riquement les mouvements impossibles, peut aboutir à des 
hemins non réalisables. Pêtrès et Garausont deux exemples donnés à titre illustratif, mais le prin
ipe des fon
tions est toujours le même :pénaliser ou favoriser, à l'aide un 
oe�
ient k, les régions de l'environnement selon la 
on�gurationdes 
ourants.Si 
e mé
anisme empirique fon
tionne dans le 
as de 
ourants modérés, il n'est plus satisfaisanten 
as de 
ourants forts. En e�et, le seul moyen de minimiser les risques de 
hemins invalides est depénaliser très fortement les 
hemins qui ne vont pas dans le même sens que les 
ourants, en 
hoisis-sant une très grande valeur pour k. Mais 
e
i pose le problème de privilégier le suivi des 
ourants, audétriment de la distan
e par
ourue. Autrement dit, le robot pourra être amené à faire des détourstrès importants pour se faire porter par des 
ourants à l'autre bout de l'environnement, alors que
ela n'en vaut pas for
ement la peine.Pour éviter 
es problèmes, il semble plus pertinent que la fon
tion τ représente dire
tement le
ritère que nous souhaitons minimiser, 
'est à dire le temps de par
ours. Mais il faut aussi que τre�ète de façon expli
ite les mouvements impossibles : il faut un temps in�ni pour rejoindre une 
asenon atteignable. 101



Chapitre 4. Plani�
ation de traje
toire en présen
e de 
ourants fortsC'est dans 
ette optique que nous avons proposé la fon
tion τ3 présentée 
i-après. Toutefois, sil'usage de τ3 règle les problèmes d'in
orre
tion, elle en introduit de nouveaux : des problèmes d'in-
omplétude. C'est à dire que l'algorithme peut é
houer à fournir une solution, même s'il en existe.C'est 
e que nous allons développer 
i-dessous.3.3 Problèmes d'in
omplétudeDans [Sou07℄, nous avons introduit une nouvelle fon
tion de 
oût τ3, représentant le temps depar
ours réel du robot, 
'est à dire intégrant l'in�uen
e des 
ourants. τ3 a été obtenue en exploitantle prin
ipe de 
omposition de vitesses introduit pré
édemment. Ce raisonnement est expliqué 
i-après.Considérons un mouvement ~d dans un 
ourant ~w. Le temps de par
ours τ3 asso
ié à ~d véri�e :
~d

τ3
= ~vr = ~w + ~vw (4.9)Cette relation traduit deux 
hoses :� Les ve
teurs ~d et ~vr sont 
olinéaires,� La norme de ~vr est plus faible que 
elle de ~d. Le fa
teur entre 
es deux normes est τ3.Ces propriétés sont visibles dans la �gure 4.5.

v r 
w v

d  

w   

=d/ 3

Fig. 4.5 � Illustration de la 
omposition des vitessesLe temps de par
ours τ3 peut être vu 
omme un gain entre les ve
teurs ~d et ~vr.Contrairement à Garau (équation 4.8), nous n'allons pas dire
tement appliquer la norme Eu
li-dienne l'équation 4.9, mais nous allons la projeter sur les axes ~x et ~y, 
e qui donne, après réé
riture :
{

vw
x = dx

τ3
− wx

vw
y =

dy

τ3
− wy

(4.10)Nous savons également que la norme de ~vw véri�e :
vw2 = vw

x
2 + vw

y
2 (4.11)En 
ombinant les équations 4.10 et 4.11, il vient :

(dx − wx · τ3)
2 + (dy − wy · τ3)

2 = vw2 · τ2
3 (4.12)102



3 Limitations des méthodes existantesGéométriquement parlant, l'expression 4.12 est l'équation d'un 
�ne oblique, appelé 
�ne d'a
-
essibilité et illustré dans la �gure 4.6. L'axe de 
e 
�ne a pour ve
teur dire
teur τ3 · ~w. Notons quedans le 
as parti
ulier de l'absen
e de 
ourants (~w = ~0), on obtient un 
�ne droit.

(a) (b) 

x

y
O

w. 

w.3

3

3

Fig. 4.6 � Le 
�ne d'a

essibilité(a) en absen
e de 
ourants (~w = ~0) ; (b) en présen
e d'un 
ourant latéral ~w = 70~x. La vitessede 
roisière du robot est vw = 100km/h.Analytiquement parlant, l'expression 4.12 est un équation du se
ond degré en τ3, que l'on peutréé
rire de la façon suivante :
(w2 − vw2) · τ2

3 − 2 · ~d · ~w · τ3 + d2 = 0 (4.13)
τ3 est don
 la plus petite ra
ine positive de 
ette équation. On montre que τ3 est donné par :

τ3 =

√
∆− ~d · ~w

vw2 − w2
(4.14)ave
 ∆ = vw2 · (d2

x + d2
y)− (wx · dy − wy · dx)2.Notons que dans le 
as parti
ulier de vw = w, nous avons :

τ3 =
d2

2~d · ~w
(4.15)PreuveSupposons tout d'abord que vw 6= w.Si ∆ ≥ 0, l'équation 4.13 possède deux ra
ines τ1

3 et τ2
3 (potentiellement 
onfondues) donnéespar :

τ1
3 =
−~d · ~w −

√
∆

vw2 − w2
et τ2

3 =
−~d · ~w +

√
∆

vw2 − w2Ces ra
ines sont liées par la relation suivante :103



Chapitre 4. Plani�
ation de traje
toire en présen
e de 
ourants forts
τ1
3 · τ2

3 =
d2

w2 − vw2Il y a alors deux 
as à 
onsidérer, selon le signe de w2 − vw2.
⊲ 1er 
as : w2 − vw2 < 0 (
'est à dire w < vw : le 
ourant est moins rapide que le robot)Les ra
ines sont de signe opposé.Comme illustré dans la �gure 4.7, la ra
ine positive 
orrespond à la solution à notre problème :

~vr est dans le sens du mouvement ~d et le temps 
roissant. La ra
ine négative 
orrespond quant àelle à un mouvement opposé à ~d, 
ombiné à un temps dé
roissant. Si 
ette solution a une existen
emathématique, elle n'est pas réaliste au sens physique.
v

d  

w   

  

2
wv

v 
1
w

w

d/ 2
3

d/ 1
3

Fig. 4.7 � Composition des vitesses, ave
 w < vwLes ra
ines τ1
3 et τ2

3 
orrespondent aux l'interse
tions du 
er
le de rayon vw ave
 la droite deve
teur dire
teur ~d. Seul le mouvement asso
ié à τ2
3 (en vert fon
é) est physiquement valide.En e�et, le mouvement asso
ié à τ1

3 (en rouge) est dans le sens 
ontraire à ~d et suppose untemps négatif.Nous savons que √∆ ≥ 0 et que vw2 − w2 > 0, don
 τ2
3 ≥ τ1

3 . Dès lors, τ2
3 est né
essairementla ra
ine positive (
ar si τ2

3 était négative, τ1
3 serait aussi négative, 
e qui est en 
ontradi
tion ave
l'opposition de signe).La quantité τ3 re
her
hée est don
 donnée par τ2

3 .
⊲ 2ème 
as : w2 − vw2 > 0 (
'est à dire w > vw : le 
ourant est plus rapide que le robot)Les deux ra
ines sont de même signe. La question est de savoir si elles sont toutes deux négatives(dans 
e 
as, le problème est impossible), ou toutes deux positives (le problème a deux solutions).Nous savons que w2 − vw2 > 0. Si nous exploitons 
ette inégalité, nous obtenons :104



3 Limitations des méthodes existantes
w2 − vw2 > 0

⇔ (w2 − vw2) · d2 ≥ 0
⇔ [(w2

x + w2
y)− vw2] · (d2

x + d2
y) ≥ 0

⇔ d2
x · w2

x + d2
y · w2

y ≥ vw2 · (d2
x + d2

y)− w2
x · d2

y − w2
y · d2

x

⇔ d2
x · w2

x + d2
y · w2

y + 2 · wx · wy · dx · dy ≥ vw2 · (d2
x + d2

y)− w2
x · d2

y − w2
y · d2

x + 2 · wx · wy · dx · dy

⇔ (dx · wx + dy · wy)
2 ≥ vw2 · (d2

x + d2
y)− (wx · dy − wy · dx)2

⇔ (~d · ~w)2 ≥ ∆ ≥ 0

⇔ ~d · ~w ≥
√

∆

⇔
√

∆−~d·~w
vw2−w2 ≥ 0

⇔ τ2
3 ≥ 0

τ2
3 est positive, don
 les deux ra
ines sont positives.Comme l'illustre la �gure 4.8, τ1

3 et τ2
3 
orrespondent à deux façons di�érentes de faire le mouve-ment ~d : une façon lente (en luttant 
ontre le 
ourant) et une façon rapide (en s'aidant du 
ourant).

d  

w

  

2
wv

1
wv

vw

d/ 1
3

d/ 2
3

Fig. 4.8 � Composition des vitesses, ave
 w > vwLes mouvements asso
iés à τ1
3 et τ2

3 sont tous deux physiquement valides (dans le sens de
~d). Toutefois, le mouvement asso
ié à τ1

3 (en rouge) tire beau
oup moins parti du 
ourantque le mouvement asso
ié à τ2
3 (en vert fon
é).Comme nous 
her
hons à minimiser le temps de par
ours, nous souhaitons utiliser la plus petitedes ra
ines. Nous savons que √∆ ≥ 0 et que vw2 − w2 < 0, don
 τ2

3 ≤ τ1
3 .La quantité τ3 re
her
hée est don
 une nouvelle fois donnée par τ2

3 .Dans les deux 
as, la solution à notre problème est la ra
ine τ2
3 .Supposons à présent que vw = w. Dans 
es 
onditions, le fa
teur w2 − vw2 de l'équation 4.13devient nul. Dès lors, l'équation n'est que du premier degré. Nous avons en e�et :

−2 · ~d · ~w · τ3 + d2 = 0D'où le résultat de l'équation 4.15.�
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Chapitre 4. Plani�
ation de traje
toire en présen
e de 
ourants fortsComme les fon
tions de 
oût proposées par Pêtres et Garau, τ3 in
ite le robot à suivre les 
ou-rants. En e�et, si le robot et le 
ourant vont dans la même dire
tion, alors le produit s
alaire ~d · ~w,et don
 τ3 diminue. Les régions où le 
ourant pousse le robot sont don
 favorisées.Mais τ3 indique également les régions que le robot peut atteindre en tout point de l'environne-ment, selon le 
ourant ~w en présen
e. En e�et, l'équation 4.12 peut être vue 
omme l'équation d'un
er
le dont le 
entre et le rayon évolue dans le temps. Ce 
er
le délimite à tout moment la régiona

essible par le robot. Le 
entre du 
er
le se dépla
e à la vitesse w, et son rayon augmente à lavitesse vw. Nous avons plusieurs 
as, selon les valeurs respe
tives de w et vw :1. Si w < vw (�g. 4.9a), le 
entre du 
er
le se dépla
e plus lentement que son rayon ne grossit.Ainsi, l'ensemble des points atteignables par le robot est don
 tout le plan.2. Si w = vw (�g. 4.9b), le 
entre du 
er
le se dépla
e à la même vitesse que son rayon ne grossit.L'ensemble des points atteignables par le robot est don
 le demi-plan dans situé du 
�té de ~w,délimité par la droite normale à ~w.3. En�n, si w > vw (�g. 4.9
), le 
entre du 
er
le se dépla
e plus vite que son rayon ne grossit.L'ensemble des points atteignables par le robot est don
 un se
teur angulaire Φ = [−ϕ, ϕ],appelé se
teur d'a

essibilité, ave
 :
ϕ = arccos

(√
w2 − vw2

w

) (4.16)Notons que si w → vw, on a ϕ→ π/2. On retrouve le 
as 2.

(b)  (c) (a)  

w 
w w 

Fig. 4.9 � Se
teur d'a

essibilitéPlus le 
ourant s'intensi�e, plus la zone a

essible par le robot, appelé se
teur d'a

essibilitéet illustrée en bleu 
lair, se réduit. (a) w = 80km/h ; (b) w = 100km/h ; (
) w = 120km/h.La vitesse de 
roisière du robot est vw = 100km/h.PreuveSi w 6= vw, τ3 est donné par l'équation 4.14. Cette expression n'est dé�nie que pour ∆ ≥ 0. Sinous exploitons 
ette 
ondition, il vient : 106



3 Limitations des méthodes existantes
∆ ≥ 0

⇔ vw2 · (d2
x + d2

y)− (wx · dy − wy · dx)2 ≥ 0

⇔ vw2 · d2 − w2
x · d2

y − w2
y · d2

x ≥ −2 · wx · wy · dx · dy

⇔ vw2 · d2 − w2
x · d2

y − w2
y · d2

x − w2
y · d2

x − w2
x · d2

y ≥ −2 · wx · wy · dx · dy − w2
y · d2

x − w2
x · d2

y

⇔ vw2 · d2 − (w2
x + w2

y) · (d2
x + d2

y) ≥ −(wx · dx + wy · dy)
2

⇔ (~d · ~w)2 ≥ (w2 − vw2) · d2Il y a alors deux 
as, selon le signe de vw2 − w2.
⊲ 1er 
as : w2 − vw2 < 0 (
'est à dire w < vw : le 
ourant est moins rapide que le robot)Comme (~d · ~w)2 ≥ 0, la 
ondition (~d · ~w)2 ≥ (w2 − vw2) · d2 est toujours véri�ée, quel que soitle ve
teur ~d. Autrement dit, le dépla
ement ~d n'est pas 
ontraint : tous les points du plan sonta

essibles par le robot.
⊲ 2ème 
as : w2 − vw2 > 0 (
'est à dire w > vw : le 
ourant est plus rapide que le robot)Dans 
e 
as, on a :

~d · ~w ≥
√

(w2 − vw2) · dPar dé�nition cos
〈̂

~d, ~w
〉

=
~d·~w
d·w . D'où

cos
〈̂

~d, ~w
〉
≥ F (4.17)ave
 F =

√
w2−vw2

w
.Si on 
onsidère que sans 
ontrainte, 〈̂~d, ~w

〉
∈ [−π, π], nous pouvons faire le raisonnement suivant :Sur [0, π], la fon
tion 
osinus est dé
roissante. Ainsi, cos

〈̂
~d, ~w

〉
≥ F ⇔

〈̂
~d, ~w

〉
≤ arccos F .Sur [−π, 0], 
omme la fon
tion 
osinus est symétrique, nous obtenons 〈̂~d, ~w

〉
≥ − arccos F .Ainsi, nous avons bien 〈̂~d, ~w

〉
∈ [−ϕ, ϕ], ave
 ϕ = arccosF , 
omme illustré dans la �gure 4.10.

F

1

-1

- 

(d,c)cos

(d,c)
-acos(F)  acos(F)Fig. 4.10 � Illustration de l'équation 4.17107



Chapitre 4. Plani�
ation de traje
toire en présen
e de 
ourants fortsSi à présent w = vw, τ3 est donné par l'équation 4.15. Comme τ3 ≥ 0, on en déduit ~d · ~w ≥ 0.Par dé�nition cos
〈̂

~d, ~w
〉

=
~d·~w
d·w . Ainsi nous avons cos

〈̂
~d, ~w

〉
≥ 0, 
e qui est un 
as parti
ulier del'équation 4.17 ave
 F = 0. On en déduit 〈̂~d, ~w

〉
∈ [−π

2 , π
2 ]. �

Grâ
e à l'équation 4.16, en 
as de 
ourants forts (
'est à dire quand w ≥ vw), nous pouvonsformellement identi�er les mouvements ~d valides. En e�et, ~d est valide si et seulement si l'angle〈̂
~d, ~w

〉 appartient à l'intervalle Φ = [−ϕ, ϕ].La fon
tion τ3 re�ète bien 
e fait. En e�et, si 〈̂~d, ~w
〉 tend vers les bornes de Φ, alors τ3 tend versl'in�ni. Ce
i est parti
ulièrement visible dans l'équation 4.15 : 〈̂~d, ~w

〉
→ ±π/2 ⇒ ~d · ~w → 0+ ⇒

τ3 → +∞.Par 
onvention, pour tout angle 〈̂~d, ~w
〉

/∈ Φ on �xe τ3 = +∞.Grâ
e à 
ette propriété fondamentale, nous avons la garantie que tous les 
hemins 
al
ulés enutilisant τ3 seront entièrement valides. Nous avons don
 résolu les problèmes d'in
omplétude men-tionnés 
i avant. Toutefois, d'autres problèmes apparaissent, dus 
ette fois à la dis
rétisation.En e�et, il est possible que le problème ait une solution dans le domaine 
ontinu, mais que 
ettesolution ne soit pas représentée dans le domaine dis
ret. Pour illustrer 
e propos, 
onsidérons quenous nous trouvons en une 
ase C de la grille, en présen
e d'un unique 
ourant fort ~w. En 
onsidérantque le voisinage de Moore soit utilisé, C a 8 voisins, notés de V1 à V8 dans la �gure 4.11. Chaque
ase est représentée par un point unique, généralement le 
entre de 
ette 
ase. Le 
oût entre deux
ases est don
 représenté par le 
oût entre leurs deux 
entres.
w 

V1 

V2 V3 V4 

V5  

V7 V6 V8 

 +  +  + 

 + 

 +  + 

 + 

C 
 + 

Fig. 4.11 � Problèmes d'in
omplétude dus à la dis
rétisationMême si des dépla
ements valides existent dans le domaine 
ontinu (se
teur bleu), 
e n'estpas for
ement le 
as dans le domaine dis
ret. I
i, au
un des 
entres des 
ases voisines à Cne sont atteignables. Le robot est don
 bloqué en C.
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3 Limitations des méthodes existantesDans la �gure 4.11, la région a

essible depuis le 
entre de C (le se
teur d'a

essibilité, en bleu)est non vide. Il y a don
 des dépla
ements possibles depuis C, 
ontenant potentiellement l'uniquesolution au problème. Seulement dans 
e 
as pré
is, les 
entres des voisins de V1 à V8 sont tous endehors du se
teur d'a

essibilité. L'algorithme en déduit don
, à juste titre, qu'au
un de 
es voisinsn'est a

essible. Mais 
ette 
on
lusion, qui ne 
on
erne que les 8 
entres des 
ases, est étendue àl'ensemble de l'espa
e re
ouvert par les 
ases1. Ainsi, sur la base de quelques é
hantillons (mal pla-
és), algorithme aboutit à la 
on
lusion qu'au
un dépla
ement n'est possible.Si nous utilisons τ3 dans l'exemple de la �gure 4.12, on peut 
onstater que le front d'onde est"gelé" sans atteindre le point d'arrivée, 
ar il �nit par être uniquement 
omposé de 
ases non attei-gnables (en rouge). La 
on
lusion, dans le domaine dis
ret, est qu'il n'existe pas de 
hemin valideentre A et B. Mais 
ette 
on
lusion est fausse dans le domaine 
ontinu, dans lequel il existe unein�nité de solutions valides (passant au dessus du tourbillon). La solution représentée en bleu dansla �gure 4.18 (page 115) en est un exemple.
A BFig. 4.12 � Résultat obtenu en utilisant la fon
tion de 
oût τ3Le front d'onde (bleu=
oût faible, rouge=
oût in�ni) se bloque avant d'atteindre le pointd'arrivée B. Les vitesses des 
ourants et du robot sont respe
tivement w = 120 km/h et

vw = 100 km/h.Pour résoudre 
e problème, une première idée 
onsisterait à utiliser de plus petites 
ases. Maisen réalité, quelle que soit la taille des 
ases, le nombre de voisins (et don
 la pré
ision angulaire)reste le même. Ainsi, si nous reprenons l'exemple de la �gure 4.11, le fait d'augmenter la résolutionde la grille ne 
hange rien au nombre de dire
tions de propagation : il y en aura toujours 8, espa
éesde 45�. Et par 
onséquent, le 
entre des 
ases sera toujours en dehors du se
teur d'a

essibilité.Une deuxième solution 
onsisterait à augmenter le nombre de voisins. Dans 
e domaine, deuxgrandes te
hniques ont été envisagées :1. Augmenter la portée du voisinage [DZ94℄.Notons Li le voisinage de rayon i, exprimée en distan
e de Manhattan (nombre de dépla
e-ments verti
aux et horizontaux). En utilisant 
ette notation, L1 
orrespond au voisinage deManhattan. Il permet 4 dire
tions de propagation (les 4 dire
tions 
ardinales). L2 est le voi-sinage de Moore et en permet 8 dire
tions de propagation (tous les 45�). Ensuite, on arrive àdes voisinages moins utilisés : L3 permet 16 dire
tions (tous les 22,5�), L4 en permet 32 (tousles 16,25�) et ainsi de suite.1Ce
i est normal, puisque 
'est le prin
ipe même des appro
hes à base de 
ellules : représenter un espa
e in�ni parun nombre �ni d'éléments, sur lesquels nous basons ensuite notre raisonnement.109



Chapitre 4. Plani�
ation de traje
toire en présen
e de 
ourants forts
(a)  (b) (c) Fig. 4.13 � In�uen
e de la portée du voisinageLa �gure présente les voisinages Li de rayon i (mesuré en distan
e de Manhattan) et lenombre de dire
tions de propagation D asso
ié. (a) L1 (D = 4) ; (b) L2 (D = 8), (
) L3(D = 8).2. Diviser les bords des 
ases [YSSB98℄.Cette appro
he, plus ré
ente, 
onsiste à graduer les bords des 
ases à la manière d'une règle. I
i,
'est la résolution de 
es graduations (exprimée en nombre de divisions) qui dé�nit le nombrede dire
tions de propagation. Pour une résolution r, jusqu'à 3r + 1 dire
tions sont utilisablespour propager les 
oûts.

(a) (b) (c)  Fig. 4.14 � In�uen
e de la résolution des graduationsLa �gure présente les voisinages à base de graduations, pour di�érentes résolutions r (nombrede divisions) et le nombre de dire
tions de propagation D asso
ié. (a) r = 1 (D = 3) ; (b)
r = 2 (D = 7), (
) r = 3 (D = 10).Cette deuxième solution présente deux in
onvénients. D'une part, elle provoque une augmen-tation non négligeable du temps de 
al
ul. Par exemple, passer d'un voisinage Li à Li+1 doublele nombre de voisins, et don
 le temps de 
al
ul. D'autre part, 
ette démar
he limite les e�ets duproblème sans s'attaquer à sa sour
e : la dis
rétisation. En e�et, 
'est le fait même de travailler dansun domaine dis
ret (autrement dit, d'é
hantillonner l'espa
e) qu'il faut remettre en question, 
ar
'est la 
ause profonde des problèmes d'in
omplétude.Nous proposons don
 dans la suite de 
e 
hapitre un nouveau type de propagation d'onde, où les
oûts ne sont plus propagés dans le domaine dis
ret, mais dans le domaine 
ontinu. Cette nouvellevariante, appelée propagation d'onde 
oulissante, est dé
rite 
i-après.4 La propagation d'onde 
oulissanteA�n de présenter notre nouvelle variante de la propagation d'onde, nous allons introduire deux
on
epts : les Zones Elémentaires de Courant (ZEC), qui étendent la valeur des é
hantillons de
ourant dans des zones homogènes, et les 
urseurs, des points de passage mobiles qui peuvent
oulisser sur le bord des ZEC. 110



4 La propagation d'onde 
oulissante4.1 Les Zones Elémentaires de Courant (ZEC)Classiquement, avant d'appliquer les algorithmes de propagation d'onde, l'environnement estdis
rétisé à l'aide d'une grille régulière. Toutefois, en présen
e de 
ourants, 
ette division n'est pluspertinente, 
ar la répartition des é
hantillons ne 
oïn
ide pas for
ement ave
 la répartition des 
asesde la grille.D'une part, les é
hantillons ne sont pas for
ement pla
és de façon régulière dans l'environnement(
omme les 
ases) et d'autre part, la résolution des é
hantillons ne 
orrespond pas for
ement à 
ellede la grille.Dans 
es 
onditions, utiliser une grille régulière peut amener à un sous é
hantillonnage du 
ou-rant (si les 
ases sont trop grossières) ou à un sur-é
hantillonnage (si les 
ases sont trop �nes). Dansle premier 
as, il y a perte d'information (des valeurs de 
ourant sont fusionnées) ; dans le deuxième,il y a redondan
e (plusieurs 
ases auront la même valeur).Pour éviter 
es problèmes, il faut que les 
ellules "s'adaptent" aux é
hantillons, 
'est à dire qu'ily ait exa
tement une 
ellule par é
hantillon, et que la taille de 
es 
ellules s'ajuste selon les dis-tan
es entre les é
hantillons. Pour 
e faire, nous proposons de 
onstruire le diagramme de Voronoï(présenté page 25) entre les é
hantillons. Ce diagramme est 
onstitué d'un ensemble de segmentséquidistants des é
hantillons. Ces segments forment des polygones 
onvexes que nous appelons lesZones Elémentaires de Courant (ZEC), représentées 
i-après, pour di�érentes distributions.
(a) (b)Fig. 4.15 � Les Zones Elémentaires de Courant (ZEC)La �gure présente les ZEC 
al
ulées à l'aide d'un diagramme de Voronoï pour deux distri-butions des é
hantillons de 
ourants : (a) uniforme ; (b) non-uniforme. Notons que le 
asuniforme aboutit à une grille régulière.Dans 
haque ZEC, le 
ourant est 
onsidéré 
omme homogène. La valeur du 
ourant n'est autreque la valeur de l'é
hantillon présent dans la ZEC. En d'autres termes, 
haque ZEC étend la valeurd'un é
hantillon à son voisinage. La taille moyenne du voisinage dépend de la résolution des é
han-tillons.Il est 
lair que les ZEC (tout 
omme les 
ases pré
édemment) introduisent des dis
ontinuitésdans les 
ourants. Quand nous passons d'une ZEC à une autre, la valeur du 
ourant (tant en inten-sité qu'en dire
tion) 
hange brutalement, sans phase de transition. Ce 
hoix permet d'obtenir unefon
tion de 
oût 
onvexe, 
omme il sera démontré dans la se
tion suivante. Cette propriété permet111



Chapitre 4. Plani�
ation de traje
toire en présen
e de 
ourants fortsde garantir que la solution retournée par la propagation d'onde 
oulissante est un minimum globalen terme de temps de par
ours.D'autre part, il n'apparaît pas pertinent de 
al
uler de �nes transitions entre les é
hantillons,puisque la distan
e entre les é
hantillons 
orrespond à la pré
ision du modèle de prévision. Ainsi,
onsidérer des évolutions de 
ourant en dessous de 
ette distan
e n'a pas vraiment de sens. Une autrejusti�
ation pragmatique des ZEC est la nature même des é
hantillons : leur aspe
t prévisionnelimplique que valeur in
lut déjà une erreur. Si les é
hantillons sont très rappro
hés, l'impa
t de 
etteerreur peut être plus signi�
atif sur la qualité de la solution que l'approximation apportée par lesZEC.4.2 Les 
urseursDans le 
ontexte des interfa
es graphiques, un 
urseur est 
onstitué d'un repère qui peut êtretranslaté sur une règle. L'utilisateur peut faire 
oulisser 
e repère de façon 
ontinue, jusqu'aux ex-trémités de la règle, 
omme illustré dans la �gure 4.16a.Nous allons utiliser le même prin
ipe dans notre appro
he. Dans la propagation d'onde 
oulis-sante, un 
urseur est un point de passage mobile, reliant deux ZEC adja
entes ZECi et ZECj . Cepoint matérialise la transition entre ZECi et ZECj . C'est par 
e point que le robot sortira de ZECi,et entrera dans ZECj . Tout 
omme le 
omposant graphique, le 
urseur peut 
oulisser sur son support(i
i le bord 
ommun entre ZECi et ZECj) jusqu'à ses extrémités, 
omme illustré dans la �gure 4.16b.D'un point de vue plus formel, un 
urseur est noté Ci, ave
 i ∈ [1, N ], où N est le nombre totalde bords des ZEC (autrement dit, le nombre de segments 
ontenus dans le diagramme de Voronoï).A 
haque 
urseur Ci sont asso
iées les propriétés suivantes :� Un bord Bi, d'équation ai · x + ai · y + ci = 0, modélisant la règle ;� Un 
ouple Zi = {ZEC1, ZEC2}, 
ontenant les deux ZEC ayant pour bord 
ommun Bi.� Deux points B−
i = (x−

i , y−i ) and B+
i = (x+

i , y+
i ), modélisant les extrémités de la règle ;� Un point de passage Pi = (xi, yi), modélisant le repère ;� Une variable li, l'abs
isse 
urviligne sur Bi, modélisant la position du repère ;� Un domaine Di pour li : Di = [0, l+i ]. La valeur 0 
orrespond à l'extrémité inférieure B−

i et l+ià l'extrémité supérieure B+
i .

ZEC1  

ZEC2 

B1
-

B1
+

P1

l  1

(b) (a) Fig. 4.16 � Les 
urseurs(a) le 
omposant graphique ; (b) le point de passage mobile utilisé dans la propagation d'onde
oulissante. 112



4 La propagation d'onde 
oulissanteIl est important de 
omprendre que les variables xi et yi, matérialisant la position absolue de
Pi dans l'espa
e C, sont en réalité liées par l'équation de droite du bord Bi. Ce lien modélise le faitque le 
urseur n'a qu'un seul degré de liberté : une translation suivant le bord. Pour 
ette raison,nous pouvons modéliser la position de Pi par une unique variable, li, représentant le dépla
ementlo
al du repère sur sa règle (en terme de longueur par
ourue). li peut varier de 0 (repère en butéeinférieure) à l+i (repère en butée inférieure), l+i représentant la longueur de la règle.

xi et yi sont fa
ilement substituables par li en utilisant les équations suivantes :
{

xi = x−
i ±

√
l2i /(1 + (ai/bi)2)

yi = y−i + (−ai · xi − ci)/bi

(4.18)Le signe ± de la première ligne dépend du signe de la di�éren
e x+
i − x−

i : + si la di�éren
e estpositive, − sinon.Preuve :La distan
e li est dé�nie par :
l2i = (xi − x−

i )2 + (yi − y−i )2 (4.19)De plus, d'après l'équation du bord Bi, nous savons que tout point de 
e bord (le point de passage
Pi mais aussi ses extrémités) véri�ent : ai · x + ai · y + ci = 0. L'équation pré
édente devient :

l2i = (xi − x−
i )2 +

(−ai · x−
i − ci

bi
− −ai · xi − ci

bi

)2

=
(
1 + (ai/bi)

2
)
· (xi − x−

i )2Il y a alors deux 
as, selon le signe de xi − x−
i . Or, le signe de xi − x−

i est le même que 
elui de
x+

i − x−
i , 
ar Pi est entre B−

i et B+
i . En e�et :

Pi ∈ [B−
i , B+

i ]⇔ ∃k ∈ [0, 1] /
−−−→
B−

i Pi = k ·
−−−−→
B−

i B+
iEn projetant 
ette propriété sur l'axe ~x on a :

(x−
i − xi) = k · (x−

i − x+
i )Ainsi l'expression de li dépend du signe de x+

i − x−
i .

⊲ 1er 
as : x+
i − x−

i > 0.On a alors xi − x−
i > 0. L'équation 4.19 devient :

li =
√

l2i /(1 + (ai/bi)2) · (xi − x−
i )On en déduit :

xi = x−
i +

√
l2i /(1 + (ai/bi)2)113



Chapitre 4. Plani�
ation de traje
toire en présen
e de 
ourants forts
⊲ 2ème 
as : x+

i − x−
i < 0On a alors xi − x−

i < 0. L'équation 4.19 devient :
li =

√
l2i /(1 + (ai/bi)2) · (x−

i − xi)On en déduit :
xi = x−

i −
√

l2i /(1 + (ai/bi)2) �

Notons en�n que les points de départ et d'arrivée sont deux points de passage parti
uliers, quin'ont eux au
un degré de liberté. D'une manière plus formelle, le domaine D 
ara
térisant leur règleest le singleton {0} (les points peuvent se dépla
er d'une longueur 0). Par 
onvention, on notera
V0 = A.4.3 Le nouveau pro
essus de propagationDans la propagation d'onde 
oulissante, les 
oûts ne sont plus propagés au sein de 
ases, maisau sein de 
urseurs. Autrement dit, le 
urseur devient l'élément de base du front d'onde.La prin
ipale di�éren
e entre les 
ases et les 
urseurs réside dans la notion de mobilité. Dans le
as des 
ases, les points de passage sont statiques, 
'est à dire �xés à l'avan
e, généralement au 
entredes 
ases. L'utilisation des 
urseurs introduit un degré de liberté : les points de passage peuvent àprésent 
oulisser sur le bord des ZEC.Cette mobilité permet de résoudre les problèmes d'in
omplétude mentionnés dans la se
tionpré
édente. En e�et, à partir d'un point de passage Pi, l'ensemble des dire
tions de propagationest maintenant utilisable. Il n'y a plus un 
hoix restreint de dire
tions 
omme pré
édemment. Enparti
ulier, les dire
tions de propagation peuvent être arbitrairement pro
hes des bords du se
teurd'a

essibilité, 
e qui permet de ne pas "perdre" des solutions qui seraient à la limite de l'invalidité.

P
C 

k

Pj

PiFig. 4.17 � Modèle 
ontinu de propagation des 
oûtsA partir d'un point de passage Pi, l'ensemble des dire
tions appartenant au se
teur d'a

es-sibilité (en bleu) sont utilisables, 
ar ses su

esseurs potentiels Pj et Pk peuvent se dépla
er
ontinûment sur leurs bords respe
tifs. 114



4 La propagation d'onde 
oulissanteLa �gure 4.18 illustre 
ette 
apa
ité : grâ
e à la notion de 
urseur, la propagation d'onde trouveune solution dans d'environnement de la �gure 4.1, là où la propagation d'onde 
lassique é
houait.

B

A A A

A A AFig. 4.18 � La propagation d'onde 
oulissanteDi�érents stades de la propagation d'onde 
oulissante, dans les ZEC de la �gure 4.15a. Les
hemins potentiels sont illustrés en bleu 
lair, et le 
hemin �nal en bleu fon
é.4.4 Le nouveau pro
essus d'évaluation des 
oûtsComme on peut le voir dans la �gure 4.18 (en bleu 
lair), un 
ertain nombre de bran
hes op-timales sont 
onstruites au fur et à mesure de la propagation. Ces bran
hes 
orrespondent à destraje
toires 
andidates entre A et B.A 
haque itération du pro
essus de propagation, le 
oût de 
haque bran
he est minimisé en
al
ulant la position optimale des points de passage qu'elle traverse.Considérons par exemple qu'une bran
he se termine par le point de passage Pi, dont les prédé-
esseurs sont Pj (j ∈ [0, i− 1]). Le 
oût asso
ié à 
ette bran
he est :
Ti = min

lj
τ i
3 = min

lj

i−1∑

j=0

τ j,j+1
3 (4.20)où τ i

3 est le temps de par
ours global pour atteindre Pi à partir de A, et τ j,j+1
3 est le temps depar
ours lo
al entre deux points de passage su

essifs Pj et Pj+1.L'expression de τ j,j+1

3 est obtenue en utilisant les équations 4.14 et 4.15. Dans 
es équations, nousremplaçons dx par xj+1 − xj , dy par yj+1 − yj et w par le 
ourant régnant dans la ZEC 
ommuneentre Cj and Cj+1 (donnée par Zj ∩ Zj+1). Ensuite, nous substituons les variables xj et yj par lesvariables lj , en utilisant l'équation 4.18.En résumé, le 
oût Ti asso
ié à Pi est 
al
ulé en minimisant une fon
tion à i variables. Cesvariables sont l1, l2, ..., li, 
'est à dire la position lo
ale de 
haque point de passage Pj (j ∈ [1, i]) surleur support. 115



Chapitre 4. Plani�
ation de traje
toire en présen
e de 
ourants fortsIl est démontré 
i-après que les fon
tion lo
ales τ j,j+1
3 sont 
onvexes. τ i

3 étant la somme defon
tions 
onvexes, elle est don
 également 
onvexe. Ainsi, nous avons la garantie que le minimumreprésenté par Ti est global.Preuve : Chaque fon
tion de 
oût lo
ale τ j,j+1
3 est 
onvexe.Il y a deux 
as possibles, selon les valeurs respe
tives de vw et w :

⊲ 1er 
as : vw 6= w.
τ j,j+1
3 est donnée par l'équation 4.14 :

τ j,j+1
3 =

−(wx · dx + wy · dy) +
√

∆

vw2 − w2
=

√
∆− ~d · ~w

vw2 − w2ave
 dx = xj+1 − xj , dy = yj+1 − yj et ∆ = vw2 · (d2
x + d2

y)− (wx · dy − wy · dx)2.La fon
tion τ j,j+1
3 est 
onvexe si et seulement si sa matri
e Hessienne H est semi-dé�nie positive,
'est à dire si et seulement si les valeurs propres de H sont positives.Cal
ulons tout d'abord la matri
e Hessienne H. Cette matri
e 
ontient toutes les dérivées se-
ondes de τ j,j+1

3 , disposées 
omme suit :
H =




∂2τ
j,j+1
3

∂d2
x

∂2τ
j,j+1
3

∂dx∂dy

∂2τ
j,j+1
3

∂dy∂dx

∂2τ
j,j+1
3

∂d2
y


Cal
ulons don
 toutes les dérivées se
ondes de τ j,j+1

3 . Nous avons tout d'abord :
∂τ j,j+1

3

∂dx
=

1

vw2 − w2
·
(
−wx +

vw2 · dx + wy · (wx · dy + wy · dx)√
∆

)Il vient :
∂2τ j,j+1

3

∂d2
x

=
1

vw2 − w2
·
(

vw2 − w2
y√

∆
−
(
vw2 · dx + wy · (wx · dy − wy · dx)

)2

2 ·
√

∆
3

)
=

vw2 · d2
y√

∆
3De la même manière, on obtient :

∂2τ j,j+1
3

∂d2
y

=
vw2 · d2

x√
∆

3Et :
∂2τ j,j+1

3

∂dy∂dx
=

∂2τ j,j+1
3

∂dx∂dy
=
−vw2 · dx · dy√

∆
3La matri
e Hessienne H de τ j,j+1

3 est don
 égale à :
H =

vw2

√
∆

3 ·
(

d2
y −dx · dy

−dx · dy d2
x

)116



4 La propagation d'onde 
oulissanteLes valeurs propres de H sont les ra
ines du polyn�me 
ara
téristique dé�ni par :
P (λ) = det(λ · Id−H) =

vw2

√
∆

3 ·
∣∣∣∣

λ− d2
y dx · dy

dx · dy λ− d2
x

∣∣∣∣où Id désigne la matri
e identité et | · | le déterminant.Il vient :
P (λ) =

vw2

√
∆

3 · [(λ− d2
y)(λ− d2

x)− d2
x · d2

y] =
vw2

√
∆

3 · λ · (λ− d2)Comme vw2
√

∆
3 > 0, 
e polyn�me possède les deux ra
ines suivantes :

λ1 = 0 et λ2 = d2Ces deux ra
ines sont toutes deux positives, don
 la fon
tion τ j,j+1
3 est 
onvexe.

⊲ 2ème 
as : vw = w.
τ j,j+1
3 est donnée par l'équation 4.15 :

τ j,j+1
3 =

d2

2~d · ~wLe 
al
ul des dérivées partielles de τ j,j+1
3 aboutissent à :

H =
w2

(~d · ~w)3
·
(

d2
y −dx · dy

−dx · dy d2
x

)

Ce qui est en fait un 
as parti
ulier du Hessien pré
édemment 
al
ulé. En e�et, la matri
e desdérivées partielles est stri
tement la même, seul le fa
teur devant 
ette matri
e est potentiellementdi�érent. Dans le 
as 1, nous avions un fa
teur vw2/
√

∆
3 devant la matri
e. Or, vw = w, aboutit à

vw2 = w2 et à ∆ = (~d · ~w)2. En substituant 
es valeurs, on obtient bien le fa
teur w2/(~d · ~w)3.La 
on
lusion du 
as 1 est don
 valable pour le 
as 2 : la fon
tion τ j,j+1
3 est 
onvexe. Ce
i estnormal, 
ar le 
as 2 
orrespond à la limite du 
as 1 quand vw → w.�

Ainsi, la bran
he A→ P1 → P2 → ...→ Pi−1 → Pi donne le traje
toire de temps minimal pouratteindre le point de passage Pi. C'est en parti
ulier le 
as pour le point B.Compte tenu de 
ette propriété, si le front d'onde atteint le point B, nous pouvons a�rmer quela bran
he reliant A et B minimise, de façon globale, le temps de par
ours entre 
es deux points, 
equi répond à notre problème initial. 117



Chapitre 4. Plani�
ation de traje
toire en présen
e de 
ourants fortsPour réaliser la minimisation de l'équation 4.20, de nombreuses te
hniques sont appli
ables,selon les préféren
es de l'utilisateur, ou des outils disponibles. Pour notre part, 
omme les seules
ontraintes sur les variables lj sont des 
ontraintes de bornes, nous avons utilisé une te
hnique appe-lée gradient projeté [CM87℄. Cette te
hnique est analogue à la des
ente du gradient, mais maintienten permanen
e les variables dans le domaine valide par un pro
essus de proje
tion. Ce pro
essus estillustré dans la �gure 4.19.
l1

l2   

(b)  (a)  

0  

P2 

 P1

optimum

l1

l2

A

Fig. 4.19 � Algorithme du gradient projeté(a) zoom autour du point de départ, dans la �gure 4.18. Le 
oût T2 de la bran
he A → P1 →
P2 dépend des variables l1 et l2 ; (b) optimisation de T2 par appli
ation du gradient projeté,sur la surfa
e de τ2

3 . Lors de la des
ente vers l'optimum, les mouvements sont maintenusdans le domaine valide (au dessus des ha
hures) par un mé
anisme de proje
tion.En général, la des
ente du gradient 
onverge vers l'optimum, sans for
ement l'atteindre. For-mellement parlant, dans l'équation 4.20, l'atteinte de l'optimum est matérialisée par la 
ondition
~∇τ i

3 = ~0, où ~∇ représente l'opérateur gradient. Mais la seule 
ertitude que nous ayons est que, aufur et à mesure de la des
ente du gradient, nous avons ~∇τ i
3 → ~0.Cette 
onvergen
e pouvant être très lente dans 
ertains 
as (notamment si la surfa
e de la fon
tionest très "plate"), 
elle-
i est souvent stoppée en pratique. C'est 
e que nous avons fait dans nos tests,en limitant le nombre d'itérations de la des
ente du gradient à κ. Beau
oup d'autres 
onditions sontutilisables, 
omme par exemple ∇τ i

3 < ε.4.5 L'algorithme4.5.1 Des
riptionTout 
omme la propagation d'onde 
lassique, la propagation d'onde 
oulissante peut être vue
omme une variante de l'algorithme de plus 
ourt 
hemin de Dijkstra [Dij59℄. Au départ, le frontd'onde 
ontient uniquement le point de départ A. Ensuite, les points du front d'onde Pi sont dé-veloppés par ordre 
roissant de 
oût. Développer un point 
onsiste à extraire Pi du front d'onde,évaluer tous ses voisins Pj et ajouter 
eux-
i dans le front d'onde, si né
essaire.L'algorithme de la propagation d'onde 
oulissante est fourni 
i-après :118



4 La propagation d'onde 
oulissantepropagation_onde_
oulissante(A, B, P, κ)
⊲ Entrée : A,B : points de départ et d'arrivée
⊲ Entrée : P : liste des N points de passage
⊲ Entrée : κ : nombre maximal d'itérations dans la des
ente du gradient
⊲ Lo
ale : F : front d'onde 
ourant
⊲ Lo
ale : D : points développés par le front d'onde
⊲ Lo
ale : Pi : point de passage, de fon
tion de 
oût τ i

3, de valeur minimale Ti1 Début2 F ← {A}3 faire4 Pi ← arg min{Tk, Pk ∈ F}5 pour 
haque Pj ∈ V(Pi, P ) \ D faire6 k ← 07 faire8 pas_des
ente_gradient(Pj)9 meilleur_prede
esseur(Pj)10 k ← k + 111 tantque k ≤ κ12 ajouter_prede
esseur(Pj , Pi)13 F ← F ∪ Pj14 F̄ ← F \ {Pi}15 D ← D ∪ {Pi}16 tantque Pi 6= B17 FinLa fon
tion V(Pi, P ) renvoie les voisins du point de passage Pi, parmi les N points de passagede l'environnement. Nous rappelons qu'un point de passage est asso
ié à 
haque bord des ZEC. Si
Pi fait le lien entre deux ZEC notées ZECi et ZECj et que ZECi a déjà été visitée, alors les voisinsde Pi sont tous les points de passage Pj asso
iés à tous les bords de ZECj (en ex
luant le bord surlequel se trouve Pi). Ce
i est illustré dans la �gure 4.20.

ZECi  

Pi

ZECj 

Fig. 4.20 � Voisinage d'un point de passage PiEnsuite, la fon
tion pas_des
ente_gradient e�e
tue un pas de la des
ente du gradient dansla fon
tion de 
oût τ j
3 asso
iée à Pj . Un pas 
orrespond à un dépla
ement sur la surfa
e de τ j

3 selonla dire
tion −~∇τ j
3 (illustré par les �è
hes noires dans la �gure 4.19).En�n, les fon
tions meilleur_prede
esseur et ajouter_prede
esseur permettent d'iden-ti�er le prédé
esseur optimal d'un point Pj . 119



Chapitre 4. Plani�
ation de traje
toire en présen
e de 
ourants fortsCes fon
tions sont né
essaires 
ar le prédé
esseur optimal d'un point Pj peut varier au 
oursde la propagation, 
e qui n'était pas le 
as dans la propagation d'onde 
lassique. Ce
i est du à la
apa
ité des points de passage à 
oulisser sur leur support. Selon leur position sur 
e bord, leurprédé
esseur optimal peut 
hanger. Ce
i est illustré dans la �gure 4.21a.
l l l 

t  

l 4
T 4

2

T 4
1

T 4
3

4
1*

4
2*

4
3*

l1* l3* i
3

P4

P1

P2

P3

(a) (b)Fig. 4.21 � Variation du prédé
esseur optimalSelon la position l4 du point P4, le prédé
esseur optimal de P4 
hange : il s'agit de P1 si
l4 ≤ l14

∗, P2 si l14
∗

< l4 < l34
∗, et P3 si l4 ≤ l34

∗.Ces fon
tions fon
tionnent en deux temps :1. Quand un voisin Pj du point Pi est évalué, Pj est ajouté à la liste des prédé
esseurs potentielsde Pj , par l'intermédiaire de la fon
tion ajouter_prede
esseur.2. Quand Pj sera lui-même développé, le meilleur prédé
esseur sera 
hoisi dans la liste des prédé-
esseurs potentiels par la fon
tion meilleur_prede
esseur. Cette fon
tion pro
ède ainsi :Les di�érents prédé
esseurs Pk possibles pour atteindre Pj aboutissent à des fon
tions de 
oûtdi�érentes, dont le minimum est 
onnu et appelé T k
j . La fon
tion meilleur_prede
esseurséle
tionne le prédé
esseur Pk tel que lj ∈ [lk−1

j

∗
, lk+1

j

∗
] et T k

j est minimal, 
omme il est montrédans la �gure 4.21b.Le le
teur intéressé trouvera la des
ription détaillée de 
es fon
tions dans l'annexe 2 de 
ettethèse.4.5.2 Complexité temporelle dans le pire des 
asEvaluons tout d'abord le temps de 
al
ul né
essaire à une itération i de l'algorithme :� Ligne 1 (Ré
upération de la tête Pi du front d'onde) : O(1) (temps 
onstant) si une stru
turede tas binaire (ou équivalent) est utilisée.� Ligne 2 (Suppression de Pi du front d'onde) : O(1).� Ligne 3 (Ré
upération des voisins Pj de Pi) : O(ρi), où ρi est le nombre de voisins de Pi.� Lignes 8 à 11 (Evaluation d'un voisin) : O(κ).� Ligne 12 (Ajout de Pj à la liste des prédé
esseurs de Pj) : O(ρi)� Ligne 13 (Ajout de Pj dans le front d'onde) : O(log ni), pour maintenir la stru
ture de tas, où
ni est la taille du front d'onde à l'itération i.120



5 Ajout d'obsta
les �xes dans l'environnementAinsi, l'ensemble de l'algorithme requiert un temps en O
(∑N

i=1 ρi log ni

).La quantité ρi est bornée. Elle est inférieure à ρmax, le nombre maximal d'é
hantillons autourd'un é
hantillon donné. ρmax dépend de la répartition des é
hantillons. Par exemple, ρmax = 4 dansla �gure 4.15a et ρmax = 6 dans la �gure 4.15b.De plus, quelle que soit l'itération i, on a ni < N , où N est le nombre total de bords des ZEC(autrement dit, le nombre de segments 
ontenus dans le diagramme de Voronoï)On obtient �nalement une 
omplexité temporelle dans le pire des 
as en O(N log N). Ainsi, notreappro
he possède une 
omplexité équivalente à la propagation d'onde 
lassique.5 Ajout d'obsta
les �xes dans l'environnementSupposons à présent que l'environnement 
ontient un ensemble d'obsta
les �xes polygonaux.Nous allons voir dans 
ette se
tion les modi�
ations né
essaires sur notre appro
he pour les éviter.Une première idée pour éviter 
es obsta
les est simplement de jouer sur la borne Bi asso
iéeà 
haque 
urseur Ci, en interdisant les parties re
ouvertes par les obsta
les (parties rouges sur la�gure 4.22). Ce pro
édé permet d'imposer aux points de passage Pi d'être en dehors des obsta
les.Mais, 
omme nous l'avons vu pour les B-splines, 
e
i ne su�t pas à garantir un 
hemin sans 
ollisions.
Pi

Pi+1   

Fig. 4.22 � Problème posé par un obsta
le dans une ZEC
Pi et Pi+1 sont tous deux dans l'espa
e valide (en dehors des parties rouges) mais 
e n'estpas le 
as de l'ensemble du segment [Pi, Pi+1], qui interse
te l'obsta
le �xe (en noir).Pour éviter 
e problème, nous pouvons 
ompléter 
ette idée par le post-traitement suivant surles ZEC :1. Cal
uler une dé
omposition 
ellulaire de l'environnement (�g. 4.23a), relative aux obsta
les�xes, en utilisant l'une des te
hniques dé
rites page 24. Cette dé
omposition aboutit à unensemble Λ de 
ellules, dont la taille et la position dépendent de la position des sommets desobsta
les. Dans le 
as de la dé
omposition triangulaire, par exemple, Λ est un ensemble detriangles, 
omme illustré dans la �gure 4.23a.2. Si un sommet s appartient à une zone de 
ourant ZECi, diviser ZECi à l'aide du sous-ensemblede 
ellules Λs de Λ partant de s (�g. 4.23
). Con
rètement, on e�e
tue l'interse
tion de Λsave
 ZECi pour former des sous-zones de 
ourants. Toutes 
es sous-zones de 
ourants ont lamême valeur de 
ourants, 
e qui introduit une petite redondan
e d'information.En pro
édant de la sorte, on obtient des 
ellules 
onvexes sans obsta
le (�g. 4.23d). Ainsi, toutsegment reliant deux bords de 
es 
ellules est garanti d'être sans 
ollision. Notons que le reste del'algorithme reste in
hangé. 121



Chapitre 4. Plani�
ation de traje
toire en présen
e de 
ourants forts
(a) (b) (c) (d)Fig. 4.23 � Post-traitement sur les ZEC en 
as d'obsta
les �xes(a) Dé
omposition 
ellulaire (triangulaire) relative aux obsta
les noirs ; (b) ZECs de la �gure4.15b ; (
) Interse
tion de (a) et (b) sur les 
ellules 
ontenant des sommets ; (d) résultatobtenu : ZECs sans obsta
le.6 Résultats expérimentauxLe but de 
ette se
tion est d'évaluer le gain de �abilité (en termes de su

ès de plani�
ation)qu'apporte la propagation d'onde 
oulissante par rapport à la propagation d'onde 
lassique, ave
di�érentes fon
tions de 
oût. Pour 
ela, nous avons suivi le proto
ole expérimental suivant :1. Nous avons 
olle
té, de façon quotidienne et pendant plus de trois mois su

essifs, des 
artesdes vents fournies sur le site de Météo Fran
e [MF℄, a�n de 
onstituer une base de 100 envi-ronnements réalistes 
ontenant des 
ourants. Chaque 
arte 
ontient environ 1000 é
hantillonsde 
ourant (dimensions 28× 35), 
omme on peut le voir dans la �gure 4.24

A

B

Fig. 4.24 � Un 
as de test et le 
hemin obtenu (en bleu) 
omposé de 36 segments de droite2. Nous avons dé�ni la notion d'intensité du 
ourant I 
omme étant :122



6 Résultats expérimentaux
I = max{w}/vw (4.21)Dans nos tests, nous avons volontairement 
hoisi I > 1 pour provoquer les problèmes d'in
or-re
tion et d'in
omplétude évoqués dans la se
tion 3.Notons que pour de telles intensités, il existe naturellement des situations où au
une solutionn'existe. Par exemple, un environnement où le 
ourant est globalement de droite à gau
he,et le mouvement à e�e
tuer pour relier A et B est de gau
he à droite. Selon l'équation 4.16,pour I = 1, seulement un demi-plan de l'environnement est a

essible au robot à 
haquemouvement. Ainsi, le robot a globalement une probabilité de 50% d'e�e
tuer un mouvementinvalide. Dans 
es 
onditions, environ 50% des 
as de test seront impossibles. Ce pour
entageaugmente ave
 I. C'est 
e que l'on peut observer dans la �gure 4.25.3. Pour 
haque valeur de I, nous avons généré 500 
as de tests. Un 
as de test est 
onstruit dela façon suivante : (1) tirage aléatoire d'une 
arte des vents dans la base et (2) pla
ementaléatoire de A et B sur 
ette 
arte.4. Nous avons appliqué les algorithmes suivants à 
haque 
as de test :� (Cla1) : propagation d'onde 
lassique, fon
tion de 
oût τ1 ;� (Cla2) : propagation d'onde 
lassique, fon
tion de 
oût τ2 ;� (Cla3) : propagation d'onde 
lassique, fon
tion de 
oût τ3 ;� (Cou) : propagation d'onde 
oulissante, fon
tion de 
oût τ3 (κ = 100).5. En�n, nous avons mesuré le taux de su

ès de plani�
ation S, 
'est à dire le nombre deplani�
ations réussies sur les 500 
as de tests. Ce taux est représenté dans la �gure 4.25.Notons qu'une plani�
ation a été 
onsidérée 
omme réussie si l'algorithme a été 
apable defournir un 
hemin valide pour le 
as de test 
onsidéré. Par opposition, un é
he
 de plani�
ationest 
ara
térisé par la fourniture d'un 
hemin invalide, ou d'au
un 
hemin.
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Fig. 4.25 � Taux de su

ès des algorithmes de propagation d'onde en présen
e de 
ourant fortsTaux de su

ès S en fon
tion de l'intensité I des 
ourants. De bas en haut : Cla1 (bleufon
é), Cla2 (bleu 
lair), Cla3 (vert) ; Cou (rouge).123



Chapitre 4. Plani�
ation de traje
toire en présen
e de 
ourants fortsLe taux de su

ès S est représenté dans la �gure 4.25 pour les di�érents algorithmes. L'observa-tion de 
ette �gure amène aux 
ommentaires suivants :Tout d'abord, les moins bons résultats ont été obtenus par l'algorithme (Cla1), 
'est à dire la pro-pagation d'onde 
lassique asso
iée à la fon
tion de 
oût τ1. Comme attendu, 
et algorithme sou�rede très importants problèmes d'in
orre
tion : plus de 75% des 
hemins 
al
ulés par (Cla1) se sontrévélés être invalides, même pour les plus faibles intensités de nos tests.Ensuite, toujours sur la base de la propagation d'onde 
lassique, les résultats s'améliorent ave
la qualité de la fon
tion de 
oût.Comme expliqué pré
édemment, la fon
tion de 
oût τ2 pénalise plus fortement les mouvementsimpossibles que la fon
tion de 
oût τ1 (un fa
teur 5 au lieu d'un fa
teur 2 dans l'exemple de la�gure 4.2). Dans 
es 
onditions, il paraît naturel que la proportion de 
hemins valides fournis par(Cla2), et don
 le taux de su

ès S de (Cla2), soit supérieur à 
elui de (Cla1). C'est e�e
tivement
e que l'on 
onstate sur la �gure. La fon
tion de 
oût τ3 est valide, 
'est à dire qu'elle interdit
atégoriquement les mouvements physiquement irréalisables (
e qui peut être interprété 
omme unepénalisation in�nie). Ce
i permet d'en
ore améliorer le taux de su

ès.En�n, la propagation d'onde 
oulissante (Cou) s'appuie sur les bonnes propriétés de τ3, en y ajou-tant la notion de support de propagation 
ontinue, basée sur les 
urseurs. Les 
urseurs permettentd'a

éder à n'importe quel point du se
teur d'a

essibilité, et ainsi de ne pas perdre de solutions.Dès lors, on obtient le meilleur taux de su

ès S ave
 
et algorithme. L'amélioration dans les valeursde S entre propagation d'onde 
lassique (ave
 la meilleure fon
tion de 
oût) et la propagation d'onde
oulissante est de l'ordre de 10%.Toutefois, le prix à payer est le temps de 
al
ul. Nous avons vu que les 
omplexités temporellesétaient équivalentes, 
e qui signi�e que les temps de 
al
uls sont les mêmes à un fa
teur multipli
atifprès. Ce fa
teur dépend prin
ipalement de ρmax (la taille du voisinage) et de κ (le nombre maximald'itérations). Dans nos tests, ρmax = 4 (distribution régulière des é
hantillons) et κ = 100 ont aboutià un fa
teur d'environ 5.Une étude plus approfondie de l'in�uen
e de 
es deux grandeurs serait né
essaire, en parti
ulierl'in�uen
e de κ, 
ar seul κ est réellement un paramètre de l'algorithme (ρmax dépend des donnéesdu problème, sur lesquelles nous ne pouvons pas for
ement agir). Il serait notamment intéressantd'étudier, de façon théorique, l'impa
t de κ sur la qualité de la solution.7 Con
lusionNous avons introduit dans 
e 
hapitre une nouvelle variante de la propagation d'onde, appeléepropagation d'onde 
oulissante, qui 
onserve tous les avantages de la propagations d'onde (optimalitéglobale de la solution, temps de 
al
ul en N log N , intégration aisée des obsta
les �xes), sans sou�rirdes problèmes d'in
orre
tion ou d'in
omplétude pouvant apparaître quand les 
ourants deviennentforts, 
'est à dire plus rapides que le robot.La propagation d'onde 
oulissante permet don
 un saut substantiel dans la �abilité de la pla-ni�
ation de traje
toire (en termes de su

ès de plani�
ation) en présen
e de 
ourants forts, touten 
onservant un temps de 
al
ul raisonnable. En e�et, au 
ours de nos tests (réalisés dans des124



7 Con
lusionenvironnements réalistes), le taux de su

ès obtenu ave
 la propagation d'onde 
oulissante est d'en-viron 10% supérieur à 
elui obtenu ave
 les meilleures instan
es 
onnues de la propagation d'onde
lassique. Le temps de 
al
ul est lui multiplié par un fa
teur 
onstant, d'environ 5 sur nos jeux de test.L'ensemble de 
es résultats a été publié dans les a
tes de la 
onféren
e ICRA'08 (InternationalConferen
e on Roboti
s and Automation). Le le
teur interessé pourra 
onsulter [STR08a℄.Dans la 
ontinuité de 
es travaux, il serait intéressant d'adapter la propagation d'onde 
oulis-sante a�n que le robot évite également des obsta
les mobiles dans l'environnement. Une piste seraitde dire
tement appliquer l'algorithme dans un espa
e-temps 3D (~x, ~y,~t).Dans un tel espa
e-temps, 
haque obsta
le mobile génère un volume, dé�ni par la forme et lemouvement de l'obsta
le. Par exemple, si l'obsta
le e�e
tue un mouvement re
tiligne uniforme, alorsle volume engendré sera un 
ylindre, dont la base sera de la forme de 
et obsta
le, 
omme illustrédans la �gure 4.26.
x

y
t

x

y

(a) (b) (c)    Fig. 4.26 � Représentation d'un obsta
le mobile dans un espa
e-temps 3D(a) mouvement (re
tiligne uniforme) de l'obsta
le mobile dans l'espa
e initial ; (b) volumerésultant dans l'espa
e-temps (parallélépipède) ; (
) dé
omposition pyramidale de l'espa
e-temps (en rouge) relative à 
e volume.Les ZEC étant quant à elles immobiles, 
elles-
i génèrent des 
olonnes dans l'espa
e-temps,visibles sur la �gure 4.27.
y 

t

x 

y 

x 

(b)  (a)  Fig. 4.27 � Représentation des ZEC un espa
e-temps 3DDisposant de 
ette représentation, la démar
he pour intégrer les obsta
les mobiles est la mêmeque 
elle utilisée dans la se
tion 5 pour intégrer les obsta
les �xes. Elle 
onsiste à :125



Chapitre 4. Plani�
ation de traje
toire en présen
e de 
ourants forts� Cal
uler une dé
omposition 
ellulaire de l'espa
e temps, relative aux volumes générés parles obsta
les mobiles. On peut par exemple opter pour une dé
omposition pyramidale (traitsrouges dans �gure 4.26a), extension de la dé
omposition triangulaire en 3D.� Cal
uler l'interse
tion de 
ette dé
omposition 
ellulaire ave
 les ZEC (traits bleus dans �gure4.27b).Nous disposons alors de ZECs dans l'espa
e-temps 3D dépourvues d'obsta
les. Comme pré
é-demment, nous pouvons asso
ier un 
urseur à 
haque fa
e de 
es polyèdres. Ces 
urseurs auraientdeux degrés de libertés (au lieu d'un), puisqu'ils pourraient se dépla
er sur des portions de plan (etnon plus sur des portions de droite). Le reste de l'algorithme resterait a priori in
hangé, mais desétudes plus approfondies sont né
essaires pour s'en assurer.Compte tenu de l'intérêt mais aussi du travail que représente 
ette extension, 
elle-
i fait partiedes perspe
tives présentées dans la 
on
lusion de 
ette thèse. Le le
teur intéressé est invité à sereporter à la se
tion 3 page 208.
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Chapitre 5Plani�
ation de traje
toire en présen
ede 
ourants variables dans le temps
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1 Introdu
tionDans le 
hapitre pré
édent, nous avons 
onsidéré que les 
ourants étaient 
onstants dans le temps.C'est à dire que, pour un point de l'espa
e où le 
ourant est 
onnu, sa dire
tion et son intensité sont
onsidérés 
omme étant invariants sur toute la durée de la mission.Cette hypothèse est a

eptable pour des missions de 
ourte durée (quelques dizaines de minutes),mais n'est plus réaliste pour des missions de longue durée. Le long des 
�tes, notamment, le 
ourantpeut évoluer de façon signi�
ative en une seule journée, au point de s'inverser totalement. Ce
i estillustré dans la �gure 5.1.



Chapitre 5. Plani�
ation de traje
toire en présen
e de 
ourants variables dans le temps
t0 t0+6h t0+12h  t0+18h t0+24h Fig. 5.1 � Phénomène d'inversion des 
ourantsAu voisinage des 
�tes, les 
ourants peuvent totalement s'inverser totalement une seule jour-née (Parties de 
artes des vents tirées du site de météo Fran
e [MF℄, en Méditerranée).Dans le 
adre des missions longue durée, une nouvelle problématique apparaît : disposant deprévisions (météorologiques) sur l'évolution des 
ourants, il s'agit de déterminer la meilleure datede départ possible, a�n de se dépla
er dans des 
ourants les plus favorables possibles au 
ours de lamission.Or, toutes les méthodes de plani�
ation en mesure de traiter les 
ourants (y 
ompris 
elle intro-duite dans le 
hapitre 4) né
essitent de �xer la date de départ du robot pour plani�er une traje
toire.En e�et, �xer 
ette date permet de 
onnaître l'état initial des 
ourants, et don
 leur évolution au
ours de la progression du robot.Sur la base de 
es méthodes, le seul moyen d'approximer la date de départ optimale est pro
é-der par é
hantillonnage. Il s'agit de répéter la méthode de plani�
ation à des dates di�érentes, etde 
hoisir la date aboutissant au meilleur résultat (par exemple, au temps de par
ours le plus faible).Cette démar
he est purement lo
ale : elle n'exploite pas l'intégralité des informations sur les
ourants. A 
haque plani�
ation (à une date donnée), on se 
ontente de "subir" les 
hangementsde 
ourant, sans les anti
iper. Dans 
es 
onditions, un grand nombre de plani�
ations peut s'avérerné
essaire pour approximer la solution optimale ave
 une qualité 
onvenable.Pour être plus e�
a
e, une démar
he globale semble né
essaire. Elle 
onsisterait à tenir 
ompte,à 
haque pas de la plani�
ation, de l'évolution future des 
ourants.Partant de 
e 
onstat, nous proposons une nouvelle appro
he, appelée la propagation d'ondesymbolique. Il s'agit d'une généralisation de la propagation d'onde, où le 
oût asso
ié une 
ase Cn'est plus un s
alaire, mais une fon
tion, 
omme illustré dans la �gure 5.2. Cette fon
tion matérialisele temps de par
ours pour atteindre C pour n'importe quelle date de départ. Ainsi, à 
haque étapede la propagation, nous disposons de l'ensemble des informations né
essaires pour 
hoisir la meilleuredate de départ.
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2 Formulation du problème
A

10.6

9.8

11.3

d

d

d

c

c

c

 front d’ondepropagation classique propagation symbolique 

(a) (b)Fig. 5.2 � Prin
ipe de la propagation d'onde symbolique(a) les 
oûts sont des s
alaires ; (b) les 
oûts sont des fon
tions linéaires par mor
eaux
c = a · d + b, modélisées par une liste de 
oe�
ients de droite {(ai, bi)}, d étant la date dedépart en A.2 Formulation du problème2.1 Des
riptionLe problème 
onsiste à trouver la date de départ, ainsi que le 
hemin asso
ié, permettant à unrobot de relier deux points A et B en un temps minimal, dans un environnement planaire 
ontenantdes 
ourants variables dans le temps.La date de départ peut varier dans une fenêtre temporelle W = [0, T ]. La borne T 
orrespondà la date à partir de laquelle il n'est plus pertinent de réaliser la mission (horizon temporel). Ilpeut 
orrespondre à des limites énergétiques (quantité de 
arburant, durée d'ensoleillement) ou àdes 
ontraintes stratégiques.L'évolution des 
ourants est 
onnue à travers k 
artes des 
ourants, notées C1, C2, ..., Ck et
orrespondant à des prévisions météorologiques.2.2 FormalisationL'environnement dans lequel évolue le robot est modélisé par un espa
e Eu
lidien C de dimension2, de repère orthonormé R = (O, ~x, ~y). Cet environnement est dis
rétisé au moyen d'une grillerégulière G de dimensions m× n. Chaque 
ase X de G possède les attributs suivants :� ~wX : le ve
teur-vitesse 
ourant appliqué dans l'ensemble de la 
ase X,� cX : le 
oût, i
i le temps de par
ours, né
essaire pour atteindre X à partir de A,� dX : la date de départ en A minimisant cX .Notons que les points de départ et d'arrivée A et B sont approximés par les 
ases qui les
ontiennent, notées Ã et B̃.Comme évoqué pré
édemment, les 
ourants présents dans l'environnement sont dé�nis à toutinstant par un ensemble de k 
artes. La ième 
arte, notée Ci, dé�nit la valeur de ~wX appliqué dans
haque 
ase X de G (de façon homogène), du temps t = ti−1 au temps t = ti. Par 
onvention on a

t0 = 0 et tk = T .Il est important de noter que la transition entre deux 
artes de 
ourants su

essives est 
onsidérée
omme instantanée. Cette hypothèse de travail est justi�ée par le fait que les 
artes des 
ourants129



Chapitre 5. Plani�
ation de traje
toire en présen
e de 
ourants variables dans le tempssont des prévisions, et qu'elles 
ontiennent don
, par nature, une 
ertaine in
ertitude. Modéliser unetransition plus dou
e dans 
e 
ontexte n'a pas vraiment de sens. Toutefois, si le grain temporel entreles 
artes est vraiment très grossier, il est tout à fait possible d'ajouter arti�
iellement des 
artes de
ourants intermédiaires en utilisant des te
hniques d'interpolation, 
omme 
elles proposée par Inan
[ZIOM08℄.En utilisant 
es notations, notre problème 
onsiste à 
al
uler simultanément :� La date de départ d∗, pour partir de A, dans la fenêtre W = [0, T ],� Le 
hemin P, 
'est à dire la séquen
e de l + 2 
ases {Ã, C1, C2, ..., Cl, B̃}minimisant le temps de par
ours entre Ã et B̃.Une instan
e de 
e problème est fournie dans la �gure 5.3.
A

B B

carte C1 

X: {cx, tx, dx}

n

m

carte C2 

t0=0 t1 t2=T
t

x

y

O A

Fig. 5.3 � Un problème de plani�
ation de traje
toire en présen
e de 
ourants fortsLa �gure présente une instan
e de problème ave
 2 
artes de 
ourants, de taille 10.3 Limitations des méthodes existantesNous avons expliqué dans le 
hapitre 4 (page 97) qu'en présen
e de 
ourants, la propagationd'onde était la seule appro
he (à notre 
onnaissan
e) permettant d'obtenir une solution globalementoptimale en un temps polynomial.Nous rappelons que 
et algorithme, introduit par Dorst et Trovato [DT88℄, 
onsiste à propagerun front d'onde F à partir de la 
ase de départ Ã, jusqu'à 
e que 
elui-
i ait atteint la 
ase d'arrivée
B̃. A 
haque itération de 
ette propagation, la 
ase H de 
oût minimal, appelée la tête du frontd'onde, est extraite de F . Ses voisins sont évalués à l'aide d'une métrique M puis ajoutés à F siné
essaire. L'ensemble de l'algorithme est fourni dans la �gure 1.18 page 36.Des métriques spé
i�ques ont été proposées pour tenir 
ompte des 
ourants, par Pêtrès [PPPL05℄et Garau [GAO05℄, et par nous-mêmes [Sou07℄. 130



3 Limitations des méthodes existantesMunis de l'une de 
es métriques, une démar
he paraît assez naturelle pour approximer la meilleuredate de départ : plani�er des traje
toires pour q dates di�érentes, puis 
hoisir la meilleure solution,
'est à dire 
elle aboutissant au plus faible temps de par
ours. Pour 
e faire, une possibilité est dedé
ouper la fenêtre W en q − 1 parties égales, et de plani�er des traje
toires à 0, T
q−1 , 2T

q−1 , ..., T .Cette démar
he revient à é
hantillonner la fon
tion de 
oût c eB, donnant le temps de par
ourspour atteindre B̃ en fon
tion de la date de départ d, 
omme illustré dans la �gure 5.4.
c 

d 
d* 

T T

B

q-1 Fig. 5.4 � Approximation de la date de départ optimale par é
hantillonnageLa �gure illustre la fon
tion c
B
(temps de par
ours pour atteindre eB en fon
tion de la datede départ d en eA) pour le problème de la �gure 5.3, ainsi que son approximation à l'aide de

q = 20 propagations d'ondes (points rouges). La meilleure solution approximée (indiquée parune �è
he rouge) donne un temps de par
ours environ 13% plus important que la solutionoptimale (indiquée par une �è
he noire).Une valeur assez élevée de q peut s'avérer né
essaire pour obtenir une bonne approximation lasolution optimale. Par exemple, pour le problème de la �gure 5.3, il faut environ 60 répétitions pourêtre à +10% du 
oût optimal, alors qu'il s'agit d'une instan
e très simple (grille très grossière, unseul 
hangement de 
ourant).De plus, la qualité de la solution ne peut être garantie en fon
tion de q, de part la "myopie" de lapropagation d'onde. En e�et, à partir de la date de départ, l'état des 
ourants est progressivementdé
ouvert, au fur et à mesure de la progression du front d'onde. L'état des 
ourants à l'itération ide l'algorithme est �gé une fois pour toutes, selon la position du front d'onde et l'état des 
ourantsà l'itération i− 1.Dans 
es 
onditions, on peut être amené à sur-é
hantillonner des régions où le temps de par
oursest invariant (paliers de droite dans la �gure 5.4), et sous-é
hantillonner des régions où le temps depar
ours varie rapidement (partie 
entrale).Pour e�e
tuer la juste quantité de 
al
ul, nous proposons de 
al
uler dire
tement la fon
tion c eBplut�t que de l'é
hantillonner. Pour 
ela, nous allons proposer une généralisation de la propagationd'onde, appelée propagation d'onde symbolique. Dans 
ette généralisation, les 
oûts propagés nesont plus des s
alaires mais des fon
tions de la date de départ. Ainsi, dans l'algorithme initial, lesopérateurs numériques (tels que l'addition de deux nombres) sont rempla
és par des opérateurssymboliques (l'addition de deux fon
tions), d'où le nom de l'appro
he.131



Chapitre 5. Plani�
ation de traje
toire en présen
e de 
ourants variables dans le tempsNous avons ré
emment dé
ouvert que dans un domaine fort di�érent (routage de messages dansun réseau de 
ommuni
ation dynamique1) une appro
he similaire avait été proposée. L'algorithme
orrespondant, appelé SW2 (pour Sour
e Waiting 2 ), a été élaboré en partant du prin
ipe que lesfon
tions de 
oût manipulées étaient quel
onques. Ainsi, 
ontrairement à notre appro
he, la propa-gation des informations e�e
tuée dans SW2 n'est pas guidée. A 
haque itération i, 
haque noeuddu réseau dont l'état a 
hangé depuis l'itération i− 1 est une sour
e de propagation d'information.Autrement dit, il n'y a plus de notion de "tête" de front d'onde (
'est à dire une sour
e uniquede propagation), puisque à 
haque itération, la propagation se fait simultanément depuis plusieurssour
es.Or, dans notre problématique, les fon
tions de 
oût ne sont pas totalement quel
onques, maisre�ètent des phénomènes physiques, i
i l'évolution de 
ourants dans le temps. Nous pensons que dans
es 
onditions, garder la notion de tri du front d'onde peut permettre une é
onomie substantielledans le nombre de noeuds évalués, et don
 dans les temps de plani�
ation.Ainsi nous monterons expérimentalement que, même si la propagation d'onde symbolique et SW2possèdent la même 
omplexité temporelle théorique dans le pire des 
as, notre appro
he se révèlebien plus e�
a
e sur des instan
es de notre problème.4 La propagation d'onde symbolique4.1 AlgorithmeComme expliqué pré
édemment, le prin
ipe de notre appro
he est de 
onsidérer que le 
oût (i.e.le temps de par
ours) cX asso
ié à une 
ase X n'est plus un s
alaire, mais une fon
tion de la date dedépart d. Muni de 
e nouveau type de 
oût, la résolution de notre problème devient très naturelle.Elle 
onsiste à propager le front d'onde jusqu'à la 
ase B̃, 
omme pré
édemment, et de lo
aliser leminimum de la fon
tion c eB. Ce minimum 
orrespond à la date de départ optimale re
her
hée.Pour que 
ela soit possible, l'algorithme original, fourni dans la �gure 1.18 page 36, doit être mo-di�é a�n de manipuler des fon
tions au lieu de s
alaires. L'algorithme résultant, appelé propagationd'onde symbolique, est fourni dans la �gure 5.5.Il est important de noter que 
et algorithme est une généralisation de la propagation d'onde,dite "
lassique", rappelée dans la se
tion pré
édente. En e�et, si les 
ourants sont invariants dansle temps, alors les fon
tions cX seront des 
onstantes, et les algorithmes des �gures 1.18 et 5.5donneront exa
tement le même résultat. Le nombre d'opérations sera globalement le même, auxa�e
tations de l'attribut dX près (aux lignes 3, 4 et 12), qui deviendront inutiles.Les di�éren
es majeures entre les algorithmes des �gures 1.18 (page 36) et 5.5 sont les suivantes :1. Ligne 8 (Métrique) : La métrique M′
H,V , dé�nissant le temps de par
ours entre H et V , nerenvoie plus un nombre mais une fon
tion du temps.2. Ligne 8 (Opération d'évaluation) : Le 
hangement de métrique 
i-dessus a deux 
onséquen
essur l'évaluation de V :(a) L'opération de 
omposition "◦" fait son apparition.(b) L'opération d'addition "+" n'additionne plus deux nombres, mais deux fon
tions.1Cette problématique est très similaire à la notre, dans la mesure où le message est assimilable au drone, et l'étatdes 
anaux de 
ommuni
ation à 
elui des 
ourants. 132



4 La propagation d'onde symboliquepropagation_onde_symbolique(A, B, G, W )
⊲ Entrée : Ã, B̃ : 
ases de départ et d'arrivée
⊲ Entrée : G : grille
⊲ Entrée : W : fenêtre temporelle pour la date de départ en Ã
⊲ Lo
ale : F : front d'onde 
ourant
⊲ Lo
ale : H : tête de F (
ase de moindre 
oût)
⊲ Lo
ale : V : un voisin de H

⊲ Lo
ale : ctemp
V : évualuation temporaire de V1 Début2 F ← {Ã}3 cX ← +∞, dX ← 0,∀X ∈ G \ {Ã}4 c eA ← 0, d eA ← 05 faire6 H ← arg min{cX(dX), X ∈ F}7 pour 
haque V ∈ V(H) faire8 ctemp

V ← cH +M′
H,V ◦ (cH + d), d ∈W //opération d'évaluation9 ctemp

V ← min{cV , ctemp
V } //opération de 
omparaison10 si ctemp

V 6= cV alors11 cV ← ctemp
V12 dV ← min{cV (d), d ∈W}13 F ← F ∪ {V }14 ¯ ¯F ← F \ {H}15 tantque H 6= B̃16 Fin Fig. 5.5 � La propagation d'onde symbolique3. Ligne 9 (Opération de 
omparaison) : De façon analogue à l'opération d'évaluation, l'opérateur"min" ne 
ompare plus deux nombres, mais deux fon
tions.4. Ligne 12 (Lo
alisation du minimum) : Cette opération est nouvelle par rapport à la propagationd'onde 
lassique. Il s'agit de lo
aliser le minimum de la fon
tion cV , et de le sto
ker dansl'attribut dV , pour une utilisation ultérieure (plus pré
isément à la ligne 6, lors de l'extra
tionde la tête du front d'onde).Nous verrons que, 
ontrairement à 
e que l'on peut penser a priori, 
ette re
her
he de minimumest simple, et ne fait appel à au
un algorithme d'optimisation (telle que la des
ente du gradient,par exemple).5. Ligne 13 (Mise à jour du front d'onde) : Dans la propagation d'onde 
lassique, toute 
ase préa-lablement développée par le front d'onde ne pouvait plus l'être à l'avenir. Dans la propagationd'onde symbolique, 
e n'est plus le 
as. Ce
i est dû au fait que 
haque 
ase X du front d'ondeest trié selon le minimum des fon
tions cX (ligne 6). Même si 
e 
hoix est souvent pertinent,
e
i n'est pas toujours le 
as, 
ar le minimum de cX n'est pas représentatif de l'ensemble despoints de cX .Nous allons dé
rire 
ha
un de 
es 
hangements en détail. Leur prin
ipale 
ara
téristique estd'exploiter la linéarité par mor
eaux des fon
tions de 
oût.133



Chapitre 5. Plani�
ation de traje
toire en présen
e de 
ourants variables dans le temps4.1.1 Une nouvelle métriqueNous rappelons que le 
ourant est dé�ni par k 
artes C1, C2, ... Ck et que 
haque 
arte Ci estappliquée dans l'environnement du temps t = ti−1 au temps t = ti.Commençons par étudier l'impa
t du dernier 
hangement de 
ourant (
'est à dire le passage dela 
arte Ck−1 à la 
arte Ck) sur le dépla
ement entre la tête du front d'onde H et l'un de ses voisins
V . Si t représente la date d'arrivée en H alors :� Si t ≥ tk = T le dépla
ement H → V est entièrement e�e
tué dans la 
arte Ck. Le temps depar
ours entre H and V est don
 égal à :

τk =MH,V (tk)� Si t ∈ [tk−1, tk −MH,V (tk−1)] le dépla
ement H → V est entièrement e�e
tué dans la 
arte
Ck−1. Le temps de par
ours entre H and V est don
 égal à :

τk−1 =MH,V (tk−1)� En�n, si t ∈ [tk −MH,V (tk−1), tk], un 
hangement de 
arte des 
ourants intervient pendant ledépla
ement H → V , matérialisé par le point M dans la �gure 5.6.Dans 
es 
onditions, le début du dépla
ement est réalisé dans la 
arte Ck−1, et la �n dans
Ck. Le temps de par
ours 
orrespondant est don
 une moyenne pondérée entre les deux 
oûtspré
édents, donnée par :

τk−1,k =

(
τk

τk−1
− 1

)
t +

[
τk − τk ·

(
τk

τk−1
− 1

)] (5.1)
l lk-1 k

Case H Case V

l

changement
   de carte

déplacement
à coût 

déplacement
à coût

M

k 
k-1 

Fig. 5.6 � Changement de 
arte des 
ourants pendant un dépla
ementLa �gure illustre le passage de la 
arte des 
ourants Ck−1 à la 
arte Ck pendant le dépla-
ement H → V , de longueur totale l. La première partie de 
e dépla
ement (longueur lk−1)est e�e
tuée dans la 
arte Ck−1 et la se
onde (longueur lk) dans Ck.
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4 La propagation d'onde symboliquePreuve de l'équation 5.1Considérons la situation de la �gure 5.6 : le dépla
ement entre les points H et V né
essite depar
ourir une longueur l. Cependant, le passage de 
arte de Ck−1 à Ck, modélisé par le point
M , se produit avant que le robot n'ait eu le temps de par
ourir la totalité de 
ette distan
e.Pour 
al
uler le temps de par
ours asso
ié au dépla
ement H → V , il faut don
 
al
uler lestemps de par
ours asso
iés aux dépla
ements H →M puis M → V , et en faire la somme.
⊲ Temps de par
ours H →MSoit t la date de départ à la 
ase H et tk la date de passage de la 
arte Ck−1 à la 
arte Ck.Selon 
es notations, le temps de par
ours né
essaire pour atteindre M à partie de H est :

δk−1 = tk − t

⊲ Temps de par
ours M → VLa longueur lk−1 entre H et M véri�e :
lk−1 = δk−1 · vk1où vk−1 est la vitesse de dépla
ement du robot (par rapport au sol) dans les 
ourants de la
arte Ck−1.Nous savons que si le robot avait par
ouru l'ensemble de la distan
e l dans Ck−1, son tempsde par
ours aurait été égal à τk−1. On en déduit don
 que la vitesse vk−1 est égale à l/τk−1.De plus, nous avons vu pré
édemment que δk−1 = tk − t.On obtient ainsi :

lk−1 = (tk − t) · l

τk−1Nous en déduisons la longueur lk par
ourue entre M et V :
lk = l − lk−1 =

[
1− tk − t

τk−1

]
· lDe plus, nous savons que lk véri�e :

lk = δk · vkoù δk et vk représentent respe
tivement le temps de par
ours et la vitesse du robot entre Met V .Comme vk = l/τk, il vient �nalement :
δk =

[
1− tk − t

τk−1

]
· τk135



Chapitre 5. Plani�
ation de traje
toire en présen
e de 
ourants variables dans le temps
⊲ Temps de par
ours H → VLe temps de par
ours global entre H et V est la somme des deux quantités pré
édentes :

δk−1 + δk = (tk − t) +

[
1− tk − t

τk−1

]
· lτk

=

(
τk

τk−1
− 1

)
t +

[
τk − τk ·

(
τk

τk−1
− 1

)]Ce qui 
orrespond à l'expression de τk−1,k de l'équation 5.1.�Notons que τk−1,k peut être vu 
omme une phase transitoire entre les 
oûts τk−1 et τk, illustréeen rouge dans la �gure 5.7.
 

t
t 

  

t k

c  

t -   k =T   k-1

k-1,k

k-1

k 

k-1Fig. 5.7 � Evolution du temps de par
ours lors du dernier 
hangement de 
ourantCes premiers résultats permettent de dé�nir la métrique M′ sur l'intervalle [tk−1, tk], 
ommeétant :
M′

H,V (t) =MH,V (tk) si t ≥ tkEt :
M′

H,V (t) =

{
τk−1 si t ∈ [tk−1, tk − τk−1]
γk · t + [τk − tk · γk] si t ∈ [tk − τk−1, tk]ave
 γk =

( M′

H,V (tk)

MH,V (tk−1) − 1
), τk =MH,V (tk) et τk−1 =MH,V (tk−1).Si nous reproduisons 
e raisonnement pour l'avant-dernier 
hangement de 
ourant, 
'est à direpour le passage de la 
arte Ck−2 à Ck−1, nous pouvons dé�nir, de manière similaire, la métriqueM′sur l'intervalle [tk−2, tk−1] :

M′
H,V (t) =

{
τk−2 si t ∈ [tk−2, tk−1 − τk−2]
γk−1 · t + [τk−1 − tk−1 · γk−1] si t ∈ [tk−1 − τk−2, tk−1]ave
 γk−1 =

(M′

H,V (tk−1)

MH,V (tk−2)
− 1
), τk−1 =MH,V (tk−1) et τk−2 =MH,V (tk−2).136



4 La propagation d'onde symboliqueEn répétant 
ette démar
he jusqu'au premier 
hangement de 
ourant, 
'est à dire jusqu'au pas-sage de C0 à C1, nous obtenons la dé�nition 
omplète deM′ sur [0, T ] :
M′

H,V (t) =MH,V (tk) si t ≥ tkEt :
∀i ∈ [1, k] : M′

H,N (t) =

{
τi−1 si t ∈ [ti−1, ti − τi−1]
γi · t + [τi − ti · γi] si t ∈ [ti − τi−1, ti]ave
 γi =

( M′

H,V (ti)

MH,V (ti−1)
− 1
) et τi =MH,V (ti).Le graphe de la métriqueM′ ainsi dé�nie est illustré dans la �gure 5.8. Dans le 
as nominal, 
etype de graphe est 
onstitué d'une alternan
e de paliers à 
oût 
onstant et de phases de transition.Plus pré
isément, entre ti−1 et ti, il y a généralement un palier suivi d'une phase de transition.

t1
t

t2t0=0 t4=Tt3

’

Fig. 5.8 � Illustration de la métriqueM′La �gure présente le graphe de M′ pour 4 
hangements de 
ourants, à intervalles réguliers,dans [0, T ].Toutefois, 
e s
héma n'est pas respe
té dans le 
as où le temps de par
ours du robot devient plusélevé que l'espa
ement temporel entre deux 
artes de 
ourants. En e�et, si la valeur deMH,V (ti−1)est supérieure que la "durée de vie" de la 
arte Ci−1 (
'est à dire ti − ti−1), alors il n'y aura pasde palier à 
oût 
onstant dans l'intervalle [ti−1, ti]. Ce phénomène apparaît dans la �gure 5.8 pour
i = 2 : deux phases de transitions se su

èdent entre t1 et t2.4.1.2 Une nouvelle opération d'évaluationL'opération d'évaluation 
onsiste à 
al
uler le 
oût d'une nouvelle 
ase V à partir d'une 
ase H,déjà évaluée.Dans la propagation d'onde 
lassique (�gure 1.18 page 36), le 
al
ul de cV dé
oule des étapessuivantes :1. cH donne, par dé�nition, le temps de par
ours global de Ã à H,2. cH + d donne la date d'arrivée en H (puisque d représente la date de départ en Ã)3. MH,V (cH + d) donne, par dé�nition, le temps de par
ours lo
al de H vers V ,4. cH +MH,V (cH + d) donne en�n le temps de par
ours global de Ã à V137



Chapitre 5. Plani�
ation de traje
toire en présen
e de 
ourants variables dans le tempsL'ensemble de 
es étapes est illustré dans la �gure 5.9. Il est important de noter que, puisquetoutes les grandeurs manipulées (cH , d et M) sont des s
alaires, toutes les opérations d'additionsont numériques.
Case H

c

c

H

H

=

d=1.2

5.1
6.3

=5.1

+ H,V 2.3 +
8.6

=c
V

Case V

Fig. 5.9 � L'opération d'évaluation dans la propagation d'onde 
lassiqueDans la propagation d'onde symbolique (�gure 5.5 page 133), les étapes aboutissant au 
al
ulde cV sont similaires :1. cH donne, par dé�nition, le temps de par
ours global de Ã à H,2. cH + d donne la date d'arrivée en H (puisque d représente la date de départ en Ã)3. M′
H,V ◦ (cH + d) donne, par dé�nition, le temps de par
ours lo
al de H vers V ,4. cH +M′

H,V ◦ (cH + d) donne en�n le temps de par
ours global de Ã à VCependant, 
omme les 
oûts manipulés ne sont plus des s
alaires mais des fon
tions, les étapessont de nature très di�érente de pré
édemment.Dans l'étape 2, tout d'abord, l'addition cH + d n'est plus numérique mais symbolique : si cHétait dé�nie par :
cH : d 7→ a · d + bAlors cH + d sera dé�nie par :

cH + d 7→ (a + 1) · d + bEnsuite, dans l'étape 3, l'évaluation deM à la date cH + d est rempla
ée par une 
ompositiondeM′ ave
 la fon
tion cH + d.En�n, dans l'étape 4, l'addition de cH etM′ est elle aussi symbolique.L'ensemble de 
es étapes est illustré dans la �gure 5.10.Pour une meilleure 
ompréhension, déroulons en détail l'exemple de la �gure 5.10.1. La fon
tion cH est dé�nie par :
cH : d→





1 si d ∈ [0, 5]
3 · d− 14 si d ∈ [5, 6]
4 si d ∈ [6, 10]138



4 La propagation d'onde symbolique
Case H

c
H

d

4

1

5 6 10

6

1
5 6 10

10

14

d

o

d10

d

10

+

t

’
H,V

3 

3 6 10

2

d

3 
2

5 2 10

+

c
H

d

4

1 
5 6 10

Case V
c

V

d
5 62 10

4 
3 

6

Fig. 5.10 � L'opération d'évaluation dans la propagation d'onde symbolique2. Nous en déduisons l'expression de la fon
tion cH + d :
cH + d : d→





d + 1 si d ∈ [0, 5]
4 · d− 14 si d ∈ [5, 6]
d + 4 si d ∈ [6, 10]3. En 
omposant cH + d ave
 la métriqueM′

H,V d'expression :
M′

H,V : t→





3 si t ∈ [0, 3]
−1/3 · t + 4 si t ∈ [3, 6]
2 si t ∈ [6, +∞[Nous obtenons :

M′
H,V ◦ (cH + d) : d→





3 si d ∈ [0, 2]
−1/3 · t + 11/3 si d ∈ [2, 5]
2 si d ∈ [5, 10]4. En�n, en additionnant 
ette dernière fon
tion ave
 cH , nous obtenons l'expression de cV :

cV : d→





4 si d ∈ [0, 2]
−1/3 · d + 14/3 si d ∈ [2, 5]
3 · d− 12 si d ∈ [5, 6]
6 si d ∈ [6, 10]Une première idée pour réaliser 
ette opération de l'évaluation est d'utiliser des opérateurs sym-boliques standards (pour l'addition et la 
omposition de fon
tions), présents dans les logi
iels dumar
hé (
omme Mathlab ou Mapple, par exemple). Toutefois, l'utilisation de tels opérateurs peutse révéler lourde et 
oûteuse en ressour
es. 139



Chapitre 5. Plani�
ation de traje
toire en présen
e de 
ourants variables dans le tempsPour de meilleures performan
es, nous proposons d'exploiter les 
ara
téristiques des fon
tionsmanipulées.En e�et, 
omme nous l'avons vu pré
édemment, la métrique M′, et par 
onséquent lesfon
tions de 
oût cX sont linéaires par mor
eaux. En utilisant 
ette 
onnaissan
e, la 
onstru
tion dela fon
tion cV se trouve grandement simpli�ée.En e�et, si sur un intervalle donné, la fon
tion cH est de la forme :
cH : d 7→ a · d + bEtM′

H,V est de la forme :
M′

H,V : t 7→ a′ · t + b′Alors cV est dé�nie par :
cV : d 7→ [a′(a + 1) + a] · d + [b(a′ + 1) + b′] (5.2)Preuve de l'équation 5.2Comme expliqué pré
édemment, cH + d : d 7→ (a + 1) · d + b.D'où :M′

H,V ◦ (cH + d) : d 7→ a′(7→ (a + 1) · d + b) + b = [a′(a + 1)] · d + [a′b + b′].En�n : cV = cH +M′
H,V ◦ (cH + d), d'où le résultat. �En appliquant 
e résultat sur tous les mor
eaux de cH et M′

H,V , nous obtenons un opérateurd'évaluation ad ho
. Cet opérateur, utilisé lors de nos tests de performan
es, est détaillé dans l'annexe3 de 
ette thèse.4.1.3 Une nouvelle opération de 
omparaisonL'opération de 
omparaison permet de 
omparer deux provenan
es 
on
urrentes H0 et H1 pouratteindre une même 
ase V , plus pré
isément les 
oûts c0
V et c1

V , asso
iés aux trajets H0 → V et
H1 → V .Dans la propagation d'onde 
lassique, 
ette opération 
onsiste à 
omparer les deux nombres c0

Vet c1
V . Le trajet Hi → V aboutissant au 
oût ci

V le plus faible sera 
hoisi atteindre V , 
omme illus-tré dans la �gure 5.11. Notons que l'autre trajet (équivalent ou plus 
oûteux) sera dé�nitivementabandonné.
min

  

c  = 8.2
V 

c  = 8.6
V  
1 

c  = 8.2
V 
0 

Fig. 5.11 � L'opération de 
omparaison dans la propagation d'onde 
lassique
140



4 La propagation d'onde symboliqueDans la propagation d'onde symbolique, l'opération de 
omparaison 
on
erne les deux fon
tions
c0
V et c1

V de la façon suivante : si le graphe de ci
V est en dessous du graphe de c1−i

V sur une périodedonnée, alors le trajet Hi → V sera 
hoisi pour atteindre V pendant 
ette période, 
omme illustrédans la �gure 5.12.Selon 
e prin
ipe, le trajet optimal pour atteindre V peut varier selon les périodes (
e qui n'étaitpas le 
as pré
édemment). En e�et, si les graphes des fon
tions c0
V et c1

V se 
hevau
hent, alors il peuty avoir "alternan
e" dans les trajets optimaux. Dans la �gure 5.12, par exemple, le trajet optimalpour atteindre V est H0 → V (partie verte dans le graphe de cV ), puis H1 → V (partie bleue), puisde nouveau H0 → V .
d 

d

c  

c  

V  
1 

  

min
d

c  
V  

  

V 
0 

Fig. 5.12 � L'opération de 
omparaison dans la propagation d'onde symboliqueSi nous détaillons l'exemple de la �gure 5.12, nous avons les expressions de fon
tions suivantes :
c0
V : d 7→





4 si d ∈ [0, 2]
−1/3 · d + 14/3 si d ∈ [2, 6]
3 · d− 12 si d ∈ [5, 6]
6 si d ∈ [6, 10]Et :

c1
V : d 7→





2 si d ∈ [0, 3]
3 · d− 7 si d ∈ [3, 4]
−1/2 · d + 7 si d ∈ [4, 6]
4 si d ∈ [6, 10]L'opération de 
omparaison donne :

cV : d 7→





2 si d ∈ [0, 3]
3 · d− 7 si d ∈ [3, 7/2]
−1/3 · d + 14/3 si d ∈ [7/2, 5]
3 · d− 12 si d ∈ [5, 38/7]
−1/2 · d + 7 si d ∈ [38/7, 6]
4 si d ∈ [6, 10]

(5.3)
Tout 
omme pour la 
omposition de fon
tions, l'opération de 
omparaison peut être e�e
tuée àl'aide d'opérateurs standards, mais aussi à l'aide d'un opérateur spé
i�que, exploitant les propriétésdes fon
tions manipulées. 141



Chapitre 5. Plani�
ation de traje
toire en présen
e de 
ourants variables dans le tempsDans 
ette optique, nous proposons un opérateur fon
tionnant de la façon suivante :� Initialiser cV à t = 0 : cV = ci
V si ci

V (0) < c1−i
V (0) ; cV = c1−i

V sinon.� A 
haque interse
tion à l'abs
isse d = dI entre les graphes de c0
V et c1

V , 
hanger la dé�nitionde cV : si cV était dé�nie par l'expression ci
V avant dI , alors cV est dé�nie par l'expression c1−i

Vaprès dI .Le 
al
ul des interse
tions entre les graphes est rendu très simple par la linéarité par mor
eauxdes fon
tions. Un opérateur suivant 
e prin
ipe sera utilisé lors de nos tests de performan
es. Il estdétaillé dans l'annexe 3 de 
ette thèse.4.2 Lo
alisation du minimumComme expliqué pré
édemment, 
haque fon
tion cX est 
omposée d'une su

ession de segmentsde droite [Mi, Mi+1], ave
 Mi = (di, cX(di)).Le minimum de cX peut don
 être fa
ilement 
al
ulé en énumérant ses segments, et en lo
ali-sant la valeur de di pour laquelle cX(di) est minimal. Ainsi, au
une méthode d'optimisation n'estné
essaire i
i.4.3 Mise à jour du front d'ondeComme on peut le voir dans la ligne 13 de l'algorithme, le front d'onde est su

essivement déve-loppé à partir de sa "tête" H, 
'est à dire la 
ase de moindre 
oût.Dans le 
as de 
oûts s
alaires, 
ette façon de pro
éder permet de garantir l'optimalité du 
oûtentre la 
ase de départ et H. En e�et, toute autre 
ase X du front d'onde ayant déjà un 
oût supé-rieur ou égal à H, il n'y a pas de moyen d'améliorer le 
oût pour atteindre H en faisant un détourpar X. Formellement parlant, puisque à la base nous avons cH ≤ cX et puisque MH,X > 0, alorsné
essairement cH < cX +MH,X .Sur 
e 
onstat, toute 
ase du front d'onde ayant déjà été développée n'a plus à être ré-évaluée parla suite, puisque toutes les évaluations futures seront for
ement plus élevées. Ainsi, dans l'algorithmede la propagation 
lassique (�gure 1.18 page 36), les 
ases ayant été développées par le front d'ondesont sto
kées dans un ensemble D. Par la suite, les 
ases appartenant à D sont ex
lues du pro
essusd'évaluation.Dans le 
as où les 
oûts sont des fon
tions, 
e prin
ipe n'est plus appli
able. Il n'y a plus véri-tablement de notion d'ordre entre les 
oûts, puisque dès lors que le graphe de deux fon
tions cX et
cY se 
hevau
hent, il n'est plus possible d'identi�er si cX est supérieure à cY et inversement.Nous avons partiellement résolu 
e problème en ne 
omparant pas les fon
tions entre elles, maisdes représentants de 
es fon
tions. Dans notre algorithme, nous avons 
hoisi le minimum des fon
-tions, mais d'autres 
hoix auraient été possibles, 
omme la valeur moyenne par exemple. Cependant,quel que soit le représentant utilisé, 
elui-
i est une valeur s
alaire qui aboutit inévitablement à uneperte d'information sur la fon
tion initiale (domaine de variation, pente, et
.).142



4 La propagation d'onde symboliqueDès lors, nous n'avons plus la garantie, 
omme pré
édemment, que le 
oût de toute 
ase déve-loppée par le front d'onde ne peut être amélioré par la suite. C'est notamment le 
as si les 
oûtsde dépla
ement, donné par la métriqueM′, évoluent de façon radi
alement di�érente, voir opposée,dans une même région de la grille.Pour illustrer 
e point, prenons l'exemple de la �gure 5.13. Les métriquesM′, représentées dansles ellipses, illustrent le 
oût de quelques dépla
ements entre des 
ases A, B, C, D et E. Commeon peut le voir, l'évolution du 
oût de dépla
ement entre A et D est très di�érente selon que nouspassons par B ou par C. Si nous passons par B, le 
oût est initialement élevé puis diminue, et sinous passons par C, nous avons exa
tement l'inverse.
A B

D

E

C
t

t

t

t

t

A,B

A,C

C,D

B,D

D,E

’

’

’

’

’

3

7

1

3

4

2

7

4

5

1

Fig. 5.13 � Exemple de fon
tions de 
oût entraînant des re-developpements de 
asesLes 
arrés représentent des 
ases de la grille, et les ellipses 
ontiennent les fon
tions M′modélisant l'évolution du 
oût de 
ertains dépla
ements entre 
es 
ases.Nous allons montrer que dans 
e 
ontexte, nous ne pouvons plus nous permettre de développerles 
ases du front d'onde une seule fois, sous peine d'être sous-optimal.Appliquons la propagation d'onde symbolique sur l'exemple de la �gure 5.13. Les développe-ments su

essifs sont illustrés dans la �gure 5.14. Dans (a), la 
ase A évalue ses deux voisins B et
C. Ensuite, dans (b) la 
ase de 
oût minimal est 
hoisie pour être développée, 
'est à dire B (
ar leminimum de la fon
tion cB est égal à 1, 
e qui est inférieur au minimum de la fon
tion cC , égal à4). Puis, selon le même prin
ipe, la 
ase D est développée, et évalue la 
ase E.143



Chapitre 5. Plani�
ation de traje
toire en présen
e de 
ourants variables dans le temps
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(b) (c)Fig. 5.14 � Propagation d'onde symbolique ave
 développement unique des 
ases.La �gure illustre l'exé
ution de l'algorithme de la propagation d'onde symbolique surl'exemple de la �gure 5.13, ave
 la 
ontrainte de ne développer 
haque 
ase qu'une seulefois. Les 
ases rouges sont les 
ases développées, les 
ases vertes en attente de développe-ment, et les 
ases noires sont inexplorées. A 
haque itération, la tête du front d'onde est miseen valeur en gras.Si nous gardons le prin
ipe de ne développer les 
ases qu'une seule fois, le 
oût de la 
ase D nepourra plus jamais être amélioré, notamment depuis C. Il en va de même pour le 
oût de E. Nousaboutissons don
 à la 
on
lusion que la date optimale pour atteindre E est d = 0, le 
hemin asso
iéétant A→ B → D → E, de 
oût 9.Mais, en réalité, 
ette solution n'est pas optimale. Pour s'en 
onvain
re, illustrons, dans la �gure5.15, 
e que nous aurions obtenu en autorisant une ré-évaluation de D en provenan
e de C. Nouspouvons 
onstater dans la partie (e) que la partie droite de cD est améliorée, passant d'un 
oût 7à un 
oût 5. Ensuite, dans la partie (f), 
ette amélioration est réper
utée sur la fon
tion cE , 
e quipermet de diminuer le 
oût du trajet de A à E. Cette fois, pour une même date de départ d = 0, le
oût est de 7 et le 
hemin asso
ié est A→ C → D → E.Ce problème est 
onnu depuis bien longtemps dans le domaine beau
oup plus général de la théo-rie des graphes. Dans [Eve79℄ notamment, Even explique que dans le 
as de fon
tions variables dansle temps, il n'est pas possible d'appliquer des algorithmes de plus 
ourt 
hemin de type Dijkstra[Dij59℄, dont la propagation d'onde (
lassique) fait partie.Partant de 
e prin
ipe, Orda et Rom ont don
 proposé un algorithme de plus 
ourt 
hemin detype Ford [FF58℄, 
'est à dire ne privilégiant pas une 
ase en parti
ulier pour propager les 
oûts.Dans 
et algorithme, appelé SW2 (pour Sour
e Waiting 2), toutes les 
ases dont le 
oût a 
hangéentre deux itérations sont utilisées 
omme sour
e de propagation.Si 
ette manière de pro
éder permet de garantir l'optimalité de la solution, 
e n'est pas la seule.144



4 La propagation d'onde symbolique
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(d) (e) (f)Fig. 5.15 � Propagation d'onde symbolique ave
 développement multiple des 
ases.La �gure illustre 
ontinue l'exé
ution de la �gure 5.14, en autorisant le re-développement de
ases. En (f), la 
ase D est re-développée, permettant d'améliorer le 
oût d'atteinte de la
ase E, qui passe de 9 à 7.Nous pouvons également modi�er la propagation d'onde 
lassique en autorisant le re-développementdes 
ases. C'est 
e que nous avons fait dans la propagation d'onde symbolique, à la ligne 13. Toute
ase dont le 
oût est amélioré peut être ré-inje
tée dans le front d'onde.La di�éren
e majeure ave
 l'appro
he de Orda et Rom est que la notion de tête de front d'ondeest 
onservée, 
e qui permet de globalement guider la re
her
he vers les régions de moindre 
oût.Nous allons voir dans la partie expérimentale de 
e 
hapitre que 
e guidage est parti
ulièremente�
a
e pour des instan
es de notre problème, 
'est à dire en présen
e de 
ourants variables dans letemps. Ce
i est dû au fait que l'évolution des 
ourants est généralement progressive dans l'espa
e etdans le temps, 
e qui rend l'apparition d'exemples pathologiques (
omme la �gure 5.13) plut�t rareet lo
alisée.4.4 Extra
tion de la solution optimalePar dé�nition, la date de départ optimale d∗ re
her
hée, 
'est à dire 
elle minimisant le tempsde par
ours entre Ã et B̃, est le minimum de la fon
tion de 
oût c eB, 
omme illustré dans la �gure5.16a.Pendant l'exé
ution de l'algorithme de propagation d'onde, pour 
haque 
ase X explorée, le mi-nimum de la fon
tion de 
oût cX est 
al
ulé, et sto
ké dans l'attribut dX . Ainsi, dès que le frontd'onde atteint la 
ase d'arrivée B̃, la date d∗ est 
onnue : il s'agit de la valeur d'attribut d eB.Une fois la date d∗ 
onnue, le temps de par
ours optimal pour 
haque 
ase de la grille est éga-lement 
onnu : il est simplement donnée par cX(d∗). En évaluant ainsi toutes les fon
tions de 
oût
cX à la date d∗, nous revenons dans le 
adre "
lassique" de la propagation d'onde : une grille de145



Chapitre 5. Plani�
ation de traje
toire en présen
e de 
ourants variables dans le temps
oûts uniquement 
onstituée de grandeurs s
alaires. Dans 
es 
onditions, les méthodes 
lassiques de
onstru
tion de 
hemin, telles que le hill 
limbing, sont appli
ables.La traje
toire optimale obtenue pour le problème de la �gure 5.3 est présentée dans la �gure5.16b. La partie de la traje
toire 
olorée en bleu 
orrespond à la portion exé
utée dans 
haque 
artedes 
ourants. On 
onstate que la date d∗ 
hoisie de telle sorte que le robot soit globalement porté parles 
ourants sur 
haque portion. En d'autres termes, la valeur de d∗ fait en sorte que la traje
toireasso
iée exploite au mieux 
ha
une des deux 
artes des 
ourants.

(b)(a)

d    

d* 

c B

A A

BB

Fig. 5.16 � Solution optimale pour le problème de la �gure 5.3(a) fon
tion de 
oût c
B
et date de départ optimale ; (b) traje
toire asso
iée. Dans 
haque
arte des 
ourants, la partie bleue, exé
utée par le robot tire au mieux parti des 
ourantspour minimiser le temps de par
ours global entre eA et eB.4.5 Complexité temporelle dans le pire des 
asEvaluons tout d'abord le temps de 
al
ul né
essaire à une itération i de l'algorithme :� Ligne 6 (Ré
upération de la tête H du front d'onde) : O(1) (temps 
onstant) si une stru
turede tas binaire (ou équivalent) est utilisée.� Ligne 8 et 9 (Cal
ul du 
oût temporaire ctemp

V de V ) : O(k · i) ;� Ligne 10 (E�e
tation du 
oût cV ) : O(1), par référen
e.� Ligne 12 (Lo
alisation du minimum de cV ) : O(k · i).� Ligne 13 (Ajout de Pj dans le front d'onde) : O(log(i)), pour maintenir la stru
ture de tas.� Ligne 14 (Suppression de H du front d'onde) : O(1).Preuve : Nombre d'opérations asso
iées aux lignes 8 et 9 et 12.Le nombre d'opérations né
essaires tant pour l'évaluation d'une 
ellule V que pour la lo
alisationde la date optimale est en O(nV ), où nV est le nombre de mor
eaux (i.e. de segments de droite)
omposant la fon
tion de 
oût cV . 146



4 La propagation d'onde symboliqueNous savons que cV est dé�nie par :
cV : d 7→ min{c0

V , c1
V }où cj

V représente les fon
tions de 
oût asso
iées aux 2 origines 
on
urrentes H0 et H1 pour at-teindre la même 
ase V .Nous savons également que 
haque fon
tion cj
V est donnée par :

cj
V = cHj

+M′
Hj ,V ◦ (cHj

+ d)Comme nous l'avons vu dans la partie 4.1.1, le graphe de la métriqueM′ est 
onstitué d'une sériede paliers et de phases transitoires. A 
haque 
hangement de 
ourant, on trouve (éventuellement)un palier suivi d'une transition. Comme il y a k 
hangements de 
ourants, le graphe deM′
Hj ,V est
omposé d'au plus 2k mor
eaux.Ainsi, si nHj

était le nombre de mor
eaux de cHj
, alors cj

V 
ontient au plus 2k + nHj
mor
eaux.Il vient don
 :

nV ≤ 4k + nH0 + nH1Si nous réitérons 
e raisonnement sur les 
ases H0 et H1, nous obtenons :
n0

H ≤ 4k + nH2 + nH3où H2 et H3 sont les 2 origines 
on
urrentes pour H0.Et :
n1

H ≤ 4k + nH4 + nH5où H4 et H5 sont les 2 origines 
on
urrentes pour H1.D'où :
nV ≤ 4k + 4k + 4k + nH2 + nH3 + nH4 + nH5Et ainsi de suite, sur les 
ases Hj restantes.Au bout de la rème appli
ation de 
e raisonnement, tous les prédé
esseurs Hj seront égaux àleur origine 
ommune, 
'est à dire la 
ase Ã. Le nombre de mor
eaux nV sera alors borné par :

nV ≤ 4k · (2r + 1)147



Chapitre 5. Plani�
ation de traje
toire en présen
e de 
ourants variables dans le tempsLa quantité 2r représente le nombre de 
ases 
ouvertes par le front d'onde à l'itération i. A
haque itération, ρ 
ases sont développées, où ρ désigne la taille du voisinage (8 pour le voisinage deMoore, par exemple). Don
, à la ième itération, le front d'onde a 
ouvert au plus ρ · i 
ases. Ainsi ilvient :
2r ≤ ρ · iEt :

nV ≤ 4k · (ρ · i + 1)D'où un nombre d'opérations en O(k · i). �Comme on peut le voir dans la ligne 13 de l'algorithme, à l'itération i, toute 
ase de l'environ-nement peut être ajoutée au front d'onde si sa fon
tion de 
oût a 
hangé, y 
ompris 
elles qui ontdéjà pré
édemment appartenu au front d'onde (aux itérations k = [1, i]). Ainsi, 
haque 
ase du frontd'onde peut être amenée à être développée i fois.Soit N = n ×m le nombre de 
ases dans la grille. Dans le pire des 
as, le front d'onde explorel'intégralité des N 
ases. On en déduit que l'algorithme requiert un temps de 
al
ul en :
O

(
N∑

i=1

i · (k · i + log i)

)
= O

(
N∑

i=1

k · i2
)

= O

(
k · N(N + 1)(2N + 1)

6

)
= O

(
k ·N3

)A titre 
omparatif, selon Orda et Rom, l'algorithme SW2 proposé dans [OR90℄ requiert un tempsde 
al
ul en O(V ·E ·F ) où V est le nombre de noeuds dans le réseau, E le nombre d'ar
s reliant 
esnoeuds, et F le nombre d'opérations né
essaires pour e�e
tuer les traitements élémentaires sur lesfon
tions de 
oût (
omposition et 
omparaison). Dans notre problème, les 
ases de la grille jouent ler�le des noeuds du réseau. On a don
 V = N . Ensuite, du fait que les noeuds sont organisés en grille,
E est en O(N). En�n, nous avons vu 
i-dessus que F était en O(k ·N). Ainsi, ave
 nos notations,nous obtenons une 
omplexité temporelle dans le pire des 
as en O(k ·N3).Ainsi, en fon
tion de la taille du problème (
'est à dire les quantités k et N) la propagationd'onde symbolique et l'algorithme SW2 requièrent tous deux un temps de 
al
ul en O(k ·N3) dansle pire des 
as2.Toutefois, nous allons voir que dans le 
adre de notre appli
ation (des 
ourants variables dansle temps) la propagation d'onde symbolique évalue beau
oup moins de 
ases que l'algorithme SW2.Ce
i est dû au fait que dans 
e 
ontexte spé
i�que, le guidage du �ux 
al
ulatoire (par la notion detête de front d'onde) est parti
ulièrement e�
a
e, et évite des ré-évaluations inutiles. C'est 
e quenous montrerons dans la partie expérimentale, se
tion 6.5 Ajout d'obsta
les dans l'environnementDans 
ette partie, nous allons étudier l'impa
t de l'ajout d'obsta
les (�xes et mobiles) dansl'environnement sur l'algorithme et sur la solution obtenue.2Notons que dans 
e temps de 
al
ul, l'in�uen
e de N (la taille de la grille) est prépondérante, puisque l'ordre degrandeur de N est déjà de 104 pour une résolution moyenne, et que 
ette quantité est élevée au 
ube. k de l'ordre de10, et n'agit que 
omme un fa
teur multipli
atif. 148



5 Ajout d'obsta
les dans l'environnement5.1 Obsta
les �xesLes obsta
les �xes sont depuis longtemps gérés dans la propagation d'onde 
lassique, de façontrès simple, par un pro
essus d'ex
lusion des 
ases faisant partie de 
es obsta
les. Plus pré
isément,les 
ases appartenant aux obsta
les �xes sont identi�ées par un prétraitement et labellisées. Par lasuite, 
es 
ases ne seront pas utilisées pour propager le front d'onde dans l'environnement.Une possibilité pour mettre en oeuvre 
e prin
ipe est de fournir l'ensemble O des 
ases ap-partenant aux obsta
les �xes à l'algorithme de la �gure 5.5 (page 133), puis de les éviter lors del'évaluation du voisinage de la tête du front d'onde. Con
rètement, il s'agit de modi�er la ligne 7 del'algorithme : pour 
haque V ∈ V(H) fairePar 
elle-
i : pour 
haque V ∈ (V(H) \ O) faireDe 
ette manière, les 
ases de l'ensemble O vont 
onserver leur 
oût initial, 
'est à dire +∞, etseront naturellement évitées lors de la phase de hill 
limbing. Bien sûr, d'autres moyens de réalisationsont possibles, 
omme l'ajout d'un attribut "interdit" (booléen) à 
haque 
ase, où l'utilisation d'un
oût spé
ial, 
omme nous l'avons fait dans la 
ollision d'ondes (page 167).Grâ
e à 
ette unique modi�
ation, la propagation d'onde symbolique permet à présent de plani�erdes traje
toires évitant des obsta
les �xes. A titre illustratif, nous avons appliqué 
ette nouvelleversion de l'algorithme au problème de la �gure 5.3 en présen
e d'un obsta
le �xe re
tangulaire, etfourni le résultat dans la �gure 5.17.
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c B

A A
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Fig. 5.17 � Impa
t d'un obsta
le �xe sur le problème de la �gure 5.3La �gure présente la solution optimale 
al
ulée en ajoutant un obsta
le �xe re
tangulaire(en gris) dans l'environnement de la �gure 5.3. (a) fon
tion de 
oût c
B
(rouge) et date dedépart optimale (ligne bleue) ; (b) traje
toire asso
iée. Dans 
haque 
arte des 
ourants, lapartie bleue, exé
utée par le robot tire au mieux parti des 
ourants pour minimiser le tempsde par
ours global entre eA et eB. 149



Chapitre 5. Plani�
ation de traje
toire en présen
e de 
ourants variables dans le temps5.2 Obsta
les mobilesPour garantir l'évitement d'obsta
les mobiles (dont nous 
onnaissons la traje
toire) une possibi-lité est de s'inspirer de la démar
he réalisée par Kimmel et al dans [KKB98℄, 
onsistant à intégrerdans les 
oûts les éventuels ralentissements dus aux obsta
les mobiles. Nous allons appliquer i
i 
ettedémar
he à la propagation d'onde symbolique.La traje
toire des obsta
les étant 
onnue, il est très aisé de 
al
uler pour 
haque 
ase X de lagrille l'intervalle des dates interdites, noté IX , pendant lesquelles X est o

upée par un obsta
le. Onpeut par exemple re
ourir à la programmation par 
ontraintes, en utilisant les 
ontraintes proposéesdans le 
hapitre 7 (page 186 et suivantes).L'intervalle IX est une union de sous-intervalles I1
X∪I2

X∪ ...Io
X . Chaque sous-intervalle Ii

X 
orres-pond à la ième o

upation de X par un obsta
le mobile (potentiellement le même). o est le nombretotal d'o

upations.Si le robot arrive à la 
ase X pendant un sous-intervalle Ii
X = [ti, ti], alors 
elui-
i devra ra-lentir pour n'arriver qu'à la date ti, 
'est à dire quand X sera libérée. Nous pouvons modéliser 
eralentissement par une fon
tion rX dé�nie 
omme suit :

rX(t) =

{
ti − t si ∃i / t ∈ [ti, ti]
0 sinon (5.4)où t représente la date d'arrivée en X.Le graphe de rX 
ontient des "pi
s" dans les intervalles où la 
ase X est o

upée par un obsta
le,
omme illustré dans la �gure 5.18. L'interprétation de 
es pi
s est la suivante : le ralentissement estmaximal en début d'o

upation de la 
ase par l'obsta
le (à t = ti) et diminue progressivement au
ours du temps, jusqu'à s'annuler quand l'obsta
le quitte la 
ase (à t = ti).
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14Fig. 5.18 � Fon
tion de ralentissement rXLa �gure illustre la fon
tion de ralentissement asso
iée à une 
ase X o

upée par un obsta
ledans les intervalles I1
X = [5, 7] puis I2

X = [10, 14].Grâ
e à la fon
tion rX , nous pouvons simplement re�éter l'impa
t des obsta
les mobiles sur lesfon
tions de 
oût, et don
 sur la traje
toire du robot. Il faut pour 
ela introduire 
ette fon
tion dansl'opération d'évaluation de la propagation d'onde symbolique.150



5 Ajout d'obsta
les dans l'environnementDans l'algorithme de la �gure 5.5 (page 133), le 
oût d'une nouvelle 
ase V , atteinte à partird'une 
ase H était évalué 
omme suit :
ctemp
V ← cH +M′

H,V ◦ (cH + d), d ∈WPour tenir 
ompte des obsta
les mobiles, il faut re
ti�er le 
oût ctemp
V de V , de façon tout à faitanalogue, grâ
e à la fon
tion de ralentissement rV :

ctemp′

V ← ctemp
V + rV ◦ (ctemp

V + d), d ∈WCette ligne devra être insérée à la ligne 9 de l'algorithme. Dans la ligne suivante, "cV ←
min{cV , ctemp

V }", le 
oût ctemp
V devra être rempla
é par le 
oût re
ti�é ctemp′

V .La �gure 5.19 illustre l'impa
t de 
ette modi�
ation sur la fon
tion de 
oût ctemp
V de la �gure5.10 (page 139).
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2 Fig. 5.19 � Impa
t de la fon
tion de ralentissement sur la fon
tion cV de la �gure 5.10On peut 
onstater que la fon
tion rV agit 
omme un "masque" sur la fon
tion ctemp

V : on retrouveles pi
s de rV dans le graphe de ctemp′

V partout où le robot doit ralentir. De façon plus formelle, nousavons :
ctemp
V : d→





4 si d ∈ [0, 2]
−1/3 · d + 14/3 si d ∈ [2, 5]
3 · d− 12 si d ∈ [5, 6]
6 si d ∈ [6, 10]D'où :

ctemp
V + d : d→





d + 4 si d ∈ [0, 2]
2/3 · d + 14/3 si d ∈ [2, 5]
4 · d− 12 si d ∈ [5, 6]
d + 6 si d ∈ [6, 10]151



Chapitre 5. Plani�
ation de traje
toire en présen
e de 
ourants variables dans le tempsLa fon
tion de ralentissement rV de la �gure 5.18 a pour expression :
rV : t→





0 si t ∈ [0, 5[
7− t si t ∈ [5, 7]
0 si t ∈ [7, 10[
14− t si t ∈ [10, 14]
t si t ∈ [14, +∞[La 
omposition de rV ave
 ctemp

V + d donne ensuite :
rV ◦ (ctemp

V + d) : d→





0 si d ∈ [0, 1[
−d + 3 si d ∈ [1, 2]
−2/3 · d + 7/3 si d ∈ [2, 7/2]
0 si d ∈ [7/2, 11/2[
−4 · d + 26 si d ∈ [11/2, 6]
−d + 8 si d ∈ [6, 8]
0 si d ∈ [8, 10]En�n, en additionnant 
ette dernière fon
tion ave
 ctemp

V , on obtient �nalement ctemp′

V :
ctemp′

V : d→





4 si d ∈ [0, 1[
−d + 7 si d ∈ [1, 7/2]
−1/3 · d + 14/3 si d ∈ [7/2, 5]
3 · d− 12 si d ∈ [5, 11/2[
−d + 14 si d ∈ [11/2, 8]
6 si d ∈ [8, 10]Grâ
e aux quelques modi�
ations proposées, la propagation d'onde symbolique permet à présentde plani�er des traje
toires évitant des obsta
les mobiles. A titre illustratif, nous avons appliqué
ette nouvelle version de l'algorithme au problème de la �gure 5.3 en présen
e d'un obsta
le mobilere
tangulaire, et fourni le résultat dans la �gure 5.20.On 
onstate que l'ajout de l'obsta
le mobile introduit un "pi
" dans la fon
tion de 
oût, là oùétait pré
édemment lo
alisée la date optimale (sans obsta
le mobile). La date de départ optimaleest don
 di�érée, de sorte de limiter au plus le sur
oût dû au 
ontournement de l'obsta
le.De manière plus générale, la propagation d'onde symbolique ainsi modi�ée permet d'éviter lesobsta
les mobiles en e�e
tuant un 
ompromis entre les éléments suivants :1. Dé
alage de la date de départ,2. Contournement spatial de l'obsta
le (détour),3. Variation de la vitesse du robot (i
i, ralentissement uniquement).Ainsi, la propagation d'onde symbolique semble 
onstituer une alternative séduisante aux te
h-niques de modulation de vitesse, notamment 
elle que nous proposons dans le 
hapitre 7. En e�et,les te
hniques de modulation de vitesse n'agissent, par nature, que sur le 3ème levier de la liste
i-dessus, 
e qui peut aboutir aux problèmes de sous-optimalité et d'in
omplétude mis en avant dansl'état de l'art (page 54). 152



6 Résultats expérimentaux
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Fig. 5.20 � Impa
t d'un obsta
le mobile sur le problème de la �gure 5.3La �gure présente la solution optimale 
al
ulée en ajoutant un obsta
le mobile re
tangulaire(en rouge) dans l'environnement de la �gure 5.3. (a) fon
tion de 
oût c
B

(gris : fon
tionde 
oût sans obsta
le mobile ; rouge : ave
 obsta
le mobile) et date de départ optimale(ligne bleue) ; de (b) à (f) traje
toire optimale (rouge : obsta
le mobile, bleu fon
é : position
ourante du robot ; bleu 
lair = portion de traje
toire déjà e�e
tuée).L'ajout des leviers 1 et 2 pourrait permettre de limiter voire supprimer 
es problèmes, au prix d'untemps de 
al
ul plus long. Une étude plus approfondie, notamment une 
omparaison de performan
es(similaire à 
elle e�e
tuée 
i-dessous) serait intéressante.6 Résultats expérimentauxLe but de 
ette se
tion est d'appré
ier les gains de performan
es apportés par propagation d'ondesymbolique par rapport à l'algorithme SW2 d'Orda et Rom. Pour 
ela, nous avons suivi le proto
oleexpérimental suivant :� Nous avons utilisé les mêmes 
artes des vents que dans le 
hapitre 4 : une base de 100 
artes
olle
tées sur Metéo Fran
e [MF℄. Chaque 
arte a une validité de 6 heures.� Sur la base de 
es 
artes, 
haque 
as de test a été généré de la façon suivante :1. Les points de départ et d'arrivée A et B ont été pla
és aléatoirement dans l'environne-ment ;2. L'indi
e p ∈ [1, 100] de la première 
arte des vents dans la base, ainsi que le nombre de
hangement de 
ourants k ∈ [1, 5] ont également été 
hoisis de façon aléatoire3.3Ave
 toutefois la 
ontrainte que p+k ∈ [1, 100], pour 
onserver la 
ohéren
e temporelle des données. Un bou
lagesur la 
arte numéro 1 au dela de 100 n'aurait pas de sens physique.153



Chapitre 5. Plani�
ation de traje
toire en présen
e de 
ourants variables dans le tempsLes valeurs de p et k permettent de 
onnaître intégralement l'évolution de l'environnement au
ours de la mission. Par exemple, si p = 56 et k = 2 la mission aura une durée T = 6× 3 = 18h, etl'en
haînement des 
ourants sera le suivant : 
ourants de la 
arte n�56 de t = 0 à t = 6, puis 
arten�57 de t = 6 à t = 12, et ainsi de suite. Cette évolution est illustrée dans la �gure 5.21.
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Fig. 5.21 � Un 
as de test et la solution obtenue par la propagation d'onde symbolique(a) fon
tion de 
oût c
B

(rouge) et date de départ optimale (ligne bleue) ; De (b) à (d) :traje
toire asso
iée (gris = partie déjà e�e
tuée, bleu = partie en 
ours d'exé
ution, pointillés= partie restant à e�e
tuer).Dans 
e 
ontexte, nous avons 
omparé le nombre de 
ases développées par la propagation d'ondesymbolique et l'algorithme SW2, pour des grilles de N 
ases. Nous savons que dans le pire des 
as,le nombre de 
ases développées par 
ha
un des algorithmes est en O(N2), 
'est à dire que 
haque
ase de la grille est développée O(N) fois.Nous proposons d'évaluer dans quelle mesure le nombre observé de 
ases développées s'éloignede 
e pire des 
as dans le 
ontexte parti
ulier de nos tests, 
'est à dire quand l'évolution des 
oûtsdans le temps est dire
tement lié à des 
artes de 
ourant réalistes.154



6 Résultats expérimentauxPour 
e faire, nous avons appliqué les deux appro
hes 500 fois pour 
haque valeur de N , et
al
ulé le nombre moyen de 
ases développées. Les résultats sont illustrés dans les �gures 5.22 et5.23 
i-après.
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Fig. 5.22 � Nombre moyen de 
ases développées par l'algorithme SW2En rouge : tous développements 
ompris ; en jaune : re-développements uniquement.
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Fig. 5.23 � Nombre moyen de 
ases développées par la propagation d'onde symboliqueEn rouge : tous développements 
ompris ; en jaune : re-développements uniquement.En e�e
tuant des régressions sur les données, nous avons 
onstaté que le nombre de 
ases déve-loppées était en O(N) pour la propagation d'onde symbolique et en O(N2) pour l'algorithme SW2(ave
 un 
oe�
ient de détermination R2 > 0.999). Les performan
es des deux algorithmes sont don
radi
alement di�érentes sur nos jeux de tests. 155



Chapitre 5. Plani�
ation de traje
toire en présen
e de 
ourants variables dans le tempsPour donner un ordre de grandeur, pour N = 10000 (
e qui 
orrespond à une grille de taille
100× 100, résolution raisonnable pour des appli
ations en robotique mobile), l'algorithme SW2 estenviron 10 fois plus lent que la propagation symbolique, et il semblerait que 
et é
art augmente ave

N . En e�et, sur la base des régressions e�e
tuées, le rapport entre le nombre de 
ases développéespar l'algorithme SW2 et par la propagation d'onde symbolique est en O(N).Cette di�éren
e dans les performan
es est due à la fois à la nature des données du problème età la nature des algorithmes.Tout d'abord, les situations "pathologiques" entraînant des re-développements (
omme 
elui ex-pli
ité page 143), 
'est à dire de brusques 
hangements dans l'expression des fon
tions de 
oûts(une quasi-inversion), sont très peu fréquentes dans nos 
artes. En e�et, un 
hangement brutal auniveau les 
oûts suppose un 
hangement brutal dans les 
ourants (dans leur dire
tion et/ou dansleur intensité).Or, sur l'ensemble de nos 
artes, l'évolution des 
ourants est globalement progressive, tant dansl'espa
e que dans le temps. Nous avons notamment expliqué dans l'introdu
tion de 
e 
hapitre qu'uneinversion des 
ourants était possible, mais sur une longue durée, et en passant par une série d'étatsintermédiaires. Une inversion soudaine de 
ourant, bien que possible, est plut�t rare et lo
alisée.Ensuite, les deux algorithmes n'ont pas le même 
omportement vis à vis de 
es re-développements.Supposons qu'une 
ellule X ait déjà été développée. Celle-
i a donné naissan
e à des "des
endants"
X1, ..., Xj (les voisins de X, puis les voisins des voisins, et
.). Si le 
oût cX de 
ette 
ase X estamélioré par la suite, les deux algorithmes ne réagissent pas du tout de la même manière :� Dans la propagation d'onde symbolique, la 
ase X va être ré-inje
tée dans le front d'ondepour être de nouveau développée. Par 
onstru
tion, le minimum de la fon
tion cX est stri
te-ment inférieur au minimum des fon
tions cX1 , ..., cXj

. Comme les 
ases du front d'onde sonttriées par minima de leurs fon
tions de 
oût, la 
ase X va être re-developpée avant ses des
en-dants X1, ..., Xj . Ainsi, l'impa
t de l'amélioration du 
oût cX sera réper
uté sur les fon
tions
cX1 , ..., cXj

, avant que 
elles-
i n'aient eu le temps de donner naissan
e à de nouveaux des
en-dants. En d'autres termes, toute une partie du front d'onde (les des
endants de X) est "gelée"jusqu'à 
e que les nouvelles informations sur cX l'ait atteinte.� Dans SW2, toutes les 
ases ayant 
hangé entre deux itérations de l'algorithme sont sour
esde propagation d'information. Ainsi, si à l'itération i la 
ase X est modi�ée, 
elle-
i sera re-développée à l'itération i+1, mais il en sera également de même pour les derniers des
endantsde X (évalués à l'itération i). Ainsi, à partir de 
es des
endants, toute une partie de la grilleva être évaluée ave
 des 
oûts que nous savons sous-optimaux. L'ensemble des 
es 
ases seradont inévitablement ré-évalué par la suite.En résumé, l'impa
t du re-développement d'une 
ase est 
on�né à un 
ertain rayon autour de
ette 
ase pour la propagation d'onde symbolique, alors qu'il 
on
erne toute une partie de la grille(don
 un nombre de 
ases en O(N)) pour l'algorithme SW2. D'après les travaux de Vladimirsky[Vla03℄, il semble possible d'estimer 
e rayon en fon
tion du rapport entre la vitesse du drone et lavitesse des 
ourants (appelé 
oe�
ient "d'anisotropisme").156



7 Con
lusionIl serait intéressant de mener des études 
omplémentaires pour tenter de mieux 
omprendre dansquelles 
onditions apparaissent des re-développements (di�éren
e de norme ou de dire
tion entre deuxve
teurs-vitesses de 
ourant su

essifs), mais aussi pour quanti�er le rayon évoqué pré
édemmentdans notre 
adre appli
atif.7 Con
lusionNous avons introduit dans 
e 
hapitre une nouvelle variante de la propagation d'onde, appeléepropagation d'onde symbolique, 
apable de déterminer, étant donné l'évolution des 
ourants dans letemps, la date de départ optimale d∗ (et la traje
toire optimale asso
iée) minimisant le temps depar
ours entre deux points de l'environnement.Nous avons montré expérimentalement que la propagation d'onde symbolique pouvait permettrede substantiels gains de performan
es 
omparée à l'algorithme SW2, dans le 
as parti
ulier de mis-sions standard de longue durée pour drones. Il serait intéressant d'étudier dans quelle mesure 
erésultat est généralisable.Nous avons également montré que 
ette appro
he était fa
ilement modi�able, a�n de permettrel'évitement d'obsta
les dans l'environnement, �xes 
omme mobiles.L'ensemble de 
es résultats a été publié dans les a
tes de la 
onféren
e planSIG'08 (Workshopof the UK Planning and S
heduling Spe
ial Interest Group) ainsi que dans 
eux de la 
onféren
eICRA'09 (International Conferen
e on Roboti
s and Automation). Le le
teur interessé pourra res-pe
tivement 
onsulter [STR08b℄ et [STR09℄.Il est important de mentionner que la propagation d'onde symbolique ne permet pas seulementd'obtenir la traje
toire optimale asso
iée à la date d∗, mais toutes les traje
toires optimales possibles,pour n'importe quelle date de départ d.Pour 
ela, il su�t d'appliquer exa
tement la même démar
he que 
elle présentée dans la partie4.4 (page 145) : évaluer toutes les fon
tions de 
oût cX à d = d puis appliquer l'algorithme de hill
limbing.Ainsi, sans 
hangement dans les données du problème, la 
onstru
tion de la traje
toire optimaleasso
iée à une date quel
onque d est quasi-immédiate, puisque la propagation d'onde n'a pas à êtrere-e�e
tuée. Le temps requis par le hill 
limbing est quant à lui négligeable.Cette propriété permet à l'utilisateur de rapidement tester des dates de départ alternatives. Sile robot, pour une raison te
hnique par exemple, ne peut partir à d = d∗, mais à d = d, alorsl'utilisateur pourra appré
ier très rapidement l'impa
t de 
e 
hangement sur le 
oût mais aussi surla 
hemin asso
ié.Dans la �gure 5.24 notamment, on peut 
onstater qu'un départ à d = d 
hange le 
�té de
ontournement de l'obsta
le �xe. 157



Chapitre 5. Plani�
ation de traje
toire en présen
e de 
ourants variables dans le temps
d

d*

B B

dc B

A AFig. 5.24 � Impa
t d'un départ di�éré sur l'exemple de la �gure 5.17Un départ à d = d au lieu de d = d∗ peut signi�
ativement modi�er l'allure de la traje
toireoptimale (en bleu). I
i, le 
�té de 
ontournement de l'obsta
le a 
hangé. La propagationd'onde symbolique permet d'appré
ier 
e 
hangement de façon quasi-instantanée.A l'issue de 
e 
hapitre, nous disposons de don
 deux variantes de la propagation d'onde : lapropagation d'onde 
oulissante, 
apable de traiter les 
ourants forts (introduite dans le 
hapitrepré
édent), et la propagation d'onde symbolique, 
apable de traiter les 
ourants variables dans letemps.La 
ontinuité naturelle de 
es travaux serait don
 de fusionner les résultats de 
es deux variantes,pour traiter 
es deux problématiques de manière uni�ée. Cette fusion peut être réalisée de deuxmanières di�érentes :� Introduire la date de départ d dans la propagation d'onde 
oulissante,� Introduire la notion de 
urseur (
f. page 112) dans la propagation d'onde symboliqueCes deux modi�
ations reviennent à étendre la propagation d'onde 
oulissante dans un espa
e-temps 3D (~x, ~y,~t). Cette extension est présentée dans la partie "perspe
tives" de 
ette thèse, page208.
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Troisième partieAutres 
ontributions





Introdu
tionCette partie présente deux autres 
ontributions un peu plus mineures dans de domaine de laplani�
ation de traje
toire.Le 
hapitre 6 introduit le 
on
ept de 
ollision d'ondes [ST07℄, qui permet la plani�
ation demultiples 
hemins (entre plusieurs points à visiter) de façon e�
a
e. Nous montrons que 
e 
on
eptpeut diviser le temps de 
al
ul jusqu'à 4, 
omparé à l'utilisation répétée (pour 
haque 
hemin) de lapropagation d'onde.Le 
hapitre 7 propose d'utiliser la programmation par 
ontraintes pour moduler la vitesse durobot [STR07℄. La modulation de vitesse 
onsiste à générer un pro�l de vitesse que doit suivre ledrone sur un 
hemin prédé�ni. Ce pro�l a pour but d'éviter les obsta
les mobiles (en a

élérantou en ralentissant). La programmation par 
ontraintes aboutit à une te
hnique de modulation devitesse robuste aux 
hangements des 
ara
téristiques du problème. En e�et les 
hangements dans laformulation du problème peuvent être assez aisément pris en 
ompte par l'ajout, la modi�
ation oula suppression de 
ontraintes dans le modèle.





Chapitre 6Plani�
ation de traje
toire pour missionsmulti-sites
Sommaire1 Introdu
tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1632 Formulation du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1643 La 
ollision d'ondes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1653.1 Prin
ipe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1653.2 Algorithme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1674 Etude de performan
es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1714.1 Etude théorique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1724.2 Résultats expérimentaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1744.3 Dis
ussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1755 Con
lusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178
1 Introdu
tionJusqu'à présent, nous avons 
onsidéré que les robots mobiles étaient utilisés pour e�e
tuer desmissions assez simples, 
onsistant à relier deux sites A et B dans son environnement. Mais en règlegénérale, les missions à réaliser impliquent bien plus que deux sites.Notamment, les missions de re
onnaissan
e, de surveillan
e ou en
ore de sauvetage peuventamener à visiter plusieurs dizaines de sites, dans un ordre non 
onnu à l'avan
e. C'est au 
ours dupro
essus de plani�
ation que 
et ordre sera �xé, a�n de minimiser un 
oût c.A titre illustratif (et par sou
i de 
ohéren
e ave
 les autres 
hapitres) nous supposerons que creprésente le temps de par
ours du robot. Cependant, d'autres 
oûts sont utilisables selon le domained'appli
ation : 
onsommation d'énergie, probabilité d'être déte
té, et
.Dans 
e 
ontexte multi-sites, la plani�
ation de traje
toire se révèle don
 beau
oup plus 
om-plexe qu'auparavant, puisqu'elle 
onsiste à résoudre deux sous-problèmes de niveau d'abstra
tiondi�érents :



Chapitre 6. Plani�
ation de traje
toire pour missions multi-sites1. Une plani�
ation mi
ros
opique : 
al
uler, pour 
haque 
ouple de sites (Si, Sj), le tronçon detraje
toire permettant de relier Si et Sj en minimisant c et en tenant 
ompte de l'environne-ment.2. Une plani�
ation ma
ros
opique : déterminer l'ordre de visite des sites Si minimisant c. Au-trement dit, il s'agit de trouver la su

ession de tronçons (
al
ulés au niveau mi
ros
opique)qui, pla
és bout à bout, permettent de 
onstruire une traje
toire globale passant par tous lessites en un 
oût c minimal.Le deuxième sous-problème, que nous avons quali�é de plani�
ation ma
ros
opique, est une ins-tan
e d'un problème très 
onnu en intelligen
e arti�
ielle, appelé voyageur de 
ommer
e. Nous netraiterons pas 
e problème i
i, qui 
onstitue à lui seul une voie de re
her
he très a
tive.Dans 
e 
hapitre, nous nous atta
hons don
 à résoudre le premier sous-problème, appelé plani-�
ation mi
ros
opique. Nous allons proposer dans la se
tion 3 un 
on
ept appelé 
ollision d'ondes,permettant de plani�er simultanément tous les tronçons de traje
toire entre les sites. Nous mon-trerons que 
e 
on
ept permet de diviser les temps de 
al
ul par près de 3.5, par rapport à uneplani�
ation séquentielle des tronçons.2 Formulation du problèmeUn robot, dans un environnement planaire, doit visiter un ensemble de n sites {Si}i∈[1,n] en untemps minimal, en présen
e d'obsta
les �xes, tel qu'il est illustré dans la �gure 6.1a.Les résultats de 
e 
hapitre étant antérieurs à 
eux des 
hapitres 4 et 5, nous supposerons quel'environnement ne 
ontient pas de 
ourants. Toutefois, nous verrons dans la dis
ussion de 
e 
hapitredans quelle mesure les résultats de 
e 
hapitre sont généralisables à la présen
e de 
ourants.
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OFig. 6.1 � Un problème de plani�
ation de traje
toires muti-sites(a) un problème 
ontenant 4 sites (points verts) et 3 obsta
les �xes (surfa
es noires) ; (b) legraphe de 
onne
tivité asso
ié.Le robot est représenté par un objet pon
tuel évoluant dans un espa
e Eu
lidien C de dimension2, de repère orthonormé R = (O, ~x, ~y). Les obsta
les �xes sont quant à eux représentés par dessurfa
es fermées de forme quel
onque.L'ensemble des mouvements possibles entre les sites est modélisé par un graphe, appelé graphede 
onne
tivité, représenté dans la �gure 6.1b. 164



3 La 
ollision d'ondesFormellement parlant, il s'agit d'un 
ouple (N ,A), ave
 :� N = {Si}i∈[1,n] l'ensemble des noeuds, un noeud étant asso
ié à 
haque site à visiter ;� A = {aij = (i, j, cij)} l'ensemble des ar
s, 
haque ar
 aij étant asso
ié au tronçon traje
toire
Ti,j entre Si et Sj . La quantité cij représente le 
oût, en termes de temps de par
ours, de 
etronçon.Ce graphe est dit 
omplet 
ar il 
ontient les n(n− 1)/2 ar
s possibles reliant ses n noeuds.Notre problème 
onsiste à 
al
uler tous les tronçons de traje
toire Ti,j possibles entre les sites,
'est à dire un tronçon par ar
 aij du graphe de 
onne
tivité. Ces tronçons doivent éviter les obsta
les�xes et minimiser le temps de par
ours du robot.3 La 
ollision d'ondes3.1 Prin
ipeComme nous l'avons vu pré
édemment, la propagation d'onde, initialement proposé par Dorstet Trovato [DT88℄, est le seul algorithme garantissant l'absen
e de minima lo
aux et un temps de
al
ul raisonnable (polynomial). Nous allons don
 nous baser sur 
et algorithme pour plani�er lestronçons de traje
toire entre les sites.Si nous plani�ons de façon séquentielle les n(n−1)/2 tronçons possibles entre les n sites, il faudraau moins n− 1 propagations d'ondes su

essives :- 1 propagation d'onde d'origine S1, pour les n tronçons T1,2, T1,3, T1,4, ... , T1,n- 1 propagation d'onde d'origine S2, pour les n− 1 tronçons T2,3, T2,4, ... , T2,n- 1 propagation d'onde d'origine S3, pour les n− 2 tronçons T3,4, ... , T3,n- ...- 1 propagation d'onde d'origine Sn−1, pour le dernier tronçon Tn−1,nA la ième propagation d'onde, tous les tronçons atteignant Si en provenan
e des sites Si−1, Si−2,..., S1 ont déjà été 
al
ulés au 
ours des i− 1 propagations pré
édentes. Ainsi, la propagation d'ori-gine Si ne sert qu'à évaluer les tronçons restants. Ce
i est illustré dans la �gure 6.2, pour l'exemplede la �gure 6.1a.Cette démar
he séquentielle 
onduit à des 
al
uls inutiles, 
ar elle 
onsidère les di�érentes pro-pagations d'ondes 
omme indépendantes. Sous 
ette hypothèse, une même 
ase pourra être évaluéeplusieurs fois, par plusieurs fronts d'ondes di�érents. Suite aux 3 propagations d'ondes de la �gure6.2, par exemple, 28% des 
ases ont été évaluées 3 fois, et 38% l'ont été 2 fois. Ces régions sontexpli
itées dans la �gure 6.3. Dans le 
as général, où l'on a n − 1 propagations d'ondes, on pourradon
 être amené à évaluer n− 1 fois la même 
ase !Pour limiter 
ette redondan
e d'information, nous proposons d'e�e
tuer les propagations d'ondessimultanément plut�t que séquentiellement. Pour 
ela, nous nous sommes inspirés d'un 
on
ept uti-lisé dans la bran
he des Rapid Random Tree (RRT).165



Chapitre 6. Plani�
ation de traje
toire pour missions multi-sites
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Fig. 6.2 � Plani�
ation des tronçons par propagations d'ondes su

essivesPour n = 4 sites, il y a n(n−1)/2 = 6 tronçons possibles. (a) la propagation d'onde d'origine
S1 permet d'en 
al
uler 3 : T1,2, T1,3 et T1,4 ; (b) la propagation d'onde d'origine S2 permetd'en 
al
uler 2 : T2,3, T2,4 ; (
) En�n, la propagation d'onde d'origine S3 permet de 
al
ulerle dernier : T3,4.
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S1
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S3

S4Fig. 6.3 � Redondan
e de 
al
ul dans le 
as de propagations d'ondes su

essivesLes zones illustrées en gris ont été évaluées 2 voire 3 fois au 
ours des propagations d'ondesde la �gure 6.2, 
ar 
elles-
i sont réalisées de façon indépendante.Nous rappelons qu'un RRT [LaV98℄ est un arbre de re
her
he qui est progressivement étendudans l'environnement, à partir du point de départ, en utilisant des é
hantillons aléatoires. Cetteextension s'arrête quand l'arbre est su�samment pro
he du point d'arrivée1.Pour a

élérer 
e pro
essus, les auteurs ont proposé le 
on
ept de RRT-
onne
t [KL00℄, illustrédans la �gure 6.4a. Il 
onsiste à développer simultanément deux arbres de re
her
he : l'un à partirdu point de départ, l'autre à partir du point d'arrivée, jusqu'à 
e qu'ils soient su�samment pro
hes.Ils sont alors "
onne
tés", puis les deux parties du 
hemin sont 
onstruites à partir de 
e point de
onnexion, en remontant dans les deux arbres.Nous proposons de transposer 
ette idée à la propagation d'onde : pour plani�er un 
hemin entredeux sites Si et Sj , deux fronts d'ondes vont être simultanément développés à partir de 
es points,jusqu'à 
e qu'une 
ollision soit déte
tée (
'est à dire jusqu'à 
e qu'au moins une 
ase est 
ommuneaux deux fronts). Ensuite, les deux parties du 
hemin sont 
onstruites à partir du point de 
ollision,en e�e
tuant deux des
entes du gradient (plus pré
isément, son équivalent dis
ret, le hill 
limbing)dans les deux surfa
es re
ouvertes par les fronts d'ondes. Cette transposition est illustrée dans la�gure 6.4.1Pour plus de détails sur l'appro
he RRT, le le
teur pourra se reporter à la page 31.166



3 La 
ollision d'ondes

(b) (a) 
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S1  S1
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Fig. 6.4 � Analogie entre RRT-
onne
t et la 
ollision d'ondes(a) RRT-
onne
t et (b) la 
ollision d'ondes ave
 2 sites. Dans les deux 
as, le pro
essusd'expansion est interrompu dès qu'une 
ollision est déte
tée (au niveau de la �è
he noire).Les deux parties du 
hemin sont 
onstruites à partir du point de 
ollision jusqu'à 
haquesite.Mais en plus de 
ette transposition, nous allons étendre le 
on
ept de 2 à n sites. Cette extensionest appelée la 
ollision d'ondes. Elle 
onsiste à développer simultanément les n fronts d'ondes, et à
onstruire un 
hemin à 
haque 
ollision entre deux fronts d'ondes. Au bout de n(n− 1)/2 
ollisions,l'ensemble des tronçons reliant les n sites seront ainsi 
al
ulés.3.2 Algorithme3.2.1 La phase de dis
rétisationComme nous l'avons expliqué dans le 
hapitre 1 (page 35), l'algorithme de la propagation d'ondené
essite de dis
rétiser l'environnement en un ensemble de 
ellules, généralement des 
ellules régu-lières appelées 
ases. Ces 
ases forment une grille de dimensions L× C, où L désigne le nombre delignes, et C le nombre de 
olonnes.Dans 
e 
ontexte, 
haque 
ase 
ontenant un site Si est notée S̃i. Les 
ases S̃i sont les représen-tantes des sites Si dans le monde dis
rétisé. Notons qu'elles introduisent une in
ertitude sur la visitedes sites, 
ar elles rempla
ent des sites initialement pon
tuels par des surfa
es re
tangulaires, dontla taille peut être importante si la résolution de la grille est grossière.Par ailleurs, à 
haque 
ellule X de la grille sont asso
iés n 
oûts, notés couti(X), i ∈ [1, n]. Laquantité couti(X) représente le 
oût (i
i le temps de par
ours) né
essaire pour atteindre S̃i à partirde X, dans l'environnement dis
rétisé. Elle est initialisée de la façon suivante :- couti(X) = 0 si X 
ontient un site (i.e. ∃i / X = S̃i) ;- couti(X) = +∞ si X appartient à un obsta
le �xe ;- couti(X) = ndef sinon (ndef pour "non-de�ni").167



Chapitre 6. Plani�
ation de traje
toire pour missions multi-sites3.2.2 La phase de propagation d'onde multipleL'idée de la propagation d'onde multiple est la suivante : à 
haque site Si est asso
ié un frontd'onde Fi. Tous les fronts d'ondes sont développés simultanément, jusqu'à 
e qu'ils aient per
uté lesautres.Cette idée est motivée par le raisonnement suivant. Comme nous l'avons expliqué pré
édemment,à 
haque fois que Fi per
ute un autre front d'onde Fj , toute l'information né
essaire à la 
onstru
-tion du tronçon Ti,j est disponible : il su�ra d'e�e
tuer deux hill 
limbing à partir du point de
ollision, jusqu'aux 
ases S̃i et S̃j . Ainsi, dès que le front d'onde Fi aura per
uté tous autres frontsd'ondes, tous les 
hemins partant ou arrivant au site Si pourront être 
onstruits par hill 
limbing.Comme il est don
 inutile de poursuivre son expansion, 
e front d'onde est don
 arrêté. Selon 
e prin-
ipe, au bout d'un moment, tous les fronts d'ondes seront à l'arrêt. Ce
i est illustré dans la �gure 6.5.
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(a) (b) (c) (d)Fig. 6.5 � La propagation d'ondes multipleChaque front d'onde Fi est développé en parallèle, jusqu'à 
e qu'il ait per
uté tous les autres.(a) 
ollisions entre F1 et F2 et entre F2 et F3 ; (b) 
ollisions entre F1 et F4 et entre F3 et
F4 ; (
) 
ollision entre F2 et F4, 
es deux fronts d'ondes ont �ni leur liste de 
ollisions et sontdon
 stoppés ; (d) 
ollision entre F1 et F3, stoppés à leur tour.Le développement simultané (et non plus séquentiel) des fronts d'ondes permet de diminuer
onsidérablement les évaluations redondantes. Sur la mission de �gure 6.1a, par exemple, la pro-portion de 
ases évaluées plusieurs fois (zones grises dans la �gure 6.5) n'est que de 18%, au lieude 66% pré
édemment. De plus, 
es 
ases n'ont été évaluées que 2 fois au total, mais jamais 3,
omme 
e fut le 
as lors des propagations séquentielles. De manière générale, 
e gain en e�
a
itépermet de diminuer le temps de 
al
ul de façon signi�
ative, 
omme nous le verrons dans la se
tion 4.Pour la réalisation pratique de la propagation d'onde multiple, nous proposons d'asso
ier à
haque front d'onde Fi un attribut coli, représentant la liste des 
ollisions qu'il doit e�e
tuer ave
les autres. La propriété j ∈ coli signi�e que Fi devra per
uter Fj , et implique né
essairement i ∈ colj .Au départ, 
haque front d'onde est uniquement 
onstitué de sa 
ase d'origine S̃i, et doit per
utertous les autres. On a don
 coli = {j}j 6=i.Ensuite, tous les fronts d'ondes sont développés de façon pseudo-parallèle, selon un prin
ipeanalogue à 
elui de l'algorithme round-robin [Nag87℄, utilisé pour l'ordonnan
ement de tâ
hes dansles systèmes d'exploitations. Dans une bou
le prin
ipale, 
haque front d'onde Fi e�e
tue, tour à168



3 La 
ollision d'ondestour, une opération d'expansion élémentaire. Cette opération 
onsiste à séle
tionner la tête T de Fi(
'est à dire la 
ase de moindre 
oût), d'évaluer ses voisins2 V (ave
 une métrique M), puis de lesajouter à Fi.Si un voisin V a déjà été évalué par un autre front d'onde Fj , alors 
ela signi�e que Fi et Fj seper
utent au niveau de la 
ase V 3. Les indi
es i et j sont respe
tivement supprimés de colj et de
coli, pour modéliser que la 
ollision entre Fi et Fj n'est plus à faire. Par ailleurs, les informationsrelatives à 
ette 
ollision sont sto
kées sous la forme d'un triplet (i, j, V ).Cette bou
le s'arrête quand tous les fronts d'ondes ont e�e
tué leurs 
ollisions, 
'est à dire quand
∀i ∈ [1, n] : coli = ∅.L'ensemble de l'algorithme est fourni 
i-dessous. Notons que 
et algorithme permet égalementde déte
ter les obje
tifs non réalisables dans une mission. En e�et, si un site Si n'est pas atteignable(
ar entouré d'obsta
les, par exemple), alors toutes les 
ollisions ave
 le front d'onde Fi ne pourrontpas être e�e
tuées. Ainsi, si la liste de 
ollisions C renvoyée par l'algorithme 
ontient un nombred'éléments inférieur à n(n − 1)/2 (le nombre de tronçons à 
al
uler), alors au moins un site estina

essible (fa
ilement identi�able en re
her
hant les indi
es manquants dans C).propagation_onde_multiple(S̃, G)

⊲ Entrée : S̃ : 
ases 
ontenant les sites
⊲ Entrée : G : grille
⊲ Sortie : C : liste de 
ollisions
⊲ Lo
ale : F : liste de fronts d'ondes
⊲ Lo
ale : i, n : entiers1 Début2 n← longueur(S̃)3 pour i← 1 à n faire4 Fi ← {S̃i}5 coli ← {1, ..., i− 1, i + 1, ..., n}6 ¯i← 17 C ← ∅8 faire9 C ← C ∪ expansion_elementaire(i, F, G)10 i← pro
hain_front_onde(i, n, F )11 tantque i > 012 retourner C13 Fin

2Notons que les voisins appartenant à des obsta
les sont ex
lus, re
onnaissables par leur 
oût in�ni.3Il est possible que la 
ollision entre Fi et Fj ait lieu sur plusieurs 
ases (
omme la 
ollision entre F3 et F4 dans la�gure 6.5b, par exemple). Dans 
e 
as, la 
ase X minimisant la somme des 
oûts couti(X) + coutj(X) est 
hoisie.169



Chapitre 6. Plani�
ation de traje
toire pour missions multi-sitesexpansion_elementaire(cur, F, G)
⊲ Entrée : cur : indi
e du front d'onde 
ourant
⊲ Entrée : F : liste de fronts d'ondes
⊲ Entrée : G : grille
⊲ Sortie : C : liste des nouvelles 
ollisions
⊲ Lo
ale : T : tête du front d'onde 
ourant Fcur1 Début2 C ← ∅3 T ← arg min{coutcur(X), X ∈ F}4 Fcur ← Fcur\ T5 pour 
haque X ∈ V(T ) / coutcur(X) = ndef faire6 coutcur(X)← coutcur(T ) +MT,X7 Fcur ← Fcur ∪ X8 si ∃i ∈ [1, n]/couti(X) 6= ndef et i ∈ colcur alors9 colcur ← colcur \{i}10 coli ← coli \{cur}11 C ← C ∪ {(cur, i, X), (i, cur, X)}12 ¯ ¯retourner C13 Fin[ La fon
tion V(T ) renvoie les 
ases voisines de T (généralement le voisinage de Moore). La métriqueMT,Xmesure le 
oût entre les 
ases T et X℄pro
hain_front_onde(cur, max, F )
⊲ Entrée : cur : indi
e du front d'onde 
ourant
⊲ Entrée : max : nombre total de fronts d'ondes
⊲ Entrée : F : liste des fronts d'ondes
⊲ Sortie : nxt : indi
e du pro
hain front d'onde1 Début2 nxt← cur + 13 faire4 si nxt > max alors5 nxt← 16 s̄i colnxt = ∅ alors7 nxt← nxt + 18 sinon retourner nxt9 tantque nxt 6= cur10 retourner 011 Fin3.2.3 La phase de 
onstru
tion des tronçonsLa phase de propagation d'onde multiple renvoie une liste de 
ollisions sous la forme de triplets

(i, j, Cij), où Cij représente la 
ase où les fronts d'ondes Fi et Fj sont entrés en 
onta
t pour lapremière fois.A partir de 
es informations, nous pouvons 
onstruire 
haque tronçon de 
hemin Ti,j 
ommesuit : 170



4 Etude de performan
es1. Une première appli
ation de l'algorithme de hill 
limbing, dans les valeurs de la fon
tion coutien partant de la 
ase Cij , permet de relier Cij et S̃i à 
oût optimal ;2. Une deuxième appli
ation de l'algorithme de hill 
limbing, dans les valeurs de la fon
tion coutjen partant de la 
ase Cij , permet de relier Cij et S̃j à 
oût optimal.3. La 
on
aténation des deux résultats pré
édents permet d'obtenir le tronçon Ti,j re
her
hé.Ce pro
édé est illustré dans la �gure 6.6 
i-après.
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Fig. 6.6 � Constru
tion d'un tronçon(a) 
onstru
tion des deux parties du tronçon T1,4 (en rouge et en brun) à partir du point de
ollision C14 ; (b) zoom autour de C14, expli
itant des dépla
ements e�e
tués lors des deuxappli
ations du hill 
limbing (�è
hes).4 Etude de performan
esDans 
ette partie, nous allons évaluer de façon théorique puis expérimentale, le gain de perfor-man
es apporté par le 
on
ept de la 
ollision d'ondes. Pour 
ela, nous allons appliquer l'algorithmede la propagation d'ondes sur un même ensemble de missions, ave
 et sans 
ollisions d'ondes, et
omparer le nombre de 
ases évaluées.Cette 
omparaison est e�e
tuée dans les 
onditions suivantes :1. Opérateurs standard.Dans l'algorithme de propagation d'ondes, nous utiliserons les mêmes opérateurs que 
euxgénéralement utilisés dans la littérature : distan
e eu
lidienne pour la métriqueM et voisinagede Moore. Ce 
hoix n'est pas négligeable, 
ar il détermine la forme des fronts d'ondes.En e�et, la 
onjon
tion de 
es deux opérateurs aboutit à des fronts d'ondes o
togonaux (etnon à des 
er
les, 
omme on pourrait le 
roire de façon intuitive) : la distan
e eu
lidienneimplique une propagation isotrope, don
 une symétrie 
entrale dans la forme du front d'onde.Le voisinage de Moore implique quant à lui 8 dire
tions de propagations, don
 8 fa
es4.2. Environnement 
arré.Nous supposerons que l'environnement est de dimensions c × c, pour réduire l'in�uen
e de lataille de l'environnement à une seule variable. Notons que l'unique di�éren
e entre des envi-ronnements 
arrés et re
tangulaires est une dilatation sur une dimension. Cette di�éren
e n'a4Pour plus d'expli
ations, le le
teur pourra se reporter à la thèse [Pêt07℄, où une étude très 
omplète sur 
e sujetest menée. 171



Chapitre 6. Plani�
ation de traje
toire pour missions multi-sitespas de 
onséquen
es sur les 
on
lusions de notre étude, puisque nous allons raisonner par lasuite sur des aires. En e�et, les résultats obtenus dans un 
arré c× c sont stri
tement équiva-lents à 
eux obtenus dans un re
tangle de dimension l×L ave
 L = c2/l (leur aire est la même).3. Absen
e d'obsta
les.Nous supposerons que l'environnement est dépourvu d'obsta
les, 
ar 
eux-
i ont pour e�et de"déformer" les fronts d'ondes. S'il est plus intéressant de 
ontourner un obsta
le par le bas,par exemple, alors la partie basse du front d'onde fran
hira l'obsta
le avant la partie haute(
'est le 
as du front F3, en bleu, dans la �gure 6.5). Ces déformations sont ignorées, 
e qui
onstitue une des faiblesses de notre étude.4. Grand nombre de missions.Nous supposerons en�n que les algorithmes sont appliqués sur un nombre de missions su�sam-ment important pour que l'on puisse 
onsidérer la distribution des sites dans l'environnement
omme aléatoire.4.1 Etude théorique
⊲ 1er 
as : Sans 
ollision d'ondes.
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Fig. 6.7 � Aire re
ouverte sans 
ollision d'ondesLa �gure illustre l'aire re
ouverte par le front d'onde F1, dans la mission de la �gure 6.1a,sans obsta
le et sans 
ollision d'ondes.Comme nous l'avons vu dans la partie 3, en l'absen
e de 
ollision d'ondes, n− 1 fronts d'ondessont développés de façon indépendante. Chaque front Fi s'étend dans l'environnement, jusqu'à 
equ'il ait 
ouvert l'ensemble des sites Ei = {Si+1, Si+2, ..., Sn}.Soit Sj le site de l'ensemble Ei le plus éloigné de l'origine de Fi, 
'est à dire du site Si. L'expan-sion du front Fi ne s'arrêtera que lorsqu'il tou
hera le point Sj . La distan
e par
ourue par le frontd'onde est don
 la distan
e entre Si et Sj .Comme un nombre important de missions est supposé, 
ette distan
e 
orrespond à la distan
emoyenne entre deux points tirés aléatoirement dans l'environnement. Il a été démontré [Tro99℄ quela distan
e moyenne était, dans un 
arré de 
�té 1 :
δ =

1

15

(
2 +
√

2 + 5 ln (1 +
√

2)
)
≈ 0.521172



4 Etude de performan
esNotre environnement étant de 
oté c, la distan
e entre Si et Sj est don
 égale à ∆ = c · δ.De plus, 
omme nous l'avons vu pré
édemment, Fi est un o
togone. Soient M i
k (k ∈ [1, 8]) sessommets, et [M i

k M i
l ] le 
oté tou
hant le site Sj . Le 
er
le ins
rit dans Fi a pour rayon r = SiH, où

H est le projeté orthogonal de Si sur [M i
k M i

l ].Par ailleurs, les distan
es ri et ∆ sont liées par ri = cos θi · ∆, où θi designe l'angle entre lessegments [SiH] et [SiSj ].L'aire 
ouverte par le front d'onde Fi est don
 :
Ai = 8 · r2

i · (
√

2− 1) = 8 cos2 θi ·∆2 · (
√

2− 1) (6.1)
⊲ 2ème 
as : Ave
 
ollision d'ondes.

S
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Fig. 6.8 � Aire re
ouverte ave
 
ollision d'ondesLa �gure illustre l'aire re
ouverte par le front d'onde F1, dans la mission de la �gure 6.1a,sans obsta
les et ave
 
ollision d'ondes.Si nous introduisons la 
ollision d'ondes, n fronts d'ondes sont 
ette fois développés en parallèle.Chaque front d'onde Fi sera étendu dans l'environnement jusqu'à e�e
tuer sa dernière 
ollision, ave
le front d'onde Fj . En e�et, le site Sj étant le plus éloigné de Si et les propagations d'ondes étantisotropes, alors nous avons la garantie que Fj sera le dernier front d'onde à per
uter Fi.Par ailleurs, les fronts d'ondes Fi et Fj se développant à la même vitesse, ils auront par
ouru, aumoment de leur 
ollision, la même distan
e, 
'est à dire ∆/2. Le rayon ins
rit dans Fi devient don

r′i = cos θi ·∆/2, et l'aire 
orrespondante est :

A′
i = 8 · r′i

2 · (
√

2− 1) = 8 cos2 θi ·
∆2

4
· (
√

2− 1) (6.2)
⊲ Comparaison.Si nous 
omparons les aires 
ouvertes par l'ensemble des fronts, sans et ave
 
ollision d'ondes,nous obtenons le ratio :

γ =
(n− 1)Ai

n · A′
i

=
n− 1

n
· γ∞ ave
 γ∞ = 4 (6.3)173



Chapitre 6. Plani�
ation de traje
toire pour missions multi-sitesAinsi, en moyenne, une propagation d'onde multiple évalue γ fois moins de 
ases que n − 1propagations d'ondes su

essives. Le fa
teur γ vaut au moins 2 (
ar n ≥ 2), et tend vers 4 quand lenombre de sites augmente. Ce
i est illustré dans la �gure 6.9.
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Fig. 6.9 � Graphe du ratio théorique γ, donné par l'équation 6.3.4.2 Résultats expérimentauxA�n de véri�er les résultats de notre étude théorique, nous avons mesuré le nombre de 
ellulesdéveloppées au 
ours de la phase de propagation d'onde, sans et ave
 
ollision d'ondes. Nous noussommes pla
és dans une grille de taille 100× 100 a�n de limiter les e�ets de la dis
rétisation tout en
onservant un temps de 
al
ul a

eptable (quelques se
ondes pour 
haque mission). Nous avons faitvarier le nombre n de sites de 2 à près de 50, et pour 
ha
une de ses valeurs, nous avons appliquéles deux appro
hes sur 500 missions générées aléatoirement.Les résultats obtenus, fournis dans le tableau 4.2, permettent de déterminer des valeurs expéri-mentales pour le ratio γ, que nous avons appelé γexp.
n 2 3 5 7 12 22 32 42
(Sans) 10643 29033 74199 124099 264744 564365 834932 1114377
(Avec) 5444 11556 25778 41000 83591 171533 249199 331658
γexp 1.95 2.51 2.87 3.02 3.16 3.29 3.35 3.36Tab. 6.1 � Nombre de 
ases évaluées pour n sites. (Sans) : sans 
ollision d'ondes ; (Avec) : ave

ollision d'ondes ; γexp : (1)/(2)Une identi�
ation de paramètres par moindres 
arrés a permis de déterminer que γexp était dela forme : 174



4 Etude de performan
es
γexp ≈ 2.90 · n− 1

n
+ 0.53 (6.4)La 
ourbe 
orrespondante, illustrée dans la �gure 6.10, tend vers γ∞

exp = 3.53 quand n augmente.
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Fig. 6.10 � Graphe du ratio expérimental γexp, donné par l'équation 6.4.4.3 Dis
ussionMême si les fa
teurs γ (théorique) et γexp (expérimental) ont une évolution analogue en fon
tionde n, leur limite à l'in�ni est sensiblement di�érente. En e�et, la limite estimée de γexp (3.43) estprès de 15% plus faible que 
elle attendue (4.00). Nous pensons que 
ette di�éren
e est due à lasimpli
ité de notre modèle, parti
ulièrement sur les points suivants :1. In�uen
e des bords de l'environnementNous avons supposé, dans l'étude théorique, que les front d'ondes étaient des polygones entiers.Or, les limites de l'environnement ont un e�et analogue à de larges obsta
les : ils arrêtent pré-maturément l'extension des fronts d'ondes, 
e qui aboutit à des polygones partiels, des bandesétant éliminées sur les bords. Et plus les polygones sont larges, plus les bandes éliminées leseront. Or, l'appro
he de propagation d'onde sans 
ollision d'ondes aboutit à des polygones 4fois plus grands (en terme de surfa
e) qu'ave
 
ollision d'ondes. Il semble don
 que la premièreappro
he soit avantagée par les dimensions �nies de l'environnement.Si nous reprenons les �gures 6.7 et 6.8 en ajoutant les bords de l'environnement, nous obtenonsla �gure 6.11 
i-dessous. Dans la partie (a) (sans 
ollisions d'ondes) l'aire 
ouverte par le front
F1 est réduite de près de 40% par l'e�et des bords. Dans la partie (b) (ave
 
ollision d'ondes),
ette même aire n'est réduite que de 17%. Ainsi, le rapport des aires 
ouvertes passe de 4 à2.91 environ. 175
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(a) (b) Fig. 6.11 � E�et des bords de l'environnementLes parties (a) et (b) reprennent respe
tivement les situations des �gures 6.7 et 6.8, enajoutant les bords de l'environnement (
arré noir). Les parties de polygones éliminées par
es bords sont bien supérieures en (a) qu'en (b).Nous aurions pu e�e
tuer les tests de telle manière que 
es e�ets de bords soient inexistants,en faisant bou
ler l'environnement sur lui-même (
omme un planisphère), où en propageantles fronts d'ondes dans un environnement plus grand que l'environnement initial (par exemple,un 
arré de 3c× 3c au lieu de c× c). Mais 
es tests n'auraient pas été réalistes, puisque dansla pratique, 
es e�ets de bords apparaîtront. Pour réduire l'é
art entre théorie et pratique, ilfaudrait revoir notre étude théorique, en tenant 
ompte de 
e phénomène.2. Distan
e par
ourue par les fronts d'ondes.Dans notre étude théorique, nous avons supposé que la distan
e entre l'origine Si du frontd'onde Fi et le site le plus éloigné Sj était toujours ∆. En réalité, 
ette distan
e dépend dunombre de sites à 
ouvrir par le front d'onde Fi présents dans l'ensemble Ei.Si Ei ne 
ontient qu'un site, 
'est à dire si Ei = {Sj}, la distan
e moyenne par
ourue d1
i parle front Fi pour 
ouvrir Sj est donnée par l'espéran
e que le front Fi atteigne le site Sj :

d1
i = E[d(Si, Sj) = d]

=

∫

Si

∫

Sj

p(d(Si, Sj) = d)dSidSj

=

∫

xi

∫

xj

∫

yi

∫

yj

√
(xi − xj)2 + (yi − yj)2dxidxjdyidyj

= ∆ d'après la dé�nition de ∆ dans [Tro99℄où E[X] désigne l'espéran
e et p(X) la probabilité de l'événement X.On a don
 e�e
tivement di = ∆ dans le 
as d'un seul site.Mais si à présent Ei 
ontient deux sites, 
'est à dire si Ei = {Sj , Sk}, la distan
e moyennepar
ourue d′i par Fi, pour 
ouvrir Sj et Sk est plus élevée que pré
édemment. En e�et, d2
iest 
ette fois donnée par l'espéran
e que Fi tou
he l'un des sites 
omme pré
édemment, maisqu'en plus l'autre soit à l'intérieur de Fi. On a alors :176



4 Etude de performan
es
d2

i = E[(d(Si, Sj) = d ∩ d(Si, Sk) ≤ d) ∪ (d(Si, Sk) = d ∩ d(Si, Sj) ≤ d)]

=

∫

Si

∫

Sj

∫

Sk

[p(d(Si, Sj) = d ∩ d(Si, Sk) ≤ d)] dSidSjdSk

+

∫

Si

∫

Sk

∫

Sj

[p(d(Si, Sk) = d ∩ d(Si, Sj) ≤ d)] dSidSjdSk

=

∫

Si

∫

Sj

∫

Sk

2 [p(d(Si, Sj) = d ∩ d(Si, Sk) ≤ d)] dSidSjdSk

=

∫

Si

∫

Sj

2

[
p(d(Si, Sj) = d)−

∫

Sk

p(d(Si, Sk) ≥ d)dSk

]
dSidSj

=

∫

Si

∫

Sj

p(d(Si, Sj) = d)dSidSj

︸ ︷︷ ︸
+

∫

Si

∫

Sj

[
p(d(Si, Sj) = d)−

∫

Sk

p(d(Si, Sk) ≥ d)dSk

]
dSidSj

︸ ︷︷ ︸
∆ ε1On a don
 d1

i = ∆ et d2
i = ∆ + ε1.Par un raisonnement par ré
urren
e, on montre que :

dk
i = ∆ +

k−1∑

j=1

εkL'expression analytique des quantités εk n'étant pas aisée à 
al
uler, nous les avons évaluéesexpérimentalement dans un premier temps. Ces premiers résultats, représentés dans la �gure6.12, suggèrent que εk varie en 1/k.
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Fig. 6.12 � Valeurs expérimentales de εkLa prise en 
ompte des e�ets de εk dans notre modèle est aussi un élément qui pourrait réduirel'é
art observé entre notre étude théorique et nos résultats expérimentaux.177



Chapitre 6. Plani�
ation de traje
toire pour missions multi-sitesMalgré 
ette di�éren
e entre théorie et pratique, le gain de performan
es mesuré expérimentale-ment, près de 3.5, permet de réduire signi�
ativement les temps de plani�
ation.En�n, même si 
ela n'a pas été présenté dans 
e 
hapitre, le 
on
ept de 
ollision d'ondes est toutà fait utilisable en présen
e de 
ourants. Pour 
ela, il su�t d'utiliser l'une des variantes introduitesdans les 
hapitres 4 ou 5, à la pla
e de la propagation d'onde 
lassique.La �gure 6.13 présente la 
ollision d'ondes obtenue entre F1 et F3, en utilisant la propagationd'ondes symbolique du 
hapitre 5, en présen
e d'un 
ourant 
onstant de type tourbillon.
S1 S2

(a) (b) (c) (d)

S1 S2 S1 S2 S1 S2

Fig. 6.13 � Collision d'ondes en présen
e de 
ourantLa �gure illustre quelques étapes de la 
ollision d'ondes en présen
e d'un 
ourant de typetourbillon (�è
hes bleues). Le 
hemin obtenu en (d) suit globalement les 
ourants pourmaximiser la vitesse du robot.Il est important de noter que la présen
e de 
ourants rend la propagation d'onde non isotrope,
e qui ne 
orrespond plus au 
adre de notre étude théorique, ni de nos expérien
es. Dans 
e telles
ir
onstan
es, il est possible que le gain de performan
es apporté par la 
ollision d'ondes s'é
artesigni�
ativement de la valeur mentionnée dans 
e 
hapitre (en mieux, 
omme en pire). Il seraitintéressant de mener des tests supplémentaires, pour mieux 
omprendre la 
orrélation entre les
ara
téristiques du 
ourant (dire
tion, intensité, répartition spatiale) et le gain observé.5 Con
lusionDans 
e 
hapitre, nous avons introduit le 
on
ept de 
ollision d'ondes, permettant de 
al
u-ler simultanément tous les tronçons de traje
toire entre n sites. Ce 
on
ept semble su�sammentgénérique pour intégrer de nouvelles 
ontraintes, telle que la présen
e de 
ourants.L'ensemble de 
es résultats a été publié dans les a
tes de la 
onféren
e IROS'07 (InternationalConferen
e on Intelligent Robots and Systems). Le le
teur interessé pourra 
onsulter [ST07℄.La suite logique de 
es résultats semble être une amélioration de notre modèle, a�n que notreétude théorique soit plus �dèle à la réalité. Comme évoqué pré
édemment, les deux premières pistesd'approfondissement sont : (1) l'e�et des bords de l'environnement et (2) une évaluation plus �nede la distan
e à par
ourir par 
haque front d'onde.En plus de 
es deux pistes, il serait intéressant de mieux 
omprendre l'impa
t des éléments del'environnement, 
omme les obsta
les ou la présen
e de 
ourant, qui ont tous deux l'e�et de déformerles fronts d'ondes par rapport aux polygones initiaux.178



Chapitre 7Modulation de vitesse à base deProgrammation Par Contraintes
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lusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2031 Introdu
tionComme nous l'avons vu dans le 
hapitre 2, le problème de plani�
ation de traje
toire est unproblème NP-di�
ile [Can88℄. La 
onséquen
e pratique de 
e fait est que, dans le pire des 
as, letemps de 
al
ul peut varier exponentiellement en fon
tion du nombre d'obsta
les.Ainsi, les quelques méthodes qui tentent de résoudre dire
tement le problème de plani�
ationde traje
toire (Programmation Lineaire Mixte [RH02℄ ou Programmation Quadratique Séquentielle[WZD08℄), sont parti
ulièrement sensibles au nombre d'obsta
les. Sur des exemples pathologiques,le temps de plani�
ation peut subitement exploser par le simple ajout d'un obsta
le, alors qu'ildemeurait raisonnable jusqu'alors. Ce phénomène, prévu par la théorie, a ré
emment été mis enéviden
e de façon expérimentale dans [YELP08℄.



Chapitre 7. Modulation de vitesse à base de Programmation Par ContraintesPour l'éviter, des méthodes dites indire
tes ont été introduites par Kant et Zu
ker [KZ86℄ et sonttoujours très utilisées aujourd'hui. Elles 
onsistent à dé
omposer le problème de plani�
ation detraje
toire en deux sous-problèmes : une plani�
ation de 
hemin puis une modulation de la vitessedu robot sur le 
hemin plani�é. Cette dé
omposition permet de résoudre le problème de plani�
ationde traje
toire en un temps polynomial1.Dans 
e 
hapitre, nous nous intéressons à l'étape de modulation de vitesse. Cette étape 
onsisteà déterminer le pro�l optimal de vitesse pour le robot, 
'est à dire lui permettant d'atteindre le pointd'arrivée au plus t�t tout en évitant les obsta
les mobiles.Cette étape est généralement e�e
tuée en 
onstruisant un espa
e-temps à deux dimensions : lalongueur l par
ourue sur le 
hemin, et le temps t é
oulé. Dans 
et espa
e-temps, 
haque obsta
lemobile génère une ou plusieurs surfa
es interdites (polygones de la même 
ouleur que les obsta
les),notées Sj et illustrées dans la �gure 7.1b.
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(a) (b) Fig. 7.1 � L'espa
e-temps utilisé pour la modulation de vitesse(a) le problème initial : le robot doit ajuster sa vitesse sur le 
hemin bleu pour éviter lesobsta
les mobiles (polygones rouge et vert) ; (b) l'espa
e-temps 
orrespondant.Le problème de modulation de vitesse est don
 reformulé en un problème de plani�
ation de
hemin dans 
et espa
e-temps.Ce problème est le plus souvent résolu en utilisant des méthodes génériques, telles que les mé-thodes de dé
omposition (�g. 7.2a et 7.2b), légèrement adaptées pour tenir 
ompte des 
ontraintesspé
i�ques à l'espa
e-temps. Par exemple, le temps étant stri
tement 
roissant, les pro�ls de vitessesont for
ement orientés de bas en haut.On note également l'utilisation de méthodes spé
ialement mises au point pour résoudre 
e pro-blème, 
omme l'optimisation de B-splines (�g. 7.2
) ou l'algorithme des lignes brisées (�g. 7.2d),que nous avions introduit dans [ST06℄.
1Ce
i se fait au prix de la 
omplétude : 
ertaines situations aboutiront à un é
he
 de plani�
ation, alors qu'ilexistait une solution. Pour plus de détails, se référer à la page 54.180



1 Introdu
tion
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(a) (b) (c) (d) Fig. 7.2 � Prin
ipales te
hniques de modulation de vitesseMéthodes de dé
omposition adaptées : (a) graphe de visibilité, (b) 
ellules régulières ; (
)optimisation de B-splines ; (d) algorithme des lignes brisées.Il est important de 
omprendre que l'ensemble de 
es te
hniques sont ad ho
, 
'est à dire qu'ellesexploitent toutes, à leur manière, 
ertaines spé
i�
ités du problème. Par exemple, la méthode baséesur le graphe de visibilité (�g. 7.2a) exploite les hypothèses suivantes :1. Le robot est un objet pon
tuel,2. Le robot n'a pas de 
ontraintes sur son rayon de braquage, ni sur son a

élération,3. Les variations de vitesse du robot sont uniquement dues aux obsta
les mobiles,4. Les obsta
les mobiles sont de forme polygonale,5. Le robot évite un obsta
le mobile en passant par l'un de ses sommets.C'est sous l'ensemble de 
es hypothèses que l'on peut démontrer que les surfa
es interdites gé-nérées dans l'espa
e-temps sont polygonales, et que le pro�l de vitesse optimal passe né
essairementpar les sommets de 
es polygones. C'est pourquoi nous pouvons limiter la re
her
he aux ar
s re-liant les sommets des surfa
es interdites et respe
tant 
ertaines 
ontraintes propres à l'espa
e-temps.Cette façon de pro
éder aboutit à des algorithmes très performants (les temps de 
al
ul sontgénéralement inférieurs à la se
onde) mais aussi très peu robustes à des 
hangements dans l'énon
édu problème.En e�et, un 
hangement dans les 
ara
téristiques du problème, même mineur, né
essite souventd'adapter les algorithmes 
orrespondants, 
e qui peut être laborieux, voire impossible.Par exemple, la méthode basée sur le graphe de visibilité 
itée pré
édemment suppose que lesvariations de vitesse du robot sont uniquement dues aux obsta
les mobiles (hypothèse 3 
i avant).Ce
i ex
lut, en parti
ulier, la présen
e de 
ourants dans l'environnement, qui selon leur orientation,peuvent signi�
ativement a

élérer ou ralentir le robot.Comme nous l'avons vu pré
édemment, une 
atégorie assez importante de robots mobiles estamenée à évoluer au sein de 
ourants (tous les robots aériens, marins ou sous-marins). Dans 
es
onditions, l'algorithme devra être 
onsidérablement modi�é. A présent, les bornes sur la vitesse durobot (par rapport au sol) varie selon le 
ourant en présen
e. Par exemple, si le robot, en l'absen
ede 
ourant, pouvait se dépla
er dans la dire
tion ~x ave
 une vitesse vc ∈ [0, 100], l'ajout d'un 
ourant181



Chapitre 7. Modulation de vitesse à base de Programmation Par Contraintes
~w = 100~x dé
ale 
et intervalle à [100, 200]. En e�et, par prin
ipe de 
omposition des vitesses, mêmesi le robot est immobile par rapport au 
ourants (moteur éteint), 
elui-
i se dépla
era à vitesse 100~xpar rapport au sol.La 
onséquen
e dans l'espa
e-temps est la suivante : il n'y a plus for
ement un ar
 entre deuxsommets, mais plusieurs, selon les 
ourants traversés par le robot sur son 
hemin. Ce
i est illustrédans la �gure 7.3b. Le 
al
ul de 
es di�érents ar
s 
omplique don
 
onsidérablement l'algorithmeinitial, 
e qui aboutit à sa réé
riture.

(b) (a) 

v max 

S S 

l 

t Fig. 7.3 � Impa
t de 
ourants dans l'espa
e-temps(a) sans 
ourant, la vitesse maximale du robot (par rapport au sol), dénotée vmax, est
onstante et délimite le se
teur bleu. On peut don
 atteindre le sommet s en utilisant ununique segment ; (b) si on ajoute un 
ourant ~w = −50~x dans l'environnement initial (�g.7.1a), 
ette vitesse varie sur 
haque portion du 
hemin. Plusieurs segments sont né
essairespour délimiter le se
teur a

essible, et don
 pour atteindre s.Pour éviter 
es problèmes, l'appro
he utilisée pour la modulation de vitesse doit être la plusgénérique possible. C'est pourquoi nous proposons dans 
e 
hapitre une appro
he basée sur laProgrammation Par Contraintes (PPC). Nous présenterons deux versions de notre appro
he, surdomaines �nis tout d'abord (appro
he initiale) puis sur domaines 
ontinus (amélioration ré
ente).Puis nous montrerons que 
ette appro
he permet de 
hanger les 
ara
téristiques du problème parsimple modi�
ation de 
ontraintes dans le modèle, sans travail de réimplémentation. Nous illustre-rons 
e point à travers l'exemple qui met en défaut les méthodes existantes : l'ajout de 
ourantsdans l'environnement, qui n'étaient pas pris en 
ompte initialement.2 Formulation du problèmeUn robot pon
tuel se dépla
e sur un 
hemin pré
al
ulé P entre deux points A et B, en présen
ed'obsta
les mobiles, 
omme illustré dans la �gure 7.1a. Le problème 
onsiste à trouver le pro�l devitesse optimal pour le robot, 
'est à dire lui permettant d'atteindre le point B en un temps minimal,tout en évitant les obsta
les mobiles.D'un point de vue plus formel, le robot est modélisé 
omme un objet pon
tuel évoluant dansun espa
e Eu
lidien C de dimension 2, de repère orthonormé R = (O, ~x, ~y). La vitesse du robot parrapport à R est notée ~vr. 182



3 Prin
ipe de la PPCLe 
hemin P est 
omposé d'une liste de n viapoints V = {Vi}i∈[1,n], reliés par des lignes droites(en bleu sur la �gure 7.1a). Chaque viapoint Vi est situé à l'abs
isse 
urviligne li sur P. Par 
onven-tion, V0 = A et Vn = B.L'environnement 
ontient m obsta
les mobiles. Chaque obsta
le est noté Oj et est modélisé parun re
tangle2 de dimensions Djx, Djy, e�e
tuant une série de mouvements re
tilignes uniformes.Ce re
tangle 
orrespond à un objet pon
tuel entouré d'une zone de sé
urité. Le robot devra éviterl'ensemble de 
ette zone, a�n de ne pas passer trop près de l'obsta
le mobile.En utilisant 
es notations, nous pouvons reformuler notre problème 
omme suit :Le problème de modulation de vitesse 
onsiste à trouver un pro�l de vitesse σ :
σ : M ∈ P 7→ t ∈ [0, T ] (7.1)minimisant la date d'arrivée tB = σ(B), sous les 
ontraintes suivantes :1. vitesse maximale3 : vr ≤ νmax,2. évitement de tous les obsta
les mobiles Oj ,3. horizon temporel T , matérialisant la date d'arrivée au plus tard en B.L'horizon temporel peut 
orrespondre à des limites énergétiques (quantité de 
arburant, duréed'ensoleillement) ou à des 
ontraintes stratégiques (il n'est plus pertinent de réaliser la mission après

T ).3 Prin
ipe de la PPCLa Programmation Par Contraintes [MS98℄ (PPC) 
onsiste à reformuler le problème initial sousla forme d'un Problème de Satisfa
tion de Contraintes (PSC). Un PSC est un ensemble de relationsmathématiques, appelées 
ontraintes, entre plusieurs variables. Chaque 
ontrainte restreint les va-leurs que peuvent prendre simultanément 
es variables dans leur domaine. Ces domaines peuventêtre �nis ou 
ontinus.Pour illustrer la notion de PSC, prenons l'exemple suivant :




x ∈ [0, 100]
y ∈ [−40, 40]
2 · x + y = 70
x + 3 · y = 20

(7.2)Les variables de 
e PSC sont x et y, de domaine initial [0, 10] et [−4, 4]. Les domaines initiaux
orrespondent aux 
onnaissan
es a priori sur les variables. Par exemple, dans le problème de modu-lation de vitesse, nous savons que le temps de par
ours est stri
tement positif, mais aussi inférieurà l'horizon temporel T . Le domaine initial pour toutes les variables temporelles sera don
 [0, T ].2Notons que 
e 
hoix est uniquement destiné à simpli�er l'expression des 
ontraintes 7.6 page 187. Cette zonere
tangulaire est fa
ilement généralisable à un polygone à k 
�tés, en introduisant les k équations de droite qui ledélimitent.3Pour un 
ertain type de robots, il peut également exister une vitesse minimale νmin (les robots aériens, notamment,qui doivent se maintenir en l'air). Dans 
es 
onditions, il su�ra de rempla
er vr ≤ νmax par vr ∈ [νmin, νmax] danstoutes les 
ontraintes. 183



Chapitre 7. Modulation de vitesse à base de Programmation Par ContraintesCes variables sont liées par deux 
ontraintes linéaires. Ces 
ontraintes modélisent en fait l'inter-se
tion entre les droites d'équation 2 · x + y = 70 et x + 3 · y = 20.Pour résoudre 
e PSC, on utilise des algorithmes de �ltrage, qui vont élaguer les domaines desvariables en supprimant les parties in
onsistantes, 
'est à dire entrant en 
ontradi
tion ave
 les
ontraintes. Ces algorithmes de �ltrage sont généralement 
ombinés à des stratégies de re
her
hepour séle
tionner les solutions qui ont 
ertaines 
ara
téristiques, par exemple la minimisation d'un
ritère.Si les domaines sont dis
rets, alors nous pouvons énumérer les valeurs domaines de 
ha
une desvariables, et véri�er s'il est possible de satisfaire les 
ontraintes. Ce test est appelé l'ar
-
onsistan
e[Ma
77℄.Pour illustrer 
e mé
anisme, prenons le problème (7.2) 
i-dessus. Initialement, nous savons que
x ∈ [−40, 40] et que y ∈ [0, 100]. Voyons 
omment la première 
ontrainte 2 · x + y = 70 nous permetde réduite 
es domaines.Cette 
ontrainte peut se réé
rire x = 35−y/2. Par
ourons ensuite les valeurs de y. Tout d'abord,
y = −40 implique né
essairement y = 55. Ensuite y = −39 est in
onsistante 
ar 35 − 39/2 n'estpas entier, alors que x doit l'être. Puis y = −38 donne x = 54. Puis y = −37 est de nouveauin
onsistante. Et ainsi de suite, jusqu'à y = 40, qui donne x = 15.Nous en déduisons que toutes les valeurs de x en dehors de l'intervalle [15, 55] sont in
onsistantes,mais également toutes les valeurs impaires de y.Après 
ette étape, les nouveaux domaines pour x et y sont don
 :

x ∈ [15, 55]
y ∈ {−40,−38,−36, ..., 36, 38, 40}Ce pro
essus est ensuite itéré sur toutes les variables et sur toutes les 
ontraintes, jusqu'à stabi-lisation des domaines. Dans le problème (7.2), on obtient �nalement x ∈ {38} et y ∈ {−6}, 
e qui
orrespond à la position de l'interse
tion entre les droites modélisées par les 
ontraintes.Si les domaines sont 
ontinus, nous ne pouvons plus énumérer les valeurs des variables. Une solu-tion est d'appliquer la 
onsistan
e d'ar
 uniquement sur les bornes des domaines. Cette 
onsistan
e,beau
oup plus faible, est appelée la 2B-
onsistan
e [Lho93℄.Voyons 
e que donne un �ltrage par 2B-
onsistan
e sur le problème (7.2). Si nous exploitons lapremière 
ontrainte et y ∈ [−40, 40], nous obtenons x ∈ [15, 55], 
omme pré
édemment. Puis, enexploitant la deuxième 
ontrainte et qu'à présent x ∈ [15, 55], il vient y ∈ [−11.66666, 6.66666], etainsi de suite :

x ∈ [34.16666, 40.83333] y ∈ [−6.94444,−4.72222]
x ∈ [37.36111, 38.42222] y ∈ [−6.14074,−5.78704]
x ∈ [37.89352, 38.07037] y ∈ [−5.96451,−6.02346]
x ∈ [37.98226, 38.01173] y ∈ [−5.99409,−6.00391]
x ∈ [37.99704, 38.00196] y ∈ [−5.99901,−6.00065]
... 184



3 Prin
ipe de la PPC
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Fig. 7.4 � Filtrage par 2B-
onsistan
eLa �gure présente les trois premières itérations du �ltrage. A 
haque itération, un domaineest réduit par proje
tion sur la droite représentant une 
ontrainte.Graphiquement parlant, 
e pro
essus de �ltrage peut être interprété 
omme suit : à 
haque ité-ration, les domaines de x et y sont tour à tour projetés sur les droites représentant les 
ontraintes.Ces domaines 
onvergent respe
tivement vers {38} et {−6}, l'interse
tion des droites, 
omme illustrédans la �gure 7.4.Cette 
onvergen
e pouvant être lente, elle est généralement interrompue (tout 
omme l'était lades
ente du gradient dans le 
hapitre 4). Pour 
e faire, on trouve l'utilisation des 
onditions d'arrêtsuivantes :� Une largeur de borne ω : le pro
essus de �ltrage est interrompu si la taille des domaines a étéréduite de moins de ω à la dernière itération. On parle alors de 2B(ω)-
onsistan
e.� Un 
ontrat de temps Tmax : le pro
essus de �ltrage est interrompu si le temps de 
al
ul dépasse
Tmax ;Il est important de 
omprendre que le sens des domaines 2B-
onsistants est beau
oup moinsfort que 
elui des domaines ar
-
onsistants. En e�et, dans le 
as de domaines ar
-
onsistants, nousavons la 
ertitude que toutes les valeurs de 
e domaine sont solutions (puisque nous pouvons lesvéri�er une par une). Dans le 
as de domaines 2B-
onsistants, nous savons uniquement qu'il existe185



Chapitre 7. Modulation de vitesse à base de Programmation Par Contraintespotentiellement des solutions dans le domaine. En parti
ulier, le domaine peut 
ontenir des valeursnon solutions.Ainsi, extraire des solutions à partir de domaines 2B-
onsistants né
essite de prendre des pré-
autions. C'est pourquoi même si les se
tions 4 et 5 utilisent toutes deux la PPC pour e�e
tuer lamodulation de vitesse, les modélisations sont assez di�érentes.4 Modulation de vitesse par PPC sur domaines �nis4.1 Dé�nition du Problème de Satisfa
tion de Contraintes (PSC)Le PSC modélisant notre problème de modulation de vitesse se divise en deux 
atégories de
ontraintes : (1) les 
ontraintes relatives au suivi du 
hemin et (2) les 
ontraintes relatives à l'évite-ment des obsta
les mobiles.4.1.1 Suivi du 
hemin par le robotNous savons que le robot doit suivre un 
hemin pré
al
ulé P, 
omposé de n + 1 segments dedroite : [V0, V1], [V1, V2], ..., [Vn−1, Vn], ave
 V0 = A et Vn = B.Considérons le mouvement du robot sur un segment arbitraire [Vi−1, Vi]. Si l'on note respe
tive-ment vr
i et di la vitesse du robot, le temps de par
ours et la distan
e par
ourue sur 
e segment et

ti la date d'arrivée en Vi, le suivi du 
hemin P par le robot peut être modélisé par les 
ontraintessuivantes :
∀i ∈ [1, n] :





ti ∈ [0, T ]
vr
i ≤ νmax

ti = ti−1 + di/vr
i

(7.3)Notons que di n'est pas une variable, mais une 
onstante. Elle est donnée par li − li−1, où li estl'abs
isse 
urviligne de Vi sur P (
onnue).Le domaine des variables temporelles ti est dis
rétisé en utilisant un pas 
onstant τ . Ce pasdépend des données du problème, plus parti
ulièrement de l'espa
ement des viapoints et de la vitessemaximale du robot.On peut par exemple 
hoisir τ = dmin/νmax, où dmin est plus petite distan
e entre deux viapoints.Dans les missions de drones aériens par exemple, on a dmin ≈ 100m, νmax ≈ 300km/h, 
e qui aboutità τ ≈ 1s.4.1.2 Evitement des obsta
les mobilesComme nous l'avons vu dans la dé�nition du problème, 
haque obsta
le mobile Oj e�e
tue unesérie de mouvements re
tilignes uniformes, 
'est à dire qu'il se dépla
e su

essivement sur des seg-ments [Mk−1, Mk] à vitesse 
onstante vk.Si une 
ollision entre Oj et le robot a lieu sur la portion [Mk−1, Mk] 
ela signi�e qu'il existeune date tc pendant laquelle le robot, de 
oordonnées (xr, yr) se trouve dans la zone re
tangulaireentourant Oj , de 
oordonnées (xj , yj). Ce
i est illustré dans la �gure 7.5.186



4 Modulation de vitesse par PPC sur domaines �nis
vk

M Robot: (xr, yr) 

Obstacle Oj: (xj, yj) 

vi 

x

y

Djx

Djy

k-1

M k

V i
Vi-1Fig. 7.5 � Collision ave
 un obsta
le mobileDans le 
as d'une 
ollision entre le robot et un obsta
le mobile Oj , le robot (en rouge)appartient né
essairement à la zone de sé
urité entourant 
et obsta
le (re
tangle bleu).Cette situation peut être modélisée par les 
ontraintes suivantes :





ai = yi−1 − yi

bi = xi − xi−1

ci = yi · xi−1 − xi · yi−1

ai · xr + bi · yr + ci = 0
xr ≥ xi−1

xr ≤ xi

yr ≥ yi−1

yr ≤ yi

(7.4)
[Le robot se dépla
e sur le segment [Vi−1, Vi], d'équation ai · xr + bi · yr + ci = 0℄





dkx = xk − xk−1

dky = yk − yk−1

dk =
√

dkx
2 + dky

2

vkx = vk · (dkx/dk)
vky = vk · (dky/dk)
tc ∈ Dc

xj = vjx · (tc − tk−1) + xk−1

yj = vjy · (tc − tk−1) + yk−1

(7.5)
[L'obsta
le se dépla
e sur le segment [Mk−1,Mk] à vitesse vk, en partant à la date tk−1. dk représente ladistan
e entre Mk−1 et Mk, de 
omposantes dkx et dky℄





xr ≥ xj + Djx/2
xr ≤ xj −Djx/2
yr ≥ yj + Djy/2

yr ≤ yj −Djy/2

(7.6)[Le robot est à l'intérieur de la zone de sé
urité re
tangulaire entourant l'obsta
le, de dimensions Djx
×Djy

℄Notons que les seules variables du problème sont (xr, yr), (xj , yj) et tc, 
orrespondant aux entitésmobiles de la s
ène (le robot, l'obsta
le) et l'instant de leur possible 
ollision. Tous les autres élé-ments sont �xes (points de passage du robot et de l'obsta
le) et don
 les quantités qui en dé
oulent187



Chapitre 7. Modulation de vitesse à base de Programmation Par Contraintes(ai, bi, ci, (xi−1, yi−1), (xi, yi) dans l'équation 7.4 ; dk = (dkx, dky), vk = (vkx, vky) dans l'équation7.5) sont des 
onstantes.A la �n du pro
essus de �ltrage, le domaine Dc de la variable tc 
ontiendra toutes les datesde 
ollisions possibles entre l'obsta
le et le robot, 
ha
un se déplaçant sur un segment de sa tra-je
toire. Il est tout à fait possible que 
e domaine devienne vide, 
e qui traduira l'absen
e de 
ollision.A partir de 
ette information, nous pouvons 
onstruire, pour 
haque viapoint Vi, l'intervalle desdates interdites, noté T int
i . Cet intervalle a la signi�
ation suivante : si ti ∈ T int

i , alors le robotentrera en 
ollision ave
 un obsta
le entre les viapoints Vi−1 et Vi. Il est 
onstruit 
omme suit :1. Au départ, T int
i ← ∅ ;2. Pour 
haque obsta
le, et pour 
ha
un de ses mouvements : T int

i ← T int
i ∪Dc.Par 
onstru
tion, 
haque intervalle ainsi T int

i est une union de sous-intervalles. L'ensemble de
es sous-intervalles 
onstituent une dis
rétisation des surfa
es interdites, 
omme on peut le voir dans�gure 7.6. La �nesse de 
ette dis
rétisation dépend de l'espa
ement des viapoints (résolution surl'axe ~l) et du pas de temps τ (résolution sur l'axe ~t).
l 

t 

Vi 
T   i   
int   

li 

S1 

S2 

Fig. 7.6 � Intervalles des dates interdites (domaines �nis)L'ensemble des intervalles des dates interdites T int
i 
onstituent une dis
rétisation des surfa
esinterdites Sj de la �gure 7.1b.A partir de 
es intervalles, une première idée pour modéliser l'évitement des obsta
les mobiles
onsisterait à utiliser les 
ontraintes suivantes :

∀i ∈ [1, n] : ti /∈ T int
i (7.7)Toutefois, 
es 
ontraintes sont absolues et non relatives. En réalité, les variables ti sont liées defaçon impli
ite. Si une variable ti−1 impose, par sa valeur, de 
ontourner une surfa
e interdite parun 
oté (le bas, par exemple), alors il devra en être de même pour la variable suivante ti. Si 
e n'estpas le 
as, bien que les points Pi−1 = (li−1, ti−1) et Pi = (li, ti) soient tous deux en dehors de lasurfa
e interdite (
'est à dire ti−1 et ti respe
tent bien la 
ontrainte 7.7), il n'en est pas for
émentde même pour le segment [Pi−1, Pi].Ce
i est illustré dans la �gure 7.7 
i-après. 188



4 Modulation de vitesse par PPC sur domaines �nis
l 

t 

Pi-1

li li-1

Pi 

t     i    

t      i-1     

Fig. 7.7 � Faiblesse des 
ontraintes 7.7Deux points de part et d'autre d'une surfa
e interdite ne peuvent être reliés sans entraînerde 
ollision. Hors 
ette situation n'est pas interdite par les 
ontraintes 7.7.Pour éviter 
e problème, une solution 
onsiste à introduire des variables binaires bj dans les
ontraintes, modélisant le 
�té de 
ontournement de la surfa
e interdite Sj . L'a�e
tation bj = 0matérialise un 
ontournement de Sj par le bas, et bj = 1 par le haut.En utilisant 
es variables, les 
ontraintes traduisant l'évitement des obsta
les mobiles deviennent :
∀i ∈ [1, n] : T int

i = [t1i , t
1
i ] ∪ ... ∪ [tsi , t

s
i ] (7.8)[L'intervalle des dates interdites T int

i est une union de sous intervalles. Chaque sous-intervalle [tji , t
j
i ] modélisel'ensemble des interse
tions entre la droite l = li et la surfa
e interdite Sj . s est le nombre total des surfa
esinterdites℄

∀j ∈ [1, s] :





bj ∈ {0, 1}
ti ≥ tji − T · (1− bj)

ti ≤ tji + T · bj

(7.9)[Le point de 
ontournement Pi = (li, ti) est soit au dessus de la surfa
e Sj , soit en dessous℄Puisque tous les pas de temps ti partagent les mêmes variables binaires bj , les points de 
ontour-nements asso
iés Pi = (li, ti) sont for
és de 
ontourner la surfa
e Sj de la même manière.Prenons l'exemple d'un 
ontournement par le bas. Le fait que Pi = (li, ti) passe en dessous dela surfa
e Sj est équivalent à ti ≤ tji . Si 
ette 
ondition est véri�ée pour un indi
e i ∈ [1, n], alorsla dernière 
ontrainte du système 7.9 imposera bj = 0, et don
 tk ≤ tji pour tous les indi
es k ∈ [1, n].Ce
i est illustré dans la �gure 7.8a 
i-après.
189



Chapitre 7. Modulation de vitesse à base de Programmation Par Contraintes
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(a) b2=0 (b) b2=1 Fig. 7.8 � Illustration des 
ontraintes 7.9(a) 
ontournement de la surfa
e S2 par le bas : ti−1 ≤ t2i−1 ⇔ b2 = 0 ⇔ ti ≤ t2i ; (b)
ontournement de la surfa
e S2 par le haut : ti−1 ≥ t2i−1 ⇔ b2 = 1 ⇔ ti ≥ t2i .4.1.3 RésuméLe PSC modélisant le problème modulation de vitesse sur domaines �nis est le suivant :� Variables :� ti (i ∈ [1, n]) : date de passage au viapoint Vi ; n est le nombre de viapoints sur le 
hemin
P.� vr
i (i ∈ [1, n]) : vitesse du robot entre Vi−1 et Vi.� bj (j ∈ [1, s]) : 
�té de 
ontournement de la surfa
e interdite Sj dans l'espa
e-temps. sest le nombre total de surfa
es interdites, 
'est à dire le nombre d'interse
tions entre lestraje
toires d'obsta
les mobiles et le 
hemin P.� Contraintes :� Equation 7.3 : suivi du 
hemin P,� Equations 7.8 et 7.9 : évitement des obsta
les mobiles (
ontournement des surfa
es inter-dites).Ce PSC 
ontient 2n + s variables et jusqu'à (1 + 2s) · n 
ontraintes, toutes linéaires4. Pour leproblème de la �gure 7.1a, par exemple, on a n = 8 (en 
omptant les points de départ et d'arrivée)et s = 2, 
e qui aboutit à 18 variables et 40 
ontraintes maximum.Notons que les équations 7.4 à 7.6 ne font pas partie du PSC. Elles sont utilisées dans une étapede prétraitement, a�n de 
al
uler les intervalles des dates interdites T int

i .4.2 Extra
tion de la solution optimaleSi nous fournissons le PSC dé
rit 
i-dessus à un résolveur sur domaines �nis, 
elui-
i va retournertoutes les valeurs solutions du problème. En parti
ulier, nous disposerons, après pro
essus de �ltrage,de toutes les dates d'arrivée possibles pour 
haque point de passage Vi. Ces dates de passages sontmatérialisées par les domaines [t−i , t+i ], asso
iés à 
haque variable ti.4Après le 
hangement de variable vr
i
′ = 1/vr

i . 190



4 Modulation de vitesse par PPC sur domaines �nisPour ensuite obtenir un pro�l de vitesse permettant d'atteindre le point d'arrivée B au plus t�t,une solution 
onsisterait à ajouter la 
ontrainte tA = t−0 dans le modèle (départ de A au plus t�t),résoudre de nouveau le PSC, ajouter la 
ontrainte t1 = t−1 (atteinte du viapoint V1 au plus t�t),résoudre de nouveau le PSC, et ainsi de suite jusqu'au point d'arrivée B = Vn.
l 

t 

(a)  (b)   (c)  (d)  Fig. 7.9 � Extra
tion de la solution optimale dans les domaines �nisDe (a) à (d), les dates de passage ti asso
iées aux viapoints Vi sont progressivement a�e
téesà la borne inférieure de leur domaine valide (zone bleu 
lair). Le pro�l de vitesse optimal(trait bleu fon
é) est progressivement déduit.Cette façon de pro
éder est bien entendu très ine�
a
e. Nous pouvons obtenir le même résultaten une résolution unique, en énumérant astu
ieusement les variables puis leur valeurs. Une possibilitéest la stratégie d'énumération suivante :� Ordre d'énumération des variables : t0, v0, t1, v1, ..., tn, vn ; notons qu'il ne sert à rien d'énu-mérer les variables binaires bj , 
ar leur valeur est impli
itement �xée par les variables ti et les
ontraintes 7.9.� Ordre d'énumération des valeurs :� Croissant pour les variables ti (arrivée au plus t�t)� Dé
roissant pour les variables vr
i (dépla
ement au plus vite)Cette stratégie devra être 
ommuniquée au résolveur en même temps que le PSC.4.3 Problèmes d'in
orre
tion dus à l'utilisation des domaines �nisL'utilisation des domaines �nis né
essite de dis
rétiser toutes les grandeurs du problème, quisont 
ontinues par nature, puisqu'elles modélisent des phénomènes physiques. En parti
ulier, dansnotre appro
he, le temps est é
hantillonné en utilisant un pas 
onstant τ .L'interprétation de 
et é
hantillonnage est la suivante : si une propriété est vraie au pas de temps

pk = kτ , alors elle est 
onsidérée 
omme vraie jusqu'au pro
hain pas pk+1 = (k + 1)τ . C'est en par-ti
ulier le 
as des 
ollisions ave
 les obsta
les mobiles : si, d'après les 
ontraintes 7.4 à 7.6, au
une
ollision n'a lieu entre les points de passage Vi−1 et Vi au pas de temps pk, alors il est impli
itementsupposé qu'au
une 
ollision n'aura lieu entre 
es points jusqu'au pas de temps pk+1.Graphiquement parlant, le pro�l de vitesse 
al
ulé sous 
ette hypothèse 
ontourne une dis
réti-sation des surfa
es interdites de l'espa
e-temps, et non les surfa
es interdites initiales. Or, 
omme191



Chapitre 7. Modulation de vitesse à base de Programmation Par Contrainteson peut le voir sur la �gure 7.10, 
ette dis
rétisation n'est que partiellement englobante, 
'est à direque des parties de la surfa
e initiale (polygone rouge) peuvent potentiellement dépasser de la surfa
edis
rétisée (
ases rouges).Dans 
es 
onditions, l'évitement des surfa
es dis
rétisées, imposé par les 
ontraintes 7.9, ne ga-rantit l'évitement des surfa
es initiales. Ainsi, notre appro
he, telle qu'elle est dé
rite dans 
ettese
tion, est in
orre
te : des 
ollisions non déte
tées pendant l'étape de modulation de vitesse pour-ront avoir lieu lors de l'exé
ution réelle de la traje
toire par le robot.
i P

i-1
P  

l 

t 

S 2 

Fig. 7.10 � In
orre
tion due à l'approximation des surfa
es interditesLe segment [Pi−1, Pi] 
ontourne bien la surfa
e S2 dis
rétisée (
ases rouges) mais pas lasurfa
e S2 initiale (polygone rouge).Il est important de 
omprendre que 
e problème d'in
orre
tion n'est pas dû à l'utilisation de laPPC, mais à la dis
rétisation du temps. En e�et, toutes les appro
hes de la littérature où le tempsest dis
rétisé sont également in
orre
tes. C'est notamment le 
as des appro
hes à base de dé
ompo-sition 
ellulaire, par exemple 
elles proposées par Frai
hard [Fra93℄ ou van den Berg [vdBO05℄. Pourlimiter au plus l'apparition de 
es problèmes, les auteurs suggèrent d'é
hantillonner ave
 un pas detemps τ très faible. En e�et, si τ tend vers 0, alors la probabilité de non déte
tion des 
ollisions tendégalement vers 0.Toutefois, 
ette démar
he n'est pas satisfaisante, 
ar elle ne fait qu'atténuer le problème sansle résoudre. De plus, la diminution de τ augmente 
onsidérablement la taille des domaines liés auxvariables ti (et des autres variables, par e�et de bord) et don
 le temps de 
al
ul lié à l'opération de�ltrage, qui pro
ède à l'énumération de 
es domaines.Si nous reprenons l'exemple des missions de drones aériens, l'horizon temporel (pour une missionde 
ourte durée) est de l'ordre de T = 1h, et un pas de temps raisonnable est τ = 1s (
omme vudans la partie 4.1.1). Les domaines des variables ti 
ontiennent don
 
ha
un 3600 éléments.Comme dans le 
hapitre 4, pour résoudre le problème sans hausse importante du temps de 
al-
ul, nous devons le prendre à sa sour
e, 
'est à dire éviter la dis
rétisation de quantités initialement
ontinues, en parti
ulier le temps.Pour 
ela, nous allons proposer, dans la se
tion suivante, d'exprimer les 
ontraintes non pas surdomaines �nis, mais sur domaines 
ontinus, 
e qui est plus adapté à la nature du problème.192



5 Modulation de vitesse par PPC sur domaines 
ontinus5 Modulation de vitesse par PPC sur domaines 
ontinusComme nous l'avons expliqué dans la se
tion 3, les domaines 2B-
onsistants ont un sens beau-
oup plus faible que les domaines ar
-
onsistants. En e�et, à la �n du pro
essus de �ltrage, noussavons simplement que s'il existe des solutions au problème, alors elles appartiennent à 
es domaines.Mais nous n'avons au
une garantie que l'ensemble des valeurs des domaines sont des solutions.Une autre façon de voir les 
hoses est que 
es domaines 2B-
onsistants en
adrent les solutions parex
ès, de façon plus ou moins large5. Par exemple, le domaine Dx = [−10, 10] est 2B-
onsistant visà vis de la 
ontrainte x + x = 0. Il en
adre don
, de façon très large, l'unique solution du problème,
'est à dire x = 0.Nous allons utiliser 
ette propriété en notre faveur, en modélisant le dual de notre problèmeinitial, dé
rit dans la se
tion 2. Cette fois, les 
ontraintes vont être utilisées non pas pour modéliserl'espa
e valide (zone bleu 
lair dans la �gure 7.9) mais l'espa
e invalide.Dans 
es 
onditions, l'espa
e invalide que nous obtiendrons après pro
essus de �ltrage (et enparti
ulier les surfa
es interdites) sera éventuellement surestimé mais jamais sous-estimé. Ainsi,
ontrairement à la PPC sur domaines �nis, notre appro
he est i
i 
orre
te : tout 
hemin tra
é endehors de 
et espa
e invalide sera garanti d'être sans 
ollision.5.1 Dé�nition du PSCLes zones non a

essibles de l'espa
e-temps se divisent en deux 
atégories : (1) les zones dues àune vitesse ex
essive du robot et (2) les zones dues aux 
ollisions ave
 les obsta
les mobiles. L'espa
einvalide évoqué 
i-dessus 
orrespond à la fusion de l'ensemble de 
es deux types de zones.5.1.1 Zones ina

essibles dues à une vitesse ex
essiveConsidérons le mouvement du robot sur un segment arbitraire [Vi−1, Vi]. Si l'on note respe
tive-ment vr
i , ti et di la vitesse du robot, le temps de par
ours et la distan
e par
ourue sur 
e segment,nous avons vu dans la partie 4.1.1 que 
es quantités étaient liées par :

ti = ti−1 + di/vr
iEn utilisant 
ette relation, nous pouvons modéliser une arrivée prématurée au viapoint Vi. Ene�et, toutes les dates de passage ti véri�ant 
ette relation ave
 vr

i > νmax sont par dé�nition ina
-
essibles, 
ar le drone ne peut aller plus vite que νmax.Ce raisonnement est appli
able sur tous les segments du 
hemin P. Ainsi, en partant de A = V0le plus t�t possible (i.e. à 0), une arrivée prématurée du robot sur P peut être modélisée par les
ontraintes suivantes :
tprem
0 = 0

∀i ∈ [1, n] :





tprem
i ∈ [0, T ]

vr
i > νmax

tprem
i = tprem

i−1 + di/vr
i

(7.10)5Cette largeur dépend de la nature des 
ontraintes utilisées : linéarité, monotonie des fon
tions, multi-o

uren
ede variables, et
. 193



Chapitre 7. Modulation de vitesse à base de Programmation Par ContraintesDe façon similaire, en arrivant en B = Vn le plus tard possible (i.e. à T ), une arrivée tardive sur
P peut être modélisée par :

ttard
n = T

∀i ∈ [1, n] :





ttard
i ∈ [0, T ]

vr
i > νmax

ttard
i = ttard

i−1 + di/vr
i

(7.11)Ces 
ontraintes génèrent un "plan
her" et un "plafond" dans l'espa
e-temps, 
omme illustré dansla �gure 7.11. Ces zones sont toutes deux délimitées par une droite de pente νmax (en pointillés).
l 

t 

0  

vmax 

T  

Fig. 7.11 � Zones ina

essibles dues à la vitesse maximale du robotCes zones se dé
omposent en deux parties : un plan
her, 
orrespondant à une arrivée préma-turée du robot sur le 
hemin (en brun) et un plafond, 
orrespondant à une arrivée tardive(en bleu).5.1.2 Zones ina

essibles dues aux 
ollisions ave
 les obsta
les mobilesComme dans la partie 4.1.2, pour 
haque viapoint Vi, on 
ommen
e par 
al
uler les intervallesdes dates interdites T int
i , en utilisant les 
ontraintes 7.4, 7.5 et 7.6.Sur domaines 
ontinus, l'ensemble des intervalles T int

i dis
rétisent les surfa
es interdites del'espa
e-temps par un ensemble de bandes (et non plus de 
ases), 
omme on peut le voir dansla �gure 7.12.
l 

t 

Vi 
T   i   
int   

li 

(a) (b) 

S2 

S2 

S1 

Fig. 7.12 � Intervalles des dates interdites (domaines 
ontinus)(a) l'ensemble des intervalles T int
i 
orrespondent à une dis
rétisation des surfa
es interdites

Sj de la �gure 7.1b ; (b) zoom autour de la surfa
e S2 : polygone = surfa
e initiale, bandesrouges = dis
rétisation. 194



5 Modulation de vitesse par PPC sur domaines 
ontinusCes bandes 
onstituent une approximation par ex
ès des surfa
es interdites. Ce
i signi�e que,
ontrairement à la �gure 7.10, la surfa
e initiale (polygone blan
) est entièrement in
luse dans saversion dis
rétisée (bandes rouges).5.1.3 Fusion des zones ina

essiblesLes deux types zones ina

essibles dé
rites 
i-dessus ne sont pas indépendantes. En e�et, les
ontraintes de 7.4 à 7.6 induisent un dé
alage temporel des 
ontraintes 7.10 et 7.11. Graphiquementparlant, les surfa
es interdites provoquent une translation du plan
her et du plafond de la �gure7.11, 
omme on peut le voir dans la �gure 7.13a.Prenons pour 
ommen
er le 
as du plan
her. Les 
ontraintes 7.10 modélisent une arrivée pré-maturée à 
haque viapoint Vi, par l'intermédiaire des variables tprem
i : toute date inférieure tprem

iaboutira à une vitesse de dépla
ement supérieure à la vitesse maximale du robot.La présen
e d'obsta
les mobiles vient étendre 
ette notion d'arrivée prématurée, et don
 le plan-
her de l'espa
e-temps. En e�et, si un obsta
le Oj o

upe Vi pendant la durée Dj = [tji , t
j
i ], alorstoute date d'arrivée appartenant à Dj sera également prématurée. En d'autres termes, si le robotatteint Vi dans l'intervalle de temps Dj , alors il devra attendre tj que l'obsta
le libère le point.D'un point de vue plus formel, s'il existe une valeur de tprem

i telle que tprem
i ∈ Dj , alors tprem

idevra être rempla
é par tji dans les 
ontraintes 7.10. Ce rempla
ement dynamique est modélisé parles 
ontraintes suivantes :
∀i ∈ [1, n] : T int

i = [t1i , t
1
i ] ∪ ... ∪ [tsi , t

s
i ] (7.12)[Chaque sous-intervalle [tji , t

j
i ] modélise l'o

upation du point Vi par un obsta
le℄

∀j ∈ [1, s] :





bj
i ∈ {0, 1}

tprem
i ≥ bj

i · t
j
i

tji > (1− bj
i ) · t

prem
i

(7.13)[La variable binaire bj
i modélise le fait que tprem

i > tji ℄
∀j ∈ [1, s] :





bj
i ∈ {0, 1}

tji ≥ bj
i · t

prem
i

tprem
i > (1− bj

i ) · b
j
i

(7.14)[La variable binaire bj
i modélise le fait que tprem

i < tji ℄
∀j ∈ [1, s] :

{
bj
i ∈ {0, 1}

bj
i = bj

i · b
j
i

(7.15)[La variable binaire bj
i modélise le fait que tprem

i ∈ [tji , t
j
i ]. (
onjon
tion des 2 
ontraintes pré
édentes), 
'està dire une interse
tion du plan
her ave
 la surfa
e interdite Sj à l'abs
isse 
urviligne l = li℄195



Chapitre 7. Modulation de vitesse à base de Programmation Par Contraintes
∀j ∈ [1, s] :





tprem′

i ∈ [0, T ]

tprem′

i ≤ bj
i · t

j
i + (1− bj

i ) · (t
prem′

i−1 + di/vr
i )

vr
i > νmax

(7.16)[Contraintes dé�nissant le nouveau plan
her, modélisé par les variables tprem′

i . Si bj
i = 1, alors la 
ontraintede type 7.10 est rempla
ée par la simple 
ontrainte de borne tprem

i ≤ tji ℄De façon similaire, les 
ontraintes relatives au nouveau plafond de l'espa
e-temps sont :
∀j ∈ [1, s] :





ttard′

i ∈ [0, T ]

ttard′

i ≥ bj
i · t

j
i + (1− bj

i ) · (ttard′

i−1 + di/vr
i )

vr
i > νmax

(7.17)Comme on peut le voir dans la �gure 7.13a, l'ensemble de 
es 
ontraintes génère des "ombres"derrière les surfa
es interdites de l'espa
e-temps, obtenues de la façon suivante : si une bande Bappartenant au plan
her (resp. le plafond) entre en 
ollision ave
 une surfa
e interdite S, alors l'en-semble des bandes suivantes est translaté de bas en haut (resp. de haut en bas) jusqu'à 
e que Batteigne le haut (resp. de bas) de S. Cette translation est illustrée par les �è
hes noires.
(a) (b) 

l 

t Fig. 7.13 � E�et des 
ontraintes 7.12 à 7.17(a) les 
ontraintes génèrent des "ombres" (en gris) derrière les surfa
es interdites, en trans-latant du plan
her et du plafond de la �gure 7.11 ; (b) plan
her et plafond étendus ainsiobtenus.On obtient ainsi de nouveaux plan
her et plafond, dits étendus, modélisés respe
tivement parles variables tprem′

i et ttard′

i , et illustrés dans la �gure 7.13b. Ces zones invalides 
ombinent les inter-di
tions relatives aux 
apa
ités de propulsion du robot (vitesse maximale) et aux obsta
les mobiles(
ollisions).5.1.4 RésuméLe PSC modélisant le problème modulation de vitesse sur domaines 
ontinus est le suivant :� Variables : 196



5 Modulation de vitesse par PPC sur domaines 
ontinus� tprem
i , ttard

i (i ∈ [1, n]) : variables modélisant une arrivée prématurée au point Vi, due à unevitesse ex
essive (supérieure à la vitesse maximale du robot). n est le nombre de viapointssur le 
hemin P.� tprem′

i , ttard′

i (i ∈ [1, n]) : variables modélisant une arrivée prématurée au point Vi, due à unevitesse ex
essive ou à une 
ollision ave
 un obsta
le mobile.� vr
i (i ∈ [1, n]) : variables modélisant une vitesse ex
essive du robot entre Vi−1 et Vi.� bj
i (i ∈ [1, n], j ∈ [1, s]) : variable binaire modélisant la 
ollision j entre le robot et un obsta
lemobile au point Vi, parmi les s 
ollisions possibles.� Contraintes :� Equations 7.11 et 7.11, matérialisant le plan
her et le plafond initiaux (uniquement dus àune vitesse ex
essive) de l'espa
e-temps.� Equations de 7.12 à 7.17, matérialisant le plan
her et le plafond étendus (intégrant lessurfa
es interdites) de l'espa
e-temps.Ce PSC 
ontient jusqu'à (5 + 3s) · n variables et (2 + 8s) · n 
ontraintes. Pour le problème de la�gure 7.1a, par exemple, on a n = 8 (en 
omptant les points de départ et d'arrivée) et s = 2, 
e quiaboutit à 88 variables et 144 
ontraintes maximum.On 
onstate une augmentation assez importante de la taille du PSC par rapport aux domaines�nis (nous avions au plus 18 variables et 40 
ontraintes). Cependant, nous verrons dans la se
tion 7que l'impa
t sur le temps de 
al
ul n'est pas signi�
atif, puisque la plupart des nouvelles variablessont binaires et n'engendrent au plus que 2 énumérations.Notons que, 
omme pour les domaines �nis, les équations 7.4 à 7.6 ne font pas partie du PSC.Elles sont utilisées dans une étape de prétraitement, a�n pour 
al
uler les intervalles des dates in-terdites T int
i .5.2 Extra
tion de la solution optimaleIl y a deux 
as de �gure après pro
essus de �ltrage par 2B-
onsistan
e :- L'espa
e-temps est obstrué.C'est à dire que le plan
her tou
he une ou plusieurs fois le plafond dans l'espa
e-temps. Dans
es 
onditions, le problème n'a a priori pas de solutions. Cependant, nous ne pouvons pas 
erti�ersi 
'est e�e
tivement le 
as, où s'il s'agit d'un e�et de bord dû à l'utilisation de la 2B-
onsistan
e(qui peut surestimer l'espa
e invalide).Pour limiter 
es e�ets de bords, il est possible, entre autres, de :� Régler les paramètres du résolveur : augmenter le 
ontrat de temps Tmax ou diminuer la largeurde borne ω (si utilisés) ;� Reformuler les 
ontraintes, notamment pour limiter les multi-o

uren
es de variables ;� Essayer d'autres types de 
onsistan
es sur domaines 
ontinus, 
omme la Box-
onsistan
e[BMvH94℄. 197



Chapitre 7. Modulation de vitesse à base de Programmation Par Contraintes- Il existe un 
ouloir dans l'espa
e-temps.Puisque l'espa
e invalide est éventuellement surestimé, mais jamais sous-estimé, nous avons la
ertitude que tout 
hemin tra
é dans 
e 
ouloir est entièrement valide. Parmi 
es 
hemins valides, unseul permet d'atteindre le point d'arrivée au plus t�t. Il est obtenu en reliant les parties supérieuresdu plan
her, 
'est à dire en 
hoisissant pour 
haque viapoint Vi du 
hemin la première date dispo-nible, 
omme illustré dans la �gure 7.14. Con
rètement parlant, 
e
i 
onsiste à 
hoisir les bornessupérieures des domaines asso
iés aux variables tprem′

i de notre PSC pour dates de passage.
t=7.4 

t=10 

l 

t Fig. 7.14 � Extra
tion de la solution optimale dans les domaines �nisSolution optimale (trait 
ontinu bleu) obtenue en reliant les parties supérieures du plan
her.Celle-
i permet d'arriver bien plus t�t (à t = 7.4) que la solution trouvée dans les domaines�nis (trait pointillé bleu, arrivant à t = 10).On peut remarquer qu'en plus de la garantie sur sa validité, la solution obtenue sur domaines
ontinus possède un autre avantage sur 
elle obtenue sur domaines �nis : l'absen
e d'approximationliée à la dis
rétisation du temps. En e�et, si la première date valide pour visiter Vi est ti, il estpossible d'appro
her ti ave
 une pré
ision arbitraire sur les domaines 
ontinus, alors que dans lesdomaines �nis, nous devrons 
hoisir le premier pas de temps valide après ti.Par exemple, si un pas de temps τ = 1min est utilisé et si ti = 1.02min, alors le premier pas detemps valide immédiatement supérieur à ti est t = 2min. Ainsi, un retard de près d'une minute serapris sur la visite de Vi par rapport à sa visite au plus t�t.Ce retard s'a

umule de viapoint en viapoint, et peut devenir assez important au fur et à mesureque le nombre de viapoints n augmente. Sur la �gure 7.14 notamment, on peut 
onstater que lasolution sur domaines �nis a

use un retard de 35% par rapport à la solution sur domaines 
ontinus.6 Ajout de 
ourants dans l'environnementDans 
ette se
tion, nous allons illustrer que la PPC permet de 
hanger les 
ara
téristiques duproblème à travers un exemple pré
is : l'ajout de 
ourants dans l'environnement. Contrairementaux autres appro
hes de modulation de vitesse, la prise en 
ompte de 
es 
ourants ne né
essite quequelques ajustements dans le modèle introduit pré
édemment.6.1 Reformulation du problèmeLes hypothèses de travail sont que 
elles dé
rites dans la se
tion 2, sauf que l'environnement
ontient à présent des Zones Elémentaires de Courant (ZEC), illustrées dans la �gure 7.15.198



6 Ajout de 
ourants dans l'environnement
A

B

x

yFig. 7.15 � Environnement ave
 
ourantsEn plus des éléments dé
rits dans la se
tion 2, l'environnement 
ontient à présent des ZonesElémentaires de Courant (ZEC) 
entrées autour d'é
hantillons (�è
hes bleues).Une ZEC est une région polygonale dans laquelle le 
ourant est homogène. La valeur du 
ourantest 
elle d'un é
hantillon, 
'est-à-dire un ve
teur-vitesse issu d'une mesure ou d'une prévision.Pour plus de détails sur les ZECs, notamment sur leur 
onstru
tion, se reporter au 
hapitre 4, àla page 111.6.2 Introdu
tion des viapoints arti�
ielsLes viapoints dé�nissant le 
hemin P matérialisent des 
hangements de dire
tion (dus au 
ontour-nement d'obsta
les �xes, non représentés), mais ils ne tiennent pas 
ompte des 
hangements de 
ou-rants d'une ZEC à une autre.Nous allons don
 arti�
iellement introduire de nouveaux viapoints, en pro
édant 
omme illustrédans la �gure 7.16 : à 
haque fois qu'un segment [Vi, Vi+1] interse
te le bord d'une ZEC, alors unnouveau viapoint (en rouge sur la �gure) est inséré entre Vi et Vi+1. Le 
hemin P et les bords desZECs étant tous deux 
onstitués de segments de droite, le 
al
ul de 
es interse
tions est simple àréaliser.
A

B

x

yFig. 7.16 � Viapoints arti�
ielsLes viapoints arti�
iels, en rouge, sont de nouveaux viapoints garantissant un 
ourant
onstant entre deux viapoints su

essifs.A la �n de 
ette étape, nous obtenons une nouvelle liste de viapoints V ′ = {V ′
i }i∈[1,n′], ayant lapropriété suivante : entre deux viapoints su

essifs V ′

i et V ′
i+1, nous avons la garantie que le 
ourantest 
onstant. Ce
i va simpli�er l'é
riture des 
ontraintes introduites 
i-après.199



Chapitre 7. Modulation de vitesse à base de Programmation Par Contraintes6.3 Nouvelles 
ontraintes pour la vitesse maximaleConsidérons le dépla
ement du robot sur un segment arbitraire [V ′
i−1, V

′
i ] du 
hemin P. Pour 
emouvement, nous pouvons dé�nir les quantités suivantes :� ~wi la vitesse du 
ourant (que nous savons 
onstante, par 
onstru
tion),� ~vr

i la vitesse du robot par rapport au sol (i.e. au repère R),� ~vw
i la vitesse du robot par rapport au 
ourant ~wi.Nous savons, par prin
ipe de 
omposition des vitesses, que les trois ve
teurs 
i-dessus sont liéspar :

~vr
i = ~vw

i + ~wi (7.18)De plus, 
omme nous voulons imposer au robot de rester sur le 
hemin P, la vitesse du robotpar rapport au sol, ~vr
i , doit être 
olinéaire au dépla
ement ~di =

−−−−→
V ′

i−1V
′
i .

i      
 

w

a

b

V’
V’

d

v

vw

x

y

i-1 

i   

i    i

i      
r     Fig. 7.17 � Suivi de 
hemin en présen
e de 
ourantsPour suivre le 
hemin P sur la portion [V ′

i−1, V
′

i ] la 
omposition des vitesses ~vw
i et ~wi doitêtre 
olinéaire à −−−−→

V ′

i−1V
′

i .Dans le repère lo
al Ri = (V ′
i−1,~a,~b), ave
 ~a = ~di/di et ~a⊥~b, 
ette situation, illustrée dans la�gure 7.17, peut être modélisée par les 
ontraintes suivantes :

{
vr
i = ci

a + vw
i a

0 = ci
b + vw

i b

(7.19)[
omposition des vitesses exprimée dans le repère lo
al Ri℄




wa = ci · cos α
wb = ci · sinα

cos α = ~wi · ~di/ci · di

(7.20)[
oordonnées de ~wi dans Ri℄Comme nous l'avions vu en introdu
tion, la vitesse maximale du robot (par rapport au sol)dépend à présent du 
ourant ~wi : elle augmente si wi "pousse" le robot dans le sens du dépla
ement
~di, et diminue sinon. 200



7 Résultats expérimentauxCe phénomène peut être aisément traduit dans notre PSC, en remplaçant toutes les o

urren
esde vr
i > νmax par les 
ontraintes 7.19 et 7.20 
i-dessus, et 7.21 
i-dessous, qui exprime la limite νmaxnon plus par rapport au sol, mais par rapport au 
ourant :

{
vw
i

2 = vw
i

2
a + vw

i
2
b

vw
i > γmax

(7.21)[vitesse ex
essive relative au 
ourant ~wi℄Ces substitutions augmentent légèrement la taille de notre PSC, puisqu'elles ajoutent 6n 
ontrainteset 5n variables. La résolution du PSC obtenu se fait de façon stri
tement identique que pré
édem-ment.Par 
es quelques modi�
ations, nous obtenons une méthode 
apable d'e�e
tuer la modulationde vitesse du robot en présen
e de 
ourants, 
e qui n'avait jamais était réalisé auparavant, à notre
onnaissan
e.Notons que 
ette méthode peut être sous-exploitée, pour résoudre des instan
es très simples denotre problème, 
omme par exemple, une tâ
he de suivi de 
hemin en présen
e de 
ourants. Il s'agitd'uniquement 
ompenser les perturbations induites par les 
ourants pour maintenir le robot sur P,sans évitement d'obsta
les mobiles6. Cette instan
e parti
ulière est très étudiée dans la littérature, etde nombreuses appro
hes ont été proposées, 
omme la méthode des "
hamps de vitesse" [NBMB06℄.Il serait intéressant d'étudier, à l'avenir, dans quelle mesure la PPC 
onstitue une alternative à 
esappro
hes.7 Résultats expérimentauxNous venons de voir qu'utiliser la PPC apportait un gain en �exibilité dans la modulation devitesse. En e�et, l'expressivité importante o�erte par les 
ontraintes permet de modéliser assez ai-sément de nombreuses extensions au problème de base.A priori, le gain en �exibilité devrait s'a

ompagner d'une perte en performan
es. C'est pourquoinous souhaitons appré
ier dans 
ette partie l'évolution du temps de 
al
ul en fon
tion de la donnée
ritique du problème : le nombre d'obsta
les mobiles. En e�et, il est essentiel que le temps de 
al
ulreste raisonnable quand l'environnement devient en
ombré, 
ar 
'est l'intérêt même de la dé
ompo-sition plani�
ation de 
hemin/modulation de vitesse (par rapport à des méthodes dire
tes).Le proto
ole expérimental a été le suivant :� Nous avons utilisé les mêmes 
artes des vents que dans les 
hapitres 4 et 5 : une base de 100
artes 
olle
tées sur Metéo Fran
e [MF℄, 
ontenant environs 1000 é
hantillons de vent (dimen-sions 28× 35).� Nous avons fait varier le nombre d'obsta
les mobiles dans l'environnement, de m = 1 à m = 20.� Pour 
haque valeur de m, nous avons généré 500 
as de test. Chaque 
as de test a été 
onstruitde la façon suivante :6Dans 
es 
onditions, les 
ontraintes des se
tions 5.1.2 et 5.1.3 peuvent être supprimées.201



Chapitre 7. Modulation de vitesse à base de Programmation Par Contraintes1. Tirage aléatoire d'une 
arte des vents dans la base.2. Pla
ement des points A et B de façon aléatoire sur la 
arte.3. Plani�
ation d'un 
hemin entre A et B, en utilisant l'algorithme de la propagation d'onde
oulissante présenté dans le 
hapitre 4. Cet algorithme évite la génération de viapointsarti�
iels, puisque par 
onstru
tion, 
haque segment 
onstituant le 
hemin se trouve dansune zone homogène de 
ourant.4. Constru
tion des obsta
les mobiles. Chaque obsta
le mobile est généré de la façon sui-vante : (a) tirage aléatoire de deux points sur les bords de la 
arte. Ces deux pointsdé�nissent la dire
tion de dépla
ement de l'obsta
le. (b) tirage aléatoire des dimensionsde l'obsta
le (entre 1× et 5× les dimensions des ZEC). (
) tirage aléatoire de la vitessede dépla
ement de l'obsta
le (entre 0.5× et 2× la vitesse du robot).Un 
as de test est illustré dans la �gure 7.18.
A

B  

O1 

O2 

y 

xFig. 7.18 � Un 
as de test pour la modulation de vitesseLa �gure présente un exemple d'environnement généré pour m = 2 obsta
les mobiles. Le
hemin (en bleu) est 
onstitué de n = 36 viapoints, 
e qui aboutit à un PSC d'environ 400variables et 650 
ontraintes.� Nous avons mesuré le temps de 
al
ul moyen pour 
haque valeur de m sur l'ensemble des 
asde tests. Les tests ont été e�e
tués en utilisant le résolveur Interlog [BT93℄, sur un PC 
aden
éà 1.7Ghz muni de 1Go de RAM. Les résultats obtenus ont été représentés dans la �gure 7.19.En observant 
ette �gure nous pouvons 
onstater que :1. Le temps de 
al
ul reste raisonnable, puisqu'il n'atteint que 600ms en présen
e de 20obsta
les mobiles, 
e qui 
orrespond à un environnement relativement en
ombré. Notonsque 
es performan
es peuvent être 
onsidérablement améliorées en utilisant un résolveurplus performant, tel que RealPaver [GB06℄.202
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Fig. 7.19 � Performan
es de la modulation de vitesse par PPCTemps de 
al
ul (en ms) pour e�e
tuer la modulation de vitesse du robot à base de
ontraintes, en présen
e de m obsta
les mobiles. Points blan
s = temps moyen ; Ligne rouge= régression linéaire.2. Sur la base de la régression illustrée en rouge (ave
 un 
oe�
ient de détermination R2 >
0.999), il semble que le temps de 
al
ul soit linéaire en fon
tion du nombre d'obsta
lesmobiles. Ce
i paraît a priori logique, 
ar la taille du problème est en O(ñ ·m), où ñ estle nombre moyen de viapoints sur le 
hemin sur l'ensemble des tests (ñ ≈ 20 dans nostests). Toutefois, il serait intéressant de 
on�rmer 
es résultats expérimentaux par uneétude théorique (
omme nous l'avons fait pour la 
ollision d'ondes dans le 
hapitre 6).8 Con
lusionDans 
e 
hapitre, nous avons introduit une appro
he �exible pour e�e
tuer l'étape de modula-tion de vitesse, basée sur la Programmation Par Contraintes (PPC). La PPC permet de modéliserle problème de modulation de vitesse "basique" (
ontenant uniquement des obsta
les mobiles), puisd'étendre 
e modèle à des 
ontraintes plus 
omplexes, qui n'étaient pas for
ement prévues au départ.Nous avons illustré 
ette �exibilité à travers l'ajout de 
ourants dans l'environnement, initia-lement ignorés. L'impa
t de 
es 
ourants sur la vitesse du robot a pu être assez aisément pris en
ompte, par simple substitution de 
ontraintes dans le modèle initial. Nous avons ainsi obtenu laseule méthode de la littérature, à notre 
onnaissan
e, 
apable de réaliser une modulation de vitesseen présen
e de 
ourants.L'ensemble de 
es résultats a été publié dans les a
tes du workshop PlanSIG'07 (Workshop of theUK Planning and S
heduling Spe
ial Interest Group). Le le
teur interessé pourra 
onsulter [STR07℄.Le défaut majeur de l'appro
he est que la sous-optimalité engendrée par la dé
omposition pla-ni�
ation de 
hemin/modulation de vitesse est 
onsidérablement aggravée en présen
e de 
ourants.En e�et, quand l'environnement 
ontient des 
ourants, le 
hemin plani�é dépend de la vitesse de203



Chapitre 7. Modulation de vitesse à base de Programmation Par Contraintes
roisière du robot utilisée pour 
ette plani�
ation. Si 
ette vitesse est très grande par rapport à 
elledes 
ourants, alors le 
hemin optimal entre A est B sera pro
he de la ligne droite. A mesure que
ette vitesse diminue, 
e 
hemin se déforme, pour épouser de plus en plus la dire
tion des 
ourants,a�n que le robot se fasse porter le plus possible. Ce
i est illustré dans la �gure 7.20.

(a) (b)  

A B

x  

y  

l 

t  Fig. 7.20 � Déviation du 
hemin selon la vitesse de 
roisière du robot(a) 
hemins optimaux entre A et B pour di�érentes vitesses de 
roisière du robot ; (b) pro�lsde vitesses 
orrespondant dans l'espa
e-temps. Bleu=100km/h (vitesse du 
ourant), rouge= 300km/h.Il serait don
 intéressant de modi�er les 
ontraintes pour ne pas e�e
tuer un suivi de 
hemin,mais un suivi de traje
toire. Le but est de maintenir le robot sur le 
hemin, mais aussi de respe
terle pro�l de vitesse asso
ié à 
e 
hemin. Si une surfa
e interdite é
arte le robot du pro�l optimal, alors
elui-
i devra a

élérer ou ralentir pour le rejoindre à nouveau, 
omme illustré dans la �gure 7.21.Ce
i suppose bien entendu que la vitesse de 
roisière utilisée pour la plani�
ation de 
hemin laissesu�samment de marge pour la modulation de vitesse. On pourra par exemple 
hoisir une vitesse de
roisière équidistante des vitesses minimales et maximales du robot.
l 

t  Fig. 7.21 � Rattrapage de pro�lEn plus d'éviter les surfa
es interdites, le pro�l de vitesse du robot doit s'é
arter le moinspossible du pro�l optimal (en bleu fon
é) déterminé lors de la plani�
ation de 
hemin. Lamarge de manoeuvre du robot est illustrée par la zone bleu 
lair (di�éren
es de vitessesadmissibles par rapport à la vitesse de 
roisière).204
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1 Contributions de la thèse1 Contributions de la thèseDans 
ette thèse, nous avons introduit deux nouvelles te
hniques de plani�
ation prévisionnellede traje
toire en présen
e de 
ourants :� La propagation d'onde 
oulissante [STR08a℄ permet de plani�er des traje
toires de façon �ablemême en présen
e de 
ourants forts. Cette te
hnique 
onstitue une avan
ée par rapport auxte
hniques de plani�
ation existantes, qui peuvent, dans 
e 
ontexte parti
ulier, manquer dessolutions (problème d'in
omplétude) ou pire, renvoyer des solutions physiquement non réali-sables par le drone (problème d'in
orre
tion).� La propagation d'onde symbolique [STR09℄, permet de plani�er des traje
toires en présen
e de
ourants variables dans le temps. Etant données des prévisions de 
ourants, 
ette te
hniquepermet de 
al
uler la date de départ minimisant le temps de par
ours du drone, ainsi que latraje
toire optimale asso
iée, 
e qui, à notre 
onnaissan
e, n'a pas été proposé à 
e jour.Nous avons également proposé deux autres 
ontributions dans le thème plus large de la plani�-
ation de traje
toire :� Le 
on
ept de 
ollision d'ondes [ST07℄, permettant la plani�
ation de multiples 
hemins (entreplusieurs points à visiter) de façon e�
a
e. Nous avons montré que 
e 
on
ept permettait dediviser le temps de 
al
ul jusqu'à 4, 
omparé à l'utilisation répétée de la propagation d'ondes
lassique.� L'utilisation de la programmation par 
ontraintes pour la modulation de vitesse du drone[STR07℄. Nous avons montré que la programmation par 
ontraintes permettait d'intégrer des
hangements des 
ara
téristiques du problème de façon assez aisée, par l'ajout, la modi�
ationou la suppression de 
ontraintes dans le modèle.2 Appli
ationsL'ensemble de 
es te
hniques a été mis en oeuvre au sein d'un démonstrateur, Airplan. Il permetla préparation de traje
toires pour drones en mission. Ces missions 
onsistent à visiter un ensemblede sites stratégiques en minimisant le temps de par
ours total du drone. Les 
ontraintes gérées parle plani�
ateur sont les suivantes :� Contraintes de pré
éden
e immédiate (éventuellement partielles) sur les sites� Fenêtres temporelles sur les sites (
'est à dire une date au plus t�t et une date au plus tardpour sa visite)� Zones de vent homogène re
tangulaires� Obsta
les �xes re
tangulaires� Obsta
les mobiles 
ir
ulaires, e�e
tuant une série de mouvements re
tilignes uniformes.La première version d'Airplan a été présentée dans d'Airplan [ST06℄ et dans [Sou07℄. Elle étaitbasée sur une dé
omposition plani�
ation de 
hemin/modulation de vitesse. La plani�
ation de
hemin était e�e
tuée par appli
ation de la propagation d'onde 
lassique (présentée page 35 de l'étatde l'art) et la modulation de vitesse par appli
ation de l'algorithme des lignes brisées (présentée page60 de l'état de l'art). 207
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Fig. 7.22 � Exemple de traje
toire plani�ée par AirplanLa �gure présente en vert la traje
toire plani�ée par Airplan pour une mission 
ontenant :11 points de passage, 7 obsta
les �xes (en gris fon
é), et 20 zones homogènes de vent (�è
hesblan
hes). La plani�
ation a duré une se
onde environ.Cette version a été intégrée dans un démonstrateur plus 
onséquent, Aerial, développé par Paul-Edouard Marson. Ce démonstrateur permet la réalisation de missions 
oordonnées par plusieursdrones, 
haque drone étant muni d'un plani�
ateur embarqué (Airplan). Pour plus d'informations,le le
teur pourra 
onsulter [MST07℄ ou [MST08℄.Depuis, plusieurs versions ont vu le jour, par intégrations su

essives des appro
hes présentéesdans 
ette thèse : la 
ollision d'onde, la propagation d'ondes 
oulissante, la modulation de vitessepar programmation par 
ontraintes, et, dernièrement, la propagation d'onde symbolique.Notons que dans la dernière version d'Airplan, l'étape de modulation de vitesse a disparu, puisquel'impa
t des obsta
les mobiles est dire
tement pris en 
ompte lors de la la propagation d'ondesymbolique.3 Perspe
tivesLa thèse propose deux nouvelles appro
hes de plani�
ation de traje
toires de façon séparée.D'une part, la propagation d'onde 
oulissante, qui permet de gérer les 
ourants forts, et d'autrepart, la propagation d'onde symbolique, qui permet de gérer les 
ourants variables dans le temps.Il serait intéressant de proposer une appro
he unique, permettant de résoudre 
es deux problèmesde façon uni�ée. Cette uni�
ation peut être réalisée de deux manières di�érentes :� Introduire la notion de date de départ variable dans la propagation d'onde 
oulissante,208



3 Perspe
tives� Introduire la notion de 
urseur dans la propagation d'onde symboliqueCes deux modi�
ations reviennent à étendre la propagation d'onde 
oulissante dans un espa
e-temps 3D (~x, ~y,~t), illustrée dans la �gure 7.23.
y 

x 

(b)  

carte C1

A

B

A

B

y 
t

x t0 t1 t2=T

carte C2

(a)  

A

B

Fig. 7.23 � Extension de la propagation d'ondes 
oulissante dans un espa
e-temps 3D(a) Un problème de plani�
ation de traje
toire en présen
e de 
ourants variables, dé�ni àl'aide de 
artes des 
ourants C1 et C2 ; (b) L'espa
e-temps 3D 
orrespondant. La traje
toireque trouverait la propagation d'onde 
oulissante 3D a été approximée7 et dessinée en bleu(partie exé
utée dans la 
arte C1) et rouge (partie exé
utée dans la 
arte C2).Dans 
et espa
e-temps, 
haque zone de 
ourant est un 
ylindre parallèle à l'axe ~t. Ces 
ylindressont dé
oupés par des plans d'équation t = t0, t = t1, ... , t = tk = T . Chaque date ti 
orrespond à un
hangement de 
arte de 
ourant, 
'est à dire au 
hangement simultané de tous les ve
teurs-vitessesdu 
ourant.On obtient ainsi des Zones Elémentaires de Courant (ZEC) qui ne sont plus des polygones(
omme dans le 
hapitre 4), mais des polyèdres. Les 
urseurs (points de passage mobiles utiliséspour propager les 
oûts), peuvent à présent se dépla
er sur les fa
es des ZEC (et non plus sur leurs
�tés).En�n, le point de départ A peut à présent se dépla
er dans l'espa
e-temps, en "
oulissant"selon le ve
teur ~t, entre 0 et T . L'ordonnée de 
e point 
orrespond à la date de départ du robot.Dans la propagation d'onde 
oulissante présentée dans le 
hapitre 4, le 
oût Ti de 
haque bran
he idépendait uniquement de la position des 
urseurs sur leur support. Dans l'équation 4.20 page 115,
Ti était donné par :
7 Cette approximation a été 
al
ulée de la façon suivante : (1) appli
ation de propagation d'onde symbolique pourobtenir la date de départ optimale en A et une estimation "gros grain" (série de 
ases) du 
hemin optimal puis (2)appli
ation de la propagation d'onde symbolique pour a�ner le 
hemin. Cette dé
omposition, à vo
ation illustrativeuniquement, est sous-optimale et n'est possible qu'en 
as de 
ourants modérés (en 
as de vents forts), l'étape 1é
houerait. 209
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Ti = min

lj
τ i
3 = min

lj

i−1∑

j=0

τ j,j+1
3 (7.22)

Dans l'extension de la propagation d'onde 
oulissante à un espa
e-temps 3D, le 
oût Ti dépendégalement de la date de départ en A, matérialisée par la variable di. L'équation pré
édente devraêtre rempla
ée par :
Ti = min

di,lj
τ i
3
′
= min

di,lj

i−1∑

j=0

τ j,j+1
3 − di (7.23)où di est la date de départ asso
iée à la bran
he i.Notons que Ti ainsi modi�ée ne représente plus une date d'arrivée (
omme 
'était le 
as dans le
hapitre 4), mais un temps de par
ours (
omme dans le 
hapitre 5).L'extension de la propagation d'onde 
oulissante dans un espa
e-temps 3D serait potentiellementen mesure de permettre l'optimisation de la date de départ en A, tout en se préservant des problèmesd'in
orre
tion ou d'in
omplétude dus aux 
ourants forts. Cette extension pourrait faire l'objet detravaux futurs.
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ANNEXES2 Détails algorithmiques du 
hapitre 4Dans 
ette partie, nous dé�nissons en détail les fon
tions ajouter_prede
esseur etmeilleur_prede
esseur mentionnés dans les pages et suivantes.Nous rappelons que dans la propagation d'onde 
oulissante, 
haque point de passage Pi peut
oulisser sur son support Bi, et que la variable li modélise la position Pi sur Bi.La valeur de li 
onditionne 
elle du 
oût τ i
3 né
essaire pour atteindre Pi à partir du point dedépart A. La valeur minimale de τ i

3 est sto
kée dans l'attribut Ti, et la valeur de li 
orrespondantedans l'attribut l∗i .En�n, Pi possède une liste de prédé
esseurs potentiels predi. Chaque prédé
esseur est un triplet
(Pj , T

j
i , lji

∗
). La quantité T j

i représente le 
oût minimal pour atteindre Pi à partir de Pj , et lji ∗ lavaleur de li asso
iée.ajouter_prede
esseur(Pi, Pj)
⊲ Entrée : Pi : point de passage en 
ours d'évaluation
⊲ Entrée : Pj : nouveau prédé
esseur potentiel1 Début2 predi ← predi ∪ {(Pj , Tj , lj)}3 Finmeilleur_prede
esseur(Pi)
⊲ Entrée : Pi : point de passage en 
ours d'évaluation
⊲ Sortie : Prédé
esseur optimal de Pi

⊲ Lo
ale : L, E1, E21 Début2 L← predi3 P2 ← ∅4 faire5 E1 ← E26 E2 ← arg min
l
j
i

∗(Pj , T
j
i , lji

∗
) ∈ L7 L← L \ E28 tantque lji

∗
> li et L 6= ∅9 si E1 6= ∅ alors// E1 = (P1, T

1
i , l1i

∗
) et E2 = (P2, T

2
i , l2i

∗
)10 si L = ∅ ou T 1

i < T 2
i alors11 retourner E112 ¯ ¯retourner E213 Fin
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3 Détails algorithmiques du 
hapitre 53 Détails algorithmiques du 
hapitre 5Dans 
ette partie, nous dé�nissons en détail les opérateurs d'évaluation et de 
omparaison men-tionnés dans les pages 4.1.2 et suivantes.Comme nous l'avons expliqué pré
édemment, le 
oût cX asso
ié à une 
ase X est linéaire parmor
eaux. Le ième segment de droite de cX est dé�ni par l'équation d = ai · d + bi. Ce segment estmodélisé par un uplet Ui = (di, ci, ai, bi), où di l'abs
isse du début du segment, et ci le 
oût asso
iéà di (donné par ci = ai · di + bi).La métriqueM′ est également linéaire par mor
eaux. Chaque segment de droite deM′ est dé�nipar l'équation τ = a′i · ti + b′i, et sto
ké sous la forme d'un uplet U ′
i = (ti, τi, a

′
i, b

′
i).operateur_evaluation(cH ,M′

H,N)
⊲ Entrée : cH = {(di, ci, ai, bi)}i=1,p

⊲ Entrée : M′
H,N = {(tj , τj , a

′
j , b

′
j)}j=1,q

⊲ Sortie : cN = cH +M′
H,N ◦ (cH + d)

⊲ Lo
ale : i, j, I, dnew, cnew, anew, bnew1 Début2 cN ← ∅3 i← 04 pour j ← 1 à q faire5 tantque i < p faire6 I ← [tj , tj+1] ∩ [di + ci, di+1 + ci+1]7 si I = [t−I , t+I ] 6= ∅ alors8 dnew ← (t−I − bi)/(ai + 1)9 cnew ← ai · dnew + bi10 anew ← a′j(ai + 1) + ai11 bnew ← bi(a
′
j + 1) + b′j12 cN ← cN ∪ {(dnew, cnew, anew, bnew)}13 i← i + 114 sinon rupture15 retourner cN16 Fin
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ANNEXESoperateur_
omparaison(c0
N , c1

N , cN)
⊲ Entrée : c0

N = {(d0
i , c

0
i , a

0
i , b

0
i )}i=1,p

⊲ Entrée : c1
N = {(d1

j , c
1
j , a

1
j , b

1
j )}j=1,q

⊲ Sortie : cN = min (c0
N , c1

N )
⊲ Lo
ale : i, j, I, dmin

I1 Début2 d− ← 03 c− ← min (c0
1, c

1
1)4 cN ← ∅5 i← 06 j ← 07 tantque i ≤ p and j ≤ q faire8 si i < q and j < q alors9 si d0

i+1 < d1
j+1 alors10 d+ ← d0

i+111 c0
+ ← c0

i+112 c1
+ ← a1

j · d0
i+1 + b1

j13 sinon d+ ← d1
j+114 c1

+ ← c1
j+115 c0

+ ← a0
i · d1

j+1 + b0
i16 ¯ ¯dmin

I ← max(d0
i , d

1
j )17 I ← interse
tion_segments(dmin

I , d+, a0
i , b

0
i , a

1
j , b

1
j )18 si I = [dI , cI ] 6= ∅ alors19 d− ← dI20 c− ← cI21 s̄i c+

0 < c+
1 alors22 cN ← cN ∪ {(d−, c−, a0

i , b
0
i )}23 si d+ = d0

i+1 alors24 d− ← d0
i25 c− ← c0
i26 i← i + 127 sinon j ← j + 128 sinon cN ← cN ∪ {(d−, c−, a1

j , b
1
j )}29 si d+ = d1

j+1 alors30 d− ← d1
j31 c− ← c1
j32 j ← j + 133 sinon i← i + 134 retourner cN35 Fin
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3 Détails algorithmiques du 
hapitre 5interse
tion_segments(dmin, dmax, a0, b0, a1, b1)
⊲ Entrée : a0, b0 : 
oe�s of L0 : c = a0 · d + b0

⊲ Entrée : a1, b1 : 
oe�s of L1 : c = a1 · d + b1

⊲ Entrée : dmin, dmax : bounds for the interse
tion
⊲ Sortie : I : interse
tion between L0 and L1

⊲ Lo
ale : dI1 Début2 si a0 6= a1 alors3 di ← (b0 − b− 1)/(a1 − a0)4 si dmin ≤ di ≤ dmax alors5 retourner (di, a0 · di + b0)6 ¯ ¯retourner ∅7 Fin
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