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Introduction générale et organisation de la

thèse

Contexte

Les concepts de la dérivation et de l’intégration non entières datent de 1695 quandL’Hôpital,

LeibnizetBernoulliont échangé sur la signification desdifférentielles qui ont pour exposant des

nombres rompus1. Au 18e siècle, il y a eu peu de contributions sur ce sujet, néanmoinsEuler

a soulevé le problème de la définition d’une dérivée d’ordre fractionnaire. En 1832,Liouville a

réussi à trouver une interprétation physique de ce concept qualifié de métaphysique parLeibniz,

par le biais de l’analyse dimensionnelle en réécrivant la loi de Bio et Savartpour une surface

de dimension deux [?]. Suite à de nombreuses réflexions deCauchy, Lagrange, Fourier, Abel,

Liouville, Riemann, Hardy, . . . , la dérivation et l’intégration non entières ont été analytiquement

définies.

Des avancées majeures dans la dérivation non entière ont étéréalisées durant la deuxième

moitié du 20e siècle, notamment dans des domaines aussi variés que :

– l’Automatique, à travers l’identification non entière permettant d’obtenir des modèles

compacts de systèmes à dimension infinie, la commande CRONE (Commande Robuste

d’Ordre Non Entier) à travers l’introduction de l’ordre de dérivation complexe pour une

meilleure robustesse, et la planification de trajectoire par potentiel généralisé [?], et par

platitude [?],

– le traitement du signal, à travers la synthèse d’un bruit fractal [?],

– les Sciences Pour l’Ingénieur et notamment en mécanique, àtravers la suspension

CRONE et ses performances en terme d’isolation vibratoire [?], [?], en thermique à

travers la modélisation de la diffusion du flux [?], en électrochimie, à travers la modé-

lisation de la diffusion de charge dans les batteries [?], en biologie à travers la modéli-

sation de muscles [?], etc.

1extrait de la lettre datée du 10 Janvier 1695 deBernoulliadressée au marquis deL’Hôpital
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Introduction générale et organisation de la thèse

Cette thèse s’inscrit dans la continuité des travaux de l’équipe CRONE sur l’identification

par modèles non entiers [?, ?, ?, ?]. En effet, les méthodes d’estimationclassiques, autrement

dit les méthodes qui résultent sur une estimée ponctuelle des paramètres, se basent souvent

sur des approches stochastiques avec des hypothèsesa priori sur les incertitudes et le bruit

(bruit gaussien). Or, en pratique, de telles hypothèses ne sont généralement pas vérifiées pour

plusieurs raisons, comme la présence d’erreurs de modélisation déterministes qui ne peuvent

pas être considérées comme variables stochastiques.

Une alternative consiste alors à borner l’erreur ; l’estimation paramétrique peut alors se

faire par une approche ensembliste. Ce choix est plus judicieux lorsqu’une connaissancea priori

ne permet pas de considérer de bruit additif gaussien. La différence entre les approches ensem-

blistes et les approches classiques d’estimation réside dans le résultat obtenu qui n’est plus un

vecteur de paramètres ponctuel, mais un ensemble de valeursacceptables contenant, d’une ma-

nière garantie, le vecteur des "vrais" paramètres. L’idée de borner une erreur en utilisant des

intervalles a été initiée par [?] et [?] dans le but de quantifier les erreurs numériques dues à la

représentation finie des nombres réels sur un calculateur. Plusieurs études par la suite se sont

basées sur ces outils pour développer des méthodes de résolution numérique permettant de ma-

nipuler les incertitudes sur les données et de calculer des solutions garanties.

Objectifs de la thèse

Les travaux de cette thèse traite de la modélisation de systèmes par fonctions de transfert non

entières à partir de données fréquentielles incertaines etbornées. A cet effet, les définitions d’in-

tégration et de dérivation non entières sont d’abord étendues aux intervalles. Puis des approches

ensemblistes sont appliquées pour l’estimation de l’ensemble des coefficients et des ordres de

dérivation sous la forme d’intervalles. Ces approches s’appliquent pour l’estimation des para-

mètres de systèmes linéaires invariants dans le temps (LTI)certains, systèmes LTI incertains et

systèmes linéaires à paramètres variant dans le temps (LPV). L’estimation paramétrique par ap-

proche ensembliste est particulièrement adaptée à la modélisation de la dynamique du conduc-

teur, car les études sur un, voire plusieurs, individus montrent que les réactions recueillies ne

sont jamais identiques mais varient d’une expérience à l’autre, voire d’un individu à l’autre.
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Contributions spécifiques et organisation de la thèse

La progression de la thèse est ponctuée par quatre chapitresdont le contenu est présenté ici

de manière introductive.

Le chapitre 1 est consacré à l’analyse par intervalles, thématique nouvelle dans l’équipe

CRONE, nécessaire à l’extension des définitions de l’intégration et de la dérivation par inter-

valle au chapitre 2 et à l’estimation ensembliste à partir dedonnées fréquentielles aux chapitres

3 et 4. Dans un premier temps, l’arithmétique des intervalles réels et complexes est présentée

ainsi que les problèmes afférents à la manipulation de ces intervalles tels que le pessimisme et

l’enveloppement. Les intervalles complexes sont abordés àtravers trois modes de représenta-

tion : rectangulaire, polaire et circulaire. L’utilisation de l’arithmétique des intervalles dans le

contexte d’inversion ensembliste réelle et complexe par contraction et bissection y est égale-

ment présentée.

Le chapitre 2 présente les principaux outils pour la modélisation de systèmes à déri-

vées non entières réelles, puis par intervalles. Les définitions, devenues usuelles, de l’intégra-

tion et de la dérivation non entières sont d’abord rappeléespuis étendues à des intervalles ce

qui constitue une première originalité de cette thèse. Les transformées deLaplacedes opéra-

teurs de dérivation et d’intégration par intervalle y sont calculées et leur monotonie par rapport

à l’ordre de dérivation étudiée. S’ensuit l’étude de stabilité et de résonance de fonctions de

transfert élémentaires de première et de deuxième espèce, qui constitue une autre contribution

originale de cette thèse, la connaissance des comportements fréquentiels des fonctions de trans-

fert élémentaires étant indispensable pour la modélisation de systèmes non entiers à partir de

données fréquentielles. Une généralisation des fonctionsde transfert élémentaires à des ordres

de dérivation par intervalles y est également présentée.

Dansle chapitre 3, nos contributions se sont orientées vers l’estimation ensembliste de

paramètres de fonctions de transfert non entières à partir de données fréquentielles incertaines

et bornées. L’ensemble de paramètres (coefficients et ordres de dérivation) est donc caractérisé

sous la forme d’intervalles à partir des représentations rectangulaire, polaire et circulaire des

intervalles complexes. La fusion des résultats issus de cesreprésentations permet d’obtenir un

ensemble de solutions plus petit, car chaque représentation introduit du pessimisme différem-

ment. Cette estimation ensembliste peut s’appliquer pour la modélisation de systèmes linéaires

invariants dans le temps (LTI) certains, de systèmes LTI incertains, et de systèmes à paramètres

3
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variant dans le temps (LPV). Enfin, une application à l’estimation ensembliste des paramètres

d’un système de diffusion thermique dans un barreau d’aluminium est présentée. La réponse fré-

quentielle du système, ainsi que les incertitudes à plus ou moins trois écarts-types, sont d’abord

estimées par une identification non paramétrique. L’estimation ensembliste est ensuite appli-

quée sur la réponse fréquentielle pour obtenir l’ensemble de solutions.

Le chapitre 4 est consacré à la modélisation de la dynamique du conducteurde véhicule,

l’objectif étant de disposer à terme d’une bibliothèque de modèles utilisables dans le cadre du

Contrôle Global du Châssis (CGC) et éventuellement de détecter des comportements anormaux

de conducteurs. Deux démarches méthodologiques y sont développées. La première est basée

sur une modélisation de type boîte blanche de la dynamique duconducteur en rejet de pertur-

bation où le conducteur, soumis à des perturbations de type rafale de vent, tente de les annuler.

L’introduction de la dérivée non entière, pour la modélisation de phénomène visco-élastique,

permet alors d’améliorer le critère d’estimation. De plus,les études sur un, voire plusieurs, in-

dividu(s) montrent que les réactions (ou réponses) recueillies ne sont jamais identiques. Elles

varient, non seulement d’un conducteur à l’autre, mais aussi d’une expérience à l’autre pour

le même conducteur. Il est alors préférable de rechercher unensemble de modèles faisables

d’un, voire plusieurs, conducteur(s) plutôt qu’un modèle unique. Une approche ensembliste est

alors adoptée. Dans la mesure où une modélisation de type boîte blanche introduit un grand

nombre de paramètres, la seconde démarche méthodologique est basée sur une modélisation

de type boîte noire de la dynamique du conducteur en suivi de trajectoire où le conducteur mi-

nimise l’écart entre une trajectoire de consigne, projetéeà l’écran, et l’angle au volant. Cette

modélisation permet de diminuer significativement le nombre de paramètres et d’appliquer plus

facilement les algorithmes d’estimation ensembliste développés au chapitre 3.
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Notations

R Ensemble des nombres réels

R+ Ensemble des nombres réels positifs

C Ensemble des nombres complexes

IR Ensemble des intervalles réels

[x] intervalle dex

x borne supérieure de[x]

x borne inférieure de[x]

w([x]) largeur d’un intervalle[x]

mid([x]) milieu d’un intervalle[x]

rad([x]) rayon d’un intervalle[x]

[x] vecteur d’intervalle (pavé)

R(C) Ensemble des intervalles complexes rectangulaires

S(C) Ensemble des intervalles complexes polaires (secteurs)

K(C) Ensemble des intervalles complexes circulaires (disques)

D Domaine de définition

J le Jacobien

H l’Hessien

[f ] fonction d’inclusion de la fonctionf

CSP Problème de satisfaction de contrainte ; Constraint Satisfaction Problem

C Contracteur

C↓↑ Contracteur de propagation/retropropagation

S Ensemble de solutions

S approximation exérieure de l’ensemble de solutions

S approximation intérieure de l’ensemble de solutions
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Notations

SIVIA Inversion ensembliste par analyse par intervalle ; Set Inversion Via Interval Ana-

lysis

ν ordre réel

[ν] intervalle réel

⌊ν⌋ le plus grand entier inférieur ou égal àν

I opérateur d’intégration

D opérateur de dérivation

I ν opérateur d’intégration d’ordreν

Dν opérateur de dérivation d’ordreν

Re(z) partie réelle du nombre complexez

Im(z) partie imaginaire du nombre complexez

|z| module du nombre complexez

arg(z) argument du nombre complexez

L transformée deLaplace

Γ fonction d’Euler

Ψ fonction digamma

ζ pseudo-facteur d’amortissement

BIBO entrée bornée sortie bornée ; (Bounded Input Bounded Output)

ssi si et seulement si

SBPA Séquence Binaire Pseudo Aléatoire
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Chapitre 1 – Analyse par intervalles

1.1 Introduction

Le concept de l’analyse par intervalles représente principalement un raisonnement sur

des intervalles de nombres réels et complexes, où l’idée estd’inclure un ensemble de nombres

réels ou complexes dans des intervalles de bornes connues. Dans certains domaines de la phy-

sique, établir un modèle mathématique avec des paramètres incertains représentés sous forme

d’intervalle s’avère bien utile.

L’idée de borner une erreur en utilisant des intervalles a été initiée par [?] et [?] dans

le but de quantifier les erreurs numériques dues à la représentation finie des nombres réels sur

un calculateur. Plusieurs études par la suite se sont baséessur ces outils pour développer des

méthodes de résolution numérique permettant de manipuler les incertitudes sur les données et

de garantir l’appartenance des solutions à des intervallesde bornes connues.

Ce chapitre est consacré à l’analyse par intervalles, thématique nouvelle dans l’équipe

CRONE, nécessaire à l’extension des définitions de l’intégration et de la dérivation par inter-

valle au chapitre 2 et à l’estimation ensembliste à partir dedonnées fréquentielles aux chapitre

3 et 4. Les méthodes de résolution de problèmes sont formulées sous la forme d’un système de

contraintes où les variables sont représentées sous la forme d’intervalles. Les paragraphes 1.2

et 1.3 rappellent les définitions des intervalles réels et complexes, et présentent les opérations

arithmétiques de base et les problèmes rencontrés lors de lamanipulation de ces intervalles.

Les différents modes de représentation des intervalles complexes y sont aussi également rappe-

lés. L’utilisation de l’arithmétique des intervalles dansle contexte d’inversion ensembliste par

contraction et par bissection est présentée au paragraphe 1.4.

1.2 Arithmétique des intervalles réels

1.2.1 Intervalles

Un intervalle[x] de borne inférieurex ∈ R et de borne supérieurex ∈ R est un ensemble

connexe et borné deR défini par :

[x] = [x, x] =
{
x ∈ R | x 6 x 6 x

}
. (1.2.1)

L’ensemble des intervalles deR est notéIR. Un intervalle est dégénéré lorsquex = x.

Les opérations arithmétiques de base ont été étendues aux ensembles d’intervalles. En

effet, une opération quelconque◦ entre deux intervallesx ety est :

[x] ◦ [y] = {x ◦ y | x ∈ [x] ety ∈ [y]}, (1.2.2)
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Chapitre 1 – Analyse par intervalles

pour◦ ∈ {+,−,×, /}, le récapitulatif des opérations sur les intervalles est donné par [?] :

[x] + [y] = [x + y, x + y], (1.2.3)

[x]− [y] = [x− y, x− y], (1.2.4)

[x]× [y] = [min(xy, xy, xy, xy), max(xy, xy, xy, xy)], (1.2.5)

[x]/[y] =






[x]×
[

1
y
, 1

y

]
, si 0 /∈ [y],

[x]×
[

1
y
, +∞

]
, si y = 0 et y > 0,

[x]×
[
−∞, 1

y

]
, si y < 0 et y = 0,

]−∞, +∞[, si y < 0 et y > 0.

(1.2.6)

Soit [x] un intervalle appartenant àIR, on définit :

– la borne inférieure : inf([x]) = x ;

– la borne supérieure : sup([x]) = x ;

– la largeur :w([x]) = x− x ≥ 0 ;

– le milieu : mid([x]) = (x + x)/2 ;

– le rayon : rad([x]) = (x− x)/2 ≥ 0.

Vecteurs d’intervalles

Un vecteur d’intervalle ou un pavé[x] de IRn est un vecteur dont les éléments sont des

intervalles,[x] = ([x1], [x2], . . . , [xn])T . Soit [x] un vecteur d’intervalle∈ IR
n, on définit :

– la borne inférieure : inf([x]) = (x1, x2, . . . , xn)T ;

– la borne supérieure : sup([x]) = (x1, x2, . . . , xn)T ;

– la largeur :ω([x]) = max
i=1,...,n

ω([xi]) ;

– le milieu : mid([x]) = (mid([x1]), mid([x2]), . . . , mid([xn]))T ;

– le volume : vol([x]) = ω([x1])ω([x2]). . . . ω([xn]).

1.2.2 Pessimisme

Le résultat d’une suite d’opérations entre deux ou plusieurs intervalles n’est cependant pas

minimal, l’intervalle obtenu est donc souvent pessimiste.Ce problème est dû principalement à

deux phénomènes : ladépendanceet l’enveloppement.
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1.2.2.1 Phénomène de dépendance

Soit un intervalle non dégénéré[x] = [x, x] et une opération◦ ∈ {+,−,×, /}, alors en

utilisant la définition (1.2.2), on obtient :

[x] ◦ [x] = {x ◦ y | x ∈ [x] ety ∈ [x]}. (1.2.7)

D’après (1.2.7), les variablesx et y sont considérées comme différentes bien que l’intervalle

manipulé soit le même ; ce phénomène est appelé phénomène dedépendance.

Par exemple l’évaluation par intervalle de l’expressions,quand[x] = [−1, 1],

[x]− [x] + [x] = [−1, 1]− [−1, 1] + [−1, 1] = [−3, 3] 6= [−1, 1]. (1.2.8)

L’intervalle solution est dépendant du nombre d’occurrence de la variablex.

[x] + [x]− [x] = {a + b + c | a ∈ [x], b ∈ [x], c ∈ [x]} (1.2.9)

L’expression (1.2.9) correspond donc à l’ensemble des réels a + b − c pour touta, b et c pris

chacun séparement dans l’intervalle[−1, 1], et non pas à l’ensemble des réels aveca = b =

c. Du fait de ce phénomène de dépendance, il faut veiller à limiter le nombre d’occurrences

de chaque variable afin d’obtenir des intervalles plus petits. Par exemple, il est souhaitable

d’évaluer[x2] = {x2 | x ∈ [x]} au lieu de{x ∗ x | x ∈ [x]}.

1.2.2.2 Phénomène d’enveloppement

L’effet d’enveloppement est le phénomène qui caractérise le pessimisme dû à la représen-

tation d’un ensemble quelconque par un pavé (vecteur d’intervalle).

Exemple:

Soient

A =

(
1 1

0 1

)
, [x] =

(
[0, 1]

[2, 3]

)
.

L’évaluation du pavé[y] = A[x] est donnée par :

[y] =

(
[2, 4]

[2, 3]

)
.

L’ensemble exactB = {Ax | x ∈ [x]} est donné par le parallélogramme, dont les côtés ne sont

pas parallèles aux axes du repère. Par conséquent, la représentation de ce parallélogramme en

l’enveloppant par le rectangle[y] introduit du pessimisme comme le montre la figure 1.1.
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x1

x2

[y] = A[x]

Pessimisme dû à l’enveloppement

B

1

2

2

3

3 4

FIG. 1.1 – Phénomène d’enveloppement

1.2.3 Fonction d’inclusion

Soit f : R
n −→ R

m une fonction vectorielle contenant un nombre fini d’opérations arith-

métiques et de fonctions élémentaires(cos, sin, log, exp, ...). L’évaluation def sur un pavé[x]

est donnée par l’ensemble :

f([x]) = {f(x) | x ∈ [x]}. (1.2.10)

Une fonction d’inclusion def notée par[f] est une fonction deIRn dansIRm vérifiant :

f([x]) ⊆ [f]([x]). (1.2.11)

En général, la fonction d’inclusion n’est pas unique et dépend de la manière dontf est

écrite. L’objectif de l’analyse par intervalles est de pouvoir utiliser des fonctions d’inclusion peu

pessimistes de manière à ce que la taille de([f]([x])− f([x])) soit petite. La fonction d’inclusion

est minimale (la moins pessimiste), si[f]([x]) est le plus petit pavé qui bornef([x]). La figure

1.2 montre l’évaluation des fonctions d’inclusion de l’image d’un pavé[x] obtenu à partir d’une

fonctionf : R
2 −→ R

2. La fonction d’inclusion minimale[f]∗ est le pavé en trait continu rouge.

Le pavé représenté par un trait discontinu bleu est une inclusion non minimale def([x]).
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x1

x2

y1

y2[x]

x1

x2

x2

x1

[f]∗([x])

f([x])

[f]([x])

FIG. 1.2 – Image d’un pavé[x]

1.2.3.1 Fonction d’inclusion des fonctions élémentaires

La construction des fonctions d’inclusion pour les fonctions élémentaires(cos, sin, log,

exp, ...) est basée sur la propriété de monotonie. En effet, sif est une fonction continue mo-

notone sur un intervalleD ⊂ IR, alors la fonction intervalle qui, à tout intervalle[x] ⊂ D

associe l’intervalle[f(x), f(x)] est une fonction d’inclusion minimale def (la fonction qui

donne l’évaluation la moins pessimiste).

Exemple 1.2.1 – soitf(x) = log(x) : la fonction logarithme est continue et monotone

sur le domaine de définitionD = ]0, +∞[ , alors

∀[x] = [x, x] ∈ D, log([x]) = [log(x), log(x)]; (1.2.12)

– soitf(x) = exp(x) : la fonction exponentielle est continue et monotone sur le domaine

de définitionD = ]−∞, +∞[ alors

∀[x] = [x, x] ∈ D, exp([x]) = [exp(x), exp(x)]; (1.2.13)

– soitf(x) = cos(x) : la fonction cosinus est continue et monotoniquement décroissante

sur le domaine de définitionD1 = ]0, π[ alors

∀[x] = [x, x] ∈ D1, cos([x]) = [cos(x), cos(x)]; (1.2.14)

et sur le domaineD2 = ]π, 2π[ la fonction cosinus est continue et monotoniquement

croissante, alors

∀[x] = [x, x] ∈ D2, cos([x]) = [cos(x), cos(x)]. (1.2.15)
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1.2.3.2 Fonction d’inclusion naturelle

Soit f une fonction deRn dansRm, la fonction d’inclusion naturelle[f ] de f s’obtient

en remplaçant chaque variable réellexi par sa variable intervalle correspondante[xi] et chaque

opération arithmétique par son équivalent intervalle. La fonction d’inclusion naturelle est mini-

male sif est monotone continue et chaque variable n’apparaît qu’uneseule fois.

Exemple 1.2.2Soit une fonctionf écrite en utilisant ces deux expressions :

f1(x) = 2x2 − 2x− 1, (1.2.16)

f2(x) = 2

(
x− 1

2

)2

− 3

2
. (1.2.17)

L’évaluation des fonctions d’inclusion naturelles de ces deux expressions sur l’intervalle

[x] = [−1, 1] donne :

[f1]([x]) = 2[x]2 − 2[x]− 1 = [−3, 5], (1.2.18)

[f2]([x]) = 2

(
[x]− 1

2

)2

− 3

2
= [−1.5, 3]. (1.2.19)

La taille des intervalles obtenus par ces deux fonctions d’inclusion dépend de l’expression

utilisée pour l’écriture def . Ceci est dû au phénomène de dépendance expliqué auparavant.

Comme la fonctionf est continue, la fonction d’inclusion naturelle est minimale lorsque le

nombre d’occurrences des variables est égal à un. Dans cet exemple, la fonction d’inclusion

naturellef2 est minimale ; elle permet de trouver le plus petit intervalle contenant l’image dex

par f .

1.2.3.3 Fonction d’inclusion centrée

Soit la fonctionf : R
n −→ R différentiable sur un domaineD ⊂ R

n. On considère un

pavé[x] ⊂ D le centre de ce pavé estc([x]), en utilisant le théorème de la valeur moyenne, on

obtient :

∀x ∈ [x], ∃ζ ∈ [x] | f(x) = f(c([x])) + J(ζ)(x− c([x])), (1.2.20)

oùJ est le Jacobien de la fonctionf . Si une fonction d’inclusion[J] deJ est disponible, alors :

∀x ∈ [x], f(x) ∈ f(c([x])) + [J]([x])(x− c([x])), (1.2.21)

par suite :

f(x) ⊆ f(c([x])) + [J]([x])([x]− c([x])). (1.2.22)
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Le terme de droite dans l’expression (1.2.22) est appelé fonction d’inclusion centrée def notée

par[fc].

f(x) ⊆ [fc]([x]) = f(c([x])) + [J]([x])([x]− c([x])). (1.2.23)

1.2.3.4 Fonction d’inclusion de Taylor

Les fonctions d’inclusion de Taylor sont obtenues en utilisant un ordre de dérivation plus

élevé [?]. A titre d’exemple, on donne ici la fonction d’inclusion deTaylor du second ordre :

[fT ]([x]) = f(c([x])) + [J]([x])([x]− c([x])) +
1

2
([x]− c([x]))T [H]([x])([x]− c([x])),

(1.2.24)

où [H ] est une fonction d’inclusion du Hessien de la fonctionf .

Les fonctions d’inclusion centrée et de Taylor sont généralement utilisées lorsque la taille

des intervalles manipulés est assez petite.

Exemple 1.2.3Soit la fonctionf : R2 −→ R2 définie par :

f(x1, x2) = x2
1 + x1 exp(x2)− x2

2,

avecx1 et x2 inclus dans[x1] et [x2] respectivement. Les approximations def sont obtenues

en utilisant la fonction d’inclusion naturelle[f ]n, centrée[f ]c, et celle de Taylor d’ordre deux

[f ]T , elles sont comparées à la fonction d’inclusion minimale[f ]∗.

Les trois fonctions d’inclusion sont données par :

[f ]n([x]) = [x1]
2 + [x1] exp([x2])− [x2]

2,

[f ]c([x]) = f(c([x])) + [J]([x])× ([x]− c([x])),

[f ]T ([x]) = f(c([x])) + [J]([x])× ([x]− c([x])) + [H]([x])
([x]− c([x]))2

2
.

Les fonctions d’inclusion pour le Jacobien et le Hessien sont données par :

[J]([x]) = (2× [x1] + exp([x2]) − 2× [x2] + [x1] exp([x2])) ,

[H]([x]) = (2 − 2 + [x1] exp([x2])) .
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TAB. 1.1 – Comparatif des fonctions d’inclusion,∆[f ]([x]) = w([f ]([x]))− w(f([x])).

[x1] = [0.5, 1.5]; [x2] = [1.5, 2.5] [y1] = [0.9, 1.1]; [y2] = [1.9, 2.1]

[f ] [f ]([x]) ∆[f ]([x]) [f ]([y]) ∆[f ]([y])

[f ]n [−3.75, 18.27] 7.99 [2.41, 6.58] 1.60

[f ]c [−10.83, 19.61] 16.51 [2.83, 5.94] 0.54

[f ]T [−11.84, 21.90] 19.71 [2.82, 5.98] 0.59

[f ]∗ [0.24, 14.27] 0 [3.21, 5.78] 0

La détermination de la fonction d’inclusion minimale est basée sur la monotonie de la

fonctionf sur le pavé[x]. En effet, sif est croissante sur les domaines[x1] et [x2], alors

[f ]∗([x]) = [x2
1 + x1 exp(x2)− x2

2 , x2
1 + x1 exp(x2)− x2

2].

Le tableau 1.1 présente l’évaluation de ces fonctions d’inclusion pour les intervalles de grandes

tailles [x] comparés aux intervalles de plus petites tailles[y]. Comme précisé auparavant, l’uti-

lisation des fonctions d’inclusion centrées[f ]c ou de Taylor[f ]T donne des résultats moins

pessimistes pour des intervalles de petites tailles. En revanche, il est toujours préférable d’utili-

ser la fonction d’inclusion naturelle[f ]n pour les intervalles de grandes tailles. Ceci est mesuré

par la différence∆[f ]([x]) = w([f ]([x])) − w(f([x])) où w([f ]([x])) est la largeur de l’inter-

valle qui représente la fonction d’inclusion de[x] ou de[y], [f ]([x]), etw(f([x])) est la largeur

de l’intervalle qui représente la fonction de l’intervalle[x] ou [y], f([x]).

1.2.3.5 Propriétés des fonctions d’inclusion

– Une fonction d’inclusion[f] est dite monotone si

[x] ⊂ [y] =⇒ [f]([x]) ⊂ [f]([y]); (1.2.25)

∀ [f]([x]), [f]([y]) des fonctions d’inclusion minimales de[x], [y] ;

f est convergente si :

lim
k→∞

w([x](k)) = 0 =⇒ lim
k→∞

w(f([x](k)) = 0; (1.2.26)

et son ordre de convergence est le plus grand ordre entierα tel que [?] :

∃β > 0|w([f]([x]))− w(f([x])) ≤ βw([x])α. (1.2.27)
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1.3 Arithmétique des intervalles complexes

Trois représentations des intervalles complexes sont principalement décrites dans la litté-

rature : la représentation rectangulaire [?], [?], [?], la représentation polaire [?], [?], [?], [?] et

la représentation circulaire [?], [?], [?], [?].

1.3.1 Représentation rectangulaire

Soient[x1] et [x2] deux intervalles deIR, l’intervalle complexe rectangulaire est défini

par :

[X] = {x1 + j x2 | x1 ∈ [x1], x2 ∈ [x2]} = [x1] + j [x2], avec j2 = −1. (1.3.1)

L’ensemble des intervalles complexes rectangulaires est noté parR(C).

Cette représentation consiste à donner la forme d’un rectangle à l’intervalle complexe

[X] défini en (1.3.1). Par conséquent, les côtés de ce rectangle sont parallèles aux axes réel et

imaginaire, comme le montre la figure 1.3 pour l’intervalle complexe[X] = [2, 3] + j[1, 3].

Partie réelle

Partie imaginaire

1

1

2

2

3

3

FIG. 1.3 – Représentation de l’intervalle complexe rectangulaire [2, 3] + j[1, 3].

Propriétée 1.3.1 Soient[X], [Y ] ∈ R(C) tels que[X] = [x1] + j[x2] et [Y ] = [y1] + j[y2], alors

[X] et [Y ] sont égaux si et seulement si[x1] = [y1] et [x2] = [y2].

Opérations arithmétiques

Soient[X], [Y ] ∈ R(C) avec[X] = [x1] + j[x2] et [Y ] = [y1] + j[y2]. L’addition et la

soustraction des intervalles complexes rectangulaires sont des opérations exactes, le résultat
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est donc minimal. En revanche, la multiplication et la division des intervalles rectangulaires

complexes ne sont pas des opérations exactes, le résultat neforme pas un rectangle, il doit donc

être aligné par un rectangle. Un pessimisme est alors systématiquement introduit. Les opérations

élémentaires sont définies comme suit :

[X] + [Y ] = [x1] + [y1] + j ([x2] + [y2]), (1.3.2)

[X]− [Y ] = [x1]− [y1] + j ([x2]− [y2]), (1.3.3)

[X]× [Y ] = ([x1][y1]− [x2][y2]) + j ([x1][y2] + [x2][y1]) , (1.3.4)

[X]/[Y ] = (([x1][y1] + [x2][y2]) + j ([x2][y1]− [x1][y2])) /
(
[y1]

2 + [y2]
2
)
. (1.3.5)

Remarque 1.3.1La division de deux intervalles complexes n’est pas possible lorsque le déno-

minateur[y1]
2 + [y2]

2 contient0.

L’opération de division présentée ci-dessus n’est pas précise et son utilisation conduit à des

résultats pessimistes. Cependant, une autre méthode de calcul de l’opération de division moins

pessimiste a été proposée par [?], [?] :

[X]/[Y ] = [X]
1

[Y ]
, (1.3.6)

avec
1

[Y ]
= inf {[A] ∈ R(C)|{1/a | a ∈ [Y ]} ∈ [A]}. (1.3.7)

Cette méthode consiste à trouver le plus petit intervalle complexe contenant1
[Y ]

et à le multiplier

ensuite par[X]. Néanmoins, l’inconvénient de cette méthode réside dans letemps de calcul. Une

autre méthode plus efficace consiste à calculer le minimum etle maximum de la partie réelle et

de la partie imaginaire de [?] :

[X]

[Y ]
=

[x1] + j [x2]

[y1] + j [y2]
=

[x1][y1] + [x2][y2]

[y1]2 + [y2]2
+ j

[x2][y1]− [x1][y2]

[y1]2 + [y2]2
, (1.3.8)

avec

(x1 + j x2) ∈ [X], (y1 + j y2) ∈ [Y ] et y2
1 + y2

2 > 0.

1.3.2 Représentation polaire

Soient[ρ] et [θ] deux intervalles deR+ et deR. L’intervalle complexe polaire est défini

par :

[X] = {ρ expjθ | ρ = |x| ∈ [ρ], θ = arg(x) ∈ [θ]} = [ρ] expj[θ], avec j2 = −1. (1.3.9)
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π
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1

1
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3

FIG. 1.4 – Représentation de l’intervalle complexe polaire[x] = [2, 3]ej[ π
4
, π
3
].

L’ensemble des intervalles complexes polaires appelé aussi secteursest noté parS(C).

Les paramètres[ρ] et [θ] représentent respectivement le module et l’argument du secteur, avec :

[ρ] = [ρ, ρ], ρ ≥ 0,

[θ] = [θ, θ], (de taille inférieure ou égale à2π)

La condition sur les bornes de l’angle[θ] a pour objectif d’assurer l’unicité de la représentation,

on peut choisir ces bornes de la manière suivante [?] :

0 ≤ θ − θ ≤ 2π, 0 ≤ θ < 2π, 0 ≤ θ < 4π. (1.3.10)

Cette représentation consiste à donner la forme d’un secteur à l’intervalle complexe[X]

défini en (1.3.9), comme le montre la figure 1.4 pour l’intervalle complexe[x] = [2, 3]ej[ π
4
, π
3
].

Propriétée 1.3.2 Soient[X] et [Y ] ∈ S(C) tels que[X] = [ρ1]e
j[θ1] et [Y ] = [ρ2]e

j[θ2], alors [X]

et [Y ] sont égaux si et seulement si[ρ1] = [ρ2] et [θ1] = [θ2].

Opérations arithmétiques

Soient[X], [Y ] ∈ S(C) avec[X] = [ρ1] expj[θ1] et [Y ] = [ρ2] expj[θ2]. L’addition et la

soustraction des intervalles complexes polaires ne sont pas des opérations exactes, le résultat

ne forme pas un secteur, il doit donc être inclus dans un secteur. Un pessimisme est alors sys-

tématiquement introduit. En revanche, la multiplication et la division des intervalles complexes

polaires sont des opérations exactes. Les opérations élémentaires sont définies comme suit :

[X] + [Y ] = {ρ1e
jθ1 + ρ2e

jθ2
∣∣[ρ1] expj[θ1] ∈ [X], [ρ2] expj[θ2] ∈ [Y ]}.

(1.3.11)
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Le résultat de[X] + [Y ] ne forme pas un secteur mais un ensemble de formes géométriques

complexes. L’idée proposée par [?] et [?] est de calculer le plus petit secteurX̂ contenant la

somme[X] + [Y ]

[X] + [Y ] ⊂ X̂, X̂ ∈ S(C). (1.3.12)

L’opération de soustraction est également définie de la mêmemanière par :

[X]− [Y ] = [X] + (−[Y ]), avec (−[Y ]) = {y| − y ∈ [Y ]}. (1.3.13)

Elle ne nécessite donc pas un traitement supplémentaire. Lelecteur peut se référer à [?] et [?]

pour plus de détail sur la caractérisation de la somme[X] + [Y ] par un secteur.

L’opération de multiplication de[X] et [Y ] est définie par :

[X]× [Y ] = {x× y|x ∈ [X], y ∈ [Y ]},
= {(ρ1 × ρ2) exp (j(θ1 + θ2)) | (ρ1, ρ2, θ1, θ2) ∈ [ρ1]× [ρ2]× [θ1]× [θ2]},
= ([ρ1]× [ρ2]) expj([θ1]+[θ2]) = [ρ] expj[θ] . (1.3.14)

[X]/[Y ] = {[ρ1] expj[θ1] /[ρ2] expj[θ2] |[ρ1] expj[θ1] ∈ [X], [ρ2] expj[θ2] ∈ [Y ]},

=
[ρ1]

[ρ2]
expj([θ1]−[θ2]) = [ρ] expj[θ] . (1.3.15)

avec0 /∈ [ρ2]. Les bornes de l’argument résultant après une opération quelconque peuvent ne

pas respecter les conditions exprimées dans (1.3.10). Il faut alors rajouter(2kπ), aveck ∈ Z de

telle sorte à toujours satisfaire cette condition.

1.3.3 Représentation circulaire

Soientc ∈ C et r ∈ R, avecr ≥ 0. L’ensemble[X] tel que :

[X] = {x ∈ C||x− c| ≤ r}, (1.3.16)

est un intervalle complexe circulaire, appelé aussidisque. L’ensemble des intervalles complexes

sous forme de disque est noté parK(C). Ainsi, un disque est caractérisé par son centrec et par

son rayonr, il est noté parX = {c; r}. La figure 1.5 montre le disque[X] = {2 + 2j; 1}.

Propriétée 1.3.3 Soient[X1] et [X2] ∈ K(C) tels que[X1] = {c1; r1} et [X2] = {c2; r2}, alors

[X1] et [X2] sont égaux si et seulement sic1 = c2 et r1 = r2.
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FIG. 1.5 – Représentation de l’intervalle complexe circulaire{2 + 2j; 1}.

Opérations arithmétiques

Les opérations arithmétiques surK(C), sont issues de la généralisation des opérations sur

les nombres complexes [?].

Soient[X] et [Y ] ∈ K(C) avec[X] = {c1; r1} et [Y ] = {c2; r2}. L’addition et la sous-

traction des intervalles complexes circulaires sont des opérations exactes, le résultat est donc

minimal. En revanche, la multiplication et la division des intervalles complexes circulaires ne

sont pas des opérations exactes, le résultat ne forme pas un disque, il doit donc être inclus dans

un disque. Un pessimisme est alors systématiquement introduit. Les opérations élémentaires

sont définies comme suit :

[X] + [Y ] = {c1 + c2; r1 + r2}, (1.3.17)

[X]− [Y ] = {c1 − c2; r1 + r2}. (1.3.18)

La multiplication est définie comme suit :

[X]× [Y ] = {c1c2; |c1|r2 + |c2|r1 + r1r2}. (1.3.19)

Dans [?], l’inclusion suivante a été démontrée

{xy | x ∈ [X], y ∈ [Y ]} ⊆ [X]× [Y ]. (1.3.20)

Ceci implique que l’évaluation de la multiplication est souvent pessimiste. Une autre définition

de la multiplication a été proposée dans [?]. A travers cette définition, on obtient le plus petit
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disque contenant l’ensemble{xy|x ∈ [X], y ∈ [Y ]}. Le diamètre de ce disque est égal au

diamètre de l’ensemble{xy|x ∈ [X], y ∈ [Y ]}.
Cette méthode permet de réduire le pessimisme lors de l’évaluation de la multiplication

de deux disques. Néanmoins, la complexité de calcul de cetteméthode est importante, et la

propriété de distributivité au sens de l’inclusion n’est pas vrai :

[X] ⊆ [T1], [Y ] ⊆ [T2] n’implique pas que[X]× [Y ] ⊆ [T1]× [T2].

L’opération d’inversion du disque[Y ] est définie par :

1

[Y ]
=

{
c̄2

|c2|2 − r2
2

;
r2

|c2|2 − r2
2

}
, lorsque 0 /∈ [Y ], (1.3.21)

c̄2 et |c2| représentant respectivement le conjugué et le module dec2. Cette opération n’est pas

définie pour0 ∈ [Y ].

En se basant sur la définition de l’opération de l’inversion de disque, ainsi que sur la

multiplication, la division de[X] par[Y ] est donnée par :

[X]

[Y ]
= [X]

1

[Y ]
, 0 /∈ [Y ]. (1.3.22)

L’opération de division est elle aussi non exacte, à cause dela multiplication nécessaire pour

évaluer la division.

1.4 Inversion ensembliste par arithmétique des intervalles

1.4.1 Problème de satisfaction de contraintes

On considèrenx variables,xi ∈ R, i ∈ {1, . . . , nx}, liées parnf contraintes de la

forme :

fj(x1, x2, . . . , xnx
) = 0, j ∈ {1, . . . , nf}. (1.4.1)

Soit le pavé[x] = [x1]× . . .× [xnx
] correspondant aux domaines d’incertitudes desxi connus

a priori. On définitf l’ensemble des fonctionsfj de sorte que l’expression (1.4.1) peut être

réécrite sous la formef(x) = 0. La résolution de cette équation pourx ∈ [x] est un problème

de satisfaction de contrainte(CSP : Constraint Satisfaction Problem) [?], que l’on peut écrire

sous la forme :

H : (f(x) = 0, x ∈ [x]). (1.4.2)
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L’ensemble des solutions deH est :

S = {x ∈ X | f(x) ∈ [y]}. (1.4.3)

Cet ensemble peut être réécrit sous la forme suivante :

S = f−1([y]) ∩ X. (1.4.4)

En notantSj l’ensemble des solutions de la contraintefj(x1, x2, . . . , xnx
) = 0 ∀j ∈ {1, . . . , nf},

la solution générale du CSP est l’intersection desSj :

S =

n⋂

j=1

Sj . (1.4.5)

L’inversion ensembliste consiste à déterminer le plus petit pavé[x]∗ contenant les solutions du

CSP (1.4.2). Pour y parvenir, une solution consiste à utiliser des contracteurs. ContracterH
revient à trouver un pavé[x]∗ satisfaisantH tel que :

S ⊂ [x]∗ ⊂ [x]. (1.4.6)

1.4.2 Inversion ensembliste par contraction

Le problème d’inversion ensembliste se résout par contraction, bissection ou par la com-

binaison des deux.

1.4.2.1 Contracteurs

Les outils développés dans le cadre de la caractérisation d’ensemble par contraction sont

basés sur des techniques de consistance (voir par exemple [?], [?], [?]). En effet, dans la me-

sure où l’ensemble est caractérisé par une contrainte, l’idée est de supprimer les parties qui sont

inconsistantes avec cette contrainte et par conséquent quine représente pas l’ensemble recher-

ché. L’objectif principal de réduire les domaines intervalles est de diminuer le temps effectif de

résolution de problèmes basés sur l’arithmétique des intervalles.

Exemple 1.4.1Soit la contrainte

x3 =
1

2
x1x2, (1.4.7)

où (x1, x2, x3) ∈ ([2, 4], [1, 2], [1, 10])
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[x]

x1

x2

C1([x])C2([x])

S

[S] = S ∪ [x]

FIG. 1.6 – Illustration d’une contraction sur[x] obtenue avec le contracteurC.

x3 = 5 est une valeur inconsistante avec (1.4.1). En effet :

∀(x1, x2) ∈ [2, 4]× [1, 2],
1

2
x1x2 6= x3 = 5.

De même, le domaine[5, 10] n’est pas consistant par rapport à la contrainte (1.4.1), car :

∀(x1, x2, x3) ∈ [2, 4]× [1, 2]× [5, 10],
1

2
x1x2 6= x3.

La figure 1.6 illustre le principe de la réduction d’un domaine initial [x] par un contracteur

C, [S] est le plus petit pavé contenantS, il correspond à la réduction minimale de pavé[x].

Un opérateurC est un contracteur pourH si pour tout pavé[x]∗ inclus dans[x] il vérifie

les propriétés suivantes :

– la contractance :∀[x]∗ ⊂ [x], C([x]∗) ⊂ [x],

– monotonie :∀ [y] ⊂ [x], ∀ [z] ⊂ [x], [y] ⊆ [z]⇒ C([y]) ⊆ C([z]),
– consistance :(x ∈ [x], C({x}) = {x})⇒ x ∈ C(x)

– complétude :∀[x]∗ ⊂ [x],⇒ (C([x]∗) ∩ S) ⊂ ([x]∗ ∩ S) ,

oùS est l’ensemble des solutions deH.

De plus, un contracteuridempotentest un contracteur qui vérifie

∀[x] ∈ IR
n, C(C(x)) = C(x).
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Un contracteur minimal est un contracteur dont le pavé issu de la contraction est le plus petit

pavé contenant l’ensemble de solutionS.

C(x) = [[x] ∩ S]. (1.4.8)

De même, on dit qu’un pavé estinsensibleau contracteurC, si C([x]) = [x].

L’ensemble associé à un contracteurC, noté set(C), est l’ensemble formé par l’union des

singletons insensibles àC, c’est-à-dire,

set(C) = {x ∈ R
n, C ({x}) = {x}}. (1.4.9)

Une collection de contracteurs{C1, . . . , Cm} est dite complémentaire si

set(C1) ∩ · · · ∩ set(Cm) = ∅. (1.4.10)

Un contracteur peut être vu comme un moyen de représenter un sous ensemble deRn.

Il correspond à un algorithme implémentable en machine et contient toute l’information sur

l’ensemble qu’il représente [?]. Contrairement à ce même ensemble, il est très facile à manipuler

et toutes les opérations élémentaires sur les ensembles peuvent être étendues aux contracteurs.

SoientC1, C2 deux contracteurs, on définit les opérations suivantes :

– intersection :(C1 ∩ C2) ([x]) = C1([x]) ∩ C2([x]) ;

– union :(C1 ∪ C2) ([x]) = C1([x]) ∪ C2([x]) ;

– composition :(C1 ◦ C2) ([x]) = C1 (C2([x])) ;

– répétition :C∞1 = C1 ◦ C1 ◦ C1 ◦ . . . ;

– intersection répétée :(C1 ⊓ C2) = (C1 ∩ C2)∞ ;

– union répétée :(C1 ⊔ C2) = (C1 ∪ C2)∞.

Les opérateurs définis ci-dessus satisfont les propriétés de contractance, consistance et de conver-

gence. Il forme donc effectivement des contracteurs. La composition n’est pas commutative (i.e

C1 ◦ C2 6= C2 ◦ C1), contrairement à toutes les autres opérations∩,∪,⊓,⊔.

Définition 1.4.1 Soitǫ > 0, on définit un contracteur de précision comme suit :

Cǫ([x]) =





[x] si w([x]) > ǫ

∅ sinon.
(1.4.11)

Il existe plusieurs méthodes de contraction, elles sont majoritairement issues de l’analyse nu-

mérique. Elles sont divisées en deux classes en fonction du problème à résoudre. Si le problème

peut s’écrire sous une forme linéaire, alors des méthodes linéaires s’appliquent dont la méthode
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d’élimination de Gauss et la méthode de Gauss-Seidel. Dans le cas non linéaire, il existe aussi

des méthodes de contraction comme celle de Krawczyk, Newton, [?], [?], [?] ou par décom-

position en contraintes primitives [?], [?]. Le principe de cette dernière est présenté dans la

suite.

1.4.2.2 Contracteur de propagation/rétropropagation

Ce contracteur, appeléPropagation-Rétropropagationet notéC↓↑, est basé sur le principe

de propagation de contraintes [?], [?], [?]. Le principe, est de décomposer la contrainte (ou les

contraintes) du CSP en un ensemble de contraintes élémentaires. Une contrainte élémentaire

ne contient qu’une opération arithmétique telle que{+,−,×, /} entre deux variables ou une

fonction élémentaire comme{exp, log . . .} appliquée sur une seule variable. Un ensemble de

variables intermédiaires est alors introduit.

Exemple 1.4.2Pour réduire le pavé[x] = [ [x1] , [x2] , [x3]] avec [x1] = [1, 20], [x2] =

[−10, 10] et [x3] = [2, 8] sous la contrainte[x1] − cos([x2]) + [x3]
2 ∈ [4, 6]. La décomposition

en contraintes primitives est donnée par :

[a1] = cos([x2]),

[a2] = [x1]− [a1],

[a3] = [x3]
2,

[a4] = [a2] + [a3].

Les domaines initiaux des variables intermédiairesa1, a2, a3 eta4 sont]−∞,∞[. La phase de

propagation se fait de la façon suivante :

[a1]← cos([x2]) ∩ [a1] = [−1, 1],

[a2]← ([x1]− [a1]) ∩ [a2] = [0, 21],

[a3]← [x3]
2 ∩ [a3] = [4, 64],

[a4]← ([a2] + [a3]) ∩ [a4] = [4, 85].

La phase de rétropropagation consiste à réduire les domaines des variables[xi], en utilisant les
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informations sury. Ce processus s’effectue comme suit :

[a4]← [4, 6] ∩ [a4] = [4, 6],

[a3]← ([a4]− [a2]) ∩ [a3] = [4, 6],

[a2]← ([a4]− [a3]) ∩ [a2] = [0, 2],

[a1]← ([x1]− [a2]) ∩ [a1] = [−1, 1],

[x1]← ([a2] + [a1]) ∩ [x1] = [1, 3],

[x2]← (arccos([a1])) ∩ [x2] = [0, 3.14],

[x3]← (
√

a3) ∩ [x3] = [2, 2.44].

Le pavé réduit est donc[x] = [ [1, 3] , [0, 3.14] , [2, 2.44] ].

1.4.3 Inversion ensembliste par bissection

La caractérisation de l’ensembleS défini par (1.4.4) est un problème d’inversion ensem-

bliste qui, pour le cas non linéaire, peut être résolu d’une manière garantie en utilisant l’algo-

rithme SIVIA (Set Inversion Via Interval Analysis) proposéparJaulin et Walter [?]. Cet algo-

rithme permet de trouver un encadrement (lorsqu’au moins une solution existe) de l’ensemble

des solutions. Les ensemblesS etS représentent respectivement, un encadrement intérieur etun

encadrement extérieur de l’ensemble solutionS :

S ⊆ S ⊆ S, (1.4.12)

avec :

S = S ∪∆S, (1.4.13)

où S est l’ensemble des pavés prouvés solutions et∆S est l’ensemble des pavés pour lesquels

aucune décision n’a pu être établie et peut être interprété aussi en terme d’incertitudes sur la

caractérisation deS. La relation suivante est alors valable :

vol(S) ⊆ vol(S) ⊆ vol(S), (1.4.14)

où vol(S) est le volume de l’ensembleS. De plus,

– siS = ∅ (ensemble vide) le problème (1.4.4) ne possède aucune solution,

– siS 6= ∅ l’ensembleS n’est pas vide , il existe au moins une solution vérifiant (1.4.4).
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Algorithm SIVIA

L’algorithme de partitionnement SIVIA permet une caractérisation garantie de ces en-

sembles de pavés en utilisant un test d’inclusion défini par :

t([x]) =






1 si [f ]([x]) ⊆ [y],

0 si [f ]([x]) ∩ [y] = ∅,
indéterminé sinon.

(1.4.15)

Un pavé[x] ∈ X est dit :

– faisable et[x] ∈ S, [x] ∈ S, si t([x]) = 1 ,

– non faisable, sit([x]) = 0 ,

– indéterminé, sit([x]) est indéterminé.

Dans ce dernier cas, aucune décision à propos du pavé[x] n’est possible. Si sa taille est

supérieure à une certaine toléranceη fixée par l’utilisateur, il est partitionné en deux sous-pavés

et l’algorithme est réexecuté sur chacun d’eux. L’algorithme SIVIA est le suivant :

Algorithme SIVIA (entrées :[t], [x], η ; sortie :S, S )

1. Si [t]([x]) = 0, alors rejeter[x], retour,

2. Si [t]([x]) = [1], alorsS := S ∪ [x]; S := S ∪ [x], retour,

3. Siw([x]) ≤ η, alorsS := S ∪ [x], retour,

Sinon bissecter[x] en([x1], [x2]),

4. SIVIA (entrées :[t], [x1], η ; sortie :S, S ),

5. SIVIA (entrées :[t], [x2], η ; sortie :S, S ).

L’ensemble de pavés∆S = S/S représente l’incertitude sur la caractérisation de l’en-

semble solutionS , il contient les pavés de tailles plus petites queη.

Exemple 1.4.3 [?] Soit X l’ensemble des vecteursx = (x1, x2)
T deR2, qui satisfait





exp(x1) + exp(x2) ∈ [10, 11],

exp(2x1) + exp(2x2) ∈ [62, 72].
(1.4.16)
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FIG. 1.7 – Ensemble de pavés générés par SIVIA

La caractérisation de l’ensembleX est un problème d’inversion ensembliste qui peut être résolu

par l’algorithme SIVIA. La figure 1.7 montre l’approximation extérieureX de cet ensemble avec

deux précisions différentes.η1 et η2 < η1. Il est évident que la précision deX est inversement

proportionnelle au seuil de la bissectionη.

Lorsque la dimension du vecteur[x] est importante, il devient difficile de réaliser une

bonne approximation. Dans le cas de l’algorithme SIVIA, la complexité est exponentielle par

rapport à la dimension du vecteur[x]. Le nombreN de bissections effectuées est inférieur à [?] :

N =

(
w(X0)

η
+ 1

)nx

, (1.4.17)

oùX0 est le pavé initial de recherche,nx la dimension du vecteur[x] etη la précision de bissec-

tion.

1.4.4 SIVIA avec contracteur

Il est important de coupler l’algorithme SIVIA avec un contracteur afin de réduire la

complexité algorithmique et de réduire le nombre de bissections nécessaires pour résoudre un

problème d’inversion ensembliste. Cette étape est primordiale pour réduire le temps de calcul

des encadrements intérieursS et extérieursS de l’ensemble de solutionS. L’algorithme SIVIA

est alors modifié en incluant la contraction à l’étape 1

Algorithme SIVIA-Contracteur (entrées :[t], [x], η ; sortie :S, S )

1. [x]← C([x])

2. Si [t]([x]) = 0, alors rejeter[x], retour,
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3. Si [t]([x]) = [1], alorsS := S ∪ [x]; S := S ∪ [x], retour,

4. Siw([x]) ≤ η, alorsS := S ∪ [x], retour,

Sinon bissecter[x] en([x1], [x2]),

5. SIVIA-Contracteur (entrées :[t], [x1], η ; sortie :S, S ),

6. SIVIA-Contracteur (entrées :[t], [x2], η ; sortie :S, S ).

1.5 Solvers et boîtes à outils

Il existe plusieurs outils dédiés à l’arithmétique des intervalles réels et complexes, dont

les principales boîtes à outils utilisées durant cette thèse sont détaillées ci-dessous.

1.5.1 C-XSC

C’est une boîte à outils développée en langage C++, qui permet la manipulation des in-

tervalles réels et complexes sous la forme rectangulaire [?].

1.5.2 INTLAB

C’est une boîte à outils du logiciel MATLAB, qui permet de manipuler des intervalles

réels et complexes sous la forme circulaire [?], [?].

1.5.3 QUIMPER

Contrairement aux boîtes à outils précédentes, QUIMPER estun langage qui permet de

mettre en place et manipuler aisément des contracteurs afin de les utiliser pour résoudre des pro-

blèmes ensemblistes [?], [?], [?]. Lorsqu’un script est exécuté sous QUIMPER, une collection

de contracteurs est d’abord construite, puis un paveur est lancé. Un paveur est un algorithme de

bissection qui fait appel à tous les contracteurs disponibles sur tous les pavés courants. Seuls

sont bissectés les pavés qui n’arrivent plus à être contractés par aucun des contracteurs et qui

gardent une largeur supérieure à une précision donnée. Le paveur balaye donc tout l’espace de

rechercheRn et range les zones contractés dans des ensembles appeléssous-pavages. Ainsi, à

chaque contracteur correspond un unique sous-pavage. A la fin d’exécution du script, les résul-

tats de chaque contracteur sont disponibles.

Il existe d’autres boîtes à outils développées en C et en C++,qui traitent de l’arithmétique

des intervalles réels et complexes, telles que VENODE [?], PROFIL/BIAS [?] et COSTLY [?].
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1.6 Conclusion

Ce chapitre a été consacré à la présentation des concepts essentiels pour la suite de cette

thèse. Dans un premier temps, les définitions des intervalles réels et complexes ont été rappe-

lées, ainsi que les opérations de base sur ces intervalles. Des concepts nécessaires relatifs aux

arithmétiques des intervalles ont également été introduits tels que les fonctions d’inclusion et

leurs différents types, ainsi que l’efficacité de chacune d’elle qui dépend de la taille des inter-

valles. La manipulation des fonctions d’inclusion revientà aligner un ensemble de formes géo-

métriques complexes par un pavé, un pessimisme est alors naturellement introduit dû à l’effet

d’enveloppement. Pour réduire ce pessimisme, des opérateurs de contraction ont été développés

qui permettent en l’occurrence d’éliminer tous les points ou pavés qui ne sont pas consistants

avec cette forme géométrique qui représente l’ensemble de solutions. Ces opérateurs appelés

Contracteursont été détaillés au paragraphe 1.4inversion ensembliste par contraction, où seule

la contraction permet de caractériser d’une manière garantie un ensemble de solutions connexe.

Dans le cas où l’ensemble de solution est non connexe,l’inversion ensembliste par bissection

présentée par l’algorithme SIVIA est alors utilisée pour caractériser l’ensemble de solutions.

Dans le chapitre suivant, nous allons introduire le conceptde la dérivation non entière et la

représentation des systèmes par des modèles d’ordre non entier.
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2.1 Introduction

Le concept de la dérivation non entière date de 1695 quandL’Hospital, Leibnizet Ber-

noulli ont échangé sur la signification desdifférentielles qui ont pour exposant des nombres

rompus1. Au 18e siècle il y a eu peu de contributions sur ce sujet, néanmoinsEuler a soulevé le

problème de la définition d’une dérivée d’ordre fractionnaire. Suite à de nombreuses réflexions

de Cauchy, Lagrange, Fourier, Abel, Liouville, Riemann, Hardy, . . . , la dérivation et l’inté-

gration non entière ont été analytiquement définies. Des avancées majeures dans la dérivation

non entière ont été réalisées durant la deuxième moitié du 20e siècle [?], [?], [?], [?], [?], [?],

[?]. Aujourd’hui l’intérêt de la dérivation non entière ne cesse de grandir notamment dans le

domaine de l’ingénierie et de l’Automatique à travers les ouvrages [?], [?], [?], [?], [?], [?], [?].

En effet, l’utilisation de l’opérateur de la dérivation nonentière est à ce jour largement répandue

dans des domaines aussi variés que l’automatique, la mécanique, l’électrochimie, la thermique,

. . . etc.

En Automatique, la commande robuste d’ordre non entier (CRONE) à été développée de-

puis les années90, [?]. D’autres études plus récentes dans le domaine de la commande, montrent

la robustesse des régulateurs PID fractionnaires par rapport aux régulateurs PID classiques [?],

[?]. En mécanique, la suspension CRONE a été élaborée sur la base de la dérivation non entière

et ses performances en terme d’isolation vibratoire ont étéprouvées [?], [?]. En électrochimie,

les phénomènes de diffusion électrochimique sont aussi modélisés par la dérivation non entière

où la diffusion des charges dans les batteries en acide est régie par des modèles deRandles[?],

[?] utilisant un ordre d’intégration de0.5. Les systèmes biologiques sont difficiles à modéliser

et l’utilisation de la dérivation classique conduit souvent à des modèles d’ordre élevé. Cepen-

dant, l’utilisation de la dérivation non entière permet d’avoir des modèles compacts et faciles à

manipuler [?]. En diffusion thermique, plusieurs études ont montré que le modèle liant la den-

sité de flux de chaleur à travers un barreau métallique à la température mesurée est non entier,

car il découle de la résolution de l’équation de la chaleur (équation aux dérivées partielles) [?],

[?], [?], [?], [?]. Récemment dans [?], une identification d’un procédé thermique est élaborée et

les principes de la platitude des systèmes linéaires non entiers sont appliqués pour poursuivre

des trajectoires de référence prédéfinies.

Ce chapitre présente les principaux outils pour la modélisation de systèmes à dérivées

non entières réelles, puis par intervalles. Ainsi le paragraphe 2.2 rappelle les définitions, deve-

nues usuelles, de l’intégration et de la dérivation non entière.L’extension de ces définitions à

des intervalles, qui constitue une première originalité decette thèse, est décrite au paragraphe

1extrait de la lettre datée du 10 Janvier 1695 deBernoulliadressée au marquis deL’Hospital
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2.3. La transformée deLaplacede ces opérateurs temporels y est calculée et leur monotonie

par rapport à l’ordre de dérivation étudiée. Le paragraphe 2.4 rappelle les différents modes de

représentation des systèmes non entiers. Ensuite, le paragraphe 2.5 présente la stabilité des sys-

tèmes non entiers.Le paragraphe 2.6 présente une autre contribution de cette thèse, à savoir

l’étude de la stabilité et de la résonance de fonctions de transfert élémentaires de première et

de deuxième espèce, la connaissance des comportements fréquentiels des fonctions de transfert

élémentaires étant indispensable pour la modélisation de systèmes non entiers à partir de don-

nées fréquentielles. Une généralisation des fonctions de transfert élémentaires à des ordres de

dérivation par intervalles y est également abordée.

2.2 Intégration et dérivation réelles

2.2.1 Intégration réelle

Une première définition de l’intégration réelle peut être introduite à partir de la formule

deCauchy. Soit f une fonction réelle de la variablet continue par morceaux et intégrable sur

[0, +∞[. A partir des définitions respectives des intégrales d’ordre1, 2 et3 :

If (t) =

∫ t

0

f (τ) dτ, (2.2.1)

I 2f (t) =

∫ t

0

f (τ)

(t− τ)−1dτ, (2.2.2)

I 3f (t)=
1

2

∫ t

0

f (τ)

(t− τ)−2 dτ, (2.2.3)

découle la formule deCauchyde l’intégrale d’ordre entiern :

Inf (t) =

∫ t

0

∫ τ1

0

. . .

∫ τn−1

0

f(τn−2)dτn−2 . . . dτ1 (2.2.4)

L’expression de l’intégrale d’ordre réelν ∈ R∗
+ d’une fonctionf a été définie la première

fois parRiemannetLiouville en généralisant la formule deCauchyà des ordres réels positifs :

Iνf (t)
∆
=

1

Γ (ν)

∫ t

0

f (τ)

(t− τ )1−ν dτ, ∀ν ∈ R
∗
+. (2.2.5)

Cette intégrale peut être réécrite sous la forme d’un produit de convolution (∗) de la fonc-

tion f(t) et du noyau 1
Γ(ν)t1−ν [?] :

I νf (t)
∆
=

1

Γ (ν)t1−ν
∗ f(t), (2.2.6)
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oùΓ est la fonction d’Euler telle que :

Γ(ν) =

∫ ∞

0

e−xxν−1dx, ∀ν ∈ R
∗\Z−. (2.2.7)

Initialement définie pour des nombres réels positifs, la fonction Gammaest généralisée,

par continuité analytique, aux nombres réels négatifs, excepté les entiers négatifs où elle possède

des singularités.

L’intégrale d’ordre réel (2.2.6) est souvent appelée l’intégrale deRiemann-Liouville. En

effet, Liouville a proposé la même définition queRiemannen remplaçant la borne inférieure

d’intégration0, par−∞. Cependant, cette borne est souvent ramenée à zéro, étant donné que

tous les systèmes rencontrés dans le domaine de la physique sont causaux et possèdent donc des

réponses impulsionnelles nulles pourt < 0.

Transformée deLaplacede l’intégrale d’une fonction

La transformée deLaplacede l’intégrale d’ordreν d’une fonctionf réelle est donnée par

[?] :

L (I νf(t)) =
1

sν
L (f(t)) , (2.2.8)

où s désigne la variable deLaplace. Cette formule est la généralisation de la transformée de

Laplaced’une intégrale entière.

Les caractéristiques fréquentielles de l’opérateur1
sν sont obtenues en remplaçant la va-

riable deLaplaces par jω. Ainsi, le module et l’argument de l’opérateur d’intégration d’ordre

ν sont donnés par :




Module (dB) : 20 log

∣∣∣ 1
(jω)ν

∣∣∣ = −20ν log w

Argument (rad) : arg
(

1
(jω)ν

)
= −ν π

2
.

(2.2.9)

En ce qui concerne les diagrammes deBode, le diagramme de gain est représenté par

une droite dont la pente est fonction de l’ordre d’intégrationν, soit−20ν dB/décade. Quant au

diagramme de phase, il est représenté par une droite horizontale d’ordonnéeν π
2
.

La figure 2.1 représente les diagrammes deBoded’un intégrateur non entier d’ordre0.5. Le

gain décroît à raison de−10 dB/décade et la phase est égale à−π/4.

2.2.2 Dérivation réelle

Bien qu’il existe plusieurs approches de généralisation dela dérivée d’ordre entier à des

ordres réels, seules trois définitions sont présentées ici.
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FIG. 2.1 – Diagramme deBoded’un intégrateur d’ordre 0.5

2.2.2.1 Définition deRiemann-Liouville

La dérivée d’ordre réelν ∈ R∗
+ d’une fonctionf est définie comme étant la dérivée

d’ordre entier⌊ν⌋+ 1 de l’intégrale d’ordre non entier (⌊ν⌋ + 1− ν), soit [?] :

Dνf(t)
∆
=D⌊ν⌋+1

(
I⌊ν⌋+1−νf(t)

)
, (2.2.10)

où ⌊ν⌋ est le plus grand entier inférieur ou égal àν (⌊ν⌋ = floor(ν)).

Compte tenu de la définition de l’intégrale (2.2.6), la dérivée d’ordreν def s’écrit :

Dνf(t) =
1

Γ (⌊ν⌋ + 1− ν)

d⌊ν⌋+1

dt⌊ν⌋+1

(∫ t

0

f(τ)

(t− τ)ν−⌊ν⌋dτ

)

. (2.2.11)

2.2.2.2 Définition deCaputo

Une deuxième définition de la dérivée d’ordre réel a été proposée parCaputo[?]. Elle

résulte de la permutation de la dérivée et de l’intégrale dans l’équation (2.2.10), soit :

Dνf(t) = I⌊ν⌋+1−ν
(
D⌊ν⌋+1f(t)

)
, (2.2.12)
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Compte tenu de la définition de l’intégrale (2.2.6), la dérivée d’ordreν def s’écrit :

Dνf(t) =
1

Γ (⌊ν⌋+ 1− ν)

∫ t

0

f (⌊ν⌋+1)(τ)

(t− τ)ν−⌊ν⌋dτ. (2.2.13)

2.2.2.3 Définition deGrünwald

Grünwalda proposé une généralisation de la définition de la dérivée d’ordre entiern à

une dérivée d’ordre réelν ∈ R∗
+ [?].

Soit la dérivée d’ordre 1 donnée par :

D1f(t) = lim
h→0

f(t)− f(t− h)

h
, (2.2.14)

la dérivation à l’ordre 2 conduit à :

D2f(t) = lim
h→0

f(t)− 2f(t− h) + f(t− 2h)

h2
, (2.2.15)

une première généralisation à l’ordren ∈ N est alors donnée par :

Dnf(t) = lim
h→0

1

hn

n∑

k=0

(
(−1)k

(
k

n

)
f(t− kh)

)
, n ∈ N, (2.2.16)

la généralisation de la définition de la dérivée (2.2.16) à des ordres de dérivation non entiers,

donne :

Dνf(t) = lim
h→0

1

hν

∞∑

k=0

(
(−1)k

(
k

ν

)
f(t− kh)

)
, ν ∈ R+. (2.2.17)

La notation
(

k
ν

)
désigne le binôme deNewtongénéralisé à des ordres réels :

(
k

ν

)
=

Γ(ν + 1)

k! Γ(ν − k + 1)
. (2.2.18)

avec : (
k

ν

)
= 0 pour ν − k = −1,−2,−3, . . . (2.2.19)

2.2.2.4 Transformée deLaplacede la dérivée d’une fonction

La transformée deLaplacede la dérivée d’ordreν d’une fonctionf réelle est donnée par :

L (Dνf(t)) = sν
L (f(t)). (2.2.20)

Les caractéristiques fréquentielles de l’opérateur de dérivationsν , obtenues en remplaçant

la variable deLaplaces par jω, sont telles que le module et l’argument s’expriment par :
{

Module (dB) : 20 log |(jω)ν | = 20ν log(w),

Argument (rad) : arg ((jω)ν) = ν π
2
.

(2.2.21)
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Les diagrammes deBodede la figure 2.2 sont ceux d’un dérivateur non entier d’ordre 0.5.

Le gain croît à raison de 10dB par décade et la phase est égale àπ/4.
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FIG. 2.2 – Diagramme deBoded’un dérivateur d’ordre0.5

2.3 Intégration et dérivation par intervalle

Dans cette partie, la définition de l’intégration et de la dérivation réelle est étendue aux

intervalles réels. L’idée de base consiste à transformer l’ordre d’intégration ou de dérivationν

en un intervalle non entier[ν].

2.3.1 Définition de l’intégrale par intervalle réel

La définition de l’intégrale deRiemman-Liouvilled’ordreν d’une fonctionf (2.2.6) est

étendue à un intervalle réel[ν] :

I [ν]f (t)
∆
={Iνf (t) | ν ∈ [ν]}, (2.3.1)

I [ν]f (t)
∆
=
{ 1

Γ (ν)

∫ t

0

f (τ)

(t− τ )1−ν dτ, ν ∈ [ν]
}

, (2.3.2)
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avec

[ν] = [ν, ν] = {ν ∈ R
∗
+ | ν ≤ ν ≤ ν}. (2.3.3)

A cause de la double occurrence deν dans la définition (2.3.2), une fois dans la fonctionΓ

et une fois au dénominateur de la fonction intégrée, et du pessimisme que cela induit, la notation

d’une variable intervalle n’est pas utilisée dans cette définition. Il est effectivement préférable

de définir l’intégrale d’ordre[ν] en utilisant une variable réelleν appartenant à[ν].

Exemple 2.3.1Soit la fonction

f(t) =





t2 si t ≥ 0,

0 si t < 0,
(2.3.4)

l’intégrale par intervalle réel[ν] = [0.5, 1.5] def(t) est donnée par :

I [ν]f (t)
∆
=

1

Γ (ν)

∫ t

0

τ 2

(t− τ)1−ν dτ, ν ∈ [0.5, 1.5], (2.3.5)

La figure 2.3 présente l’intégrale réelle pour différentes valeurs deν ∈ [ν].
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FIG. 2.3 – Intégrale deRiemman-Liouvillede la fonctionf(t) = t2 pour différentes valeurs de

ν ∈ [ν]
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2.3.1.1 Transformée deLaplacede l’intégrale par intervalle d’une fonction

La transformée deLaplacede l’intégrale deRiemman-Liouvilled’ordre[ν] d’une fonction

f réelle est donnée par :

L {I [ν](f(t))} =
1

sν
L {f(t)}, ν ∈ [ν]. (2.3.6)

Dans la mesure où l’occurrence deν est ici unique, la notation de la variable intervalle peut être

utilisée en exposant des :

L {I [ν](f(t))} =
1

s[ν]
L {f(t)}. (2.3.7)
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Domaine de définitionD 0+ 1 +∞
d(fG([ν]))

d[ν]
= −20 log(ω) + −

fG([ν]) = −20[ν] log(ω)

0

ր
+∞ 0

ց

−∞
d(fφ([ν]))

d[ν]
= −π

2
−

fφ([ν]) = −[ν]π2

0

ց

−∞

TAB. 2.1 – Table de variation du gain et de la phase de l’intégrateur par intervalle en fonction

de[ν]

Les caractéristiques fréquentielles de l’opérateur1
s[ν] sont obtenues en remplaçant la va-

riable deLaplaces par jω. Ainsi, le module et l’argument de l’opérateur d’intégration d’ordre

[ν] sont donnés par :

fG([ν]) =
∣∣ 1
s[ν]

∣∣
dB

= 20 log
∣∣∣ 1

(jω)[ν]

∣∣∣,

fφ([ν]) = arg
(

1
s[ν]

)
= arg

(
1

(jω)[ν]

)
.

(2.3.8)

2.3.1.2 Étude de la monotonie du gain et de la phase par rapport à l’ordre [ν] de l’inté-

grateur par intervalle

L’étude de la variation des fonctionsfG([ν]) etfφ([ν]) par rapport à l’intervalle[ν] requiert

le calcul des dérivées de ces fonctions par rapport à l’intervalle [ν], avec[ν] ⊂ IR
+.






d(fG([ν]))
d[ν]

= −20 log(ω),
d(fφ([ν]))

d[ν]
= −π

2
.

(2.3.9)

La table 2.1 représente les variations des fonctionsfG([ν]) etfφ([ν])

Selon la valeur deω, le module s’écrit :





∣∣ 1
s[ν]

∣∣
dB

= [−20ν log ω,−20ν log ω], lorsque ω ∈]0+, 1−],

∣∣ 1
s[ν]

∣∣
dB

= [−20ν log ω,−20ν log ω], lorsque ω ∈ [1+, +∞[.

(2.3.10)
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La fonctionfφ([ν]) est monotoniquement décroissante sur l’intervalle]0+, +∞[,

fφ([ν]) = [−ν
π

2
,−ν

π

2
]. (2.3.11)

En ce qui concerne les diagrammes deBode, le diagramme de gain est représenté par

un secteur constitué d’un ensemble de droites (intégrateurs), dont les pentes sont fonction de

l’intervalle [ν].

Quant au diagramme de phase, il est représenté par un secteurconstitué d’un ensemble de

droites horizontales d’ordonnées comprises dans[−ν π
2
,−ν π

2
].

La figure 2.4 représente les diagrammes deBodede l’ensemble d’intégrateurs non entiers pour

un ordre d’intégration[ν] = [0.5, 0.7]. Le gain décroît à raison de[−14,−10] dB/décade, la

phase quant à elle est égale à[−7π/20,−π/4].
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FIG. 2.4 – Diagramme deBoded’un intégrateur d’ordre 0.5 et 0.7

Comme le montre cette étude, la fonction du gain,fG([ν]), n’est pas monotone par rapport

à l’ordre de dérivation[ν] sur tout le domaine de définitionD =]0+, +∞[ contrairement à la

fonction de la phase,fφ([ν]), qui est monotone par rapport à l’ordre de dérivation[ν], sur tout

le domaine fréquentielle.
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2.3.2 Définition de la dérivée par intervalle réel

La définition de la dérivée d’ordre réel d’une fonctionf est étendue à un intervalle réel

[ν] :

D[ν]f (t) ={Dνf (t) | ν ∈ [ν]}, (2.3.12)

La définition deRiemann-Liouvillede la dérivée non entière d’une fonctionf (2.2.11) est étendu

à un intervalle[ν], soit :

D[ν]f(t) =
1

Γ (⌊ν⌋ − ν + 1)

d⌊ν⌋+1

dt⌊ν⌋+1

(∫ t

0

f(τ)

(t− τ)ν−⌊ν⌋dτ

)

, ν ∈ [ν], (2.3.13)

avec

[ν] = [ν, ν] = {ν ∈ R
∗
+ | ν ≤ ν ≤ ν}. (2.3.14)

De même, la définition deCaputode la dérivée non entière d’une fonctionf (2.2.13) est étendu

à un intervalle[ν], soit :

D[ν]f(t) =
1

Γ (⌊ν⌋+ 1− ν)

(∫ t

0

f (⌊ν⌋+1)(τ)

(t− τ)ν−⌊ν⌋dτ

)
, ν ∈ [ν]. (2.3.15)

De plus, la définition deGrünwald de la dérivée non entière d’une fonctionf (2.2.17) est

étendue à un intervalle[ν], soit :

D[ν]f(t) = lim
h→0

1

hν

∞∑

k=0

(
(−1)k

(
k

ν

)
f(t− kh)

)
, ν ∈ [ν]. (2.3.16)

A cause des multiples occurrences deν dans les définitions (2.3.13), (2.3.15) et (2.3.16), et

du pessimisme que cela induit, la notation d’une variable intervalle n’a pas été utilisée dans

cette définition. Il est effectivement préférable de définirla dérivée d’ordre[ν] en utilisant une

variable réelleν appartenant à[ν].

Exemple 2.3.2Soit la fonction

f(t) =





t2 si t ≥ 0,

0 si t < 0,
(2.3.17)

la dérivée par intervalle réel[ν] = [0.5, 1.5] est donnée selon :

– la définition de Riemann-Liouville

1. Cas oùν ∈ [0.5, 1[

D[ν]f(t) =
1

Γ (1− ν)

d

dt

(∫ t

0

τ 2

(t− τ)ν dτ

)
, ν ∈ [ν], (2.3.18)
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FIG. 2.5 – Dérivée réelle de la fonctionf(t) = t2 pour des différents valeurs deν ∈ [ν]

2. Cas oùν ∈ [1, 1.5]

D[ν]f(t) =
1

Γ (2− ν)

d2

dt2

(∫ t

0

τ 2

(t− τ)ν−1dτ

)
, ν ∈ [ν], (2.3.19)

– la définition de Caputo

1. Cas oùν ∈ [0.5, 1[

D[ν]f(t) =
1

Γ (1− ν)

(∫ t

0

2τ

(t− τ)ν dτ

)
, ν ∈ [ν], (2.3.20)

2. Cas oùν ∈ [1, 1.5]

D[ν]f(t) =
1

Γ (2− ν)

(∫ t

0

2

(t− τ)ν−1 dτ

)
, ν ∈ [ν], (2.3.21)

– la définition de Grünwald

D[ν]f(t) = lim
h→0

1

hν

∞∑

k=0

(
(−1)k

(
k

ν

)
(t− kh)2

)
, ν ∈ [ν]. (2.3.22)

La figure 2.5 présente la dérivée réelle pour différentes valeurs deν ∈ [ν]
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2.3.2.1 Transformée deLaplacede la dérivée par intervalle d’une fonction

Sous l’hypothèse de conditions initiales nulles, la transformée deLaplacede la dérivée

d’ordre[ν] d’une fonction au sens deRiemannet deCaputoest donnée par :

L {D[ν](f(t))} = s[ν]
L {f(t)}. (2.3.23)

Dans la mesure où l’occurrence deν est ici unique, la notation de la variable intervalle peut être

utilisée :

L {D[ν](f(t))} = s[ν]
L {f(t)}. (2.3.24)

Les caractéristiques fréquentielles de l’opérateurs[ν] sont obtenues en remplaçant la va-

riable deLaplaces par jω. Ainsi, le module et l’argument de la dérivée d’ordre[ν] sont donnés

par :






fG([ν]) =
∣∣s[ν]

∣∣
dB

= 20 log
∣∣∣(jω)[ν]

∣∣∣,

fφ([ν]) = arg
(
s[ν]
)

= arg
(
(jω)[ν]

)
.

(2.3.25)

2.3.2.2 Étude de la monotonie du gain et de la phase par rapport à [ν] du dérivateur par

intervalle

L’étude de la variation des fonctionsfG([ν]) etfφ([ν]) par rapport à l’intervalle[ν] requiert

le calcul des dérivées de ces fonctions par rapport à l’intervalle [ν], avec[ν] ⊂ IR
+






d(fG([ν]))
d[ν]

= 20 log(ω),
d(fφ([ν]))

d[ν]
= π

2
.

(2.3.26)

La table 2.2 représente les variations des fonctionsfG([ν]) etfφ([ν])

Selon la valeur deω, le module s’écrit :





∣∣s[ν]
∣∣
dB

= [20ν log ω, 20ν log ω], lorsque ω ∈]0+, 1−],

∣∣s[ν]
∣∣
dB

= [20ν log ω, 20ν log ω], lorsque ω ∈ [1+, +∞[.

(2.3.27)

La fonctionfφ([ν]) est monotoniquement croissante sur l’intervalle]0+, +∞[,

fφ([ν]) = [ν
π

2
, ν

π

2
]. (2.3.28)
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Domaine de définitionD 0+ 1 +∞
d(fG([ν]))

d[ν]
= 20 log(ω) − +

fG([ν]) = 20[ν] log(ω)

0

ց

−∞ 0

ր
+∞

d(fφ([ν]))
d[ν]

= π
2

+

fφ([ν]) = [ν]π2

0

ր
+∞

TAB. 2.2 – Table de variation du gain et de la phase du dérivateur par intervalles en fonction de

[ν]

En ce qui concerne les diagrammes deBode, le diagramme de gain est représenté par un

secteur constitué d’un ensemble de droites (dérivateurs),dont les pentes sont fonction de l’in-

tervalle[ν]. Les pentes des deux droites qui bornent cet ensemble sont données par l’intervalle

[20ν, 20ν] dB/décade.

Quant au diagramme de phase, il est représenté par un secteurconstitué d’un ensemble de

droites horizontales d’ordonnée comprise dans[ν π
2
, ν π

2
].

La figure 2.6 représente les diagrammes deBodede l’ensemble de dérivateurs non entiers pour

un ordre de dérivation[ν] = [0.5, 0.7]. Le gain croît à raison de[10, 14] dB/décade. La phase,

quant à elle, est égale à[π/4, 7π/20].

Comme le montre cette étude, la fonction du gain,fG([ν]), n’est pas monotone par rapport

à l’ordre de dérivation[ν] sur tout le domaine de définitionD =]0+, +∞[ contrairement à la

fonction de la phase,fφ([ν]), qui est monotone par rapport à l’ordre de dérivation[ν], sur tout le

domaine fréquentielle.

2.3.3 Étude de la monotonie de la réponse temporelle d’un système par

rapport à l’ordre de dérivation par intervalle

Il est important de rappeler quelques notions sur les systèmes monotones avant d’aborder

les problèmes de monotonie dans le domaine temporel pour lessystèmes non entiers.

46



Chapitre 2 – Opérateurs et systèmes à dérivées réelles et parintervalles

10
−2

10
−1

10
0

10
1

10
2

−40

−20

0

20

40

Pulsation (rad/s)

G
ai

n 
(d

B
)

10
−2

10
−1

10
0

10
1

10
2

0

20

40

60

80

Pulsation (rad/s)

P
ha

se
 (

°)

10dB/décade

14dB/décade

FIG. 2.6 – Diagrammes deBodede dérivateurs d’ordre 0.5 et 0.7

Systèmes monotones :

Les systèmes dynamiques monotones, représentés par des équations différentielles mono-

tones, génèrent des trajectoires qui respectent, sur un domaine de définition donné, la relation

d’ordre supérieur≥ définie par rapport aux conditions initiales [?], [?], [?] et [?]. Autrement

dit :

Soientz(t, z0, u1) et x(t, x0, u2) deux trajectoires solutions d’un système dynamique mo-

notone défini par

ẏ(t) = f(y(t), u(t)), (2.3.29)

poury(t0) = z0, u(t) = u1 et poury(t0) = x0 et u(t) = u2, si

x0 ≥ z0 et u2 ≥ u1 alors x(t, x0, u2) ≥ z(t, z0, u1), ∀t ≥ t0. (2.3.30)

Ici la relation d’ordre≥ doit être respectée composante par composante, c’est-à-dire quex0,i ≥
z0,i∀i ∈ {1, . . . , n} et u2,j ≥ u1,j ∀j ∈ {1, . . . , m} où n et m sont respectivement les

dimensions des vecteursy etu.

Dans le cas où les conditions initiales et/ou les paramètresde l’équation différentielle

ordinaire présentent des incertitudes, l’intégration garantie basée sur les modèles de Taylor in-
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tervalles, s’avère nécessaire pour calculer l’ensemble desolutions (l’ensemble de trajectoires

admissibles). Par ailleurs, si l’équation différentielleest monotone il est toujours possible de

transformer l’EDO (Équation Différentielle Ordinaire) monotone incertaine en deux EDO mo-

notones certaines, une minimale et l’autre maximale. Ainsi, la résolution de ces deux EDO four-

nit des approximations inférieure et supérieure des solutions de l’EDO incertaine. Par consé-

quent, l’étude de la monotonie des EDO permet de contourner efficacement le problème de la

propagation du pessimisme dû simultanément à l’effet d’enveloppement et au phénomène de

dépendance.

L’idée d’encadrer un système incertain par deux systèmes déterministes minorant et ma-

joranty ety a été introduite parMüller [?]. Plusieurs études, dont [?], [?], [?] et [?], utilisent le

théorème deMüller pour encadrer l’ensemble des trajectoires des systèmes dynamiques en pré-

sence d’incertitudes sur l’état initial et/ou le vecteur deparamètres. Des exemples concrets sont

ainsi détaillés dans les thèses de [?] et [?] comparant la méthode de construction des systèmes

bornant avec la méthode basée sur l’intégration numérique garantie.

Dans le cas des systèmes non entiers, un système dynamique est décrit par une équation

différentielle non entière (EDNE) de la forme :

Dνy(t) = f(y(t), u(t)). (2.3.31)

Dans le cas où l’ordre non entier est mal connu, L’EDNE est incertaine et la solution exacte est

comprise dans un ensemble de trajectoires admissiblesY(t). L’EDNE s’écrit alors :

D[ν]y(t) = f(y(t), u(t)). (2.3.32)

Ainsi, il est intéressant de déterminer un encadrement[y(t)] = [y(t), y(t)] de l’ensemble

de trajectoires admissiblesY(t) du système (2.3.32), en se basant sur les règles introduitespar

[?] basées sur le théorème deMüller [?]. Autrement dit, il est intéressant de vérifier s’il est

possible de borner l’ensemble de trajectoires admissiblesY(t) du système (2.3.32) par deux

systèmes déterministes minorant et majorant de la forme :

Dνy(t) = f(y(t), u(t)), (2.3.33)

Dνy(t) = f(y(t), u(t)). (2.3.34)

Ce problème est difficile à traiter dans le cas général. De plus, une étude de variation def

par rapport à l’ordre de dérivation est nécessaire. Elle dépend de l’entréeu, de la sortiey, de

la fonction f et du vecteur de paramètres y compris l’ordre de dérivation.On peut cependant

montrer sur un exemple simple que l’étude de monotonie de la fonctionf par rapport à l’ordre

de dérivation lorsque l’entrée est un échelon unité n’est pas du tout trivial.
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Exemple 2.3.3Soit le système décrit par l’équation différentielle :

Dνy(t) + λy(t) = u(t), λ ∈ R
+, (2.3.35)

oùu(t) représente l’échelon de Heaviside.

Sous l’hypothèse de conditions initiales nulles, la transformée de Laplace de l’équation diffé-

rentielle (2.3.35) est donnée par :

sνY (s) + λY (s) =
1

s
U(s), (2.3.36)

Par conséquent, la fonction de transfert est de la forme :

Y (s)

U(s)
=

1

s (sν + λ)
,

=
1

sν+1
(
1 + λ

sν

) . (2.3.37)

Le développement limité de cette fonction est donné par :

Y (s)

U(s)
=

1

sν+1

∞∑

k=0

(−1)k λk

sνk
, (2.3.38)

Y (s)

U(s)
=

∞∑

k=1

(−1)k+1 λk−1

sνk+1
. (2.3.39)

La transformée de Laplace inverse de la fonction de transfert Y (s)
U(s)

s’écrit :

fν(t) =
∞∑

k=1

(−1)k+1λk−1 tνk

Γ(νk + 1)
. (2.3.40)

L’étude de la variation defν(t) par rapport à l’ordre de dérivationν requiert le calcul de la

dérivée defν(t) par rapport à l’ordre de dérivation non entierν :

d

dν
fν(t) =

∞∑

k=1

(−1)k+1λk−1

(
k log(t)tνk

Γ(νk + 1)
− ktνkΓ′(νk + 1)

Γ(νk + 1)2

)
, (2.3.41)

oùΓ′(νk + 1) représente la dérivée de la fonctionΓ(νk + 1) par rapport à(νk + 1).

d

dν
fν(t) =

∞∑

k=1

(−1)k+1 λk−1tνkk

Γ(νk + 1)
(log(t)−Ψ(νk + 1)) , (2.3.42)

où la fonctionΨ(νk + 1) est la fonction Digamma définie par :

Ψ(νk + 1) =
Γ′(νk + 1)

Γ(νk + 1)
, (2.3.43)
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FIG. 2.7 – Tracé de la dérivée de la fonctionfν(t) pourλ = 1 etν = 0.9

La figure 2.8 présente l’évolution de la dérivée de la fonction fv(t) pour un intervalle de

temps de0 à 2. Il est évident que pour une valeur de l’ordre de dérivation de ν ∈]0.8, 0.9[ la

dérivée de la fonctionfv(t) change de signe. Par conséquent la fonctionf n’est pas monotone

par rapport à l’ordreν.

Le tracé des réponses indicielles de l’équation différentielle (2.3.35) montre bien que

celles-ci ne sont pas monotones par rapport à l’ordre de dérivation.

Comme le montre cet exemple simple, l’étude de la monotonie de la réponse temporelle

par rapport à l’ordre de dérivation est assez compliquée, faisant appel à des fonctions non

usuelles, comme la fonction Digamma, et permet de conclure sur la non monotonie de la ré-

ponse temporelle par rapport à l’ordre de dérivation.

2.4 Représentation des systèmes non entiers

2.4.1 Équation différentielle

Un système non entier peut être décrit par une équation différentielle de la forme :

y(t) + a1D
α1y(t) + a2D

α2y(t) + . . . + aNDαN y(t) =

b0D
β0u(t) + b1D

β1u(t) + b2D
β2u(t) + . . . + bMDβM u(t),

(2.4.1)
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FIG. 2.8 – Tracé des réponses indiciellesy(t) pourλ = 1 et différentes valeurs deν

où u(t) et y(t) désignent respectivement l’entrée et la sortie et où les ordres de dérivation

α1, . . . , αN , β0, . . . , βM sont des nombres réels positifs ordonnés :

0 < α1 < . . . < αN et 0 < β0 < . . . < βM . (2.4.2)

Comme dans le cas d’une équation différentielle classique àdérivées entières, les ordres

de dérivation doivent vérifier la contrainteαN < βN pour que le système soit strictement propre.

L’équation (2.4.1) peut être réécrite sous la forme d’une équation différentielle de type

séquentiel, lorsque les ordres de dérivation sont commensurables d’ordreν [?], [?], [?], [?] :

y(t) + a1

α1
ν

fois
︷ ︸︸ ︷
Dν(. . . (Dνy(t)))+ . . . + an

αN
ν

fois
︷ ︸︸ ︷
Dν(. . . (Dνy(t))) =

b0 Dν(. . . (Dνu(t)))︸ ︷︷ ︸
β0
ν

fois

+ . . . + bm Dν(. . . (Dνy(t)))︸ ︷︷ ︸
βM

ν
fois

,
(2.4.3)

équation dans laquelleαi

ν
, i = 1, . . . , N et βj

ν
, j = 0, . . . , M sont des nombres entiers.

Définition 2.4.1 L’ordre commensurableν est le plus grand nombre réel tel que tous les ordres

de dérivation de l’équation différentielle (2.4.1) sont ses multiples entiers :

αi

ν
∈ N, i = 1, . . . , N et

βj

ν
∈ N, j = 0, . . . , M (2.4.4)
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Dans le cas des systèmes rationnels, l’ordre commensurablevaut 1.

Par rapport à la définition initiale de l’ordre commensurable donnée dans [?], la contraite

du plus grand nombre a été imposée pour faciliter les calculs, car la dimension du système

αN/ν est inversement proportionnelle à l’ordre commensurableν.

2.4.2 Pseudo-représentation d’état des systèmes non entiers

La représentation d’état d’un système rationnel propre estdéfinie par les deux équations

suivantes {
x(1)(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t),
(2.4.5)

où x est le vecteur d’état,A la matrice d’évolution,B la matrice de commande,C la matrice

d’observation etD la matrice directe.

Comme dans le cas rationnel, une pseudo-représentation d’état non entière comporte deux équa-

tions :

– Une pseudo-équation d’état (où équation d’état non entière) dans laquelle le pseudo

état ne fait plus objet d’une dérivation unitaire mais d’unedérivation d’ordreν,

– Une équation d’observation identique à celle du cas entier.

Elle est ainsi définie par :

{
x(ν)(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t)
(2.4.6)

Remarque 2.4.1Le vecteurx dans la représentation d’état des systèmes non entiers ne repré-

sente pas un vecteur d’état dans le sens classique du terme. En effet, dans une représentation

d’état d’un système rationnel, la connaissance de l’état etde sa dérivée à l’instant0 suffisent

pour prédire l’état aux instants futurs. Cette connaissance n’est pas suffisante dans le cas des

systèmes non entiers où la connaissance de tout le passé du système est necéssaire pour pouvoir

prédire sa valeur à un instant future. Le problème d’initialisation d’un tel système à un instant

t0 à fait l’objet de plusieurs travaux récents [?], [ ?], [ ?], [ ?].

2.4.3 Fonction de transfert

La transformée deLaplacede l’équation différentielle (2.4.1), est donnée par :

Y (s) + a1s
α1Y (s) + a2s

α2Y (s) + . . . + aNsαN Y (s) =

b0s
β0U(s) + b1s

β1U(s) + b2s
β2U(s) + . . . + bMsβM U(s).

(2.4.7)
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Cette équation détermine directement la forme classique d’une fonction de transfert non entière :

F (s) =
Y (s)

U(s)
=

b0s
β0 + b1s

β1 + b2s
β2 + . . . + bMsβM

1 + a1sα1 + a2sα2 + . . . + aNsαN
. (2.4.8)

Si le système est commensurable d’ordreν, cette fonction de transfert peut être réécrite

selon :

F (s) =
Y (s)

U(s)
=

b0(s
ν)

β0
ν + b1(s

ν)
β1
ν + b2(s

ν)
β2
ν + . . . + bM(sν)

βM
ν

1 + a1(sν)
α1
ν + a2(sν)

α1
ν + . . . + aN(sν)

αN
ν

, (2.4.9)

avec αi

ν
∈ N, ∀ i = 1, . . . , N et βj

ν
∈ N, ∀ j = 0, . . . , M .

Une notation particulière d’un transfert commensurable peut être définie par la fonction

rationnelleRν :
Y (s)

U(s)
= Rν(s

ν), (2.4.10)

avec :

Rν(p) =
Qν(p)

Pν(p)
=

b0p
β0
ν + b1p

β1
ν + b2p

β2
ν + . . . + bMp

βM
ν

1 + a1p
α1
ν + a2p

α2
ν + . . . + aNp

αN
ν

, (2.4.11)

oùQν etPν sont deux polynômes à puissances entières etν l’ordre commensurable.

Définition 2.4.2 Les zéros des polynômesQν et Pν , de la fonction de transfertF (2.4.8), sont

nommés tout au long de cette thèse leszéros ensν et lespôles ensν deF .

2.4.3.1 Forme modale factorisée

Ce type de représentations met en évidence les zéros et les pôles ensν de la fonction de

transfert.

Dans un premier niveau de généralisation, tous les zéros et les pôles ensν sont associés à

l’ordre commensurableν. La fonction de transfert est alors mise sous la forme :

Y (s)

U(s)
= G0

N ′∏
k′=1

(sν − zk′)qk′

N∏
k=1

(sν − sk)
qk

, qk′ ∈ N et qk ∈ N, (2.4.12)

où G0 est un gain,zk′ et sk étant respectivement les zéros et les pôles ensν de multiplicités

respectivesqk′ et qk.

53



Chapitre 2 – Opérateurs et systèmes à dérivées réelles et parintervalles

Dans un deuxième niveau de généralisation, la fonction de transfert peut être représentée

sous la forme :

Y (s)

U(s)
= G0

N ′∏
k′=1

(
sν′

k′ − zk′

)qk′

N∏
k=1

(sνk − sk)
qk

, qk′ ∈ N et qk ∈ N, (2.4.13)

où zk′ et sk sont respectivement les zéros ensν′

k′ et les pôles ensνk de multiplicités respectives

qk′ et qk.

En dehors de ces formes modales factorisées, d’autres formes, dites modales développées,

peuvent également être obtenues.

2.4.3.2 Forme modale développée

Ce type de représentations met en évidence les modes propresdu système.

Dans un premier niveau de généralisation, la fonction de transfert est mise sous la forme :

Y (s)

U(s)
=

N∑

k=1

r∑

l=1

ak,r

(sν − sk)
l
, (2.4.14)

où sk, k = 1, · · · , N sont les pôles ensν de multiplicitésr de la fonction de transfert (2.4.8).

Dans un deuxième niveau de généralisation, les pôles ensν peuvent être associés à des

ordresνk différents, la fonction de transfert pouvant alors s’écrire sous la forme :

Y (s)

U(s)
=

N∑

k=1

r∑

l=1

ak,r

(sνk − sk)
l
, (2.4.15)

sk étant les pôles ensνk de multiplicités entièresr.

2.5 Stabilité des systèmes non entiers

La stabilité des systèmes non entiers a été traitée dans plusieurs contextes (linéaire, non

linéaire, commensurable, non commensurable, variant et invariant dans le temps, avec et sans

retard, analytiquement, numériquement) par plusieurs auteurs (voir l’état de l’art dans l’article

[?]).

Le critère de stabilité le plus connu pour les systèmes non entiers d’ordre commensurable

ν est celui deMatignon[?]. En effet,Matignona démontré la stabilité pour un ordreν entre 0 et
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1. Le théorème permet de vérifier la stabilité à travers le placement des pôles ensν au lieu des

pôles ens. Dans l’article [?], le théorème a été étendu pour un ordre commensurableν entre 1

et 2, les auteurs ont défini un nouvel ordreν ′ = ν
2

et le théorème a été appliqué pour les pôles

ensν du système.

Dans la thèse deAoun[?], le théorème a été validé pour n’importe quel ordre commensu-

rable, et la démonstration de l’instabilité des systèmes non entiers pour des ordres supérieurs à

2 a été présentée.

Théorème 2.5.1((Matignon,1998) étendu)

SoientF la fonction de transfert(2.4.8)non entière et commensurable à l’ordreν et Rν =

Qν/Pν sa forme rationnelle irréductible(2.4.11). F est stable dans le sens BIBO ssi :

0 < ν < 2, (2.5.1)

et

∀sk ∈ C, Pν(sk) = 0 tel que | arg(sk)| > ν
π

2
. (2.5.2)

Afin de démontrer la validité du théorème deMatignon, il suffit de démontrer queF est instable

ssi :

ν ≥ 2, (2.5.3)

ou

∃sk ∈ C, Pv(sk) = 0 tel que | arg(sk)| ≤ ν
π

2
, (2.5.4)

Soit {sk}k=1,...,N l’ensemble des pôles ensν de F (s) tel quePv(sk) = 0. La fonction

multiformes 7→ sν se transforme en une fonction analytique après avoir effectuer une coupure

dans le plan complexe le long deR−. Par conséquent, tous les arguments des sont restreint à

]− π, π[ et les pôles ens deF (s) sont alors donnés par :

pl,k = |sk|
1
ν e

j
“

arg(sk)+2∗l∗π

ν

”

, k = 1, . . . , N et l ∈ Z, (2.5.5)

tel que :

−π <
arg(sk) + 2lπ

ν
< π. (2.5.6)

Le système représenté parF (s) est instable ssi il existe un pôle à partie réelle positive,

soit
−π

2
<

arg(sk) + 2lπ

ν
<

π

2
. (2.5.7)

Par conséquent,F (s) est instable ssi il existe unl ∈ Z satisfaisant (2.5.7), ou bien unl satisfai-

sant l’inégalité

−ν
π

2
− arg(sk) < 2lπ < ν

π

2
− arg(sk). (2.5.8)
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Pour des raisons de simplicité de calcul et sans perte de généralité, la détermination prin-

cipale des arguments desk est définie dans[−π, π[.

Suivant la valeur deν, deux cas peuvent se distinguer :

– ν ≥ 2 dans ce cas,l = 0 vérifie la contrainte (2.5.8). Par conséquent,F possède au

moinsN pôles instablessk,0, k = 0 . . . N .

– 1 < ν < 2 l’unique valeur del pourrait satisfaire (2.5.8) estl = 0 ssi0 appartient à

l’intervalle défini par (2.5.8), soit :

| arg(sk)| ≤ ν
π

2
. (2.5.9)

Compte tenu des résultats obtenus pourν ≥ 2 et1 < ν < 2, la fonction de transfert est

instable ssi :

ν ≥ 2, (2.5.10)

ou

∃sk ∈ C, Pv(sk) = 0 tel que | arg(sk)| ≤ ν
π

2
, (2.5.11)

Par contradiction, la fonction de transfert est stable ssi (2.5.1) et (2.5.2) sont satisfaites.

La figure 2.9 montre la région de stabilité pour différentes valeurs de l’ordre commensu-

rableν.

Re(sk)

Im(sk)

ν π
2 Re(sk)

Im(sk)

ν π
2 Re(sk)

Im(sk)

ν π
2

a)ν < 1 b) ν = 1 c) ν > 1

FIG. 2.9 – Région de stabilité. Un système est stablessi ses pôles ensν sont à l’intérieur du

domaine grisé

2.6 Fonctions de transfert élémentaires

Lors d’une modélisation de systèmes à partir de données fréquentielles, il est important de

connaître les caracteristiques des fonctions de transfertélémentaires de première espèce (géné-

ralisation de la notion de fonction de transfert d’ordre un au cas non entier) et des fonctions de
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transfert élémentaires de deuxième espèce (généralisation de la notion de fonction de transfert

d’ordre deux au cas non entier) notamment en terme de stabilité et de résonance.

Par conséquent, les fonctions de transfert élémentaires sont étudiées dans ce paragraphe.

Ce travail constitue une des contributions de cette thèse [?].

2.6.1 Fonction de transfert élémentaire de première espèce

La fonction de transfert élémentaire de première espèce obtenue à partir de la forme mo-

dale (2.4.15) est donnée sous sa forme canonique par :

F1(s) =
1(

s
ωn

)ν

+ 1
, (2.6.1)

avecωn ∈ R∗
+ représente la fréquence naturelle non amortie.

2.6.1.1 Stabilité et résonance

La condition de stabilité de (2.6.1) est obtenue à partir du théorème deMatignon étendu:

0 < ν < 2. (2.6.2)

La réponse fréquentielle s’obtient en remplaçants par jω dans (2.6.1) :

F1(jω) =
1(

ej π2 ω
ωn

)ν

+ 1
. (2.6.3)

Le gain en dB est donné par :

|F1(jΩωn)| = |F1(jΩ)|dB = −10 log
(
1 + 2 cos

(
ν
π

2

)
Ων + Ω2ν

)
, (2.6.4)

oùΩ = ω
ωn

est la fréquence normalisée.

Dans le cas oùF1(s) est résonant,|F1(jΩ)|dB possède au moins un maximum à la fré-

quenceΩ. Par conséquent,F1(s) est résonant si l’équation

d|F1(jΩ)|dB

dΩ
= 0⇒ 2νΩ2ν−1 + 2ν cos

(
ν
π

2

)
Ων−1 = 0 (2.6.5)

possède au moins une solution réelle et strictement positive qui correspond à ce maximum. Une

seule solution peut ainsi être obtenue à la fréquence :

Ων
r = − cos

(
ν
π

2

)
, (2.6.6)
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1
sνKΣ

F1(s)

+

−

FIG. 2.10 – Schéma de la boucle fermée équivalente

à condition que

1 < ν < 2. (2.6.7)

Le gain à la fréquence de résonance est obtenu en remplaçant (2.6.6) dans (2.6.3) :

|F1(jΩr)|dB = −20 log
(
sin
(
ν
π

2

))
. (2.6.8)

La phase à la fréquence de résonance est obtenue à partir de (2.6.3) :

arg (F1(jΩr)) = − arctan

(
sin
(
ν π

2

)
Ων

r

1 + cos
(
ν π

2

)
Ων

r

)
= arctan

(
cot
(
ν
π

2

))
. (2.6.9)

Par conséquent :

arg (F1(jΩr)) = (1− ν)
π

2
. (2.6.10)

La fonction de transfert élémentaire de première espèce estrésonante si la condition

(2.6.7) est satisfaite. La fréquence de résonance est donnée par (2.6.6), et le gain et la phase

à cette fréquence sont donnés par (2.6.8) et (2.6.10) respectivement.

2.6.1.2 Analyse de la fonction de transfert en boucle ouverte équivalente

La fonction de transfert élémentaire de première espèce (2.6.1) peut être représentée par

le schéma en boucle fermée de la figure 2.10 ayant un gainK = ων
n et un intégrateur non entier.

La fonction de transfert équivalente en boucle ouverte représente un intégrateur non entierK
sν

dont la réponse fréquentielle est tracée sur le plan deNicholssur la figure 2.11 pourK = 1 et

différentes valeurs deν. Les trois cas suivants se présentent :

– ν < 1 (voir ν = 0.9 par exemple), le diagramme deNicholsest à l’extérieur du contour

de0 dB. En conséquence, la fonction de transfert en boucle fermée n’est pas résonante ;

– 1 < ν < 2 (voir ν = 1.1 etν = 1.75), le diagramme deNicholspénètre à l’intérieur du

contour de0 dB ce qui conduit à un système résonant en boucle fermée ;

– ν ≥ 2 (voir ν = 2.5 par exemple), le diagramme deNicholsest à gauche du point

critique. Par conséquent, le système en boucle fermée est instable.
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FIG. 2.11 – Diagramme deNicholsde la fonction de transfert en boucle ouverte pour des valeurs

différentes deν

Exemple 2.6.1Soit la fonction de transfert élémentaire de première espèce :

F1(s) =
1

s1.75 + 1
. (2.6.11)

La condition de résonance présentée dans (2.6.7) est satisfaite dans cet exemple avecν = 1.75.

Par conséquent,F1(s) est résonante à la fréquence de résonanceΩr = 0.96 (2.6.6), le gain et

la phase à la fréquence de résonance sont donnés à partir de (2.6.8) et (2.6.10) respectivement

par : ∣∣∣∣
F1(jΩr)

F1(j0)

∣∣∣∣
dB

= 8.34, (2.6.12)

et

arg (F1(jΩr)) = −67.5. (2.6.13)

La figure 2.12 présente les diagrammes de Bode du gain et de la phase de ce système.

2.6.2 Fonction de transfert élémentaire de deuxième espèce

Lorsque le système possède des pôles ensν complexes conjugés, il est préférable comme

dans le cas entier de le représenter par des fonctions de transfert élémentaires de deuxième
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FIG. 2.12 – Diagramme deBodedeF1(s) = 1
s1.75+1

espèce ayant des coefficients réels :

F2(s) =
1

1 + 2ζ
(

s
ωn

)ν

+
(

s
ωn

)2ν , (2.6.14)

avecζ ∈ R, ωn ∈ R∗
+, etν ∈ R∗

+.

L’objectif de cette partie est d’étendre les propriétés d’une fonction de transfert rationnelle

de deuxième ordre à une fonction de transfert non entière de deuxième espèce. Sachant que le

système rationnel (2.6.14) avecν = 1 :

– est stable si le facteur d’amortissementζ > 0,

– est résonant si0 < ζ <
√

2
2

,

– possède deux pôles complexes conjugués si0 < ζ < 1,

– possède un pôle double siζ = 1,

– est sur-amortie siζ > 1.

Les conditions de stabilité de la fonction de transfert élémentaire de deuxième espèce sont

d’abord déterminées en fonction du facteur d’amortissement ζ et de l’ordre non entierν. Les

conditions de résonance sont ensuite déterminées numériquement. Ainsi, trois abaques pour

chaque fréquence de résonance sont tracés permettant d’obtenir le facteur d’amortissement et

l’ordre non entier à partir de la fréquence de résonance normalisée, du gain et de la phase à cette

fréquence.
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2.6.2.1 Stabilité d’une fonction de transfert élémentairede deuxième espèce

Les pôles ensν de (2.6.14) sont donnés par :

sν
1,2 = ων

n

(
−ζ ±

√
ζ2 − 1

)
. (2.6.15)

Deux cas se distinguent selon la valeur de|ζ | :




|ζ | ≥ 1⇒ les pôles ensν sont réels,

|ζ | < 1⇒ les pôles ensν sont complexes conjugués.

Cas|ζ | ≥ 1 :

La fonction de transfert (2.6.14) possède dans ce cas deux pôles réels ensν . Selon le

théorème deMatignon, cette fonction est stable si ces pôles sont négatifs :

sν
1,2 < 0⇒ ων

n

(
−ζ ±

√
ζ2 − 1

)
< 0, (2.6.16)

⇒ −ζ ±
√

ζ2 − 1 < 0. (2.6.17)

L’inégalité (2.6.17) est satisfaite seulement pour des valeurs positives deζ , par conséquent :

1 ≤ ζ < +∞. (2.6.18)

Cas|ζ | < 1 :

La fonction de transfert (2.6.14) possède dans ce cas deux pôles complexes conjugués en

sν :

sν
1,2 = ων

n

(
−ζ ± j

√
1− ζ2

)
, (2.6.19)

= ων
ne

±jθ, (2.6.20)

avecθ limité à ]0, π[, est donnée par :

θ =






arctan

(√
1−ζ2

−ζ

)
si − 1 < ζ ≤ 0,

arctan

(√
1−ζ2

−ζ

)
+ π si 0 ≤ ζ < 1.

(2.6.21)

Toujours selon le théorème deMatignon, le système est stable ssi :

0 < ν
π

2
< θ < π. (2.6.22)

Deux cas se distinguent
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Cas−1 < ζ ≤ 0 :

Dans ce cas,

0 < ν ≤ 1 et

√
1− ζ2

−ζ
> 0. (2.6.23)

Par conséquent,θ est dans le premier quadrant :θ ∈
]
0, π

2

]
.

0 < ν
π

2
< θ ≤ π

2
. (2.6.24)

De plus, en remplaçant (2.6.21) dans (2.6.24) :

tan
(
ν
π

2

)
<

√
1− ζ2

−ζ
≤ tan

(π

2

)
⇔ tan2

(
ν
π

2

)
<

1− ζ2

ζ2
≤ ∞ (2.6.25)

ζ2 < cos2
(
ν
π

2

)
. (2.6.26)

Puisqueζ est négative, la condition à satisfaire est :

−1 < − cos
(
ν
π

2

)
< ζ ≤ 0. (2.6.27)

Cas0 ≤ ζ < 1 :

Dans ce cas,

1 ≤ ν < 2 et

√
1− ζ2

−ζ
< 0. (2.6.28)

Par conséquent,θ est dans le deuxième quadrant :θ ∈
[

π
2
, π
[
. De plus, en se basant sur (2.6.22) :

π

2
≤ ν

π

2
< θ < π. (2.6.29)

En remplaçant (2.6.21) dans (2.6.29)

tan
(
ν
π

2
− π

)
<

√
1− ζ2

−ζ
< tan(0) ⇔ tan2

(
ν
π

2

)
>

1− ζ2

ζ2
> 0 (2.6.30)

ζ2 > cos2
(
ν
π

2

)
, (2.6.31)

puisqueζ est positive, la condition à satisfaire est :

0 < − cos
(
ν
π

2

)
< ζ < 1. (2.6.32)

La combinaison des inégalités (2.6.18), (2.6.27), et (2.6.32) conduit au corollaire suivant du

théorème deMatignon.
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Corollaire 2.6.1 (Stabilité d’une fonction de transfert non entière de deuxième espèce)La

fonction de transfert(2.6.14)est stable ssi :

− cos
(
ν
π

2

)
< ζ <∞ et 0 < ν < 2. (2.6.33)

Ce corollaire est en concordance avec le cas rationnel. En effet, pour un ordreν = 1, la condition

de stabilité pour une fonction de transfert rationnelle de deuxième ordre s’écrit :

0 < ζ <∞. (2.6.34)

2.6.2.2 Résonance d’une fonction de transfert élémentairede deuxième espèce

La réponse fréquentielle de (2.6.14) est donnée par :

F2(jω) =
1

1 + 2ζ
(

jω
ωn

)ν

+
(

jω
ωn

)2ν , (2.6.35)

F2(jΩωn) = F2(jΩ) =
1

1 + 2ζ (jΩ)ν + (jΩ)2ν . (2.6.36)

La fréquence normaliséeΩ = ω
ωn

est définie comme précédemment.

Le gain deF2(jΩ) est alors donné par :

|F2(jΩ)| = 1∣∣1 + 2ζejν π
2 Ων + ejνπΩ2ν

∣∣ , (2.6.37)

=
1∣∣(1 + 2ζ cos

(
ν π

2

)
Ων + cos (νπ) Ω2ν

)
+ j
(
2ζ sin

(
ν π

2

)
Ων + sin (νπ)Ω2ν

)∣∣ . (2.6.38)

Le gain en dB est donné par :

|F2(jΩ)|dB = −10 log
[
Ω4ν + 4ζ cos

(
ν
π

2

)
Ω3ν + 2

(
2ζ2 + cos (νπ)

)
Ω2ν+

4ζ cos
(
ν
π

2

)
Ων + 1

]
. (2.6.39)

Dans le cas oùF2(s) est résonante,|F2(jΩ)|dB a au moins un maximum à la fréquence

normalisée. Par conséquent,F2(s) est résonante si l’équation :

d|F2(jΩ)|dB

dΩ
= 0⇒

Ω4ν−1 + 3ζ cos
(
ν
π

2

)
Ω3ν−1 +

(
2ζ2 + cos (νπ)

)
Ω2ν−1 + ζ cos

(
ν
π

2

)
Ων−1 = 0 (2.6.40)

possède une solution réelle et strictement positive qui correspond à ce maximum. En simplifiant

le facteur en communΩν−1 dans (2.6.40), l’équation devient :

d|F2(jΩ)|dB

dΩ
= 0⇒

Ω3ν + 3ζ cos
(
ν
π

2

)
Ω2ν +

(
2ζ2 + cos (νπ)

)
Ων + ζ cos

(
ν
π

2

)
= 0. (2.6.41)
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A partir de cette équation, il est possible de retrouver la condition de résonance dans le cas

entier, en remplaçantν par 1 :

Ω3 +
(
2ζ2 − 1

)
Ω = 0. (2.6.42)

La solution strictement positive est donnée par :

Ωr =
√

1− 2ζ2, (2.6.43)

d’où la condition sur le facteur d’amortissement dans le casrationnel :

1− 2ζ2 > 0⇒ ζ <

√
2

2
. (2.6.44)

Les solutions de l’équation (2.6.41) de troisième ordre enΩν peuvent être réelles po-

sitives, réelles négatives, ou complexes. Le système étudié peut avoir zéro, une ou deux fré-

quences de résonance selon le nombre de solutions réelles etstrictement positives qui corres-

pondent aux maxima de|F2(jΩ)|. Certaines solutions réelles et strictement positives peuvent

correspondre à des minima de|F2(jΩ)|, notamment lorsque le système présente une double

résonance (voir exemple 2 p.72), il possède alors un minimumentre deux maxima.

L’équation (2.6.41) peut difficilement être résolue analytiquement. Toutefois, une solution

numérique est donnée par la figure 2.13. La région grise (numéro 0) présente des combinaisons

deν etζ qui conduisent à un système résonant. Les deux régions jauneet verte (numéro1 et2),

présentent des combinaisons deν etζ qui conduisent à un système résonant avec respectivement

une et deux fréquences de résonance. La région rouge (numéro3) présente des combinaisons

deν et ζ qui conduisent à un système instable.

Résumé

– si 0 < ν ≤ 0.5 et− cos ν π
2

< ζ < 0 ⇒ la fonction de transfert stableF2(s) (2.6.14)

est toujours résonante,

– si 0 < ν ≤ 0.5 et 0 ≤ ζ ⇒ la fonction de transfert stableF2(s) n’est jamais résonante

(pourζ = 0 l’équation (2.6.41) n’a pas de solution strictement positive),

– si 0.5 < ν ≤ 1 et− cos ν π
2

< ζ < ζ0
2 ⇒ la fonction de transfert stableF2(s) est

résonante,

– si 0.5 < ν ≤ 1 et ζ0 ≤ ζ < ∞ ⇒ la fonction de transfert stableF2(s) n’est jamais

résonante,

2ζ0 est calculé numériquement et présenté sur la figure 2.13 comme étant le contour supérieur de la région de

résonance jaune dans l’intervalleζ ∈]0.5, 1]
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FIG. 2.13 – Régions de stabilité et de résonance du modèle non entier (2.6.14) dans le plan

(ζ, ν)

– si 1 < ν < 2 et− cos ν π
2

< ζ < ∞ ⇒ la fonction de transfertF2(s) est toujours

résonante,

– si ν1 < ν < 2 et ζ1 < ζ < ∞ 3⇒ la fonction de transfert stableF2(s) possède deux

fréquences de résonance.

Comme le montre la figure 2.13, si la fonction de transfert nonentière est résonante, elle

pourrait avoir une ou deux fréquences de résonance normalisées selon les combinaisons deν et

ζ .

Trois abaques sont tracés pour chaque fréquence de résonance normalisée. Il est désormais

possible de déterminer le pseudo-facteur d’amortissementet l’ordre non entier pour :

– une première fréquence de résonance à partir de la figure 2.14(a),

– un gain normalisé à la première fréquence de résonance à partir de la figure 2.14(b),

– une phase à la première fréquence de résonance à partir de lafigure. 2.14(c),

– une deuxième fréquence de résonance si elle existe, à partir de la figure. 2.14(d),

– un gain normalisé à la deuxième fréquence, si elle existe, àpartir de la figure. 2.14(e),

– une phase à la deuxième fréquence de résonance, si elle existe, à partir de la figure.

3ν1 etζ1 sont calculés numériquement et tracés sur la figure 2.13 comme étant le contour inférieur à gauche de

la partie supérieure à droite de la région verte
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2.14(f).

2.6.2.3 Analyse de la fonction de transfert en boucle ouverte équivalente

La fonction de transfert élémentaireF2(s) (2.6.14) peut être représentée par deux boucles

fermées imbriquées comme sur la figure 2.15, avec deux gains et deux intégrateurs d’ordre non

entierν,

K1 =
ων

n

2ζ
, (2.6.45)

K2 = 2ζων
n. (2.6.46)

Il est aussi possible de représenterF2(s) par une seule boucle fermée comme indiqué sur

la figure 2.16, avec

F2(s) =
β(s)

1 + β(s)
. (2.6.47)

La fonction de transfert en boucle ouverteβ(s) est donnée par :

β(s) =
K1K2

s2ν(1 + K2

sν )
. (2.6.48)

L’étude de la fonction de transfert en boucle ouverteβ(s) est faite pour des valeurs différentes

deν etζ . Les réponses fréquentielles sont tracées sur les diagrammes deNicholspourζ = −0.7,

ζ = +0.7 et ζ = 2 sur les figures 2.17, 2.18(a) et 2.18(b).

Pour unζ négatif (figure 2.17 avecζ = −0.7), le gain de la fonction de transfert en

boucle ouverteβ(s) est négatif. Cependant, aux basses fréquences, le diagramme deNichols

deβ(s) est à l’intérieur des contours d’amplitude de0 dB. Si la condition de stabilité (2.6.33)

est satisfaite (dans ce casν > arccos(0.7) 2
π

= 0.51), β(s) est à la droite du point critique. A

contrarioβ(s) peut être à gauche du point critique.

Pour 0 < ζ ≤ 1 (figure 2.18(a) avecζ = +0.7), le gain de la fonction de transfert

en boucle ouverteβ(s) est positif. Dans le cas oùν < ν0 (dans cette exempleν0 ≈ 1), le

diagramme deNicholsest à l’extérieur du contour de0 dB. Pourν0 < ν < 2, le diagramme

deNicholsest à l’intérieur du contour de0 dB ce qui conduit à un système résonant en boucle

fermée. De plus, le système est stable si la condition (2.6.33) est satisfaite, en l’occurrence

ν > arccos(−0.7) 2
π

= 1.50.

Pour ζ > 1 (figure 2.18(b) avecζ = 2), le gain de la fonction de transfert en boucle

ouverteβ(s) est positif. Siν ≤ 1, le diagramme deNicholsest à l’extérieure du contour de0
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dB. Pour1 < ν < 2, le diagramme deNicholsest à l’intérieur du contour de0 dB ce qui conduit

à un système résonant en boucle fermée. Pour un cas particulier (ν = 1.9), le diagramme de

Nichols tangente le contour de -5.9 dB ce qui conduit à une réponse fréquentielle en boucle

fermée avec une double résonance (voir exemple 2 p.72). Le système est instable siν ≥ 2 selon

le théorème deMatignon étendu.
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Exemple 2.6.2L’exemple 1 montre comment utiliser les abaques pour trouver la fonction de

transfert de deuxième espèce à partir de caractéristiques fréquentielles imposées. L’exemple

2 illustre une fonction de transfert non entière de deuxièmeespèce ayant deux fréquences de

résonance.

Exemple 1

Déterminons la fonction de transfert résonante de deuxièmeespèce ayant un ordre non

entier deν = 0.4, un gain normalisé
∣∣∣F2(jωr)

F2(j0)

∣∣∣
dB

= 13.3 dB, une fréquence de résonance à

ωr = 103 rad/s et un gain statique de0 dB. Ainsi, à partir de l’abaque de la figure 2.14(b),

le facteur de pseudo-amortissement est fixé àζ = −0.7. Ensuite, à partir de l’abaque de la

figure 2.14(a) la fréquence normalisée est déduiteΩr = ωr

ωn
= 0.93 rad/s. Par conséquent, la

fréquence naturelleωn est égale à 1075 rad/s. La fonction de transfert obtenue correspond à :

F2(s) =
1

1− 2× 0.7
(

s
1075

)0.4
+
(

s
1075

)0.8 . (2.6.49)

De plus, en utilisant l’abaque de la figure 2.14(c), il est possible de déduire la phase à la

fréquence de résonance qui est égale à−27◦.

Dans cet exemple l’équation(2.6.41)s’écrit :

Ω1.2 − 1.70Ω0.8 + 1.30Ω0.4 − 0.57 = 0. (2.6.50)

La solution réelle et strictement positive de (2.6.50) permet d’obtenir la fréquence de réso-

nance :

Ωr = 0.93. (2.6.51)

Les réponses impulsionnelle et indicielle sont sous-amorties, cela est dû à la fréquence de

résonance comme illustré sur la figure 2.20.

Exemple 2

Considérons maintenant la combinaisonν = 1.9, et ζ = 2, située dans la région verte

de la figure 2.13. La fonction de transfert(2.6.14)présente alors une double résonance. En

l’occurrence, l’équation(2.6.41)qui se réduit à :

Ω5.7 − 5.93Ω3.8 + 8.95Ω1.9 − 1.98 = 0, (2.6.52)

possède trois solutions réelles positives :

Ωr1 = 0.50, Ωr2 = 1.47, Ωr3 = 1.96. (2.6.53)
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Comme le montre la figure 2.21,Ωr1 etΩr3 correspondent à deux résonances etΩr2 correspond

à un minimum. Quand le système présente deux fréquences de résonance, il existe toujours un

minimum entre les deux maxima. Les fréquencesΩr1 et Ωr3 sont indiquées sur les abaques

des figures 2.14(a) et 2.14(d). Les amplitudes aux deux fréquences de résonance sont égales à
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16.7 et−5.9 dB respectivement, comme le montrent les abaques des figures2.14(b) et 2.14(e)

ainsi que et les contours d’amplitude de la figure 2.18(b) pour ν = 1.9. Les phases aux deux

fréquences de résonance sont égales à−86◦ et−240◦ respectivement, ce qui est en concordance

avec les abaques des figures 2.14(c) et 2.14(f). De plus, les réponses impulsionnelle et indicielle

sont sous-amorties, cela est dû aux résonances comme illustré sur la figure 2.22.
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2.6.3 Extension de fonction de transfert élémentaire de première espèce à

des ordres de dérivation sous forme d’intervalle

La forme canonique d’une fonction de transfert élémentairede première espèce ayant un

ordre de dérivation sous la forme d’un intervalle est donnéepar :

F1(s) =
1

(
s

ωn

)[ν]

+ 1

, (2.6.54)

La condition de stabilité est toujours obtenue à partir du théorème deMatignon étendu:

[ν] ⊂ ]0, 2[. (2.6.55)

La réponse fréquentielle de (2.6.54) est donnée par :

F1(jω) =
1

(
ej π2 ω
ωn

)[ν]

+ 1

. (2.6.56)

L’occurrence unique deν permet l’utilisation de la notation de variable intervallepour

exprimer les conditions de résonance et de stabilité des fonctions de transfert de première espèce

ayant un ordre de dérivation sous forme d’intervalle.

– la condition de résonance :

[ν] ∩ ]1, 2[ 6= ∅, (2.6.57)

– la fréquence de résonance :

Ω[ν]
r = − cos

(
[ν]

π

2

)
, (2.6.58)

– le gain à la fréquence de résonance :

|F1(jΩr)|dB = −20 log
(
sin
(
[ν]

π

2

))
, (2.6.59)

– la phase à la fréquence de résonance :

arg (F1(jΩr)) = (1− [ν])
π

2
. (2.6.60)

Exemple 2.6.3Soit la fonction de transfert élémentaire de première espèce sous forme d’inter-

valle :

F1(s) =
1

s[1.70,1.75] + 1
. (2.6.61)
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La condition de résonance présentée dans (2.6.57) est satisfaite dans cet exemple avec

[ν] = [1.70 , 1.75]. La fréquence de résonance normaliséeΩr = [0.89, 0.92]. Selon (2.6.59) et

(2.6.60), le gain et la phase à la fréquence de résonance sontdonnés par :
∣∣∣∣
F1(jΩr)

F1(j0)

∣∣∣∣
dB

= [6.85, 8.34], (2.6.62)

et

arg (F1(jΩr)) = [−67.5,−63]. (2.6.63)

La figure 2.23 présente les diagrammes de Bode de ce système.
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2.6.4 Extension de fonction de transfert élémentaire de deuxième espèce

à des ordres de dérivation sous forme d’intervalle

La forme canonique d’une fonction de transfert élémentairede deuxième espèce sous

forme d’intervalle est donnée par :

F2(s) =
1

1 + 2ζ
(

s
ωn

)ν

+
(

s
ωn

)2ν , ν ∈ [ν], (2.6.64)

La condition de stabilité est basée sur le corollaire présenté en 2.6.1. Ainsi, la fonction

(2.6.64) est stable si :

− cos
(
ν
π

2

)
< ζ <∞ et 0 < ν < 2, ν ∈ [ν]. (2.6.65)
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Par conséquent, les conditions de résonance présentées précédemment sont généralisées

au cas non entier sous forme d’intervalle avecν ∈ [ν].

Exemple 2.6.4Soit la fonction de transfert élémentaire de deuxième espèce sous forme d’in-

tervalle :

F2(s) =
1

1− 2× 0.5 (s)[0.4,0.5] + (s)2×[0.4,0.5]
. (2.6.66)

La condition de résonance est satisfaite dans cet exemple avec [ν] = [0.4 , 0.45] et

ζ = −0.5. Le gain et la phase à la fréquence de résonance sont donnés par :
∣∣∣∣
F2(jΩr)

F2(j0)

∣∣∣∣
dB

= [4.5, 8.5], (2.6.67)

et

arg (F2(jΩr)) = [−30,−22]. (2.6.68)

La figure 2.24 présente les diagrammes de Bode du gain et de la phase de ce système.
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FIG. 2.24 – Diagramme deBodedeF2(s) = 1

1−2×0.5(s)[0.4,0.5]+(s)2.[0.4,0.5]

2.7 Conclusion

Ce chapitre présente les principaux outils pour la modélisation de systèmes à dérivées

non entières puis par intervalles. Après avoir rappelé les définitions devenues usuelles de l’in-

tégration et de la dérivation non entière, une première contribution à ce chapitre a consisté à

étendre ces définitions à des intervalles. L’étude du comportement fréquentiel des intégrateur et
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dérivateur par intervalle s’en est suivi. L’analyse du comportement temporel a montré, à travers

un exemple, que la monotonie de la réponse temporelle par rapport à l’ordre de dérivation n’est

pas simple à étudier et fait appel à des fonctions non usuelles.

Lors d’une modélisation de systèmes à partir de données fréquentielles, il est important

de connaître les caractéristiques de fonctions de transfert élémentaires notamment en terme

de résonance. Une second contribution présentée dans ce chapitre est l’étude des conditions

de résonance des fonctions de transfert élémentaires de première et de deuxième espèce. Des

abaques ont également été proposés permettant de déduire les paramètres d’une fonction de

transfert élémentaire de deuxième espèce à partir d’une amplitude de résonance et d’une fré-

quence souhaitées. Cette étude à fait l’objet d’une publication dans la revueAutomatica[?].
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3.1 Introduction

L’identification fréquentielle de systèmes est largement répandue dans les sciences pour

l’ingénieur, notamment en automatique que ça soit pour la commande, la simulation ou le diag-

nostic.

Les techniques d’identification dans le domaine fréquentiel par modèle entier datent de

la deuxième moitié du 20e siècle, quandLevy[?] a proposé une solution au problème de "fit-

tage" (adaptation d’un modèle à un jeu de données fréquentielles), en minimisant la normeℓ2 de

l’erreur d’équation qui conduit à la solution des moindres carrés. Toutefois, la technique propo-

sée parLevyest biaisée car la normeℓ2 de l’erreur d’équation favorise l’estimation aux hautes

fréquences.Sanathananet al. [?] s’affranchissent du problème du biais par une approche itéra-

tive qui minimise la normeℓ2 de l’erreur d’équation filtrée, le filtre étant calculé itérativement.

En 1991,Spanos[?] a proposé la minimisation de la normeℓ∞ de l’erreur de sortie du critère

d’erreur dont l’avantage est de ne favoriser aucune fréquence. Hakvoort [?] a développé une

technique d’estimation basée sur la minimisation de la normeℓ∞ pondérée. Les différentes mé-

thodes d’identification fréquentielle par modèle entier ont fait l’objet d’une étude comparative

dans [?].

Les travaux sur l’identification fréquentielle ont été étendus aux modèles non entiers dans

les années 1990. Les techniques proposées dans [?], [?], résultent d’une combinaison des ap-

proches deLevy [?] et Hakvoort [?] appliquées à des modèles non entiers. La normeℓ∞ de

l’erreur de sortie y est minimisée dans le domaine fréquentiel. Une extension des algorithmes

deLevyaux modèles non entiers a aussi été proposée dans [?].

Ce chapitre traite des méthodes d’estimation ensemblistesde paramètres de fonctions de

transfert non entières à partir des données fréquentiellesincertaines et bornées. L’objectif est

de caractériser l’ensemble de paramètres (coefficients et ordres de dérivation) de modèles non

entiers jugés faisables. Par conséquent, le résultat de l’estimation est un ensemble de modèles,

et non pas un modèle unique, dont les paramètres y compris lesordres de dérivation s’écrivent

sous la forme d’intervalles. A cet effet, les représentations rectangulaire, polaire et circulaire

présentées au chapitre 1 sont utilisées. Chaque fonction d’inclusion introduisant du pessimisme

différemment, la fusion des résultats issus de ces représentations permet d’obtenir un ensemble

de solutions plus petit. Ces méthodes peuvent s’appliquer pour l’estimation des paramètres de

systèmes linéaires invariants dans le temps (LTI) certains, systèmes LTI incertains, et systèmes

linéaires à paramètres variant dans le temps (LPV).

Ce chapitre est structuré de la façon suivante. Le paragraphe 3.2 présente l’estimation en-

sembliste des paramètres d’un modèle non entier dans le cas général en utilisant les différentes
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représentations des fonctions d’inclusion. Des exemples sur un modèle de première espèce, puis

sur un modèle de deuxième espèce sont représentés aux paragraphes 3.4 et 3.5. Enfin, une ap-

plication à l’estimation ensembliste des paramètres d’un système de diffusion thermique dans

un barreau d’aluminium est présentée au paragraphe 3.5. A cet effet, les réponses fréquentielles

du système, ainsi que les incertitudes à plus ou moins trois écarts-types, sont d’abord estimées

par une identification non paramétrique. L’estimation ensembliste est ensuite appliquée pour

obtenir l’ensemble de solutions.

3.2 Estimation ensembliste des paramètres d’un modèle non

entier dans le cas général

L’objectif est l’estimation garantie de paramètres de modèles non entiers de type :

G(s, θ) =

M∑
j=0

bjs
βj

1 +
N∑

i=1

aisαi

, (3.2.1)

avecθ = [b0 . . . bM , a1 . . . aN , β0 . . . βM , α1 . . . αN ]. Le nombre de paramètres du modèleG(s)

est égale à2(N +M +1), constitué de(N +M +1) coefficients et autant d’ordre de dérivation.

Dans la mesure où les algorithmes d’inversion ensembliste ont une complexité algorithmique

exponentielle, par rapport au nombre de paramètresnθ à estimer, de l’ordre de :

(
w(Θ)

η
+ 1

)nθ

, (3.2.2)

pour l’algorithme SIVIA par exemple, une façon de réduire lenombre de paramètres consiste à

considérer un modèle commensurable :

G(s, θ) =

M∑
j=0

bjs
jν

1 +
N∑

i=1

aisiν

, (3.2.3)

avecθ = [b0 . . . bM , a1 . . . aN , ν], ayantN + M + 2 paramètres, constituer de(N + M + 1)

coefficients et un seul ordre commensurable. Ce nombre doit toutefois rester bas en égard à la

complexité algorithmique (3.2.2). C’est pourquoi les exemples traités aux paragraphes 3.3 et

3.4 sont de faible dimension.
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La réponse fréquentielle du modèle non entier (3.2.3) est obtenue en remplaçants par jω,

soit :

G(jω, θ) =

M∑
j=0

bj(jω)jν

1 +
N∑

i=1

ai(jω)jν

. (3.2.4)

Tout au long de ce paragraphe, les données fréquentielles sont supposées provenir de

plusieurs expériences. Ainsi à chaque fréquenceωn correspond un ensemble de donnéesGn.

Pour l’estimation garantie des paramètres, les trois représentations des nombres com-

plexes introduits au chapitre 1, à savoir les représentations rectangulaire, polaire et circulaire

sont utilisées en faisant appel à leur fonction d’inclusionrespective pour la représentation de

l’ensemble de donnéesGn.

3.2.1 Estimation ensembliste par la représentation rectangulaire

Les ensemblesGn des données fréquentielles, sont englobés dans des fonctions d’in-

clusion rectangulairesGr
n (figure 3.1). Chaque ensembleGn est constitué deI point zi, i ∈

{1, 2, . . . , I}.
La fonction d’inclusion rectangulaireGr

n est définie par :

G
r
n = [Re(Gr

n) Re(Gr
n)] + j[Im(Gr

n) Im(Gr
n)], (3.2.5)

avec





Re(Gr
n) = min

i=1...I
(Re(z1), Re(z2), . . . , Re(zI)) , ∀zi ∈ Gn,

Re(Gr
n) = max

i=1...I
(Re(z1), Re(z2), . . . , Re(zI)) , ∀zi ∈ Gn,

Im(Gr
n) = min

i=1...I
(Im(z1), Im(z2), . . . , Im(zI)) , ∀zi ∈ Gn,

Im(Gr
n) = max

i=1...I
(Im(z1), Im(z2), . . . , Im(zI)) , ∀zi ∈ Gn.

Le problème d’estimation ensembliste est donc formulé comme un problème de satisfac-

tion de contrainte (CSP) :

CSP :






Re(Gr
n) ≤ Re(G(jωn, θ)) ≤ Re(Gr

n),

Im(Gr
n) ≤ Im(G(jωn, θ)) ≤ Im(Gr

n),

θ ∈ Θ,

(3.2.6)

avecRe(G(jωn, θ)) et Im(G(jωn, θ)), la partie réelle et la partie imaginaire de la réponse

fréquentielle (3.2.4) pour la fréquenceωn, etΘ l’ensemble de recherche.
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FIG. 3.1 – Fonction d’inclusion rectangulaireGr
n pour un ensemble de données fréquentielles

Gn

Le vecteur de paramètresθ du modèle (3.2.3) est jugé faisable si le modèle évalué avecθ

est consistent avec les fonctions d’inclusionGr
n pour chaque fréquenceωn.

3.2.2 Estimation ensembliste par la représentation polaire

Les ensemblesGn des données fréquentielles sont englobés dans des fonctions d’inclu-

sion polairesGp
n (figure 3.2). Chaque ensembleGn est constitué deI pointzi, i ∈ {1, 2, . . . , I}.

La fonction d’inclusion polaireGp
n est définie par :

G
p
n =

[
Gn Gn

]
exp{ j [ϕn ϕn] }, (3.2.7)

avec






ϕn = min
i=1...I

(arg(z1), arg(z2), . . . , arg(zI)) , ∀zi ∈ Gn,

ϕn = max
i=1...I

(arg(z1), arg(z2), . . . , arg(zI)) , ∀zi ∈ Gn,

Gn = min
i=1...I

(|z1|, |z2|, . . . , |zI |) , ∀zi ∈ Gn, ∀zi ∈ Gn,

Gn = max
i=1...I

(|z1|, |z2|, . . . , |zI |) , ∀zi ∈ Gn.
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FIG. 3.2 – Fonction d’inclusion polaireGp
n pour un ensemble de données fréquentiellesGn

Le problème d’estimation ensembliste est donc formulé par le CSP :

CSP :






Gn ≤ |G(jωn, θ)| ≤ Gn,

ϕn ≤ ϕ(ωn, θ) ≤ ϕn,

θ ∈ Θ,

(3.2.8)

avec |G(jωn, θ)| et ϕ(ωn, θ), le gain et la phase de la réponse fréquentielle (3.2.4) pourla

fréquenceωn etΘ l’ensemble de recherche.

Le vecteur de paramètresθ du modèle (3.2.3) est jugé faisable si le modèle évalué avecθ

est consistent avec les fonctions d’inclusionGp
n pour chaque fréquenceωn.

3.2.3 Estimation ensembliste par la représentation circulaire

Les ensemblesGn des données fréquentielles, sont englobés dans des fonctions d’in-

clusion rectangulairesGd
n (figure 3.3). Chaque ensembleGn est constitué deI point zi, i ∈

{1, 2 . . . I}.
La fonction d’inclusion circulaireGd

n est définie par :

G
d
n = {c(Gn), r(Gn)}, (3.2.9)

avecc(Gn) le centre de la fonction d’inclusion etr(Gn) son rayon.

85



Chapitre 3 - Estimation des paramètres d’un modèle non entier par approches...

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

−0.25

−0.2

−0.15

−0.1

−0.05

0

Partie réelle

P
ar

tie
im

ag
in

ai
re

Gn

Gd
n

FIG. 3.3 – Fonction d’inclusion circulaireGd
n pour un ensemble de données fréquentiellesGn

Le problème d’estimation ensembliste est donc formulé par le CSP :

CSP :





X(c(G(jωn, θ)), r(G(jωn, θ))) ⊆ Gd

n,

θ ∈ Θ,
(3.2.10)

avecX(c(G(jωn, θ)), r(G(jωn, θ))), l’intervalle complexe circulaire de la réponse fréquentielle

(3.2.4) pour la fréquenceωn etΘ l’ensemble de recherche.

Le vecteur de paramètresθ du modèle (3.2.3) est jugé faisable si le modèle évalué avecθ

est consistant avec les fonctions d’inclusionGd
n pour chaque fréquenceωn.

3.2.4 Mise en place des algorithmes pour l’estimation garantie

L’ensembleS des solutions des CSP (3.2.6), (3.2.8) et (3.2.10) est donnépar :

S =
{
θ ∈ Θ | f(ωn, θ) ∈ [y(ωn)], ∀n ∈ {1, . . . , N}

}
. (3.2.11)

La caractérisation de l’ensembleS est un problème d’inversion ensembliste, qui peut être

résolu d’une manière garantie, par les méthodes d’inversion ensemblistes en utilisant la contrac-

tion et la bissection (voir Chapitre 1, paragraphe 1.4).
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Lors de l’utilisation de la représentation rectangulaire,f ety sont définis par :






f(ωn, θ) =



 Re(G(jωn, θ))

Im(G(jωn, θ))





[y(ωn)] =



 [Re(Gr
n), Re(Gr

n)]

[Im(Gr
n), Im(Gr

n)]





(3.2.12)

Lors de l’utilisation de la représentation polaire,f ety sont définis par :






f(ωn, θ) =



 |G(jωn, θ)|
ϕ(ωn, θ)





[y(ωn)] =



 [ Gn Gn]

[ϕ, ϕ]





(3.2.13)

Lors de l’utilisation de la représentation circulaire,f ety sont définis par :






f(ωn, θ) = X(c(G(jωn, θ)), r(G(jωn, θ)))

[y(ωn)] = G
d
n

(3.2.14)

Des CSP réel et complexe sont utilisés lors de l’estimation ensembliste par les représen-

tations rectangulaire et polaire. Seul le CSP complexe peutêtre utilisé pour la représentation

circulaire. Par conséquent, il est nécessaire de programmer l’algorithme d’inversion ensem-

bliste par analyse par intervalle SIVIA, en utilisant différentes boîtes à outils et solveurs qui

permettent d’utiliser les trois fonctions d’inclusion en se basant sur des CSP réels, des CSP

complexes, ou les deux à la fois. Seule l’approximation extérieure est calculée car le pessi-

misme introduit par chaque mode de représentation (voir 3.1, 3.2, 3.3) ne permet pas d’obtenir

l’approximation intérieure.
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3.2.4.1 Rappel de l’algorithme SIVIA avec contracteur

L’algorithme de partitionnement SIVIA permet une caractérisation garantie de ces en-

sembles de pavés en utilisant un test d’inclusion défini par :

t([x]) =






1 si [f ]([x]) ⊆ [y],

0 si [f ]([x]) ∩ [y] = ∅,
indéterminé sinon.

(3.2.15)

Un pavé[x] ∈ X est dit :

– faisable et[x] ∈ S, [x] ∈ S, si t([x]) = 1 ,

– non faisable, sit([x]) = 0 ,

– indéterminé, sit([x]) est indéterminé.

Dans ce dernier cas, aucune décision à propos du pavé[x] n’est possible. Si sa taille est

supérieure à une certaine toléranceη fixée par l’utilisateur, il est partitionné en deux sous-pavés

et l’algorithme est réexecuté sur chacun d’eux. L’algorithme SIVIA-Contracteur est le suivant :

Algorithme SIVIA-Contracteur (entrées :[t], [x], η ; sortie :S, S )

1. [x]← C([x])

2. Si [t]([x]) = 0, alors rejeter[x], retour,

3. Si [t]([x]) = [1], alorsS := S ∪ [x]; S := S ∪ [x], retour,

4. Siw([x]) ≤ η, alorsS := S ∪ [x], retour,

Sinon bissecter[x] en([x1], [x2]),

5. SIVIA-Contracteur (entrées :[t], [x1], η ; sortie :S, S ),

6. SIVIA-Contracteur (entrées :[t], [x2], η ; sortie :S, S ).

3.2.4.2 Algorithme SIVIA sous INTLAB

La boîte à outils INTLAB du logiciel MATLAB, permet de manipuler des intervalles réels

ainsi que des intervalles complexes circulaires. L’algorithme d’inversion ensembliste SIVIA

avec contracteur developé sous INTLAB est utilisé pour la représentation circulaire complexe

des intervalles.
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1 % Fonction : SIVIA.m

2 % CSP Complexe - Fonction d'Inclusion Circulaire

3

4 function S_sup = SIVIA (x,eta,mesures,S_sup)

5 x=contract(x); % Contracteur propagation retropropagation

6

7 % FIC = Fonction d'Inclusion Circulaire

8 FIC = reponse_frequentielle(x);

9

10 % Appel de la fonction de test d'inclusion

11 test=test_inclusion(FIC,mesures);

12

13 if test==0 % x est rejete

14 disp( 'x ne fait pas partie de l''ensemble de solutions S' );

15 elseif test==1 % x fait partie de l'approx interieure

16 disp( 'x est dans S' );

17 elseif max(diam(x))<=eta % eta = precision fixee

18 S_sup=[S_sup;x]; % x fait partie de l'approx exterieure

19 else

20 [x1,x2]=bissect(x); % Appel de la fonction de Bissection

21 %% Appel recursive de l'algorithme SIVIA

22 S_sup = SIVIA (x1,eta,mesures,S_sup);

23 S_sup = SIVIA (x2,eta,mesures,S_sup);

24 end

3.2.4.3 Algorithme SIVIA sous C-XSC

La boîte à outils C-XSC, permet de manipuler des intervallesréels ainsi que des inter-

valles complexes rectangulaires. L’algorithme d’inversion ensembliste SIVIA avec contracteur

developé sous C-XSC est utilisé pour la représentation rectangulaire complexe des intervalles.
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1 // Fonction : SIVIA.cc

2 // CSP Complexe - Fonction d'Inclusion Rectangulaire

3 using namespace cxsc;

4 using namespace std;

5 void Sivia (P Test,const ivector& x, double eta) {

6 ivector x = contract(x); // Contracteur Propagation-Retro propagation

7 int test = Test(x,y); // Test d'inclusion x dans y

8 if (test == 0){

9 cout << x << ": ne fait pas partie de l'ensemble de solutions" < < endl;

10 return ;

11 }

12 if (test == 1){

13 cout << x << " : x fait partie de l'approx interieure" << endl;

14 return ;

15 }

16 if (maxdiam(x)<=eta){

17 cout << x << " : x fait partie de l'approx exterieure" << endl;

18 return ;

19 }

20 if (test == 2){

21 bissect(x);

22 // La fonction de bissection met a jour les variables xlow et x up

23 // Appel recursive de l'algorithme SIVIA

24 Sivia(Test, xlow, eta);

25 Sivia(Test, xup, eta); }

26 }

Après avoir contracter l’espace initial de recherche par lecontracteur propagation rétro-

propagation, la fonction d’inclusion, circulaire pour SIVIA sous INTLAB et rectangulaire pour

SIVIA sous C-XSC, est obtenue en calculant la réponse fréquentielle complexe (3.2.4). La fonc-

tion testest ensuite utilisée pour tester l’inclusion, avant de bissecter le pavé[x] par la fonction

bissect. L’algorithme SIVIA est appelé ensuite d’une manière récursive.

3.2.4.4 Programme utilisant le solveur QUIMPER

Le solveur QUIMPER, permet de manipuler des intervalles réels. Dans un script QUIM-

PER, après avoir déclaré toutes les constantes utilisées pour exprimer les différentes contraintes

champsConstants, l’espace initial de recherche des paramètres du vecteurθ est défini dans le

champVariables. Toutes les contraintes à satisfaire sont par la suite décrites dans le champs

constraint-list. L’avant dernière étape consiste à supprimer tous les pavésdont l’intersection
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avec l’espace des contraintes est un ensemble vide, en utilisant un contracteur appeléInter .

Enfin, le contracteur de précisionisthick est utilisé pour fixer le diamètre des pavés qui feront

partie de l’ensembleS des solutions.

3.3 Exemple d’estimation ensembliste des paramètres d’un

modèle de première espèce

Au vue de la complexité algorithmique des méthodes d’inversion ensembliste, on s’inté-

resse ici à l’estimation garantie de modèle non entier de première espèce :

G1(s, θ) =
k

sν + b
. (3.3.1)

A cet effet, un modèle linéaire incertain est utilisé pour générer les données.

G1(s, θi) =
ki

sνi + bi
, i = 1, . . . I, (3.3.2)

avecθi = (ki, bi, νi)
T . Les incertitudes sur les différents paramètres sont générées à partir d’une

dispersion autour de paramètres nominauxθ0 :





ki = 3 + ρ
(i)
k ,

bi = 2 + ρ
(i)
b ,

νi = 0.5 + ρ
(i)
ν .

(3.3.3)

avecθ0 = (3, 2, 0.5)T et ρ(i)
k , ρ

(i)
b , etρ(i)

ν représentent laième réalisation de variables aléatoires

uniformément distribuées dans respectivement les intervalles[−0.2, 0.2], [−0.2, 0.2], [−0.05, 0.05].

L’espace initial de recherche du vecteur des paramètres du modèle (3.3.1) est fixé à :

(
[k], [b], [ν]

)
=
(
[0.00, 20.00], [0.00, 20.00], [0.00, 2.00]

)
. (3.3.4)

L’espace initial de recherche du paramètre[ν] correspond au domaine de stabilité, défini par

le théorème deMatignon (page 55). Le domaine initial de recherche du paramètre[b] est à

l’intérieur du domaine de stabilité. L’espace initial de recherche du paramètrek peut quant à lui

être fixé en examinant le gain statique des réponses fréquentielles. La précisionη nécessaire à

l’algorithme SIVIA est fixée pour chaque paramètre à0.01.

Les réponses fréquentielles pour les modèles définis par (3.3.2) sur chaque fréquenceωn

sont données par :

G1(jωn, θi) =
ki

(jωn)νi + bi

,





i = 1, . . . 20,

n = 1, . . . 36.
(3.3.5)
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Ces réponses fréquentielles sont présentées sur les diagrammes deNyquistet deBodeen uti-

lisant les trois représentations rectangulaire, polaire et circulaire respectivement sur les figures

3.4, 3.5 et 3.6.
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FIG. 3.4 – Diagrammes deNyquistdes vingt modèles de première espèce avec les rectangles

d’incertitude correspondant
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FIG. 3.5 – Diagrammes deBodedes vingt modèles de première espèce avec les intervalles

d’incertitude correspondant
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FIG. 3.6 – Diagrammes deNyquistdes vingt modèles de première espèce avec les intervalles

d’incertitude circulaire
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3.3.1 Estimation ensembliste par la représentation rectangulaire

La réponse fréquentielle du modèle défini par (3.3.1) est donnée par :

G1(jω, θ) =
k

(jω)ν + b
. (3.3.6)

G1(jωn, θ) =
k

(e(j π
2
)ωn)ν + b

, (3.3.7)

G1(jωn, θ) =
k(

b + cos(ν π
2
)ωn

)ν
+ j
(
sin(ν π

2
)ων

n

) , (3.3.8)

ou finalement en isolant la partie réelle et la partie imaginaire :

G1(jωn, θ) =
k
(
b + ων

n cos
(
ν π

2

))

b2 + 2bων
n cos

(
ν π

2

)
+ ω2ν

n

+ j
−kων

n sin
(
ν π

2

)

b2 + 2bων
n cos

(
ν π

2

)
+ ω2ν

n

. (3.3.9)

Deux CSP sont utilisés pour l’estimation ensembliste par lareprésentation rectangulaire. Un

CSP réel, basé sur l’arithmétique des intervalles réels et la décomposition de la réponse fréquen-

tielle complexe en deux parties : partie réelle et partie imaginaire (3.3.9). Un CSP complexe,

basé sur l’arithmétique des intervalles complexes et sur laréponse fréquentielle complexe sans

décomposition (3.3.8).

3.3.1.1 CSP réel pour l’estimation de paramètres du modèle de première espèce

L’encadrement extérieurS de l’ensemble de solutions du CSP réel est obtenu en utilisant

le solveur QUIMPER. Il peut être inclus dans le cube :

(
[k], [b], [ν]

)
=
(
[2.58, 3.52], [1.68, 2.40], [0.46, 0.56]

)
, (3.3.10)

et projeté en 2D sur les figures 3.7(a) et 3.7(b).

La figure 3.8 montre que toutes les réponses fréquentielles des modèles évalués à partir

de l’approximation extérieureS sont consistantes avec les rectangles d’incertitude permettant

ainsi de valider le modèle ensembliste obtenu.

3.3.1.2 CSP complexe pour l’estimation de paramètres du modèle de première espèce

L’encadrement extérieurS de l’ensemble de solutions du CSP complexe est obtenu en

utilisant la boîte à outil C-XSC. Il peut être inclus dans le cube :

(
[k], [b], [ν]

)
=
(
[2.56, 3.59], [1.66, 2.43], [0.45, 0.56]

)
, (3.3.11)

et projeté en 2D sur les figures 3.9(a) et 3.9(b).
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(a) Projection sur le plan(b, k) de l’ensemble de so-

lutions obtenues

(b) Projection sur le plan(b, ν) de l’ensemble de so-

lutions obtenues

FIG. 3.7 – Projection en 2D de l’ensemble de solutions du CSP réel- représentation rectangu-

laire
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FIG. 3.8 – Diagramme deNyquistdes mesures incertaines (en rouge) et les réponses fréquen-

tielles des modèles évalués à partir de l’approximation extérieureS du CSP réel(en vert) - re-

présentation rectangulaire

La figure 3.10 montre que toutes les réponses fréquentiellesdes modèles évalués à partir

de l’approximation extérieureS sont consistantes avec les rectangles d’incertitude permettant

ainsi de valider le modèle ensembliste obtenu.
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(a) Projection sur le plan(b, k) de l’ensemble de so-

lutions obtenues

(b) Projection sur le plan(b, ν) de l’ensemble de so-

lutions obtenues

FIG. 3.9 – Projection en 2D de l’ensemble de solutions du CSP complexe - représentation

rectangulaire

FIG. 3.10 – Diagramme deNyquistdes mesures incertaines (en rouge) et les réponses fréquen-

tielles des modèles évalués à partir de l’approximation extérieureS du CSP complexe (en vert)

- représentation rectangulaire

3.3.1.3 Comparaison entre le CSP réel et le CSP complexe sur la représentation rectan-

gulaire

L’objectif final est d’aboutir à une précision meilleure en fusionnant les résultats issus

des trois représentations. Fusionner les résultats revient à intersecter les ensembles de solutions
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issues de ces représentations. Par conséquent, les points éliminés par l’une des deux CSP sont

rejetés de la solution finale.

Une comparaison des ensembles de solutions obtenus pour la représentation rectangulaire

par les deux CSP est d’abord effectuée. La méthode qui fournit l’ensemble de solutions le moins

pessimiste est retenue pour la comparaison finale avec les représentations polaire et circulaire.

Le tableau 3.1 présente les intervalles d’inclusion pour l’ensemble de solutions estimé

pour chaque paramètre des deux CSP.

Paramètres [k] [b] [ν]

CSP réel [2.58, 3.52] [1.68, 2.40] [0.46, 0.56]

CSP complexe [2.56, 3.59] [1.66, 2.43] [0.45, 0.56]

Inclusion rectangulaire finale[2.58, 3.52] [1.68, 2.40] [0.46, 0.56]

TAB. 3.1 – Comparaison du CSP réel et complexe de la représentation rectangulaire sur le

modèle de première espèce

(a) Projection sur le plan(b, k) de l’ensemble de so-

lutions obtenu à partir de CSP réel (en bleu) et de

CSP complex (en rouge)

(b) Projection sur le plan(b, ν) de l’ensemble de so-

lutions obtenu à partir de CSP réel (en bleu) et de

CSP complex (en rouge)

FIG. 3.11 – Comparaison des ensembles de solutions obtenus par les deux CSP projetés en 2D

- représentation rectangulaire

A travers les figures 3.11(a) et 3.11(b), l’ensemble de solutions obtenu en utilisant le CSP

complexe est légèrement plus pessimiste que l’ensemble de solutions obtenu en utilisant le CSP

réel (figure 3.11(b)). Il permet toutefois d’éliminer certaines solutions de l’ensemble final.
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3.3.2 Estimation ensembliste par la représentation polaire

La réponse fréquentielle du modèle défini par (3.3.1) est donnée par :

G1(jω, θ) = |G1(jω, θ)| expjϕ(ω,θ) (3.3.12)

où |G1(jω, θ)| et ϕ(ω, θ) représentent le gain et la phase des réponses fréquentielles données

respectivement par :

|G1(jω, θ)| = |k|√
(b + cos(ν π

2
)ων)2 + (sin(ν π

2
)ων)2

(3.3.13)

ϕ(ω, θ) =






− arctan
(

sin(ν π
2
)ων

Den(ω)

)
, si Den(ω) > 0,

−π − arctan

(
sin(ν π

2 )ων

Den(ω)

)
, si Den(ωn) < 0

(3.3.14)

avec Den(ω) = b + cos
(
ν π

2

)
ων .

Deux CSP sont utilisés pour l’estimation ensembliste par lareprésentation polaire. Un

CSP réel, basé sur l’arithmétique des intervalles réels et la décomposition de la réponse fré-

quentielle complexe en deux parties, gain (3.3.13) et phase(3.3.14). Un CSP complexe, basé

sur l’arithmétique des intervalles complexes et la réponsefréquentielle polaire sans décompo-

sition (3.3.12).

3.3.2.1 CSP réel pour l’estimation des paramètres du modèlede première espèce

L’encadrement extérieurS de l’ensemble de solutions du CSP réel est obtenu en utilisant

le solveur QUIMPER. Il peut être inclus dans le cube :

(
[k], [b], [ν]

)
=
(
[2.56, 3.50], [1.69, 2.26], [0.45, 0.56]

)
, (3.3.15)

et projeté en 2D sur les figures 3.12(a) et 3.12(b).

La figure 3.13 montre que toutes les réponses fréquentiellesdes modèles évalués à partir

de l’approximation extérieureS sont consistantes avec les intervalles d’incertitude permettant

ainsi de valider le modèle ensembliste obtenu.
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(a) Projection sur le plan(b, k) de l’ensemble de so-

lutions obtenu

(b) Projection sur le plan(b, ν) de l’ensemble de so-

lutions obtenu

FIG. 3.12 – Projection en 2D de l’ensemble de solutions du CSP réel - représentation polaire
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FIG. 3.13 – Diagramme deBodedes mesures incertaines (en rouge) et les réponses fréquen-

tielles des modèles évalués à partir de l’approximation extérieureS du CSP réel (en vert) -

représentation polaire

3.3.2.2 CSP complexe pour l’estimation des paramètres du modèle de première espèce

L’encadrement extérieurS de l’ensemble de solutions du CSP complexe est obtenu en

utilisant la boîte à outils C-XSC. Il peut être inclus dans lecube :
(
[k], [b], [ν]

)
=
(
[2.40, 3.74], [1.55, 2.49], [0.44, 0.57]

)
, (3.3.16)
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et projeté en 2D sur les figures 3.14(a) et 3.14(b).

(a) Projection sur le plan(b, k) de l’ensemble de

solutions obtenu

(b) Projection sur le plan(b, ν) de l’ensemble de

solutions obtenu

FIG. 3.14 – Projection en 2D de l’ensemble de solutions du CSP complexe - représentation

polaire

La figure 3.15 montre que toutes les réponses fréquentiellesdes modèles évalués à partir

de l’approximation extérieureS sont consistantes avec les intervalles d’incertitude permettant

ainsi de valider le modèle ensembliste obtenu.
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FIG. 3.15 – Diagramme deBodedes mesures incertaines (en rouge) et les réponses fréquen-

tielles des modèles évalués à partir de l’approximation extérieureS (en vert)
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3.3.2.3 Comparaison entre le CSP réel et le CSP complexe sur la représentation polaire

Le tableau 3.2 présente les intervalles d’inclusion pour l’ensemble estimé des solutions

pour chaque paramètre avec les deux CSP, réel et complexe, dela représentation polaire.

Paramètres [k] [b] [ν]

CSP réel [2.56, 3.50] [1.69, 2.26] [0.45, 0.56]

CSP complexe [2.40, 3.74] [1.55, 2.49] [0.44, 0.57]

Inclusion polaire finale [2.56, 3.50] [1.69, 2.26] [0.45, 0.56]

TAB. 3.2 – Comparaison des CSP réel et complexe de la représentation polaire sur le modèle de

première espèce

(a) Projection sur le plan(b, k) de l’ensemble de so-

lutions obtenu à partir du CSP réel (en bleu) et du

CSP complexe (en rouge)

(b) Projection sur le plan(b, ν) de l’ensemble de so-

lutions obtenu à partir du CSP réel (en bleu) et du

CSP complexe (en rouge)

FIG. 3.16 – Comparaison des ensembles de solutions obtenus à travers les deux CSP projetés

en 2D - représentation polaire

Comme le montre les figures 3.16(a) et 3.16(b), l’ensemble desolutions obtenu en utili-

sant un CSP complexe est plus pessimiste que l’ensemble de solutions obtenu en utilisant un

CSP réel (figure 3.16(b)), même si sur quelques domaines le CSP complexe permet d’éliminer

quelque solutions de l’ensemble final.
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3.3.3 Estimation ensembliste par la représentation circulaire

L’estimation ensembliste par la représentation circulaire est basée seulement sur le CSP

complexe.

CSP complexe pour l’estimation des paramètres du modèle de première espèce

L’encadrement extérieurS de l’ensemble de solutions du CSP complexe est obtenu en

utilisant la boîte à outils INTLAB. Il peut être inclus dans le cube :

(
[k], [b], [ν]

)
=
(
[2.29, 3.94], [1.32, 2.88], [0.43, 0.57]

)
, (3.3.17)

et projeté en 2D sur les figures 3.17(a) et 3.17(b).

(a) Projection sur le plan(b, k) de l’ensemble de so-

lutions obtenu

(b) Projection sur le plan(b, ν) de l’ensemble de so-

lutions obtenu

FIG. 3.17 – Projection en 2D de l’ensemble de solutions du CSP complexe - représentation

circulaire

La figure 3.18 montre que toutes les réponses fréquentiellesdes modèles évalués à partir

de l’approximation extérieureS sont consistantes avec les cercles d’incertitude permettant ainsi

de valider le modèle ensembliste obtenu.
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FIG. 3.18 – Diagramme deNyquistdes mesures incertaines (en rouge) et des réponses fréquen-

tielles des modèles évalués à partir de l’approximation extérieureS du CSP complexe (en vert)

- représentation circulaire

3.3.4 Fusion de l’ensemble des solutions

Fusionner l’ensemble de solutions revient à faire une intersection des ensembles de so-

lutions issus des trois représentations. Par conséquent, chaque point ne faisant pas partie de

l’intersection des trois ensembles est éliminé de l’ensemble final. Le tableau 3.3 présente les

intervalles d’inclusion pour chaque paramètre pour les trois représentations, ainsi que les inter-

valles d’inclusion finaux issus de l’opération de fusion.

Paramètres [k] [b] [ν]

Inclusion rectangulaire [2.58, 3.52] [1.68, 2.39] [0.46, 0.56]

Inclusion polaire [2.56, 3.50] [1.69, 2.25] [0.45, 0.56]

Inclusion circulaire [2.29, 3.94] [1.32, 2.88] [0.43, 0.56]

Inclusion finale [2.58, 3.50] [1.69, 2.25] [0.46, 0.56]

TAB. 3.3 – Comparaison des intervalles d’inclusion des paramètres du modèle de première

espèce, obtenus des trois représentations
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(a) Projection sur le plan(b, k) des ensembles de so-

lutions obtenus à partir des trois présentations : rec-

tangulaire (trait rouge), polaire (trait bleu) et circu-

laire (trait vert)

(b) Projection sur le plan(b, ν) des ensemble de so-

lutions obtenus à partir des trois présentations : rec-

tangulaire (trait rouge), représentation polaire (trait

bleu) et circulaire (trait vert)

FIG. 3.19 – Comparaison des ensembles de solutions obtenus par les trois représentations pro-

jetés en 2D - première espèce

3.4 Exemple d’estimation ensembliste des paramètres d’un

modèle de deuxième espèce

Après avoir traité un exemple d’un modèle de première espèceau paragraphe 3.3, on

s’intéresse ici à l’estimation garantie de modèle non entier de deuxième espèce ayant quatre

paramètres à estimer :

G2(s, θ) =
k

1 + 2ζ
(

s
ω0

)ν

+
(

s
ω0

)2ν . (3.4.1)

A cet effet, un modèle linéaire incertain est utilisé pour générer les données.

G2(s, θi) =
ki

1 + 2ζi

(
s

ω0i

)νi

+
(

s
ω0i

)2νi
, (3.4.2)

avecθi = (ki, ω0i
, ζi, νi)

T . Les incertitudes sur les différents paramètres sont générés à partir

d’une dispersion autour de paramètres nominauxθ0 :





ki = 3 + ρ
(i)
k ,

ω0i
= 3 + ρ

(i)
ω0

ζi = 0.4 + ρ
(i)
ζ ,

νi = 0.5 + ρ
(i)
ν .

(3.4.3)
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avecθ0 = (3, 3, 0.4, 0.5)T et ρ(i)
k , ρ

(i)
ω0 , ρ

(i)
ζ et ρ(i)

ν représentent laième réalisation de variables

aléatoires uniformément distribuées dans les intervalles[−0.2, 0.2], [−0.2, 0.2], [−0.05, 0.05] et

[−0.05, 0.05] respectivement.

L’espace initial de recherche du vecteur des paramètres du modèle (3.3.1) est fixé à :
(

[k], [ζ ], [
1

ω0
], [ν]

)
=
(
[0.00, 20.00], [0.00, 10.00], [0.00, 10.00], [0.00, 2.00]

)
. (3.4.4)

L’espace initial de recherche du paramètre[ν] correspond au domaine de stabilité, défini par

le théorème deMatignon étendu(page 55). Le domaine initial de recherche de l’inverse de la

pulsation[ 1
ω0

] est fixé à[0, 10]. Le domaine de recherche du pseudo-facteur d’amortissement est

à l’intérieur du domaine de stabilité[− cos νπ
2

, +∞[ (voir page 63). Et enfin, le gaink est fixé

dans l’intervalle[0, 20]. La précisionη nécessaire à l’algorithme SIVIA est fixée pour chaque

paramètre à0.02.

Les réponses fréquentielles pour les modèles définis par (3.3.2) sur chaque fréquenceωn

sont données par :

G2(jωn, θi) =
ki

1 + 2ζi

(
jωn

ω0i

)νi

+
(

jωn

ω0i

)2νi
,





i = 1, . . . 20,

n = 1, . . . 36.
(3.4.5)

Ces réponses fréquentielle sont présentées sur les diagrammes deNyquistet deBodeselon

les trois représentations, sur les figures 3.20 , 3.21 et 3.22respectivement.
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FIG. 3.20 – Diagrammes deNyquistdes vingt modèles de deuxième espèce avec les rectangles

d’incertitude correspondant
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FIG. 3.21 – Diagrammes deBodedes vingt modèles de deuxième espèce avec les intervalles

d’incertitude correspondant
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FIG. 3.22 – Diagrammes deNyquistdes vingt modèles de deuxième espèce avec les intervalles

d’incertitude circulaire

3.4.1 Estimation ensembliste par la représentation rectangulaire

La réponse fréquentielle du modèle défini par (3.4.1) est donnée par :

G2(jωn, θ) =
k

1 + 2ζ
(

e(j π2 )ωn

ω0

)ν

+
(

e(j π2 )ωn

ω0

)2ν , (3.4.6)

G2(jωn, θ) =
k

1 + 2ζ
(
cos(ν π

2
) + j sin(ν π

2
)
) (

ωn

ω0

)ν

+ (cos(νπ) + j sin(νπ))
(

ωn

ω0

)2ν , (3.4.7)

G2(jωn, θ) =

k

(
1 + 2ζ cos(νπ

2
)
(

ωn

ω0

)ν

+
(

ωn

ω0

)2ν

cos(νπ) +
(

ωn

ω0

)ν

cos(νπ)

)

(
1 + 2ζ cos(νπ

2
)
(

ωn

ω0

)ν

+
(

ωn

ω0

)2ν

cos(νπ)

)2

+

(
2ζ sin(νπ

2
)
(

ωn

ω0

)ν

+
(

ωn

ω0

)2ν

sin(νπ)

)2
+

j
−k

(
2ζ sin(νπ

2
)
(

ωn

ω0

)ν

+
(

ωn

ω0

)2ν

sin(νπ)

)

(
1 + 2ζ cos(νπ

2
)
(

ωn

ω0

)ν

+
(

ωn

ω0

)2ν

cos(νπ)

)2

+

(
2ζ sin(νπ

2
)
(

ωn

ω0

)ν

+
(

ωn

ω0

)2ν

sin(νπ)

)2
. (3.4.8)

Comme pour le cas des fonctions de transfert de première espèce, deux CSP sont utilisés pour

l’estimation ensembliste par la représentation rectangulaire. Un CSP réel, basé sur l’arithmé-

tique des intervalles réels et la décomposition de la réponse fréquentielle complexe en deux
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parties : partie réelle et partie imaginaire (3.4.8). Un CSPcomplexe, basé sur l’arithmétique des

intervalles complexes et sur la réponse fréquentielle complexe sans décomposition (3.4.7).

3.4.1.1 CSP réel pour l’estimation des paramètres du modèlede deuxième espèce

L’encadrement extérieurS de l’ensemble de solutions du CSP réel est obtenu en utilisant

le solveur QUIMPER. Il peut être inclus dans l’hypercube :
(

[k], [ζ ], [
1

ω0
], [ν]

)
=
(
[2.73, 3.27], [0.11, 1.16], [0.14, 0.61], [0.43, 0.57]

)
, (3.4.9)

et projeté en 2D sur les figures 3.23(a) et 3.23(b).

(a) Projection sur le plan(b, k) de l’ensemble de so-

lutions obtenues

(b) Projection sur le plan(b, ν) de l’ensemble de so-

lutions obtenues

FIG. 3.23 – Projection en 2D de l’ensemble de solutions du CSP réel - représentation rectangu-

laire

La figure 3.24 montre que toutes les réponses fréquentiellesdes modèles évalués à partir

de l’approximation extérieureS sont consistantes avec les rectangles d’incertitude permettant

ainsi de valider le modèle ensembliste obtenu.

Une meilleure précision sur les paramètres aurait permis d’obtenir les réponses fréquen-

tielles plus précises des modèles évalués avecθ (voir p. 27).
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FIG. 3.24 – Diagramme deNyquistdes mesures incertaines (en rouge) et les réponses fréquen-

tielles des modèles évalués à partir de l’approximation extérieureS du CSP réel (en vert) -

représentation rectangulaire

3.4.1.2 CSP complexe pour l’estimation des paramètres du modèle de deuxième espèce

L’encadrement extérieurS de l’ensemble de solutions du CSP complexe est obtenu en

utilisant la boîte à outil C-XSC. Il peut être inclus dans l’hypercube :
(

[k], [ζ ], [
1

ω0

], [ν]

)
=
(
[2.77, 3.25], [0.09, 1.22], [0.12, 0.62], [0.42, 0.57]

)
, (3.4.10)

et projeté en 2D sur les figures 3.25(a) et 3.25(b).

La figure 3.26 montre que toutes les réponses fréquentiellesdes modèles évalués à partir

de l’approximation extérieureS sont consistantes avec les rectangles d’incertitude permettant

ainsi de valider le modèle ensembliste obtenu.

109



Chapitre 3 - Estimation des paramètres d’un modèle non entier par approches...

(a) Projection sur le plan(k, 1

ω0

) de l’ensemble de

solutions obtenu

(b) Projection sur le plan(ν, ζ) de l’ensemble de so-

lutions obtenu

FIG. 3.25 – Projection en 2D de l’ensemble de solutions du CSP complexe - représentation

rectangulaire
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FIG. 3.26 – Diagramme deNyquistdes mesures incertaines (en rouge) et les réponses fréquen-

tielles des modèles évalués à partir de l’approximation extérieureS du CSP complexe (en vert)

- représentation rectangulaire

3.4.1.3 Comparaison entre le CSP réel et le CSP complexe sur la représentation rectan-

gulaire

Le tableau 3.4 présente les intervalles d’inclusion pour l’ensemble des solutions estimé

pour chaque paramètre pour les deux CSP réel et complexe de lareprésentation rectangulaire.
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Paramètres [k] [ζ ] [ 1
ω0

] [ν]

CSP réel [2.73, 3.27] [0.11, 1.16] [0.14, 0.61] [0.43, 0.57]

CSP complexe [2.77, 3.25] [0.09, 1.22] [0.12, 0.62] [0.42, 0.57]

Inclusion rectangulaire finale[2.77, 3.25] [0.11, 1.16] [1.14, 0.61] [0.43, 0.57]

TAB. 3.4 – Comparaison du CSP réel et complexe de la représentation rectangulaire sur le

modèle de deuxième espèce

(a) Projection sur le plan(k, 1

ω0

) de l’ensemble de

solutions obtenus à partir du CSP réel (en bleu) et du

CSP complex (en rouge)

(b) Projection sur le plan(ν, ζ) de l’ensemble de so-

lutions obtenus à partir du CSP réel (en bleu) et le

CSP complex (en rouge)

FIG. 3.27 – Comparaison des ensembles de solutions obtenus par les deux CSP projetés en 2D

- représentation rectangulaire

Il est difficile d’en déduire à travers ces deux figures le CSP qui fournit l’ensemble de

solutions le moins pessimiste. La fusion des deux résultatspermet toutefois d’éliminer des

solutions qui ne sont pas consistantes avec l’une ou l’autredes deux CSP.
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3.4.2 Estimation ensembliste par la représentation polaire

La réponse fréquentielle du modèle défini par (3.3.1) est donnée par :

G2(jωn, θ) = |G2(jωn, θ)| expjϕ(ωn,θ), (3.4.11)

avec|G2(jωn, θ)| etϕ(ωn, θ) représentent le gain et la phase de la réponse fréquentielledonnés

respectivement par :

|G2(jωn, θ)| =
|k|√(

1 + cos(ν π
2
)
(

ωn

ω0

)ν (
2ζ +

(
ωn

ω0

)ν))2

+
(
sin(ν π

2
)
(

ωn

ω0

)ν (
2ζ +

(
ωn

ω0

)ν))2
, (3.4.12)

ϕ(ωn, θ) =






− arctan

(“

2ζ sin( νπ
2

)+
“

ωn
ω0

”ν
sin(νπ)

”

Den(ωn)

)
, si Den(ωn) > 0,

−π − arctan

(“

2ζ sin( νπ
2

)+
“

ωn
ω0

”ν
sin(νπ)

”

Den(ωn)

)
, si Den(ωn) < 0,

(3.4.13)

avec Den(ωn) =
((

ω0

ωn

)ν

+ 2ζ cos(νπ
2

) +
(

ωn

ω0

)ν

cos(νπ)
)

.

Deux CSP sont utilisés pour l’estimation ensembliste par lareprésentation polaire. Un

CSP réel, basé sur l’arithmétique des intervalles réels et la décomposition de la réponse fré-

quentielle complexe en deux parties, partie gain (3.3.13) et partie phase (3.4.13). Un CSP com-

plexe, basé sur l’arithmétique des intervalles complexes et la réponse fréquentielle entière sans

décomposition (3.4.11).

3.4.2.1 CSP réel pour l’estimation des paramètres du modèlede deuxième espèce

L’encadrement extérieurS de l’ensemble de solutions du CSP réel est obtenu en utilisant

le solveur QUIMPER. Il peut être inclus dans l’hypercube :

(
[k], [ζ ], [

1

ω0
], [ν]

)
=
(
[2.72, 3.27], [0.00, 1.60], [0.10, 0.70], [0.36, 0.62]

)
, (3.4.14)

et projeté en 2D sur les figures 3.28(a) et 3.28(b).

La figure 3.29 montre que toutes les réponses fréquentiellesdes modèles évalués à partir

de l’approximation extérieureS sont consistantes avec les intervalles d’incertitude permettant

ainsi de valider le modèle ensembliste obtenu.
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(a) Projection sur le plan(k, 1

ω0

) de l’ensemble de

solutions obtenu

(b) Projection sur le plan(ν, ζ) de l’ensemble de so-

lutions obtenu

FIG. 3.28 – Projection en 2D de l’ensemble de solutions du CSP réel - représentation polaire
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FIG. 3.29 – Diagramme deBodedes mesures incertaines (en rouge) et les réponses fréquen-

tielles des modèles évalués à partir de l’approximation extérieureS du CSP réel (en vert) -

représentation polaire

3.4.2.2 CSP complexe pour l’estimation des paramètres du modèle de deuxième espèce

L’encadrement extérieurS de l’ensemble de solutions du CSP complexe est obtenu en

utilisant la boîte à outils C-XSC. Il peut être inclus dans l’hypercube :
(

[k], [ζ ], [
1

ω0
], [ν]

)
=
(
[2.73, 3.26], [0.01, 2.22], [0.04, 0.81], [0.40, 0.70]

)
, (3.4.15)
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et projeté en 2D sur les figures 3.30(a) et 3.30(b).

(a) Projection sur le plan(k, 1

w0

) de l’ensemble de

solutions obtenu

(b) Projection sur le plan(n, ζ) de l’ensemble de

solutions obtenu

FIG. 3.30 – Projection en 2D de l’ensemble de solutions CSP complexe - représentation polaire

La figure 3.31 montre que toutes les réponses fréquentiellesdes modèles évalués à partir

de l’approximation extérieureS sont consistantes avec les intervalles d’incertitude permettant

ainsi de valider le modèle ensembliste obtenu.

3.4.2.3 Comparaison entre le CSP réel et le CSP complexe sur la représentation polaire

Le tableau 3.5 présente les intervalles d’inclusion pour l’ensemble des solutions estimé

pour chaque paramètre pour les deux CSP, réel et complexe, dela représentation polaire.

Paramètres [k] [ζ ] [ 1
ω0

] [ν]

CSP réel [2.72, 3.27] [0.00, 1.60] [0.10, 0.70] [0.36, 0.62]

CSP complexe [2.73, 3.26] [0.01, 2.22] [0.04, 0.81] [0.40, 0.70]

Inclusion polaire finale [2.73, 3.26] [0.01, 1.60] [0.10, 0.70] [0.40, 0.62]

TAB. 3.5 – Comparaison des CSP réel et complexe de la représentation polaire sur le modèle

du deuxième espèce

A partir des figures 3.32(a) et 3.32(b), l’ensemble de solutions obtenu en utilisant le CSP

complexe est plus pessimiste que l’ensemble de solutions obtenu en utilisant un CSP réel (fi-

gure 3.32(b)), même si sur quelques domaines le CSP complexepermet d’éliminer quelques

solutions de l’ensemble final.
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FIG. 3.31 – Diagramme deBodedes mesures incertaines (en rouge) et les réponses fréquen-

tielles des modèles évalués à partir de l’approximation extérieureS du CSP complexe (en vert)

- représentation polaire

(a) Projection sur le plan(k, 1

ω0

) de l’ensemble de

solutions obtenu à partir du CSP réel (en bleu) et du

CSP complex (en rouge)

(b) Projection sur le plan(ν, ζ) de l’ensemble de so-

lutions obtenu à partir du CSP réel (en bleu) et du

CSP complex (en rouge)

FIG. 3.32 – Comparaison des ensembles de solutions obtenus par les deux CSP projetés en 2D

- représentation polaire

3.4.3 Estimation ensembliste par la représentation circulaire

L’estimation ensembliste par la représentation circulaire est basée seulement sur le CSP

complexe.
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CSP complexe pour l’estimation des paramètres du modèle de deuxième espèce

L’encadrement extérieurS de l’ensemble de solutions du CSP complexe est obtenu en

utilisant la boîte à outil INTLAB. Il peut être inclus dans l’hypercube :
(

[k], [ζ ], [
1

ω0

], [ν]

)
=
(
[2.60, 3.60], [0.00, 1.79], [0.00, 0.52], [0.36, 0.66]

)
, (3.4.16)

et projeté en 2D sur les figures 3.33(a) et 3.33(b).

(a) Projection sur le plan(k, 1

w0

) de l’ensemble de

solutions obtenu

(b) Projection sur le plan(n, ζ) de l’ensemble de

solutions obtenu

FIG. 3.33 – Projection en 2D de l’ensemble de solutions du CSP complexe - représentation

circulaire

La figure 3.34 montre que toutes les réponses fréquentiellesdes modèles évalués à partir

de l’approximation extérieureS sont consistantes avec les cercles d’incertitude permettant ainsi

de valider le modèle ensembliste obtenu.

116



Chapitre 3 - Estimation des paramètres d’un modèle non entier par approches...

−0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

Partie réelle

P
ar

tie
im

ag
in

ai
re

FIG. 3.34 – Diagramme deNyquistdes mesures incertaines (en rouge) et les réponses fréquen-

tielles des modèles évalués à partir de l’approximation extérieureS du CSP complexe (en vert)

- représentation circulaire

3.4.4 Fusion de l’ensemble des solutions

Fusionner l’ensemble de solutions revient, comme précédemment, à faire une intersection

des ensembles de solutions issus des trois représentations. Par conséquent, chaque point ne

faisant pas partie de l’intersection des trois ensembles est éliminé de l’ensemble final.

Le tableau 3.6 présente les intervalles d’inclusion pour chaque paramètre pour les trois

représentations, ainsi que les intervalles d’inclusion finaux issus de l’opération de fusion.

Paramètres [k] [ζ ] [ 1
ω0

] [ν]

Inclusion rectangulaire [2.77, 3.25] [0.10, 1.16] [0.14, 0.60] [0.43, 0.57]

Inclusion polaire [2.73, 3.26] [0.01, 1.60] [0.10, 0.70] [0.40, 0.62]

Inclusion circulaire [2.60, 3.60] [0.00, 1.79] [0.00, 0.52] [0.36, 0.66]

Inclusion finale [2.77, 3.26] [0.10, 1.16] [0.14, 0.52] [0.43, 0.57]

TAB. 3.6 – Comparaison des intervalles d’inclusion des paramètres du modèle de deuxième

espèce obtenus avec les trois représentations
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(a) Projection sur le plan(k, 1

w0

) des ensembles de

solutions obtenus à partir des trois présentations : rec-

tangulaire (trait rouge), polaire (trait bleu) et circu-

laire (trait vert)

(b) Projection sur le plan(ν, ζ) des ensembles de so-

lutions obtenus à partir des trois présentations : rec-

tangulaire (trait rouge), représentation polaire (trait

bleu) et circulaire (trait vert)

FIG. 3.35 – Comparaison des ensembles de solutions obtenus par les trois représentations pro-

jetés en 2D - deuxième espèce

A travers les figures 3.19(a),3.19(b), 3.35(a) et 3.35(b), nous constatons que chaque fonc-

tion d’inclusion introduit un pessimisme différemment. Enfaisant l’intersection des ensembles

de solutions, un ensemble moins pessimiste est alors obtenu(la partie en gris).

3.5 Application à l’estimation ensembliste des paramètresd’un

système de diffusion thermique dans un barreau d’alumi-

nium

En diffusion thermique, plusieurs études ont montré que le modèle liant la densité de flux

de chaleur à travers un barreau métallique à la température mesurée est non entier, car il découle

de la résolution de l’équation de la chaleur (équation aux dérivées partielles) [?], [?], [?], [?],

[?]. Dans ce paragraphe, une application sur un banc d’essai thermique est présentée et un

modèle non entier est élaboré à partir d’une réponse fréquentielle. Cette réponse fréquentielle

est obtenue suite à une identification non paramétrique. Lesapproches ensemblistes sont ensuite

appliquées pour estimer un ensemble de modèles faisables aulieu d’un modèle unique.
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3.5.1 Description du banc d’essai

Le banc d’essai est constitué, comme le montre la figure 3.36,d’un barreau cylindrique en

aluminium de rayon 1cm et de longueur de 40cm, soumis à une résistance chauffante de 4.8Ω

à une extrémité et isolé thérmiquement par une mousse (figure3.37) permettant ainsi d’assurer

une diffusion unidirectionnelle du flux de chaleur.

FIG. 3.36 – Photographie d’un système thermique isolé équipé d’une résistance chauffante et

des sondes de mesures

0 5 10 20 l(mm)

Isolation thermique

FIG. 3.37 – Schéma du barreau en aluminium isolé (section - bleu), résistance chauffante

(rouge), isolation de la résistance (vert)

Le signal d’entrée est le flux de chaleurφ généré par la résistance chauffante et commandé

par ordinateur au travers d’un transistor "on-off" avec uneamplitude de tension contrôlée. Le

signal de sortie est la températureT (l, t) mesurée à une distancel = 5mm de l’extrémité

chauffée par une sonde platine et un amplificateur dont l’erreur de quantification est de0.125◦C.
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La conductivité et la diffusivité thermiques de l’aluminium sont données respectivement

parλ = 237Wm−1K−1 etα = 9975×10−8m2s−1, S étant la section du barreauS = 3.14cm2.

3.5.2 Identification du barreau thermique

L’objectif est de modéliser la temperature mesurée en fonction du flux de chaleur injecté

à partir de données expérimentales. Le signal d’entrée est représenté par une SBPA appliquée

autour d’un point d’équilibre correspondant à un flux de5kW.m−2.

Victor [?] a montré que le barreau n’est pas parfaitement isolé et que l’énergie injectée

compense les pertes thermiques. Par conséquent l’essai esteffectué après avoir atteint le régime

permanent obtenu en appliquant un échelon de flux de5kW.m−2. La température mesurée, à

une distancel = 5mm de l’extrémité chauffée du barreau, est tracée sur la figure 3.38.
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FIG. 3.38 – Réponse du barreau thermique pour un échelon de flux d’amplitude5kW.m−2

Après avoir atteint le régime permanent, une SBPA d’amplitude comprise entre 0 et

10kW.m−2 est appliquée en entrée. Les composantes continues sont retranchées des signaux

d’entrée et de sortie. Par conséquent, le signal d’entrée utilisé pour la modélisation est une

SBPA centrée autour de 0 et ayant une amplitude de±5kW.m−2. La SBPA appliquée et la tem-

pérature mesurée sont tracées sur la figure 3.39. Un retard dequatre échantillons correspondant

à 2s ayant été remarqué, les signaux d’entrées/sorties ont été recalés en conséquence.
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FIG. 3.39 – Signaux d’entrée/sortie du banc d’essai thermique

3.5.2.1 Identification non paramétrique de la réponse fréquentielle

Le calcul du rapport de l’estimée de la densité spectrale croisée sortie-entréêGyu sur

l’estimée de la densité spectrale de l’entréeĜuu permet d’obtenir la réponse fréquentielle [?] :

Ĝ(jω) =
Ĝyu(jω)

Ĝuu(jω)
. (3.5.1)

Le gain et la phase dêG(jω) sont tracés sur la figure 3.40.

3.5.2.2 Estimation paramétrique d’un modèle de type boîte noire

L’objectif est d’estimer les paramètres d’un modèle qui représente au mieux la réponse

fréquentielle du barreau thermique. Cette estimation est basée sur la minimisation d’un critère

quadratique fréquentiel pondéré entre l’erreur sur le gainet sur la phase :

J%(θ) = αJG + (1− α)Jφ, (3.5.2)

avec

JG%
=

∑N
n=1

(
|Ĝ(jωn)|dB− | ̂̂G(jωn)|dB

)2

∑N
n=1

(
|Ĝ(jωn)|dB

)2 × 100, (3.5.3)
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FIG. 3.40 – Gain et phase de la réponse fréquentielle du barreau thermique

et

Jφ% =

∑N
n=1

(
arg
(
Ĝ(jωn)

)
− arg(

̂̂
G(jωn))

)2

∑N
n=1

(
arg(Ĝ(jωn))

)2 × 100, (3.5.4)

oùN représente le nombre total des fréquences,Ĝ(jω) la réponse fréquentielle estimée (3.5.1)

et ̂̂G(jωn) la réponse fréquentielle du modèle paramétrique non entier. Enfin,α représente un

facteur de pondération choisi égale à0.5 pour donner le même poids au gain et à la phase

normalisés. Les paramètres sont estimés par la méthode dusimplex de la toolboxoptimization

de Matlab.

Au final, le modèle optimal obtenu correspond à :

G(s) =
k

1
p1
× s2ν + 1

p2
sν + 1

exp−2s, (3.5.5)

avec 




k = 0.8× 10−3,

p1 = 1× 10−3,

p2 = 7.7× 10−3,

ν = 0.73.

(3.5.6)
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Le critère d’erreur correspondant à ce modèle est deJ = 0.03%. La figure 3.41 repré-

sente les réponses fréquentielles du gain et de la phase du barreau thermique et du modèle

paramétrique estimé. On constate une bonne concordance entre les deux.
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FIG. 3.41 – Gain et phase de la réponse fréquentielle du barreau thermique (en bleu) et du

modèle paramétrique (en rouge)

3.5.2.3 Prise en compte des incertitudes

L’estimation de la réponse fréquentielle est généralemententachée d’erreurs dues au cal-

cul des densités spectrales, au bruit de mesure, aux non-linéarités du système, au type de fenêtre

utilisé, au degré de recouvrement des fenêtres, ... etc [?], [?]. L’estimation de l’écart-type sur le

gain,σ[|Ĝ|], est donnée par :

σ[|Ĝ|]
|Ĝ|

≈
(
1− γ2

uy

)1/2

|γuy|
√

2nd

, (3.5.7)

et l’estimation de l’écart-type sur la phase,σ[ϕ̂] avecϕ = arg(G), est donnée par :

σ[ϕ̂] ≈
(
1− γ2

uy

)1/2

|γuy|
√

2nd

, (3.5.8)

où γ2
uy, est lafonction de cohérence, qui caractérise la relation entrée-sortie. Elle est définie

pour chaque pulsationω par :

γ2
xy(ω) =

|Ĝuy(jω)|2
Ĝxx(jω)Ĝyy(jω)

, (3.5.9)
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oùĜyy(jω) représente l’estimation de la densité spectrale de puissance de la sortie. Pour chaque

pulsationω, la fonction de cohérence varie entre0 et 1 selon la dépendance de la sortie à

l’entrée :

0 ≤ γ2
xy(ω) ≤ 1 ∀ω. (3.5.10)

Si les signaux temporelsu(t) ety(t) sont totalement indépendantsγ2
xy(ω) tend vers zéro et s’ils

sont très dépendants,γ2
xy(ω) tend vers1.

L’objectif est donc d’estimer le gain et la phase ainsi que leurs intervalles de confiances

à±3 écarts-types permettant de garantir à99% que les réponses fréquentielles sont comprises

dans cet intervalle.

|Ĝ| − 3σ[|Ĝ|] ≤ |G| ≤ |Ĝ|+ 3σ[|Ĝ|], (3.5.11)

ϕ̂− 3σ[ϕ̂] ≤ |ϕ| ≤ ϕ̂ + 3σ[ϕ̂]. (3.5.12)

La prise en compte des intervalles de confiance (3.5.7) et (3.5.8), permet d’obtenir une borne

inférieure et une borne supérieure sur le gain et sur la phaseen chaque fréquenceω (figure

3.42).
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FIG. 3.42 – Gain et phase de la réponse fréquentielle du barreau thermique en bleu et intervalles

de confiance à3 écarts-types en rouge
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3.5.2.4 Estimation ensembliste

L’objective est maintenant de trouver l’ensemble de paramètres faisables pour le modèle

non entier décrit par (3.5.5). Le CSP à résoudre est donné par(3.2.7), et l’ensembleS de solu-

tions est donné par

S = {θ ∈ Θ | f(ωn, θ) ∈ [y(ωn)], ∀n ∈ {1, . . . , N}}. (3.5.13)

avecθ = [[k], [p1], [p2], [ν]] le vecteur de paramètres à estimer,f(ωn, θ) et [y(ωn)] ayant été

définies dans (3.2.13).

L’espace initial de recherche du vecteur des paramètres du modèle de deuxième espèce

est :

([k], [p1], [p2], [ν]) =
(
[0.00, 5.00], [0.00, 5.00], [0.00, 5.00], [0.00, 2.00]

)
. (3.5.14)

L’encadrement extérieurS de l’ensemble de solutions obtenu en utilisant le solveur QUIM-

PER, peut être inclus dans le cube :

([k], [p1], [p2], [ν]) =
(
[4.00, 12]×10−4, [4.5, 15]×10−4, [0.3, 2]×10−2, [0.62, 0.97]

)
, (3.5.15)

et projeté en 2D sur les figures 3.43(b) et 3.43(b). Les paramètres estimés (3.5.6) sont à l’inté-

rieur de l’ensemble de solutions obtenu (points en rouge).

(a) Projection sur le plan(k, ν) de l’ensemble de so-

lutions obtenu

(b) Projection sur le plan(p1, p2) de l’ensemble de

solutions obtenu

FIG. 3.43 – Projection en 2D de l’ensemble de solutions obtenu

La figure 3.44 montre que toutes les réponses fréquentiellesdes modèles évalués à partir

de l’approximation extérieureS sont consistantes avec les intervalles d’incertitude permettant

ainsi de valider le modèle ensembliste obtenu.
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FIG. 3.44 – Diagramme deBodedes mesures incertaines (en rouge) et les réponses fréquen-

tielles des modèles évalués à partir de l’approximation extérieureS (en vert)

3.6 Conclusion

Ce chapitre a été consacré à l’estimation ensembliste des paramètres d’un modèle non

entier à partir de données fréquentielles incertaines. Desexemples d’application des fonctions

de transfert élémentaires de première et de deuxième espèceont été présentés. La contribution

principale de ce chapitre a consisté à estimer tous les paramètres des fonctions de transfert non

entières, y compris les ordres de dérivation, utilisant lesreprésentations rectangulaire, polaire

et circulaire ainsi que des CSP réels et complexes. Il a été démontré que la fusion de l’ensemble

des résultats obtenus pour chaque représentation, conduità un ensemble de solutions plus petit.

Un système de diffusion thermique dans un barreau d’aluminium a été utilisé pour mettre

en application la méthode d’estimation paramétrique d’un modèle non entier. A cet effet, une

estimation non paramétrique a d’abord permis de convertir des données temporelles en données

fréquentielles ; puis d’estimer l’erreur due à la conversion temps-fréquence à3 écarts-types

permettant ainsi d’obtenir les bornes inférieures et supérieures sur les mesures du gain et de la

phase en chaque fréquence. Une estimation ensembliste a ensuite été appliquée en utilisant un

CSP réel et a permis d’obtenir l’ensemble des paramètres du modèle non entier sous la forme

d’intervalles.
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4.1 Introduction

Le nombre d’études concernant l’interaction homme-machine est en progression, notam-

ment dans le secteur de l’automobile [?], [?], [?], [?], [?], [?] et [?]. En effet, le développement

des lois de commande permettant de garantir la sécurité du conducteur et du véhicule ont ga-

gné de l’importance, d’où la nécessité de se focaliser de plus en plus sur le comportement du

conducteur. Parmi les limites observées dans ce cadre, les retards liés à la perception de l’in-

formation, à son traitement et à sa transmission occupent une place importante. Par ailleurs, la

capacité de l’être humain à pré-visualiser une scène aide à réduire le temps de réponse (le canal

visuel représente90% des informations reçues par le conducteur [?]). Cependant, dans le cas où

la prévisualisation n’est pas possible comme lors d’une rafale de vent, d’autre sens interviennent

à la place de la vision. Des études en simulateur ont montré que l’être humain est sensible aux

mouvements de son corps à travers l’accélération, la vitesse et le déplacement. De plus, les in-

formations tactiles sont surtout ressenties à travers le volant [?], [?], les pédales de frein et d’ac-

célérateur, le siège, le levier de vitesse . . .etc. Le retourd’effort volant est particulièrement utile

pour le conducteur pour détecter les changements d’adhérence pneu/route et avoir un ressenti

global de son véhicule. Enfin, l’audition est plus utilisée lorsqu’il y a une somme importante

d’informations à traiter. Dans certaines études, le temps de réponse auditif est aussi faible que le

temps de réponse du canal visuel. C’est dans ce contexte que s’inscrivent les travaux présentés

dans ce chapitre. Plus précisément, ils concernent la modélisation de la dynamique de la boucle

du conducteur [?], [?], l’objectif étant de disposer à terme d’une bibliothèque de modèles uti-

lisable dans le cadre du Contrôle Global du Châssis (CGC) et éventuellement de détecter des

comportements anormaux de conducteurs.

Après une présentation du banc d’essai expérimental au paragraphe 4.2, deux démarches

méthodologiques sont développées dans ce chapitre. La première, présentée au paragraphe 4.3,

s’inspire des travaux d’une équipe de l’Université Technologique de Delft aux Pays-Bas [?],

[?], [?], composée d’automaticiens, de neurologues et de biomécaniciens. Cette démarche est

basée sur une modélisation de type boîte blanche de la dynamique du conducteur en rejet de

perturbation, où le conducteur soumis à des perturbations de type rafale de vent tente de les

annuler. L’introduction de la dérivée non entière, pour la modélisation de phénomène visco-

élastique, permet d’améliorer le critère d’estimation. Deplus, les études sur un, voire plusieurs,

individu(s) montrent que les réactions (ou réponses) recueillies ne sont jamais identiques. Elles

varient, non seulement d’un conducteur à l’autre, mais aussi d’une expérience à l’autre pour le

même conducteur. Il est alors préférable de rechercher un ensemble de modèles faisables d’un,

voire plusieurs, conducteur(s) plutôt qu’un modèle unique. Une approche ensembliste est alors
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adoptée au paragraphe 4.4. Dans la mesure où une modélisation de type boîte blanche introduit

un grand nombre de paramètres, la seconde démarche méthodologique présentée au paragraphe

4.5 est basée sur une modélisation de type boîte noire de la dynamique du conducteur en suivi de

trajectoire où le conducteur minimise l’écart entre une trajectoire de consigne, projetée à l’écran,

et l’angle au volant. Cette modélisation permet de diminuersignificativement le nombre de

paramètres et d’appliquer plus facilement les algorithmesd’estimation ensemblistes développés

au chapitre 3.

4.2 Présentation du dispositif expérimental

4.2.1 Fauteuil instrumenté

Le dispositif expérimental est un fauteuil instrumenté constitué de cinq parties (figure

4.1) :

– un siège de voiture monté sur un châssis support,

– un bloc volant avec, notamment, un servomoteurbrushlesspour le retour d’effort actif ;

– un bloc pédale de frein avec, là aussi, un servomoteurbrushlesspour le retour d’effort

actif ;

– une partie informatique pour la gestion de l’ensemble ;

– une partie visualisation.

Chaque servomoteur dispose d’un variateur électronique comportant différentes boucles lo-

cales de régulation toutes paramétrables. La partie visualisation est gérée par un PC, appelé

PC HOST. Elle est composée d’un écran et d’un vidéoprojecteur. Les informations délivrées

par les capteurs de position arrivent en temps réel sur un PC,appelé PC TARGET, qui les trans-

met par réseau au PC HOST avec une rapidité suffisante pour ne pas percevoir de décalage entre

la visualisation et la position réelle. Ce dispositif permet donc de reproduire (figure 4.2) :

– le retour visuel grâce à la présence d’un écran sur lequel apparaissent en superposition

les positions de référence du volant et/ou de la pédale et lespositions mesurées qui

résultent de l’action du conducteur sur le volant et/ou la pédale ;

– le retour proprioceptif grâce à la présence de Lois de Retours d’Effort (LRE) au volant

et à la pédale. L’affichage de la consigne peut se faire avec ousans prévisualisation du

futur.
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FIG. 4.1 – Vues d’ensemble du fauteuil instrumenté

FIG. 4.2 – Illustration du potentiel du fauteuil instrumenté
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4.2.2 Fonctionnement

Le schéma fonctionnel de la figure 4.3 résume le fonctionnement du dispositif expérimen-

tal.

FIG. 4.3 – Schéma fonctionnel du fauteuil instrumenté

Ainsi, le conducteur cherche à minimiser l’écart entre la position de référence et la po-

sition mesurée en appliquant un effort (un couple sur le volant ou une force sur la pédale). A

cet effort conducteur s’oppose un effort développé par un moteur électrique. Deux catégories

d’essais existent, à savoir :

– rejet de perturbation, et

– suivi de trajectoire.

Dans le premier cas, la position de référence est fixe (angle volant nul par exemple qui se

traduit par une ligne droite sur l’écran) et le moteur génèreun couple image d’une perturbation

exogène qui se superpose à une loi de retour d’effort. Dans lesecond cas, la position de référence

varie dans le temps (consigne harmonique, indicielle, rectangulaire,etc). Dans les deux cas, la

nature du signal de couple est telle que l’hypothèse de petites variations est vérifiée. C’est la

raison pour laquelle l’utilisation de modèles biomécanique et neurophysiologique linéaires a été

validée par de nombreux travaux sur le sujet [?], [?], [?].
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La figure 4.4 présente le schéma fonctionnel du dispositif vude la partie commande,

celle-ci comportant deux parties. La première concerne la commande en couplecu(t), le résultat

de la superposition du couple de perturbationc0(t) et du couplecLRE(t) issu de la LRE, elle

même fonction de la position mesuréeθv(t) du volant. Les boucles locales de régulation du

servomoteurbrushlesssont traitées par le variateur électronique (bloc Commandeen couple

figure 4.4). La seconde partie concerne la génération des trajectoires de référence volantθvref (t)

projetée sur écran.

Généra t ion  
 couple de 
  ré fé rence

Commande
  en couple

  Générat ion  
 t ra jec to i re  de
ré fé rence  vo lan t

LRE

    Part ie  
mécan ique  
 du  mo teu r

Conducteur

PARTIE COMMANDE

cref(t) c0(t) cu(t) θv(t)

cm/v(t)
cLRE(t)

θvref (t)

++

−

−

FIG. 4.4 – Schéma fonctionnel du dispositif vu de la partie commande

4.3 Modélisation boîte blanche de la dynamique du conduc-

teur en cas de rejet de perturbation - approche classique

Deux mécanismes apparaissent [?] pour rejeter la perturbation et maintenir la position de

référence :

– le premier est dû aux caractéristiques intrinsèques des bras telles que la masse, l’amorti-

ssement et la raideur. L’amortissement et la raideur dépendent des propriétés bioméca-

niques des tissus et des muscles ;

– le second est lié aux réflexes transmis par les tendons et lesligaments dans le cadre du

retour proprioceptif et du retour visuel.

La figure 4.5 présente le schéma fonctionnel du bloc conducteur de la figure 4.4. Ce schéma,

inspiré des travaux de [?], permet de formaliser les différentes relations de causalité qui in-

terviennent au cours de ces deux mécanismes. Ainsi, afin de bien les identifier, un protocole

expérimental comportant trois étapes est élaboré :

133



Chapitre 4 – Modélisation entière et non entière de la dynamique du conducteur par...

     Retour
propr iocept i f

   Retour
    passif

   Retour
   v isuel 

   Liaison 
ma ins /vo lan t

 Conducteur

θv(t)

θv(t)ωv(t)

ωv(t)

cr3(t) cr1(t)

cr2(t)

θ1(t)

cm/v(t)

cm/v(t)

θvref (t)

θvref (t)

+

+

+

+
−−−∫ t

0
dτ

FIG. 4.5 – Schéma fonctionnel du bloc conducteur

– identification du retour passif et de la liaison mains/volant : lors de cette première

étape, il est demandé à la personne testée de serrer les doigts pour maintenir une bonne

liaison mains/volant tout en ayant les bras décontractés afin de ne pas réagir à la per-

turbation ;

– identification du retour proprioceptif : pendant cette deuxième étape, il est demandé

à la personne testée de réagir uniquement à la perception du mouvement du volant

en développant un couple qui s’oppose à la perturbation, et ce afin de minimiser le

déplacement du volant. Le retour visuel n’intervient pas (les yeux sont fermés) ;

– identification du retour visuel : au cours de cette dernière étape, la personne testée

cherche à annuler l’écart entre la position de référence et la position mesurée du volant

en regardant l’écran placé devant elle, où ces deux grandeurs sont visualisées par deux

curseurs.

4.3.1 Modèle biomécanique entier du conducteur

L’ensemble bras-volant-moteur est modélisé par un modèle à2 degrés de liberté (2 ddl),

présenté sur la figure 4.6 et utilisé dans la suite de ce chapitre. Le modèle est issu des travaux

de [?]. Trois parties apparaissent distinctement. La partie électromécanique oùJeq (élémentI)

représente l’inertie équivalente de l’ensemble volant + moteur,beq (élémentR) le coefficient de
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frottement visqueux équivalent résultant des frottementsau niveau du moteur.um(t) désigne la

tension de commande du moteur eti(t) le courant dans l’induit. La partie liaison mains/volant

est supposée viscoélastique de coefficient de frottement visqueuxb0 et de raideurk0 conformé-

ment à [?]. En fait, il est difficile, lors de l’étape d’identificationde la partie passive des bras,

de maintenir à la fois une décontraction des bras et une liaison mains/volant parfaite par ser-

rage des doigts qui se traduit alors par une contraction de l’avant-bras. Il existe donc un faible

mouvement relatif des mains par rapport au volant. Enfin, la partie biomécanique où

– Jbras représente l’inertie équivalente des bras (élémentI) par rapport à l’axe de rotation

du volant ;

– bbras le coefficient de frottement visqueux équivalent (élémentR) des bras toujours par

rapport à l’axe de rotation ;

– kbras la raideur équivalente (élémentC) des bras.

ω1(t) représente la vitesse angulaire de l’inertieJbras. Ces trois élémentsI, R et C modélisent

la partie passive des bras. La partie active est modélisée, quant à elle, par une source d’effort

Se matérialisée par un actionneur virtuel développant un couple résultant à la fois du retour

proprioceptif et du retour visuel.

Servomoteu r Mains-vo lan t Bras

Liaison

um(t)

i(t)

R : beq

ωv(t) = θ̇v(t)

c : k0

ω1(t) = θ̇1(t)

c : kbras

Se

R : bbrasI : Jbras

R : b0

I : Jeq

FIG. 4.6 – Modèle à 2 ddl de l’ensemble bras-volant-moteur, l’interface mains-volant étant

modélisée par une liaison viscoélastique

4.3.1.1 Retour passif et liaison main volant

La figure 4.7 représente le schéma fonctionnel respectant les causalités intégrales de la

partie biomécanique (retour passif de la figure 4.5).
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Retour passif

cr1(t)

1
Jbras

ω̇1 ∫ t

0
dτ

∫ t

0
dτ +

+

+

ω1(t)

ω1(t)

θ1(0)

θ1(t)

θ1(t)

kbras

bbras

−

FIG. 4.7 – Schéma fonctionnel respectant les causalités intégrales de la partie retour passif de

la figure 4.5

Sous l’hypothèse de conditions initiales nulles (CI = 0), le transfertG0(s) entre la posi-

tion θ1(t) et le couplecr1(t) est donné par :

G0(s) =
θ1(s)

cr1(s)
=

1

Jbrass2 + bbrass + kbras

. (4.3.1)

On retrouve donc l’inertie des bras,Jbras, ramenée à l’axe de rotation du volant, le coefficient

de frottement visqueux,bbras, et la raideur équivalente,kbras, illustrés sur la figure 4.6.

La figure 4.8 représente le schéma fonctionnel respectant les causalités intégrales de la

liaison mains/volant de la figure 4.5. Sous l’hypothèse de conditions initiales nulles (CI = 0),

le transfertG1(s) entre le couplecm/v(t) et la différence de positionθv(t)−θ1(t) est donné par :

G1(s) =
cm/v(s)

θv(s)− θ1(s)
= b0s + k0. (4.3.2)

On retrouve là aussi le coefficient de frottement visqueuxb0 et de raideurk0 conformément à

[?] et à la figure 4.6.

Enfin, la figure 4.9 présente le schéma fonctionnel du conducteur correspondant à la pre-

mière étape du protocole expérimental.

Compte tenu du schéma de la figure 4.9 et des transfertsG0(s) et G1(s), le transfert
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   Liaison 
Mains/volant

ωv(t)− ω1(t)

θv(t)− θ1(t)

θv(t)− θ1(t)

b0

++

cm/v(t)

cm/v(t)

k0

CI

∫ t

0
dτ

FIG. 4.8 – Schéma fonctionnel respectant les causalités intégrales de la liaison mains/volant de

la figure 4.5

   Retour  
    passif

    Liaison 
Ma ins /vo lan t

θv(t)

cr1(t) θ1(t) cm/v(t)

+−

FIG. 4.9 – Schéma fonctionnel du conducteur correspondant à la première étape du protocole

expérimental

biomécanique passif

GE(s) =
cm/v(s)

θv(s)
, (4.3.3)

est de la forme :

GE(s) =
G0(s)

1 + G0(s)G1(s)
, (4.3.4)

soit en remplaçantG0(s) etG1(s) par leur expression respective :

GE(s) =
(b0s + k0) (Jbrass

2 + bbrass + kbras)

Jbrass2 + (bbras + b0)s + (kbras + k0)
. (4.3.5)
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4.3.1.2 Retour proprioceptif

Le transfertG2(s) entre le couplecr2(t) en sortie du retour proprioceptif et la position

θ1(t) est donné par :

G2(s) =
cr2(s)

θ1(s)
= exp−Tds

(
kvs + kp

1 + τas

)
. (4.3.6)

Ce modèle proposé dans [?] représente la partie neurophysiologique, il est composé de

deux parties, la première correspondant à la dynamique réflexive, Gr(s), et la deuxième à la

dynamique d’activation des muscles,Gact(s) :

G2 = Gr(s) ·Gact(s). (4.3.7)

La dynamique réflexive est modélisée par un gain en vitessekv et en positionkp liés aux ré-

flexes et un retardTd qui représente le temps nécessaire pour la transmission et le traitement de

l’information depuis le ressenti jusqu’à la réaction [?] :

Gr(s) = (kvs + kp) exp−Tds . (4.3.8)

La dynamique d’activation des muscles est modélisée, quantà elle, par un transfert de premier

ordre avec une constante de tempsτa :

Gact(s) =
1

1 + τas
. (4.3.9)

La figure 4.10 présente le schéma fonctionnel du conducteur correspondant à la deuxième

étape du protocole expérimental. Compte tenu de ce schéma etdes transfertsG0(s), G1(s) et

    Retour
propr iocept i f

    Retour
     passif

    Liaison
mains /vo lan t

θv(t)

cr1(t)

cr2(t)

θ1(t) cm/v(t)

+

+

−−

FIG. 4.10 – Schéma fonctionnel du conducteur correspondant à ladeuxième étape du protocole

expérimental
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G2(s), le transfert biomécanique actif (en l’absence du retour visuel),

G′
E(s) =

Cm/v(s)

θv(s)
, (4.3.10)

devient :

G′
E(s) =

G0(s)

1 + G0(s)G1(s)
1+G1(s)G2(s)

, (4.3.11)

soit :

G′
E(s) =

(b2s + k2)
(
(Jbrass

2 + bbrass + kbras) (1 + τas) + (kvs + kp) exp−Tds
)

(Jbrass2 + bbrass + kbras) (1 + τas) + (b2s + k2) (1 + τas) + (kvs + kp) exp−Tds
.

(4.3.12)

4.3.1.3 Retour visuel

Le transfertG3(s) entre le couplecr3(t) en sortie du retour visuel et la différence de

positionθvref (t)− θv(t) est donné par :

G3(s) =
cr3(s)

θvref (s)− θv(s)
, (4.3.13)

La figure 4.11 présente le schéma fonctionnel du conducteur correspondant à la troisième étape

du protocole expérimental.

     Retour
propr iocept i f

   Retour
    passif

   Retour
   v isuel 

   Liaison 
ma ins /vo lan t

ωv(t) θv(t)

θv(t)

cr3(t) cr1(t)

cr2(t)

θ1(t) cm/v(t)

θvref (t)

+

+

+

+

−−−∫ t

0
dτ

FIG. 4.11 – Schéma fonctionnel du conducteur correspondant à latroisième étape du protocole

expérimental

Compte tenu de ce schéma (figure 4.11) et des transfertsG0(s), G1(s), G2(s) etG3(s), le

transfert biomécanique actif (en présence du retour visuel) est à présent de la forme :

G′′
E(s) =

cm/v(s)

θv(s)
, (4.3.14)
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G′′
E =

G3(s)G0(s)

1 + G0(s)G1(s)
1+G1(s)G2(s)

, (4.3.15)

soit :

G′′
E(s) =

G3(s) (b2s + k2)
(
(Jbrass

2 + bbrass + kbras) (1 + τas) + (kvs + kp) exp−Tds
)

(Jbrass2 + bbrass + kbras) (1 + τas) + (b2s + k2) (1 + τas) + (kvs + kp) exp−Tds
.

(4.3.16)

4.3.2 Modèle biomécanique non entier du conducteur

La dérivation non entière [?] est introduite dans les différents modèles présentés au pa-

ragraphe précédent au niveau des phénomènes dissipatifs. En effet, l’expertise acquise par

l’équipe CRONE dans le domaine des Systèmes à Dérivées Non Entières (SDNE) permet d’af-

firmer que c’est au niveau des phénomènes dissipatifs que l’introduction de la dérivation non

entière est la plus pertinente [?]. Ainsi, toutes les dérivées d’ordre1 des déplacements angulaires

sont remplacées par des dérivées d’ordre non entierν etµ compris strictement entre 0 (phéno-

mène purement élastique) et1 (phénomène purement dissipatif). Le transfert viscoélastique de

la liaison mains/volant devient alors :

G0ν
(s) =

cm/v(s)

θv(s)− θ1(s)
= bνs

ν + k0, (4.3.17)

et celui du retour passif :

G1ν
(s) =

θ1(s)

cr1(s)
=

1

Jbrass2 + bνsν + kbras
, (4.3.18)

L’expression du transfert biomécanique passif non entier est alors donnée par :

GNE(s) =
(bνs

ν + k0) (Jbrass
2 + bµsµ + kbras)

Jbrass2 + bνsν + bµsµ + (kbras + k0)
, (4.3.19)

celle du transfert biomécanique proprioceptif (actif en l’absence du retour visuel) par :

G′
NE(s) =

(bνs
ν + k2)

(
(Jbrass

2 + bµsµ + kbras) (1 + τas) + (kvs + kp) exp−Tds
)

(Jbrass2 + bµsµ + kbras) (1 + τas) + (bνsν + k2) (1 + τas) + (kvs + kp) exp−Tds
,

(4.3.20)

et enfin celle du transfert biomécanique actif en présence duretour visuel par :

G′′
NE(s) =

G3(s) (bνs
ν + k2)

(
(Jbrass

2 + bµs
µ + kbras) (1 + τas) + (kvs + kp) exp−Tds

)

(Jbrass2 + bµsµ + kbras) (1 + τas) + (bνsν + k2) (1 + τas) + (kvs + kp) exp−Tds
.

(4.3.21)
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4.3.3 Identification non paramétrique de la réponse fréquentielle

Les trois protocoles expérimentaux définis précédemment (p. 134) à savoir, le retour pas-

sif et la liaison mains/volants, le retour proprioceptif, et le retour visuel sont traités dans ce para-

graphe. Les figures 4.12(a), 4.12(c) et 4.12(e) présentent la Séquence Binaire Pseudo Aléatoire

(SBPA), utilisée en tant que perturbation au niveau du couple c0(t) développé par le servomo-

teurbrushless, ainsi que les mesures de l’angle volantθv(t) et du couple conducteurcm/v(t) en

réponse à cette perturbation de couple. Les réponses fréquentielles du gain et de la phase du

conducteur pour chaque protocole expérimental, obtenues en utilisant la méthode d’identifica-

tion non paramétrique décrite au paragraphe paragraphe 3.5, sont tracées sur les figures 4.12(b),

4.12(d), 4.12(f).
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FIG. 4.12 –Réponses temporelles et fréquentielles obtenues suivant les étapes du protocole expérimen-

tal

En comparant les réponses fréquentielles présentées en 4.12(d) et 4.12(f) du retour pro-

prioceptif et du retour visuel, il apparaît que la différence réside uniquement dans le gain sta-

tique qui est, en effet, plus important avec le retour visuel. Compte tenu du schéma fonctionnel

de la figure 4.11, le retour visuel peut être représenté par ungain statiquek3.

4.3.4 Estimation paramétrique des modèles biomécaniques

Dans cette partie, l’estimation des paramètres des modèlesbiomécaniques entier et non

entier est présentée, pour le retour passif (4.3.5) et (4.3.19), le retour proprioceptif (4.3.12) et

(4.3.20), et enfin le retour visuel (4.3.16) et (4.4.2.2). Cette estimation se base sur la minimisa-

tion du critère quadratique fréquentiel pondéré entre l’erreur sur le gain et sur la phase :

J%(θ) = αJG + (1− α)Jφ, (4.3.22)

avec

JG%
=

∑N
n=1

(
|Ĝ(jωn)|dB− | ̂̂G(jωn)|dB

)2

∑N
n=1

(
|Ĝ(jωn)|dB

)2 × 100, (4.3.23)

et

Jφ% =

∑N
n=1

(
arg
(
Ĝ(jωn)

)
− arg(

̂̂
G(jωn))

)2

∑N
n=1

(
arg(Ĝ(jωn))

)2 × 100, (4.3.24)
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où N représente le nombre total des fréquences, etĜ(jω) la réponse fréquentielle estimée

(3.5.1),̂̂G(jωn) la réponse fréquentielle du modèle paramétrique entier ou non entier. Le facteur

de pondérationα est choisi égale à0.5.

Les tableaux 4.1, 4.2 et 4.3 présentent les résultats de l’estimation paramétrique des mo-

dèles entier et non entier pour le retour passif, proprioceptif et visuel. Les paramètres estimés

pour le retour passif sont fixés lors de l’estimation des paramètres du retour proprioceptif et du

retour visuel.

Retour passif

Entier Non Entier

Critère JE(%) = 0.112 JNE(%) = 0.068

Paramètres biomécaniques

Jbras = 0.15 kgm2 Jbras = 0.18 kgm2

bbras = 0.70 Nms/rad bµ = 1.02 Nms/rad

kbras = 5.84 Nm/rad kbras = 5.84 Nm/rad

µ = 0.80

Paramètres liaison mains/volant

k2 = 234.61 Nm/rad k2 = 107.22 Nm/rad

b2 = 3.87 Nms/rad bν = 23.95 Nms/rad

ν = 0.60

TAB. 4.1 – Résultat de l’estimation paramétrique avecα = 0.5 - retour passif

En comparant les résultats correspondant aux modèles entier et non entier du retour passif,

proprioceptif et visuel, il apparaît que l’introduction dela dérivation non entière au niveau des

phénomènes dissipatifs permet de diminuer la valeur du critère d’un facteur de

– (JE/JNE = 1.64) pour le retour passif,

– (JE/JNE = 1.20) pour le retour proprioceptif,

– (JE/JNE = 1.70) pour le retour visuel.

La figure 4.13 présente les réponses fréquentielles

– des modèles paramétriques entier (figure 4.13(a)) et non entier (4.13(b)) pour le retour

passif,

– des modèles paramétriques entier (4.13(c)) et non entier (4.13(d)) pour le retour pro-

prioceptif,

– des modèle paramétrique entier (4.13(e)) et non entier (4.13(f)) pour le retour visuel.
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FIG. 4.13 – Modèles entiers et non entiers estimés pour les troisparties du protocole expéri-
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Retour proprioceptif

Entier Non Entier

Critère JE(%) = 0.50 JNE(%) = 0.42

Paramètres biomécaniques

Jbras = 0.15 kgm2 Jbras = 0.18 kgm2

bbras = 0.70 Nms/rad bµ = 1.02 Nms/rad

kbras = 5.84 Nm/rad kbras = 5.84 Nm/rad

µ = 0.80

Paramètres liaison

mains/volant

k2 = 234.61 Nm/rad k2 = 107.22 Nm/rad

b2 = 3.87 Nms/rad bν = 23.95 Nms/rad

ν = 0.60

Paramètres du retour

proprioceptif

kp = 23.47 Nm/rad kp = 25.14 Nm/rad

kv = 1.56 Nm/rad kv = 1.86 Nm/rad

Td = 0.033 s Td = 0.027 s

τa = 0.005 s τa = 0.0093 s

TAB. 4.2 – Résultat de l’estimation paramétrique avecα = 0.5 - retour proprioceptif

Retour visuel

Entier Non Entier

Critère JE(%) = 0.094 JNE(%) = 0.055

Paramètres biomécaniques

Jbras = 0.15 kgm2 Jbras = 0.18 kgm2

bbras = 0.70 Nms/rad bµ = 1.02 Nms/rad

kbras = 5.84 Nm/rad kbras = 5.84 Nm/rad

µ = 0.80

Paramètres liaison

mains/volant

k2 = 234.61 Nm/rad k2 = 107.22 Nm/rad

b2 = 3.87 Nms/rad bν = 23.95 Nms/rad

ν = 0.60

Paramètres du retour

proprioceptif

kp = 39.73 Nm/rad kp = 38.79 Nm/rad

kv = 1.78 Nm/rad kv = 2.67 Nm/rad

Td = 6.3e− 3 s Td = 6.4e− 3 s

τa = 0.020 s τa = 0.029 s

Paramètres du retour visuel K3 = 0.49 Nm/rad K3 = 1.41 Nm/rad

TAB. 4.3 – Résultat de l’estimation paramétrique avecα = 0.5 - retour visuel
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4.4 Modélisation boîte blanche de la dynamique du conduc-

teur en cas de rejet de perturbation - approche ensem-

bliste

Les études du suivi de trajectoire sur un, voir plusieurs, individu(s) montrent que les ré-

actions (ou réponses) recueillies ne sont jamais identiques. Elles varient non seulement d’un

conducteur à l’autre mais aussi d’une expérience à l’autre pour le même conducteur. Il est alors

préférable de rechercher un ensemble de modèles faisable d’un, voire plusieurs, conducteur(s)

plutôt qu’un modèle unique. Le retour passif du conducteur ainsi que la liaison mains/volant

ont été déterminés en se basant sur des modèles comportementaux proposés dans la littérature.

Ces modèles, ne nécessitant pas de réaction du conducteur, présentent une faible dispersion (fi-

gure 4.14(a)). Lors de la modélisation du retour proprioceptif et du retour visuel, le conducteur

présente des variations réactionnelles significatives d’une expérience à l’autre (figure 4.14(b),

4.14(c)), il est donc préférable d’estimer un ensemble faisable de modèles pour le retour pro-

prioceptif et le retour visuel au lieu d’un modèle unique.

A travers plusieurs expérimentations (au totalI = 10) effectuées sur le fauteuil instru-

menté, plusieurs réponses fréquentielles sont obtenues. La prise en compte des incertitudes sur

le gain et sur le phase dues à la méthode d’identification non paramétrique permet d’obtenir une

borne inférieure et une borne supérieure en chaque fréquence ωn pour chacune des réponses

fréquentielles.

Dans le contexte du retour proprioceptif et du retour visuel, l’estimation du gain et de

la phase à partir d’un seul jeu de données temporelles est faite avec un intervalle de confiance

correspondant à3 écarts-types :

|Ĝ| − 3σ[|Ĝ|] ≤ |G| ≤ |Ĝ|+ 3σ[|Ĝ|], (4.4.1)

ϕ̂− 3σ[ϕ̂] ≤ |ϕ| ≤ ϕ̂ + 3σ[ϕ̂]. (4.4.2)

Les réponses fréquentielles sont ensuite fusionnées, les bornes inférieure sur le gainGn, supé-

rieure sur le gainGn, inférieure sur la phaseϕn, supérieure sur la phaseϕn, de la réponse en

chaque fréquenceωn, sont obtenues en faisant l’union de toutes les bornes à±3 écarts-types de

chaque expérience. Ainsi les réponses fréquentielles du gain et de la phase représentent les me-

sures incertaines à utiliser dans l’approche ensembliste pour le retour proprioceptif et le retour

visuel.

Pour le retour proprioceptif, le modèle biomécanique retenu est de type (4.3.20), les pa-

ramètres du retour passif(bν , k2, bµ, Jbras, kbras, ν, µ) ayant déjà été estimés, seul le vecteur de
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FIG. 4.14 – Réponses temporelles recueillies à partir deI expérimentations pour un retour

passif, proprioceptif et visuel

paramètres,

θ = ([kv], [kp], [Td], [τa])
T , (4.4.3)

de la partie réflexive du conducteur est estimé sous la forme d’un vecteur d’intervalles. De même

pour le retour visuel, le modèle biomécanique retenu est de type (4.4.2.2). Les paramètres du

retour passif(bν , k2, bµ, Jbras, kbras, ν, µ) ainsi que le gain statiquek3 du retour visuel ayant

déjà été estimés, seul le vecteur de paramètresθ est estimé sous la forme d’un vecteur d’inter-

valles. Les dispersions importantes observées sur les réponses temporelles et fréquentielles du

retour proprioceptif et du retour visuel sont dues principalement aux variations réactionnelles

du conducteur modélisées par les paramètres(kv, kp, Td, τa) dans (4.3.7), (4.3.8) et (4.3.9).
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4.4.1 Formulation du problème d’estimation ensembliste

L’objectif est donc de trouver l’ensemble de paramètresθ de (4.4.3) faisables pour le

modèle non entier décrit par (4.3.20) et (4.4.2.2), le restedes paramètres étant estimé précé-

demment. Le vecteur de paramètresθ est jugé faisable si le modèle évalué avecθ est consistant

avec les mesures et les intervalles d’incertitudes de ces mesures. Le problème d’estimation en-

sembliste est donc formulé comme un problème de satisfaction de contraintes (CSP) :

CSP :





Gn ≤ |G(jωn, θ)| ≤ Gn,

ϕn ≤ ϕ(ωn, θ) ≤ ϕn, ωn(n = 1, . . . , N),
(4.4.4)

où |G(jωn, θ)| et ϕ(ωn, θ) représentent le gain en dB et la phase en degré du modèle (4.3.20)

ou (4.4.2.2), calculés pour le vecteur de paramètresθ.

4.4.2 Résolution du problème d’estimation ensembliste

L’ensembleS des solutions est donné par :

S = {θ ∈ Θ | f(ωn, θ) ∈ [y(ωn)], ∀n ∈ {1, . . . , N}}, (4.4.5)

avec 




f(ωn, θ) =



 |G(jωn, θ)|
ϕ(ωn, θ)





[y(ωn)] =



 [ Gn, Gn ]

[ϕn, ϕn]



 .

(4.4.6)

Cet ensemble peut être réécrit sous la forme suivante :

S = f−1([y]) ∩Θ. (4.4.7)

La caractérisation de l’ensembleS défini par (4.4.7) est un problème d’inversion ensembliste,

qui peut être résolu d’une manière garantie en utilisant le solveur QUIMPER.

4.4.2.1 Retour proprioceptif : résultats

Le gain et la phase de la réponse fréquentielle sont tracés sur le diagramme deBodede la

figure 4.15 avec un intervalle de confiance à3 écarts-types (4.4.1) et (4.4.2).
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FIG. 4.15 – Diagramme deBodedu conducteur (en bleu) et intervalles de confiance à3 écarts-

types (en rouge) - retour proprioceptif
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FIG. 4.16 – Diagramme deBodedu conducteur (en bleu) et union des intervalles de confiance

à3 écarts-types (en rouge) - retour proprioceptif

La figure 4.16 présente lesI = 10 réponses fréquentielles du gain et de la phase du

conducteur avec l’union de tous les intervalles de confiances à3 écarts-types en chaque fré-

quenceωn.
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L’ensemble des solutions faisables peut être inclus dans l’hypercube :

(
[kp], [kv], [Td], [τa]

)
=
(
[8.10, 40.02], [0.79, 3.75], [3.6, 51.8] × 10−3, [0, 52.7] × 10−3

)
.

(4.4.8)

Le paramètre[kp] présente la plus grande dispersion (la projection en 1D donne

[8.10, 40.02]), car [kp] intervient directement dans le calcul du gain statique du modèle global

G(s) de l’équation (4.3.20) :

Gstatique =
k2kbras + kp

kbras + k2 + kp
. (4.4.9)

Or, les intervalles d’incertitudes aux basses fréquences présentent une très grande dispersion,

entre 10 et 30 dB, comme le montre la figure 4.16. Il est donc logique d’obtenir une large dis-

persion pour le paramètrekp. Le paramètreTd, qui représente le temps nécessaire pour la trans-

mission et le traitement de l’information depuis le ressenti jusqu’à la réaction du conducteur

(4.3.8), compris dans l’intervalle[3.6, 51.8]× 10−3 ms, possède un ordre de grandeur cohérent

avec les expériences pratiques [?]. Le paramètreτa, qui représente la constante de temps de ré-

action des muscles, compris dans l’intervalle[0, 52.7]×10−3, est quant à lui tout à fait conforme

avec les expériences pratiques. En effet, dans [?], les auteurs trouvent une constante de temps

autour de 20 ms pour la réaction musculaire.

L’encadrement extérieurS des solutions est projeté en 2D sur les figures 4.17(a) et 4.17(b).

(a) Projection sur le plan(τa, kv) des

solutions obtenues

(b) Projection sur le plan(kp, Td) des

solutions obtenues

FIG. 4.17 – Projection en 2D des solutions obtenues dans le cas duretour proprioceptif

La figure 4.18 montre que toutes les réponses fréquentiellesdes modèles évalués à partir

de l’approximation extérieureS sont consistantes avec les intervalles d’incertitude permettant

ainsi de valider le modèle ensembliste obtenu.
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des modèles évalués à partir de l’approximation extérieureS (en vert) - retour proprioceptif

4.4.2.2 Retour visuel : résultats

Le gain et la phase de la réponse fréquentielle sont tracés sur le diagramme deBodede

la figure 4.19 avec un intervalle de confiance à3 écarts-types (4.4.1),(4.4.2). La figure 4.20,
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FIG. 4.19 – Diagramme deBodedu conducteur (en bleu) et intervalles de confiance à3 écarts-

types (en rouge)-retour visuel
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présente lesI = 10 réponses fréquentielles du gain et de la phase du conducteur, avec l’union

de tout les intervalles de confiances à3 écarts-types en chaque fréquenceωn.
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FIG. 4.20 – Diagramme deBodedu conducteur (en bleu) et union des intervalles de confiance

à3 écarts-types (en rouge) - retour visuel

L’ensemble des solutions faisables peut être inclus dans l’hypercube :

(
[kp], [kv], [Td], [τa]

)
=
(
[33, 42.53], [0.46, 7.79], [0, 3.85]× 10−2, [0, 52.7]× 10−2

)
, (4.4.10)

L’encadrement extérieurS des solutions est projeté en 2D sur les figures 4.21(a) et 4.21(b).

(a) Projection sur le plan(τa, kv) des so-

lutions obtenues

(b) Projection sur le plan(kp, Td) des so-

lutions obtenues

FIG. 4.21 – Projection en 2D des solutions obtenues dans le cas duretour visuel

La figure 4.22 montre que toutes les réponses fréquentiellesdes modèles évalués à partir
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de l’approximation extérieureS sont consistantes avec les intervalles d’incertitude permettant

ainsi de valider le modèle ensembliste obtenu.
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FIG. 4.22 – Diagramme deBodedes mesures incertaines (en rouge) et réponses en fréquence

des modèles évalués à partir de l’approximation extérieureS (en vert) - retour visuel

L’inconvénient d’une modélisation de type boîte blanche est qu’elle introduit un grand

nombre de paramètres (voir (4.3.12) et (4.3.16) pour les modèles entiers ou (4.3.20) et pour

les modèles non entiers) même si dans l’approche ensembliste, seuls les paramètres qui inter-

viennent dans la partie reflexive du conducteur sont estimés. Par conséquent, dans une deuxième

approche, une modélisation de type boîte noire est présentée.

4.5 Modélisation boîte noire de la dynamique du conducteur

en suivi de trajectoire - approche ensembliste

Dans cette approche, la dynamique du conducteur est modélisée dans le cadre d’un suivi

de trajectoire à partir des réponses fréquentielles. La figure 4.23 montre les signaux projetés

sur l’écran au moment de l’essai. Le rôle du conducteur consiste à minimiser l’écart entre la

consigne en rouge et l’angle au volant en bleu résultant de l’action du conducteur sur le volant.

Par conséquent un modèle est identifié entre l’angle au volant θv et la consigneθref , soit :

G(s) =
θv(s)

θref(s)
. (4.5.1)
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FIG. 4.23 – Projection de la consigne (en rouge) et de l’angle au volant (en bleu) lors d’un essai

4.5.1 Identification non paramétrique de la réponse fréquentielle

La réponse fréquentielle dans le cas de suivi de trajectoireest obtenue en appliquant la

méthode d’identification non paramétrique décrite au paragraphe 3.5.

La consigneθref est une SBPA ayant une amplitude entre−0.09 et 0.09 rad, une durée

minimale de 0.1 sec, et une durée maximale de 6 sec. La consigne ainsi que l’angle volant sont

présentées sur la figure 4.24(a). La densité spectrale de puissance deθref est tracée sur la figure

4.24(b).

Des études en simulateur ayant montré que le temps de réaction de l’être humain, à partir

d’informations perçues par le canal visuel, est de l’ordre de 0.2 sec, le contenu spectral doit

couvrir les basses fréquences jusqu’à approximativement 5Hz ou 30 rad/sec.

Les réponses fréquentielles du gain et de la phase sont présentées sur la figure 4.25.
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FIG. 4.25 – Diagramme deBodedu conducteur dans un cas de suivi de trajectoire

4.5.2 Estimation paramétrique d’un modèle de type boîte noire

L’objectif de cette partie est d’estimer les paramètres d’un modèle qui représente au mieux

la réponse fréquentielle du conducteur, en minimisant le critère fréquentielle de type (4.3.22)

Le modèle d’ordre entier choisi est de la forme :

G(s) =
k

(b + s)m
exp−rs . (4.5.2)
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L’estimation paramétrique dek, b etr a été effectuée pour plusieurs valeurs de l’ordre entierm.

L’ordre entier qui minimise le critère (4.3.22) estm = 5.

De même, le modèle non entier choisi est de la forme :

G(s) =
k

(b + s)ν
exp−rs . (4.5.3)

Le tableau 4.4 présente les résultats de l’estimation des paramètres du modèle entier et

non entier.

Entier Non Entier

JE(%) = 3.75 JNE(%) = 2.9

k = 904 k = 990.16

b = 2.53 b = 3.85

r = 1.57 s r = 1.02 s

ν = 5.52

TAB. 4.4 – Résultat de l’estimation paramétrique pour le modèleentier et non entier dans le cas

de suivi de trajectoire

La figure 4.5.2 présente les réponses fréquentielles gain etphase avec les modèles para-

métriques entier 4.26(a) et non entier 4.26(b)
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FIG. 4.26 – Réponses fréquentielles gain et phase avec les modèles paramétriques entier et non

entier
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En comparant les résultats correspondant aux modèles entier et non entier, il apparaît que

l’introduction d’un ordre non entier deν = 5.52 permet de diminuer la valeur du critère d’un

facteur de (JE/JNE = 1.3).

4.5.3 Modélisation non entière par approche ensembliste

Les approches ensembliste sont adoptées, lors de la modélisation du suivi de trajectoire à

partir de plusieurs expérimentations. Un ensemble de modèles est alors estimé au lieu d’un mo-

dèle unique. Après avoir effectué plusieurs expérimentations, les signaux recueillis de l’angle

au volant sont présentés sur la figure 4.27
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FIG. 4.27 – Réponses temporelles recueillies issus de dix expériences

A travers les expérimentations effectuées sur le fauteuil instrumenté, plusieurs réponses

fréquentielles sont obtenues. Les incertitudes sur le gaindécrites par (4.4.1) et sur la phase

décrites par (4.4.2) dues à la méthode d’identification non paramétrique sont également prises

en compte.

Dans le contexte du suivi de trajectoire, l’estimation sur le gain et sur la phase à partir

d’un seul jeu de données est faite avec un intervalle de confiance de3 écarts-types (4.28).

Comme précédemment, l’ensemble des réponses fréquentielles est ensuite fusionné, les

bornes inférieure sur le gain,Gn, supérieure sur le gain,Gn, inférieure sur la phase,ϕn, supé-

rieure sur la phase,ϕn, de la réponse en chaque fréquenceωn, sont obtenues en faisant l’union
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de toutes les bornes à3 écarts- types de chaque expérimentation (4.29). Ainsi, lesréponses fré-

quentielles du gain et de la phase représentent les données incertaines à utiliser dans l’approche

ensembliste pour le suivi de trajectoire.
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FIG. 4.28 – Diagramme deBodedu conducteur (en bleu) et intervalles de confiance à3 écarts-

types dans le cas de suivi de trajectoire
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FIG. 4.29 – Diagramme deBodedu conducteur en bleu et union des intervalles de confiance à

3 écarts-types en rouge dans le cas de suivi de trajectoire
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Le vecteur de paramètreθ = ([k], [b], [ν], [r]) est estimé sous la forme d’un vecteur d’in-

tervalle en résolvant le CSP suivant :

CSP :





Gn ≤ |G(jωn, θ)| ≤ Gn,

ϕn ≤ ϕ(ωn, θ) ≤ ϕn.
(4.5.4)

où |G(jωn, θ)| etϕ(ωn, θ) représentent le gain en dB et la phase en degré du modèle (4.5.3).

L’ensembleS des solutions est donné par :

S = {θ ∈ Θ | f(ωn, θ) ∈ [y(ωn)], ∀n ∈ {1, . . . , N}}, (4.5.5)

avec 




f(ωn, θ) =



 |G(jωn, θ)|
ϕ(ωn, θ)





[y(ωn)] =



 [ |G(jωn, θ)| ]
[ϕ(ωn, θ)]



 .

(4.5.6)

L’estimation garantie de l’ensembleS est faite à l’aide du solveur QUIMPER.

Résultats

L’ensemble des solutions faisables peut être inclus dans l’hypercube :

(
[k], [b], [ν], [r]

)
=
(
[970, 1020.05], [3.65, 4.03], [5.26, 5.44], [0.85, 1.29]

)
. (4.5.7)

L’encadrement extérieurS des solutions est projeté en 2D sur les figures 4.30(a) et 4.30(b).

La figure 4.31 montre que toutes les réponses fréquentiellesdes modèles évalués à partir

de l’approximation extérieureS sont consistantes avec les intervalles d’incertitude permettant

ainsi de valider le modèle ensembliste obtenu.

Ce travail préliminaire pourrait permettre, à moyen terme,de diagnostiquer des individus

ayant un comportement anormal lorsque les paramètres estimés sont en dehors des ensembles

de solutions calculés par l’approche ensembliste.
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(a) Projection sur le plan(ν, k) de

l’ensemble de solutions obtenues

(b) Projection sur le plan(τ, r) de

l’ensemble de solutions obtenues

FIG. 4.30 – Projection en 2D de l’ensemble de solutions obtenuesdans le cas de suivi de trajec-

toire
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FIG. 4.31 – Diagramme deBodedes mesures incertaines (en rouge) et réponses fréquentielles

des modèles évalués à partir de l’approximation extérieurS (en vert) dans le cas de suivi de

trajectoire

4.6 Conclusion

Ce chapitre a été consacré à l’identification de la dynamiquedu conducteur dans deux

contextes différents : rejet de perturbation et suivi de trajectoire. Dans les deux cas, une méthode

d’identification non paramétrique est adoptée pour obtenirune réponse fréquentielle à partir

des données temporelles recueillies. En se basant sur ces réponses, une modélisation de type
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boîte blanche, basée sur des protocoles expérimentaux, estutilisée dans le contexte de rejet de

perturbation où des modèles entiers et non entiers sont présentés. L’introduction de l’ordre non

entier au niveau des phénomènes dissipatifs a permis d’obtenir de meilleurs résultats. Dans le

contexte de suivi de trajectoire, une modélisation type boîte noire a été adoptée afin de réduire

le nombre de paramètres. Les modèles non entiers permettentdans ce cas aussi d’obtenir de

meilleurs résultats. Suite à la dispersion observée sur lesréponses temporelles et fréquentielles

en répétant la même expérience sur un ou plusieurs individus, un ensemble de modèles faisables

de la dynamique du conducteur a été ensuite obtenu en utilisant des approches ensemblistes.

Cette étude ouvre des perspectives intéressantes quant à ladétection de comportements

anormaux lorsque les paramètres estimés des modèles sont endehors des ensembles de solutions

calculés par l’approche ensembliste.
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Ce mémoire est dédié à l’estimation paramétrique ensembliste par modèles non entiers à

partir de données fréquentielles appliquée à la modélisation de la dynamique du conducteur. Les

modèles non entiers permettent d’obtenir une représentation compacte de systèmes complexes

à dimension infinie. L’estimation ensembliste permet ,quant à elle, de s’affranchir de plusieurs

contraintes présentes lors d’une estimation classique, à savoir la connaissancea priori de l’er-

reur affectant les données ou l’insuffisance du nombre de données qui empêche l’application des

méthodes probabilistes. Les définitions d’intégration et de dérivation non entières sont d’abord

étendues aux intervalles. Puis, des approches ensemblistes sont appliquées pour l’estimation de

l’ensemble des coefficients et des ordres de dérivation sousla forme d’intervalles. L’estima-

tion paramétrique par approche ensembliste est particulièrement adaptée à la modélisation de

la dynamique du conducteur, car les études sur un, voire plusieurs, individus montrent que les

réactions recueillies ne sont jamais identiques, mais varient d’une expérience à l’autre, voire

d’un individu à l’autre.

Le chapitre 1 a été consacré à l’analyse par intervalles, thématique nouvelle dans l’équipe

CRONE, nécessaire à l’extension des définitions de l’intégration et de la dérivation par inter-

valle au chapitre 2 et à l’estimation ensembliste à partir dedonnées fréquentielles aux chapitres

3 et 4. Dans un premier temps, l’arithmétique des intervalles réels et complexes a été présentée

ainsi que les problèmes afférents à la manipulation de ces intervalles tels que le pessimisme et

l’enveloppement. Les intervalles complexes ont été abordés à travers trois modes de représen-

tation : rectangulaire, polaire et circulaire. L’utilisation de l’arithmétique des intervalles dans le

contexte d’inversion ensembliste réelle et complexe par contraction et bissection y a également

été présentée. La contraction a été introduite pour éliminer les ensembles de points inconsis-

tants avec les contraintes. La bissection est nécessaire lorsque l’ensemble de solutions est non

convexe. Un algorithme mêlant la contraction et la bissection a été présenté.

Dans le chapitre 2 , les principaux outils pour la modélisation de systèmes à dérivées
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non entières réelles puis par intervalles ont été présentés. Les définitions, devenues usuelles, de

l’intégration et de la dérivation non entières ont été étendues à des intervalles, ce qui constitue

une première originalité de cette thèse. Les transformées de Laplacedes opérateurs de dériva-

tion et d’intégration par intervalle y ont été calculées, etleur monotonie par rapport à l’ordre

de dérivation étudiée. S’en est suivi l’étude de stabilité et de résonance de fonctions de transfert

élémentaires de première et de deuxième espèce, qui constitue une autre contribution originale

de cette thèse, la connaissance des comportements fréquentiels des fonctions de transfert élé-

mentaires étant indispensable pour la modélisation de systèmes non entiers à partir de données

fréquentielles. Une généralisation des fonctions de transfert élémentaires à des ordres de déri-

vation par intervalles y a également été présentée.

Dans lele chapitre 3 , nos contributions ont été consacrées à l’estimation ensembliste de

paramètres de fonctions de transfert non entières à partir de données fréquentielles incertaines

et bornées. L’ensemble de paramètres (coefficients et ordres de dérivation) a donc été caracté-

risé sous la forme d’intervalles à partir des représentations rectangulaire, polaire et circulaire.

La fusion des résultats issus de ces représentations a permis d’obtenir un ensemble de solutions

plus petit, car chaque représentation introduit du pessimisme différemment. Cette estimation en-

sembliste peut s’appliquer pour la modélisation de systèmes linéaires invariants dans le temps

(LTI) certains, de systèmes LTI incertains, et de systèmes àparamètres variant dans le temps

(LPV). Enfin, une application à l’estimation ensembliste des paramètres d’un système de dif-

fusion thermique dans un barreau d’aluminium a été présentée. Les réponses fréquentielles du

système, ainsi que les incertitudes à plus ou moins trois écarts-types, ont d’abord été estimées

par une identification non paramétrique. L’estimation ensembliste a ensuite été appliquée pour

obtenir l’ensemble de solutions pour chaque paramètre.

Le chapitre 4 a été consacré à la modélisation de la dynamique du conducteur, l’ob-

jectif étant de disposer à terme d’une bibliothèque de modèles utilisables dans le cadre du

Contrôle Global du Châssis (CGC) et éventuellement de détecter des comportements anor-

maux de conducteurs. Deux démarches méthodologiques y ont été développées. La première

est basée sur une modélisation de type boîte blanche de la dynamique du conducteur en re-

jet de perturbation où le conducteur, soumis à des perturbations de type rafale de vent, tente

de les annuler. L’introduction de la dérivée non entière, pour la modélisation de phénomène

visco-élastique, a permis d’améliorer le critère d’estimation. De plus, les études sur un, voire

plusieurs, individu(s) ont montré que les réactions recueillies ne sont jamais identiques. Elles

varient non seulement d’un conducteur à l’autre mais aussi d’une expérience à l’autre pour
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le même conducteur. Il est alors préférable de rechercher unensemble de modèles faisables

d’un, voire plusieurs, conducteur(s) plutôt qu’un modèle unique. Une approche ensembliste a

alors été adoptée. Dans la mesure où une modélisation de typeboîte blanche introduit un grand

nombre de paramètres, la seconde démarche méthodologique aété basée sur une modélisation

de type boîte noire de la dynamique du conducteur en suivi de trajectoire où le conducteur mi-

nimise l’écart entre une trajectoire de consigne, projetéeà l’écran, et l’angle au volant. Cette

modélisation a permis de diminuer significativement le nombre de paramètres et d’appliquer

plus facilement les algorithmes d’estimation ensemblistes développés au chapitre 3.

Les perspectives de recherches’inscrivent directement dans la continuité des travaux

en cours.

En estimation ensembliste, une des perspectives intéressantes serait d’utiliser d’autres

formes de fonctions d’inclusion telles que les ellipsoïdes. Toutefois, l’utilisation de ces formes

géométriques pour la résolution des CSP fortement non linéaires n’est pas aisée. Le dévelop-

pement d’une arithmétique des ellipsoïdes complexes pourrait permettre de borner davantage

l’ensemble de solutions.

En identification de la dynamique du conducteur, après avoirfixé les structures des mo-

dèles dans le cas de rejet de perturbation comme dans le cas desuivi de trajectoire, une perspec-

tive intéressante serait de détecter les comportements anormaux lorsque les paramètres estimés

des modèles sont en dehors des ensembles de solutions calculés par l’approche ensembliste.
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2011 MÉTHODES ENSEMBLISTES POUR L’ ESTIMATION FRÉQUENTIELLE KHEMANE FIRAS

PAR MODÈLES NON ENTIERS



Résumé
Les principaux travaux de cette thèse concernent l’estimation ensembliste des modèles non entiers.

Le premier chapitre rappelle les définitions des intervalles réels et complexeset les différents types de

représentation des fonctions d’inclusion. Les méthodes d’estimation garanties sont introduites par la suite à travers

l’inversion ensembliste par contraction puis par bissection.

Le deuxième chapitreprésente dans un premier temps les principaux outils pour lamodélisation de sys-

tèmes à dérivées non entières puis l’extension de ces outilsaux dérivées non entières sous forme d’intervalles. Une

étude sur les conditions de résonance et de stabilité des systèmes de première et de deuxième espèce est ensuite

présentée.

Le troisième chapitre porte sur l’estimation des paramètres d’un modèle non entier par approches en-

semblistes à partir des données fréquentielles incertaines. Des exemples d’application des fonctions de transfert

élémentaires de première et de deuxième espèce sont présentés. Tous les paramètres des fonctions de transfert non

entières, y compris les ordres de dérivation, sont estimés en utilisant les représentations rectangulaire, polaire et

circulaire basées sur des CSP réels et complexes.

Le quatrième chapitre est consacré à l’identification de la dynamique du conducteur dans deux contextes

différents : rejet de perturbation et suivi de trajectoire.Dans les deux cas, il est montré que les modèles non entiers

permettent d’obtenir de meilleurs résultats par rapport aux modèles entiers. Suite à la dispersion observée sur les

données, une approche ensembliste est utilisée pour estimer un ensemble de modèles faisables de la dynamique du

conducteur.

Mots clés
Dérivation non entière, estimation ensembliste, analyse par intervalles, identification non paramétrique,

dynamique du conducteur, fonction d’inclusion, SIVIA, modèles non entiers de première et deuxième espèce.

Abstract
The major work of this thesis deals with set membership estimation of fractional models.

The first chapter recalls basic definitions of real and complex intervals and different representations of

inclusion functions. Guaranteed estimation methods are also introduced through set inversion via contraction and

set inversion via bisection.

The second chapterpresents in its first part, the main tools dedicated to fractional differentiation modeling

and the extension of these tools to fractional differentiation under interval form. In the second part, a whole study

about stability and resonance conditions of elementary transfer function of both first and second kind is also

presented.

The third chapter deals with set membership estimation of fractional models using uncertain frequency

data. Numerical examples of elementary transfer function of first and second kind are presented. All parameters of

both transfer functions are estimated including the fractional order. All of rectangular, polar and circular inclusion

functions based on real and complex intervals are used for the estimation.

The fourth chapter is dedicated to driver’s dynamics identification within twodifferent approaches : dis-

turbance rejection and trajectory tracking. It is shown in the two cases that the fractional models perform better

than the rational ones. Because of data dispersion, a set membership approach is subsequently adopted to estimate

a whole set of feasible driver’s dynamics models

Keywords
Fractional differentiation, set membership estimation, interval analysis, non parametric identification, dri-

ver’s dynamics, inclusion function, SIVIA, first and secondkind transfer functions




