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Introduction générale et organisation de la
these

Contexte

Les concepts de la dérivation et de I'intégration non eesi@ratent de 1695 quahtHopital,
LeibnizetBernoulliont échangé sur la signification ddifférentielles qui ont pour exposant des
nombres rompus Au 18e siécle, il y a eu peu de contributions sur ce sujeinméinsEuler

a soulevé le probleme de la définition d’'une dérivée d’ordretionnaire. En 1832,iouville a
réussi a trouver une interprétation physique de ce concghifi¢ de métaphysique paeibniz
par le biais de I'analyse dimensionnelle en réécrivantilaédBio et Savartpour une surface
de dimension deux?]. Suite a de nombreuses réflexions@auchy Lagrange Fourier, Abel
Liouville, RiemannHardy, . . ., la dérivation et I'intégration non entiéres ont été anglygment
définies.

Des avancées majeures dans la dérivation non entiére agadisees durant la deuxiéme

moitié du 20e siécle, notamment dans des domaines ausss vare :

— I’Automatique, a travers l'identification non entiere pettant d’obtenir des modéles
compacts de systemes a dimension infinie, la commande CROdrGande Robuste
d’Ordre Non Entier) a travers I'introduction de I'ordre dériyation complexe pour une
meilleure robustesse, et la planification de trajectoirgopéentiel généralisé’], et par
platitude [?],

— le traitement du signal, a travers la synthése d’un bradté [?],

— les Sciences Pour I'lngénieur et notamment en mécaniqaevers la suspension
CRONE et ses performances en terme d’isolation vibrat@e[P], en thermique a
travers la modélisation de la diffusion du fluX,[en électrochimie, a travers la modé-
lisation de la diffusion de charge dans les batterfgsgn biologie a travers la modéli-
sation de muscle#, etc.

lextrait de la lettre datée du 10 Janvier 1693Baenoulliadressée au marquis Hédopital
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Introduction générale et organisation de la thése

Cette thése s’inscrit dans la continuité des travaux delifggCRONE sur I'identification
par modeles non entier8,[?, ?, ?]. En effet, les méthodes d’estimatictassiquesautrement
dit les méthodes qui résultent sur une estimée ponctuelle desnpres se basent souvent
sur des approches stochastiques avec des hypotags@sri sur les incertitudes et le bruit
(bruit gaussien). Or, en pratique, de telles hypothesesmegenéralement pas vérifieées pour
plusieurs raisons, comme la présence d’erreurs de moti@tisdéterministes qui ne peuvent
pas étre considérées comme variables stochastiques.

Une alternative consiste alors a borner I'erreur ; I'estioraparamétrique peut alors se
faire par une approche ensembliste. Ce choix est plus gudidorsqu’une connaissana@riori
ne permet pas de considérer de bruit additif gaussien. E&xelifce entre les approches ensem-
blistes et les approches classiques d’estimation résiae ldarésultat obtenu qui n’est plus un
vecteur de parametres ponctuel, mais un ensemble de valmagtables contenant, d’'une ma-
niére garantie, le vecteur des "vrais" parametres. Lid&édalner une erreur en utilisant des
intervalles a été initiée paP] et [?] dans le but de quantifier les erreurs numériques dues a la
représentation finie des nombres réels sur un calculatkisieBrs études par la suite se sont
basées sur ces outils pour développer des méthodes dei@salumérique permettant de ma-
nipuler les incertitudes sur les données et de calculeraasans garanties.

Objectifs de la these

Les travaux de cette these traite de la modélisation deragst@ar fonctions de transfert non
entiéres a partir de données fréquentielles incertainesraées. A cet effet, les définitions d'in-
tégration et de dérivation non entieres sont d'abord étesidux intervalles. Puis des approches
ensemblistes sont appliquées pour I'estimation de I'eiéeishes coefficients et des ordres de
dérivation sous la forme d’intervalles. Ces approchesgdigpent pour I'estimation des para-
metres de systemes linéaires invariants dans le tempsd¢gmtBins, systémes LTI incertains et
systémes linéaires a parametres variant dans le temps (LRSfjimation paramétrique par ap-
proche ensembliste est particulierement adaptée a la ieatiéh de la dynamique du conduc-
teur, car les études sur un, voire plusieurs, individus neomtque les réactions recueillies ne
sont jamais identiques mais varient d’une expérience &réauvoire d’'un individu a l'autre.
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Contributions spécifiques et organisation de la these

La progression de la thése est ponctuée par quatre chaghitnéde contenu est présenté ici
de maniére introductive.

Le chapitre 1 est consacré a I'analyse par intervalles, thématique riew@ns I'équipe
CRONE, nécessaire a I'extension des définitions de l'iatiéégn et de la dérivation par inter-
valle au chapitre 2 et a I'estimation ensembliste a partol@®&ées fréquentielles aux chapitres
3 et 4. Dans un premier temps, l'arithmétique des intersakbels et complexes est présentée
ainsi que les problemes afférents a la manipulation de tesvailes tels que le pessimisme et
I'enveloppement. Les intervalles complexes sont abordéavars trois modes de représenta-
tion : rectangulaire, polaire et circulaire. L'utilisatiale I'arithmétique des intervalles dans le
contexte d’inversion ensembliste réelle et complexe patraotion et bissection y est égale-
ment présentée.

Le chapitre 2 présente les principaux outils pour la modélisation deesyst a déri-
vées non entiéres réelles, puis par intervalles. Les défisitdevenues usuelles, de I'intégra-
tion et de la dérivation non entiéres sont d’abord rappgbiés étendues a des intervalles ce
qui constitue une premiére originalité de cette thése. taasformées deaplacedes opéra-
teurs de dérivation et d’'intégration par intervalle y saaltualées et leur monotonie par rapport
a l'ordre de dérivation étudiée. S’ensuit I'étude de ste#biet de résonance de fonctions de
transfert élémentaires de premiére et de deuxieme espdamrestitue une autre contribution
originale de cette thése, la connaissance des comportefmémiientiels des fonctions de trans-
fert élémentaires étant indispensable pour la modélisateosystemes non entiers a partir de
données fréquentielles. Une généralisation des fonctlerieansfert élémentaires a des ordres
de dérivation par intervalles y est également présentée.

Dansle chapitre 3, nos contributions se sont orientées vers I'estimatioemidiste de
parameétres de fonctions de transfert non entieres a partiodnées fréquentielles incertaines
et bornées. L'ensemble de parametres (coefficients etoddreérivation) est donc caractérisé
sous la forme d'intervalles a partir des représentatiootngulaire, polaire et circulaire des
intervalles complexes. La fusion des résultats issus deeggésentations permet d’obtenir un
ensemble de solutions plus petit, car chaque représemiatioduit du pessimisme différem-
ment. Cette estimation ensembliste peut s’appliquer @oorddélisation de systémes linéaires
invariants dans le temps (LTI) certains, de systéemes LTdriains, et de systémes a parametres
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variant dans le temps (LPV). Enfin, une application a I'eation ensembliste des parametres
d’'un systeme de diffusion thermique dans un barreau d’aliumi est présentée. La réponse fré-
guentielle du systeme, ainsi que les incertitudes a plusaostrois écarts-types, sont d'abord
estimées par une identification non paramétrique. L'estonaensembliste est ensuite appli-
guée sur la réponse fréquentielle pour obtenir 'ensemblsotltions.

Le chapitre 4 est consacré a la modélisation de la dynamique du conduwitetéhicule,
I'objectif étant de disposer a terme d’une bibliotheque delébes utilisables dans le cadre du
Contréle Global du Chassis (CGC) et éventuellement de titdes comportements anormaux
de conducteurs. Deux démarches méthodologiques y sonbg@ées. La premiére est basée
sur une modélisation de type boite blanche de la dynamiquexducteur en rejet de pertur-
bation ou le conducteur, soumis a des perturbations de &fpkerde vent, tente de les annuler.
L'introduction de la dérivée non entiére, pour la modélmade phénomene visco-élastique,
permet alors d’améliorer le critére d’estimation. De plas,études sur un, voire plusieurs, in-
dividu(s) montrent que les réactions (ou réponses) rdmgeile sont jamais identiques. Elles
varient, non seulement d’'un conducteur a l'autre, maisialisee expérience a l'autre pour
le méme conducteur. Il est alors préférable de recherch@nsamble de modeles faisables
d’un, voire plusieurs, conducteur(s) plutdt qu’'un modéieue. Une approche ensembliste est
alors adoptée. Dans la mesure ou une modélisation de type llehche introduit un grand
nombre de parametres, la seconde démarche méthodologijhasge sur une modélisation
de type boite noire de la dynamique du conducteur en suiviajictoire ou le conducteur mi-
nimise I'écart entre une trajectoire de consigne, projatéécran, et I'angle au volant. Cette
modélisation permet de diminuer significativement le naand® paramétres et d’appliquer plus
facilement les algorithmes d’estimation ensembliste s au chapitre 3.



Notations

R Ensemble des nombres réels

R, Ensemble des nombres réels positifs
C Ensemble des nombres complexes
IR Ensemble des intervalles réels

] intervalle dex

T borne supérieure de|

x borne inférieure dér|

w([z])  largeur d'un intervalléz]
x]) milieu d'un intervalle[x]
rad[x]) rayon d’'un intervallgz]

X] vecteur d’intervalle (pavé)

R(C) Ensemble des intervalles complexes rectangulaires

S(C) Ensemble des intervalles complexes polaires (secteurs)
K(C) Ensemble des intervalles complexes circulaires (disques)
D Domaine de définition

J le Jacobien

H I'Hessien

[f] fonction d’inclusion de la fonctiorf

CSP Probleme de satisfaction de contrainte ; Constrairgf&etion Problem
C Contracteur

Cip Contracteur de propagation/retropropagation

S Ensemble de solutions

S approximation exérieure de 'ensemble de solutions

S approximation intérieure de I'ensemble de solutions



Notations

SIVIA Inversion ensembliste par analyse par intervallet;iBeersion Via Interval Ana-

lysis
v ordre reel
4 intervalle réel
V] le plus grand entier inférieur ou égala

I opérateur d’intégration

D opérateur de dérivation

v opérateur d’intégration d’ordre

D opérateur de dérivation d’ordre

Je(z)  partie réelle du nombre complexe
Jm(z) partie imaginaire du nombre complexe
|| module du nombre complexe

arg(z) argument du nombre complexe

L transformée déaplace

r fonction dEuler

v fonction digamma

¢ pseudo-facteur d’amortissement

BIBO entrée bornée sortie bornée ; (Bounded Input Boundedudu
SSi si et seulement si
SBPA  Séquence Binaire Pseudo Aléatoire
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Chapitre 1 — Analyse par intervalles

1.1 Introduction

Le concept de I'analyse par intervalles représente pradeipent un raisonnement sur
des intervalles de nombres réels et complexes, ou l'idéd’iesture un ensemble de nombres
réels ou complexes dans des intervalles de bornes connaes.dertains domaines de la phy-
sique, établir un modéle mathématique avec des paramateddins représentés sous forme
d’intervalle s’avére bien utile.

L'idée de borner une erreur en utilisant des intervalleséairétiée par ] et [?] dans
le but de quantifier les erreurs numériques dues a la repedsenfinie des nombres réels sur
un calculateur. Plusieurs études par la suite se sont bagéess outils pour développer des
meéthodes de résolution numérique permettant de manipdentertitudes sur les données et
de garantir I'appartenance des solutions a des intenddldmrnes connues.

Ce chapitre est consacré a I'analyse par intervalles, thénganouvelle dans I'équipe
CRONE, nécessaire a I'extension des définitions de liatiéégin et de la dérivation par inter-
valle au chapitre 2 et a I'estimation ensembliste a partudalenées fréquentielles aux chapitre
3 et 4. Les méthodes de résolution de problemes sont forsxataes la forme d’'un systéme de
contraintes ou les variables sont représentées sous la fintervalles. Les paragraphes 1.2
et 1.3 rappellent les définitions des intervalles réels gtpexes, et présentent les opérations
arithmétiques de base et les problemes rencontrés lors rangulation de ces intervalles.
Les différents modes de représentation des intervallepless y sont aussi également rappe-
Iés. L'utilisation de I'arithmétique des intervalles ddasontexte d’inversion ensembliste par
contraction et par bissection est présentée au paragraphe 1

1.2 Arithmétique des intervalles reels

1.2.1 Intervalles

Un intervalle[z] de borne inférieure € R et de borne supérieufec R est un ensemble
connexe et borné de défini par :

[x]z[@,f]:{xeﬂ%\ggng}. (1.2.2)

L'ensemble des intervalles deest notédlR. Un intervalle est dégénéré lorsque- 7.
Les opérations arithmétiques de base ont été étendues aambles d’intervalles. En
effet, une opération quelconquesntre deux intervalles ety est :

[x]o[y] ={xoy|z € [z] ety € [y]}, (1.2.2)

8
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pouro € {+, —, x, /}, le récapitulatif des opérations sur les intervalles eshéar P] :

2]+ [y = [z +y.T+7), (1.2.3)
(7] = [yl = [z -7,T - yl, (1.2.4)
[2] % [y] = [min(zy, 27, Ty, Ty), max(zy, 27, Ty, 77)], (1.2.5)
()< [L1]. singy
[l’]x[%,-i-oo , siy=0 et >0,

} (1.2.6)
[x] x [—oo 1] , Siy<0 et y=0,

] — o0, o0, siy<0 et y>0.

Soit [z] un intervalle appartenantl®, on définit :

— la borne inférieure : irffz]) = z;

la borne supérieure : s(p]) =

la largeur w([z]) =T — 2z > 0;

le milieu: mid[z]) = (T + z)/2;

le rayon : radjz]) = (z — z)/2 > 0.

Vecteurs d’intervalles

Un vecteur d’'intervalle ou un pav& delR" est un vecteur dont les éléments sont des

intervalles|x] = ([z1], [#2], . . ., [xa])". Soit[x] un vecteur d'intervalles IR", on définit :
— la borne inférieure :irffx])) = (z,, 25, ..., 2,)7;
— la borne supérieure : sUR]) = (Z1,Ta, ..., )T ;

la largeur w([x]) = max w([:c@-]);

.....

le milieu : mid[x]) = (mid([xl]), mid([xs]), . . ., mid([xz,]))7;

|
|
€
-
=
€
=
S
Do
=

le volume : vo([x]) =

1.2.2 Pessimisme

Le résultat d'une suite d’opérations entre deux ou plusiguervalles n’est cependant pas
minimal, I'intervalle obtenu est donc souvent pessimi€e probleme est da principalement &
deux phénoménes : &pendancetl’enveloppement

9
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1.2.2.1 Phénomene de dépendance

Soit un intervalle non dégénéfé] = [z, 7| et une opératior € {+, —, x, /}, alors en
utilisant la définition (1.2.2), on obtient :

[x] o [x] ={xoy|x € [x] ety € [x]}. (1.2.7)

D’aprés (1.2.7), les variableset y sont considérées comme différentes bien que lintervalle
manipulé soit le méme ; ce phénoméne est appelé phénomeélépelrdance
Par exemple I'évaluation par intervalle de I'expressiengnd[z| = [—1, 1],

[x] — [z] + [z] = [-1,1) = [-1,1] + [-1,1] = [-3, 3] # [-1, 1]. (1.2.8)
L'intervalle solution est dépendant du nombre d’occurestie la variable:.
[z] + [z] — [z] ={a+b+c|a € [z],b€ [x],c € [x]} (1.2.9)

L'expression (1.2.9) correspond donc a 'ensemble des réelb — ¢ pour touta, b et c pris
chacun séparement dans l'intervdliel, 1], et non pas a I'ensemble des réels avee b =

c. Du fait de ce phénoméne de dépendance, il faut veiller dadmhé nombre d’occurrences
de chaque variable afin d’obtenir des intervalles plus gefr exemple, il est souhaitable
d'évaluer[z?] = {2? | z € [z]} au lieu de{z x x | z € [z]}.

1.2.2.2 Phénomene d’enveloppement
L'effet d’enveloppement est le phénoméne qui caractéeigessimisme dd a la représen-
tation d’'un ensemble quelconque par un pavé (vecteur dvalie).
Exemple:
Soient
11 0,1
A= . X = 0,1] :
0 1 (2, 3]

L'évaluation du pavéy| = A[x] est donnée par :

L'ensemble exadB = {Ax | x € [x]} est donné par le parallélogramme, dont les c6tés ne sont
pas paralleles aux axes du repére. Par conséquent, lagefatisn de ce parallélogramme en
I'enveloppant par le rectanglg| introduit du pessimisme comme le montre la figure 1.1.

10
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Pessimisme da a I'enveloppement

i) A
3 —— - -
¥
9 4 A
y] = A[X]
f f f } >
1 2 3 4 L1

FIG. 1.1 — Phénomeéne d’enveloppement

1.2.3 Fonction d’inclusion

Soitf : R” — R™ une fonction vectorielle contenant un nombre fini d’opénasgiarith-
métiques et de fonctions élémentaifess, sin, log, exp, ...). L'évaluation def sur un pavéx|
est donnée par I'ensemble :

f([x]) = {f(x) | x € [x]}. (1.2.10)
Une fonction d’'inclusion dé notée paff] est une fonction d&R" dansIR™ vérifiant :
f([x]) < [FI([x). (1.2.11)

En général, la fonction d’'inclusion n’est pas unique et délpge la maniére dorftest
ecrite. L'objectif de I'analyse par intervalles est de poutiliser des fonctions d’inclusion peu
pessimistes de maniéere a ce que la taill¢[f€x]) — f([X])) soit petite. La fonction d’inclusion
est minimale (la moins pessimiste),[8i([x]) est le plus petit pavé qui borri€)x]). La figure
1.2 montre I'évaluation des fonctions d'inclusion de I'igged’un pavéx] obtenu a partir d'une
fonctionf : R? — R2. La fonction d’inclusion minimaléf]* est le pavé en trait continu rouge.
Le pavé représenté par un trait discontinu bleu est unesiminon minimale dé([x]).

11
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N ] o) e
/ //——\l; ———
ToT "— /A f | |
() /F,Q |
S () | e
| |
&z Tl1 ;931 #yl

FIG. 1.2 — Image d’'un pav§]

1.2.3.1 Fonction d’inclusion des fonctions élémentaires

La construction des fonctions d’inclusion pour les foneti@lémentaire§os, sin, log,
exp, ...) est basée sur la propriété de monotonie. En effef, et une fonction continue mo-
notone sur un intervall® C IR, alors la fonction intervalle qui, a tout intervalle] ¢ D
associe l'intervallgf(x), f(Z)] est une fonction d’'inclusion minimale dé (la fonction qui
donne I'évaluation la moins pessimiste).

Exemple 1.2.1 — soit f(x) = log(x) : la fonction logarithme est continue et monotone
sur le domaine de définitidl = |0, +-o0[ , alors

V[z] = [z,7] € D,log([z]) = [log(z), log(T)]; (1.2.12)

— soitf(z) = exp(z) : la fonction exponentielle est continue et monotone suoleaine
de définitionD = | — oo, +oo alors

Viz] = [z,7] € D, exp([z]) = [exp(z), exp(T)]; (1.2.13)

— soitf(x) = cos(z) : la fonction cosinus est continue et monotoniquement desaate
sur le domaine de définitial, = |0, 7| alors

V[z] = [z, 7] € Dy, cos([z]) = [cos(T), cos(x)]; (1.2.14)

et sur le domainé, = |, 27| la fonction cosinus est continue et monotoniqguement
croissante, alors

V[z] = [z,Z] € Dy, cos([z]) = [cos(x), cos(T)]. (1.2.15)
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1.2.3.2 Fonction d’inclusion naturelle

Soit f une fonction déR™ dansR™, la fonction d’inclusion naturell¢f] de f s’obtient
en remplacant chaque variable réellgar sa variable intervalle correspondaptg et chaque
opération arithmétique par son équivalent intervalle.drefion d’inclusion naturelle est mini-
male sif est monotone continue et chaque variable n’apparait quenke fois.

Exemple 1.2.2 Soit une fonctiory écrite en utilisant ces deux expressions :

fi(z) =22% — 22 — 1, (1.2.16)
o) = 2 (:1: _ %)2 _ g (1.2.17)
L'évaluation des fonctions diinclusion naturelles de cesxlexpressions sur Fintervalle
2] = [—1, 1] donne :
[fi)([]) = 2[a]* = 2[z] — 1 =[-3,5], (1.2.18)
£2]([a]) = 2 ([;1:] _ %)2 _ g 15,3, (1.2.19)

La taille des intervalles obtenus par ces deux fonctionsaiiision dépend de I'expression
utilisée pour I'écriture def. Ceci est d0 au phénomene de dépendance expliqué auparavant
Comme la fonctiory est continue, la fonction d’inclusion naturelle est miniendorsque le
nombre d’occurrences des variables est égal a un. Dans ezhpbe, la fonction d’inclusion
naturelle f, est minimale ; elle permet de trouver le plus petit intergabntenant I'image de

par f.
1.2.3.3 Fonction d’inclusion centrée

Soit la fonctionf : R* — R différentiable sur un domain@ c R". On considere un
pavé[x] C D le centre de ce pavé estx]), en utilisant le théoréme de la valeur moyenne, on
obtient :

vx € [x], 3¢ € [X] [ f(x) = f(e(X]) + I(C)(x = c([x])), (1.2.20)

ou J est le Jacobien de la fonctigh Si une fonction d'inclusiofJ] deJ est disponible, alors :

vx € [X], f(x) € f(e(X])) + [T (x = (X)), (1.2.21)

par suite :
Fx) € fle(X]) + TN (X = e([x]))- (1.2.22)

13



Chapitre 1 — Analyse par intervalles

Le terme de droite dans I'expression (1.2.22) est appel&ifomd’inclusion centrée dé notée
par(fe].

FO) S (X)) = Fe(X]) + TIIXD(X] = (X)) (1.2.23)

1.2.3.4 Fonction d’inclusion de Taylor

Les fonctions d’inclusion de Taylor sont obtenues en w@tilisun ordre de dérivation plus
éleveé [?]. A titre d’exemple, on donne ici la fonction d’'inclusion daylor du second ordre :

L) (X)) = f(e(X]) + [PIIIXD(X] = e(X]) + %([X] — (D) E](X) (K] = e([x])),
(1.2.24)

ou [H] est une fonction d’inclusion du Hessien de la fonctfon
Les fonctions d’inclusion centrée et de Taylor sont géménaint utilisées lorsque la taille
des intervalles manipulés est assez petite.

Exemple 1.2.3Soit la fonctionf : R? — R? définie par :
f(z1,25) = 22 + 1 exp(as) — 23,

avecx; et x, inclus dans[z] et [z5] respectivement. Les approximations flsont obtenues
en utilisant la fonction d’inclusion naturellgf],,, centrée[f]., et celle de Taylor d’ordre deux
[f]7, elles sont comparées a la fonction d’inclusion mininmigle.

Les trois fonctions d’inclusion sont données par :

[fla([x]) = [21]* + [1] exp([w2]) — [z2]?,

() = (o) + 1) (] — el + (i) ) L=

Les fonctions d’inclusion pour le Jacobien et le Hessient données par :

WI(X) = (2 x [2a] + exp([za]) =2 [wo] + [a1] exp([2])) ,

HI(X]) = (2 =2+ [z1] exp([z2])) -

14
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w(l/I(X]) = w(/([X]))-

TAB. 1.1 — Comparatif des fonctions d’'inclusialy|f]([x])
[

[31] = [0.5,1.5]; [m2] = [1.5,2.5] | [ya] = [0.9, 1.1]; [yo] = [1.9, 2.1]
[f] /1)) A[fI([x]) L/1(y]) Alf1(yD
[f]n | [-3.75,18.27) 7.99 [2.41, 6.58] 1.60
[f]. | [~10.83,19.61] 16.51 [2.83,5.94] 0.54
[f]r | [~11.84,21.90] 19.71 [2.82,5.98 0.59
[F* | [0.24,14.27] 0 [3.21,5.78] 0

La détermination de la fonction d’inclusion minimale ess®&a sur la monotonie de la
fonction f sur le pavéx]. En effet, sif est croissante sur les domaines et [z,], alors

T(X]) = 27 + 2y expla,) — 25, T} + Ty exp(T2) — T3

Le tableau 1.1 présente I'évaluation de ces fonctions ligion pour les intervalles de grandes
tailles [x] comparés aux intervalles de plus petites taijesComme précisé auparavant, I'uti-
lisation des fonctions d’inclusion centrég§, ou de Taylor[f]; donne des résultats moins
pessimistes pour des intervalles de petites tailles. Eanahe, il est toujours préférable d'utili-
ser la fonction d’inclusion naturellgf],, pour les intervalles de grandes tailles. Ceci est mesuré
par la differenceA[f]([x]) = w([f]([X])) — w(f([x])) ouw([f]([X])) est la largeur de I'inter-
valle qui représente la fonction d’'inclusion ge ou dely], [f]([x]), etw(f([x])) est la largeur

de l'intervalle qui représente la fonction de l'intervalié ou [y], f([x]).

1.2.3.5 Propriétés des fonctions d’inclusion

— Une fonction d’inclusiorif] est dite monotone si

X < Iyl = [fI(X]) < [fIyD:; (1.2.25)

v [f]([x]), [f](ly]) des fonctions d'inclusion minimales dbd, [y] ;

f est convergente si:
lim w((x|(k)) = 0 = lim w(f(X](k)) = 0; (1.2.26)

et son ordre de convergence est le plus grand ordre entedrque [?] :
36 > Ofw([f]([x])) — w(f([x])) < Bw([x])*. (1.2.27)
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1.3 Arithmétique des intervalles complexes

Trois représentations des intervalles complexes sontipatement décrites dans la litté-
rature : la représentation rectangulaitg [?], [?], la représentation polairé], [?], [?], [?] et
la représentation circulairé] [?], [?], [?].

1.3.1 Représentation rectangulaire

Soient[z;] et [x5] deux intervalles déR, l'intervalle complexe rectangulaire est défini
par :

(X] = {z1 +jao |z € [11], 22 € [22]} = [21] +] [x2], avec [F=—1. (1.3.1)

L'ensemble des intervalles complexes rectangulairesastpark (C).

Cette représentation consiste a donner la forme d’'un rgletamn I'intervalle complexe
[X] défini en (1.3.1). Par conséquent, les cOtés de ce rectamyigaralléles aux axes réel et
imaginaire, comme le montre la figure 1.3 pour l'intervalbenplexe[ X ] = [2, 3] +j[1, 3].

Partie imaginaire

T \\
. Partie réelle

!
3

|-
L

—_
M_.—._

FiG. 1.3 — Représentation de I'intervalle complexe rectarigaila, 3] + j[1, 3].

Propriétée 1.3.1 Soient X], [Y] € R(C) tels quelX]| = [z1] + j[xo] €t[Y] = [y1] + j[y=], alors
[X] et[Y] sont égaux si et seulementsj] = [y;] et [xs] = [y2].
Opérations arithmétiques

Soient[X], [Y] € R(C) avec|X]| = [x1] + j[z2] et[Y] = [y1] + j[y2]. L'addition et la
soustraction des intervalles complexes rectangulaires d&s opérations exactes, le résultat
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est donc minimal. En revanche, la multiplication et la disdes intervalles rectangulaires
complexes ne sont pas des opérations exactes, le résultebmepas un rectangle, il doit donc
étre aligné par un rectangle. Un pessimisme est alors sgitRrement introduit. Les opérations
élémentaires sont définies comme suit :

(XT+ YT = [oa] + (] 47 ([22] + [1]), (1.3.2)
[X] = [Y] = 1] =[] 4+ (2] = [w2]), (1.3.3)
(X] % Y] = ([ea]lyn] = [wa]ly2]) +7 ([2][y2] + [22]31]) (1.3.4)
(XT/[Y] = (([21]lya] + [wo]lye]) +5 (wa]ln] = [2a]le])) / ([]* + [2]) - (1.3.5)

Remarque 1.3.1La division de deux intervalles complexes n’est pas passique le déno-
minateur(y;]? + [y»]? contient0.

L'opération de division présentée ci-dessus n’est pasiggést son utilisation conduit a des
résultats pessimistes. Cependant, une autre méthodecté dal’opération de division moins
pessimiste a été proposée P& [?] :

1
[(X1/[Y] = [X]m, (1.3.6)
avec )
v inf {[4] € R(C)|{1/a|a € [Y]} € [A]}. (1.3.7)

Cette méthode consiste a trouver le plus petit intervalegioxe contenar‘%} et ale multiplier
ensuite pafX|. Néanmoins, 'inconvénient de cette méthode réside daesips de calcul. Une
autre méthode plus efficace consiste a calculer le minimuenreaximum de la partie réelle et
de la partie imaginaire dé€’] :

(X] _ [ea] +Tlwe]  [ma]lya] + (2]

[
Y] il +ilyel ]+ [we)?

vl | ] = el (1.3.8)

avec
(1 +]jx2) € [X], (yi+jye)€[Y] etyi+ys>0.

1.3.2 Représentation polaire

Soient[p| et [0] deux intervalles d® " et deR. L'intervalle complexe polaire est défini
par :

[X] = {pexp’ | p=|z] € [p], 0 = arg(z) € [0]} = [p]exp”), avec f=-1. (1.3.9)
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FiG. 1.4 — Représentation de l'intervalle complexe polaite= [2, 3]e/l5:5].

L'ensemble des intervalles complexes polaires appeld aesteursest noté pa(C).
Les paramétrelp| et [0] représentent respectivement le module et 'argument deseavec :
[l = lp,7l, P20,
[0] = [0,0], (de taille inférieure ou égaleZr)
La condition sur les bornes de I'angt® a pour objectif d’assurer 'unicité de la représentation,
on peut choisir ces bornes de la maniere suivejte [
0<f—6<2m, 0<f<2mr, 0<60<dnr. (1.3.10)
Cette représentation consiste a donner la forme d’'un seatbintervalle complexg X |
défini en (1.3.9), comme le montre la figure 1.4 pour l'intdevaomplexegz] = [2, 3]ell7 5],
Propriétée 1.3.2 Soient X] et[Y] € S(C) tels quelX] = [pi]ell?] et[Y] = [py]ell®], alors [X]
et[Y] sont égaux si et seulementsi] = [p2] et[f1] = [02].

Opérations arithmétiques

Soient[X], [Y] € S(C) avec[X] = [p1]expl’] et[Y] = [po] exp!l®2l. L'addition et la
soustraction des intervalles complexes polaires ne santlpa opérations exactes, le résultat
ne forme pas un secteur, il doit donc étre inclus dans unwwedtie pessimisme est alors sys-
tématiqguement introduit. En revanche, la multiplicatibtaedivision des intervalles complexes
polaires sont des opérations exactes. Les opérations mdfigines sont définies comme suit :

[X]+ [Y] = {pe™ + poe®|[p1] exp/™) € [X], [po] exp!™] € [Y]}.
(1.3.11)
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Le résultat dg.X| + [Y] ne forme pas un secteur mais un ensemble de formes géoneétriqu
complexes. Lidée proposée pai fet [?] est de calculer le plus petit sectedir contenant la
somme X] + [Y]

[X]+[Y]c X, X eS(C). (1.3.12)

L'opération de soustraction est également définie de la nm@amgere par :
[X] = [Y]=[X]+(-[Y]), avec (—[Y])={yl-ye[Y]} (1.3.13)

Elle ne nécessite donc pas un traitement supplémentaidecteur peut se référer @)[et [?]
pour plus de détail sur la caractérisation de la sorfiiet [Y] par un secteur.
L'opération de multiplication de€X | et [Y] est définie par :

(X] x [Y] ={z xylr € [X],y € [Y]},
= {(p1 X p2) exp (j(01 + 02)) | (p1, pa, 01, 02) € [p1] x [p2] X [0h] x [0a]},

= ([p1] x [pa])) exp!PIHED — ] expl’]. (1.3.14)
(X]/[Y] = {[p] exp!™ /[po] exp® [[p1] exp!™) € [XT, [ps] exp!™) € [Y]},
{Pl] pIO1=10) _ (] expl] (1.3.15)

p2]

avec( ¢ [py]. Les bornes de I'argument résultant aprés une opératidcanegie peuvent ne
pas respecter les conditions exprimées dans (1.3.10utlafars rajoutef2kr), aveck € Z de
telle sorte a toujours satisfaire cette condition.

1.3.3 Représentation circulaire

Soientc € C etr € R, avecr > 0. Lensemble X ]| tel que :
[(X]={z e C|lx — | <r}, (1.3.16)

est un intervalle complexe circulaire, appelé adssijue L'ensemble des intervalles complexes
sous forme de disque est noté BHIC). Ainsi, un disque est caractérisé par son cengepar
son rayorr, il est noté patX = {c¢;r}. La figure 1.5 montre le disqu&’] = {2 + 2j; 1}.

Propriétée 1.3.3 Soient[.X; ] et[X,] € K(C) tels que[X;]| = {c1;7m1} et[Xs] = {co; 2}, alors
[X] et[X5] sont égaux si et seulementsi= ¢, etr; = rs.
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FiG. 1.5 — Représentation de l'intervalle complexe circulditer 2j; 1}.

Opérations arithmétiques

Les opérations arithmétiques ifC), sont issues de la généralisation des opérations sur
les nombres complexe3][

Soient[X] et [Y] € K(C) avec[X] = {c1;7m} et[Y] = {e;72}. L'addition et la sous-
traction des intervalles complexes circulaires sont d&saifpns exactes, le résultat est donc
minimal. En revanche, la multiplication et la division deservalles complexes circulaires ne
sont pas des opérations exactes, le résultat ne forme pasquedil doit donc étre inclus dans
un disque. Un pessimisme est alors systématiquement uitrdgs opérations élémentaires
sont définies comme suit :

X+ [Y] = {c1 + cos7m1 + 12}, (2.3.17)

[X] = [Y]={e1 — easri + 72} (1.3.18)
La multiplication est définie comme suit :
[(X] x [Y] = {ciea; |er|ra + [ca|ry + rima} (1.3.19)
Dans [?], I'inclusion suivante a été démontrée
{ey |z e [X],y e [Y]} C[X] x [Y]. (1.3.20)

Ceci implique que I'évaluation de la multiplication est gent pessimiste. Une autre définition
de la multiplication a été proposée daffs [A travers cette définition, on obtient le plus petit
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disque contenant 'ensemblecy|z € [X],y € [Y]}. Le diamétre de ce disque est égal au
diamétre de I'ensemblery|z € [X],y € [Y]}.

Cette méthode permet de réduire le pessimisme lors de ligtrah de la multiplication
de deux disques. Néanmoins, la complexité de calcul de pedthode est importante, et la
propriété de distributivité au sens de I'inclusion n'ess peai :

[X] C [11], [Y] C [T3] nimplique pas quéX] x [Y] C T3] x [T3).

L'opération d’inversion du disqui’] est définie par :

L:{ @ . n 2}, lorsque 0 ¢ [Y], (13.21)

Y] |caf? =737 |eaf? — 1
¢y et|co| représentant respectivement le conjugué et le modutg. deette opération n’est pas
définie poui0 € [Y].
En se basant sur la définition de I'opération de l'inversiendisque, ainsi que sur la

multiplication, la division dg.X'| par[Y'] est donnée par :

Xl
7= Klgg 0¢) (1.3.22)

L'opération de division est elle aussi non exacte, a cauda dalltiplication nécessaire pour
évaluer la division.

1.4 Inversion ensembliste par arithmétique des intervalle

1.4.1 Probleme de satisfaction de contraintes

On considéren, variables,z; € R, ¢ € {1,...,n,}, liées parn; contraintes de la
forme :

filxr, e, ... xn,) =0, je{l,...,ns}. (1.4.1)

Soit le pavéx] = [z1] x ... X [z,,] correspondant aux domaines d’incertitudes desonnus

a priori. On définit f 'ensemble des fonctiong; de sorte que I'expression (1.4.1) peut étre
réécrite sous la form¢(x) = 0. La résolution de cette équation pouk [X] est un probléme
de satisfaction de contraint€SP : Constraint Satisfaction Probleni?], que I'on peut écrire
sous la forme :

H:(f(x)=0,x € [X]). (1.4.2)
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L'ensemble des solutions d¢ est :
S={zeX]| f(x) € [y]}. (1.4.3)
Cet ensemble peut étre réécrit sous la forme suivante :
S=fYy)NnX. (1.4.4)

En notant, 'ensemble des solutions de la contraiifery, zs, ..., x,,) =0 Vj € {1,...,ns},
la solution genérale du CSP est l'intersection 8gs

s=[]s; (1.4.5)
j=1

Linversion ensembliste consiste & déterminer le plug petié[x|* contenant les solutions du
CSP (1.4.2). Pour y parvenir, une solution consiste a etililes contracteurs. Contracter
revient a trouver un pavié|* satisfaisant{ tel que :

S c X" C [x]. (1.4.6)

1.4.2 Inversion ensembliste par contraction

Le probleme d’inversion ensembliste se résout par combraddissection ou par la com-
binaison des deux.

1.4.2.1 Contracteurs

Les outils développés dans le cadre de la caractérisatemsemble par contraction sont
basés sur des techniques de consistance (voir par exefpl€][ [?]). En effet, dans la me-
sure ou I'ensemble est caractérisé par une contraintéel@st de supprimer les parties qui sont
inconsistantes avec cette contrainte et par conséqueneqaprésente pas I'ensemble recher-
ché. L'objectif principal de réduire les domaines inteleslest de diminuer le temps effectif de
résolution de problemes basés sur I'arithmétique desvites.

Exemple 1.4.1Soit la contrainte
T3 = ZT1T9, (147)

Ol (1, 72, 73) € ([2,4],[1,2], 1, 10])
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S
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S| =S U ] / /

C(X)  CullX])

FIG. 1.6 — lllustration d’une contraction s{x] obtenue avec le contractetr

x3 = b est une valeur inconsistante avec (1.4.1). En effet :
1
\V/(l‘l, IL’Q) S [2, 4] X []_, 2], 51‘11‘2 7& T3 = O.
De méme, le domaing, 10] n'est pas consistant par rapport a la contrainte (1.4.1), ca
1
\V/(Ifl,l‘g, IL’g) S [2, 4] X []_, 2] X [5, 10], él‘ll‘g 7é xs.

La figure 1.6 illustre le principe de la réduction d’'un dor@aimitial [x] par un contracteur
C, [S] est le plus petit pavé contenditil correspond a la réduction minimale de paxg

Un opérateuC est un contracteur podt si pour tout pavéx|* inclus dangx] il vérifie
les propriétés suivantes :

— la contractanceV[x]* C [x], C([x]*) C [x],
— monotonie ¥ [y] C [x], ¥ [z] C [x], [y] € [z] = C(ly]) € C([2]),
— consistance(x € [x],C({x}) = {x}) = x € C(x)
— complétude Y[x]* C [x],= (C([x]")NS) C ([x]*NS),
ou S est I'ensemble des solutions #é
De plus, un contracteudempotengest un contracteur qui vérifie

Vx| € IR™,C(C(X)) = C(x).
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Un contracteur minimal est un contracteur dont le pavé isslaaontraction est le plus petit
pavé contenant 'ensemble de solutin

C(x) = [x] NS]. (1.4.8)

De méme, on dit qu’'un pavé esisensibleau contracteut, siC([x]) = [X].
L'ensemble associé a un contractéunoté seC), est 'ensemble formé par l'union des
singletons insensibles c’est-a-dire,

setlC) = {x € R",C ({x}) = {x}}. (1.4.9)
Une collection de contracteu{§;, ..., C,,} est dite complémentaire si
se(C) N ---NnselC,,) = 0. (1.4.10)

Un contracteur peut étre vu comme un moyen de représentesusnesisemble diR™.
Il correspond a un algorithme implémentable en machine etiexa toute I'information sur
'ensemble qu'il représent@]. Contrairement a ce méme ensembile, il est trés facile apubari
et toutes les opérations élémentaires sur les ensemblesmi@ire étendues aux contracteurs.
SoientC;, C; deux contracteurs, on définit les opérations suivantes :

— intersection {C; N Cy) ([X]) = C1([x]) N Ca([X]) ;
— union :(C; UCy) ([X]) = Ci([X]) U Ca([X]) ;
— composition {(C; o Cy) ([X]) = C1 (C2([X])) ;
— répétition C* =Cy0Cy0Cyo...;
— intersection répétégC; MCy) = (C; N Cy)™;
— union répétée(C; LU Cy) = (C; U Cy)™.
Les opérateurs définis ci-dessus satisfont les propriétésmiractance, consistance et de conver-

gence. Il forme donc effectivement des contracteurs. Laposition n’est pas commutatived
C1 0 Cy # Cy 0 Cy), contrairement a toutes les autres opérations, 1, L.

Définition 1.4.1 Soite > 0, on définit un contracteur de précision comme suit :

X] si w([x]) >e€
Ce([x]) = (1.4.11)
¢ sinon
Il existe plusieurs méthodes de contraction, elles sonbritalrement issues de I'analyse nu-
mérique. Elles sont divisées en deux classes en fonctionadilgme a résoudre. Si le probleme

peut s’écrire sous une forme linéaire, alors des méthodésities s’appliquent dont la méthode
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d’élimination de Gauss et la méthode de Gauss-Seidel. [Rares| non linéaire, il existe aussi
des méthodes de contraction comme celle de Krawczyk, NeWhri?], [?] ou par décom-
position en contraintes primitive®][ [?]. Le principe de cette derniére est présenté dans la
suite.

1.4.2.2 Contracteur de propagation/rétropropagation

Ce contracteur, appelropagation-Reétropropagatiogt notéC |, est basé sur le principe
de propagation de contrainted,[[?], [?]. Le principe, est de décomposer la contrainte (ou les
contraintes) du CSP en un ensemble de contraintes élémesntdine contrainte élémentaire
ne contient qu’une opération arithmétique telle que —, x, /} entre deux variables ou une
fonction élémentaire commigxp, log . ..} appliquée sur une seule variable. Un ensemble de
variables intermédiaires est alors introduit.

Exemple 1.4.2Pour réduire le pavéx] = [ [x1] , [z2] , [x3]] avec[zi] = [1,20], [zo] =
[—10, 10] et [z3] = [2, 8] sous la contraintér;] — cos([x3]) + [x3]* € [4, 6]. La décomposition

en contraintes primitives est donnée par :

[a1] = cos([22]),

[az] = [a1] — [ad],
las] = [z3]?,

[ad] = laz] + [as]

Les domaines initiaux des variables intermédiaires:,, as eta, sont] — oo, oo[. La phase de
propagation se fait de la fagon suivante :

La phase de rétropropagation consiste a réduire les donsadies variablege;|, en utilisant les
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informations sur. Ce processus s’effectue comme suit :

[as] — [4,6] N ]as] = [4,6],

[as] — ([ad] = laz]) N]as] = [4, 6],

[az] — ([ad] = las]) N]az] = [0, 2],

[a1] = ([z1] = [a2]) N [a] = [-1,1],
[21] — ([az] + [a1]) N [z1] = [1, 3],

[z5] < (arccos([a1])) N [x2] = [0, 3.14],
[25] — (Vas) N [zs] = [2,2.44]

Le pavé réduit estdong] = [ [1,3], [0,3.14], [2,2.44] ].

1.4.3 Inversion ensembliste par bissection

La caractérisation de I'ensemltfiedéfini par (1.4.4) est un probleme d’inversion ensem-
bliste qui, pour le cas non linéaire, peut étre résolu d’'uaaigre garantie en utilisant I'algo-
rithme SIVIA (Set Inversion Via Interval Analysis) propopar Jaulin et Walter[?]. Cet algo-
rithme permet de trouver un encadrement (lorsqu’au moiessotution existe) de 'ensemble
des solutions. Les ensembf@stS représentent respectivement, un encadrement intériemr et
encadrement extérieur de 'ensemble solufian

scscs, (1.4.12)
avec :
S=SUAS, (1.4.13)

ouS est 'ensemble des pavés prouvés solutiond®est I'ensemble des pavés pour lesquels
aucune décision n'a pu étre établie et peut étre interprédéi &n terme d’incertitudes sur la
caractérisation d8. La relation suivante est alors valable :

vol(S) C vol(S) C vol(S), (1.4.14)

ou vol(S) est le volume de I'ensembi De plus,
— siS = () (ensemble vide) le probléme (1.4.4) ne posséde aucunémsyplut

— siS # () 'ensembleS n’est pas vide , il existe au moins une solution vérifiant.4).4
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Algorithm SIVIA

L'algorithme de partitionnement SIVIA permet une caras@tion garantie de ces en-
sembles de pavés en utilisant un test d’inclusion défini par :

1 si[f](lz]) < [y],
t([z]) =40 si[f]([z]) N [y] = 0, (1.4.15)

indéterminé sinon

Un pavé[z] € X est dit :
— faisable efz] € S, [z] € S, sit([z]) =1,
— non faisable, si([z]) =0,
— indéterminé, si([z]) est indéterminé.

Dans ce dernier cas, aucune décision a propos du[pavéest possible. Si sa taille est
Ssupérieure a une certaine tolérampdexée par I'utilisateur, il est partitionné en deux sous¢mv
et I'algorithme est réexecuté sur chacun d’eux. L'algonighSIVIA est le suivant :

Algorithme SIVIA (entrées [t], [X],n; sortie :S,S )
1. Si[t]([x]) = 0, alors rejetefx], retour,
2. Si[t]([x]) = [1], alorsS := S U [x]; S := S U [x], retour,
3. Siw([x]) < n, alorsS := S U [x], retour,
Sinon bissectelx] en ([x1], [Xz]),
4. SIVIA (entrées|t], [x,],n; sortie :S, S ),
5. SIVIA (entrées|t], [xy],n; sortie :S, S ).

L'ensemble de pavéAS = S/S représente l'incertitude sur la caractérisation de I'en-
semble solutiors , il contient les pavés de tailles plus petites gue

Exemple 1.4.3[?] Soit X 'ensemble des vecteuxs= (1, z,)? deR?, qui satisfait

exp(z1) +exp(z2) € [10,11], (1.4.16)

exp(2z1) + exp(2z2) € [62,72].
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FIG. 1.7 — Ensemble de pavés générés par SIVIA

La caractérisation de 'ensembl est un probleme d’inversion ensembliste qui peut étre tésol
par l'algorithme SIVIA. La figure 1.7 montre I'approximatiextérieureX de cet ensemble avec
deux précisions différentes, etrn, < ;. Il est évident que la précision @& est inversement
proportionnelle au seuil de la bissectign

Lorsque la dimension du vecte{x] est importante, il devient difficile de réaliser une
bonne approximation. Dans le cas de I'algorithme SIVIA, danplexité est exponentielle par
rapport a la dimension du vectet. Le nombreN de bissections effectuées est inférieupfa [

N= <@ + 1)% , (1.4.17)

ou X, est le pavé initial de recherche, la dimension du vecteux| et la précision de bissec-
tion.

1.4.4 SIVIA avec contracteur

Il est important de coupler I'algorithme SIVIA avec un catteur afin de réduire la
complexité algorithmique et de réduire le nombre de bissesinécessaires pour résoudre un
probleme d’inversion ensembliste. Cette étape est priml@r@our réduire le temps de calcul
des encadrements intérie@et extérieurs de I'ensemble de solutidi L'algorithme SIVIA
est alors modifié en incluant la contraction a I'étape 1

Algorithme SIVIA-Contracteur (entréest}, [x],n; sortie :S,S )
L. [x] « C([x])

2. Si[t]([x]) = 0, alors rejetefx], retour,
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3. Si[t]([x]) = [1], alorsS := S U [X]; S := SU [x], retour,

N

. Siw([x]) < n, alorsS := S U [x], retour,

Sinon bissectelx] en ([x,], [X2]),

a1

. SIVIA-Contracteur (entréeg], [x;],n; sortie :S, S ),

(o2}

. SIVIA-Contracteur (entréeg}, [x,], n; sortie :S, S ).

1.5 Solvers et hoites a outils

Il existe plusieurs outils dédiés a I'arithmétique desrvalles réels et complexes, dont
les principales boites a outils utilisées durant cettectisésit détaillées ci-dessous.

1.5.1 C-XSC

C’est une boite a outils développée en langage C++, qui fidanmeanipulation des in-
tervalles réels et complexes sous la forme rectangul@jre [

1.5.2 INTLAB

C’est une boite a outils du logiciel MATLAB, qui permet de njauler des intervalles
réels et complexes sous la forme circula?g [?].

1.5.3 QUIMPER

Contrairement aux boites a outils précédentes, QUIMPERrekingage qui permet de
mettre en place et manipuler aisément des contracteursafes dtiliser pour résoudre des pro-
bléemes ensembliste8][ [?], [?]. Lorsqu’un script est exécuté sous QUIMPER, une collectio
de contracteurs est d’abord construite, puis un paveuaesé! Un paveur est un algorithme de
bissection qui fait appel a tous les contracteurs dispesiblr tous les pavés courants. Seuls
sont bissectés les pavés qui n'arrivent plus a étre copBaer aucun des contracteurs et qui
gardent une largeur supérieure a une précision donnée Meeiplaalaye donc tout I'espace de
rechercheR™ et range les zones contractés dans des ensembles appatésavagedAinsi, a
chaque contracteur correspond un unique sous-pavage.mdafiécution du script, les résul-
tats de chaque contracteur sont disponibles.

Il existe d’autres boites a outils développées en C et en Qitraitent de I'arithmétique
des intervalles réels et complexes, telles que VENOBEROFIL/BIAS [?] et COSTLY [?].
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1.6 Conclusion

Ce chapitre a été consacré a la présentation des concepitsielsspour la suite de cette
these. Dans un premier temps, les définitions des intesvadies et complexes ont été rappe-
|ées, ainsi que les opérations de base sur ces intervaksscdhcepts nécessaires relatifs aux
arithmétiques des intervalles ont également été intredeis que les fonctions d’inclusion et
leurs différents types, ainsi que I'efficacité de chacuredlel’qui dépend de la taille des inter-
valles. La manipulation des fonctions d’inclusion reviaraligner un ensemble de formes géo-
métriques complexes par un pave, un pessimisme est alareiamnent introduit da a I'effet
d’enveloppement. Pour réduire ce pessimisme, des opé&ateeontraction ont été développés
qui permettent en I'occurrence d’éliminer tous les poinigpaves qui ne sont pas consistants
avec cette forme géométrique qui représente I'ensemblelddms. Ces opérateurs appelés
Contracteuront été détaillés au paragraphe ihvlersion ensembliste par contractian seule
la contraction permet de caractériser d’'une maniere garantensemble de solutions connexe.
Dans le cas ou I'ensemble de solution est non conriéxegrsion ensembliste par bissection
présentée par I'algorithme SIVIA est alors utilisée powacteriser 'ensemble de solutions.
Dans le chapitre suivant, nous allons introduire le condeplta dérivation non entiére et la
représentation des systémes par des modeles d’ordre rien ent
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2.1 Introduction

Le concept de la dérivation non entiére date de 1695 quathalspital, Leibnizet Ber-
noulli ont échangé sur la signification dd#férentielles qui ont pour exposant des nombres
rompus. Au 18e siécle il y a eu peu de contributions sur ce sujet,méarsEuler a soulevé le
probléme de la définition d’'une dérivée d’ordre fractiomeabuite & de nombreuses réflexions
de Cauchy Lagrange Fourier, Abel Liouville, RiemannHardy, ..., la dérivation et l'inté-
gration non entiére ont été analytiguement définies. Descaés majeures dans la dérivation
non entiére ont été réalisées durant la deuxieme moitié dwsi2gele ], [?], [?], [?], [?], [?],

[?]. Aujourd’hui l'intérét de la dérivation non entiére ne sesde grandir notamment dans le

domaine de l'ingénierie et de I’Automatique a travers legrages P1, [?], [?], [?], [?], [ 7], [ 7]

En effet, I'utilisation de 'opérateur de la dérivation nemtiére est a ce jour largement répandue

dans des domaines aussi variés que l'automatique, la nuygegiiélectrochimie, la thermique,
.. etc.

En Automatique, la commande robuste d’ordre non entier (SR eté développée de-
puis les année¥), [?]. D’autres études plus récentes dans le domaine de la coden@aontrent
la robustesse des régulateurs PID fractionnaires par regpo régulateurs PID classiqued,[

[?]. En mécanique, la suspension CRONE a été élaborée surdalbda dérivation non entiere
et ses performances en terme d’isolation vibratoire onpétavées P], [?]. En électrochimie,
les phénoménes de diffusion électrochimique sont ausséhiséd par la dérivation non entiere
ou la diffusion des charges dans les batteries en acidegistp@r des modéles dRandleqd?],

[?] utilisant un ordre d’intégration de.5. Les systémes biologiques sont difficiles a modéliser
et l'utilisation de la dérivation classique conduit souvardes modéles d’ordre élevé. Cepen-
dant, I'utilisation de la dérivation non entiere permetwdi des modeles compacts et faciles a
manipuler P]. En diffusion thermique, plusieurs études ont montré guaddele liant la den-
sité de flux de chaleur a travers un barreau métallique a Ipdeature mesurée est non entier,
car il découle de la résolution de I'équation de la chalequétion aux dérivées partielle$)]

[?], [?], [?], [?]. Récemment dan®], une identification d’un procédé thermique est élaborée et
les principes de la platitude des systémes linéaires noargisont appliqués pour poursuivre
des trajectoires de référence prédéfinies.

Ce chapitre présente les principaux outils pour la modéisale systémes a dérivées
non entiéres réelles, puis par intervalles. Ainsi le paplge 2.2 rappelle les définitions, deve-
nues usuelles, de l'intégration et de la dérivation nonéeail 'extension de ces définitions a
des intervalles, qui constitue une premiére originalitécdée thése, est décrite au paragraphe

lextrait de la lettre datée du 10 Janvier 169Beenoulliadressée au marquis béfospital
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2.3 La transformée déaplacede ces opérateurs temporels y est calculée et leur monotonie
par rapport a I'ordre de dérivation étudiée. Le paragrapeappelle les différents modes de
représentation des systemes non entiers. Ensuite, lerppheg2.5 présente la stabilité des sys-
temes non entierd.e paragraphe 2.6 présente une autre contribution de cagsd, a savoir
I'étude de la stabilité et de la résonance de fonctions dedfart élémentaires de premiere et
de deuxieme espé&da connaissance des comportements fréquentiels desdiosicle transfert
élémentaires étant indispensable pour la modélisatioystérmes non entiers a partir de don-
nées fréquentielles. Une généralisation des fonctionsamsfert élémentaires a des ordres de
dérivation par intervalles y est également abordée.

2.2 Intégration et dérivation réelles

2.2.1 Intégration réelle

Une premiere définition de l'intégration réelle peut étreaduite a partir de la formule
de Cauchy Soit f une fonction réelle de la variablecontinue par morceaux et intégrable sur
[0, +00]. A partir des définitions respectives des intégrales d®oide et 3 :

L f(t)= i f(r)dr, (2.2.1)
2 _ ! f(7)

| f(t)—/o At (2.2.2)

3 _1 ! f(7)
1°f ()= 2/0 7(75—7)’2617’ (2.2.3)

découle la formule d€auchyde l'intégrale d’ordre entien :

iy = [ [ fr ). .d 2.2.4
f () /0/0 /0 f(Tn—2)dT,—2 T ( )

L'expression de l'intégrale d’ordre réelc R’ d’une fonctionf a éte définie la premiere
fois parRiemanret Liouville en généralisant la formule d&auchya des ordres réels positifs :

v 1T f(7) \
| f(t)—r(y)/o (t_T)l_VdT, Vv € RY. (2.2.5)

Cette intégrale peut étre réécrite sous la forme d’'un ptatfuconvolution £) de la fonc-
tion f(t) et du noyauW [?]:

A 1

5 0= O (2.2.6)
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ouT est la fonction dEuler telle que :
[(v) = / e “x’ tdx, Vv € R\Z_. (2.2.7)
0

Initialement définie pour des nombres réels positifs, lafiom Gammaest généralisée,
par continuité analytique, aux nombres réels négatifehédes entiers négatifs ou elle possede
des singularités.

Lintégrale d’ordre réel (2.2.6) est souvent appelée &grale deRiemann-LiouvilleEn
effet, Liouville a proposé la méme définition giemannen remplacant la borne inférieure
d’intégration0, par —oo. Cependant, cette borne est souvent ramenée a zéro, étardt goe
tous les systéemes rencontrés dans le domaine de la physigusasisaux et possedent donc des
réponses impulsionnelles nulles paut 0.

Transformée delLaplacede l'intégrale d’'une fonction

La transformée dkaplacede I'intégrale d’ordre’ d’'une fonctionf réelle est donnée par
[?]: X
Lf(0) = 52 (1) (22.8)

ou s désigne la variable deaplace Cette formule est la généralisation de la transformée de
Laplaced’une intégrale entiere.

Les caractéristiques fréquentielles de I’opératséusont obtenues en remplacant la va-
riable deLaplaces par . Ainsi, le module et I'argument de I'opérateur d’intégoatid’ordre
v sont donnés par :

Module (dB) : QOIOg}ﬁ — —20vlogw

(2.2.9)

Argument (rad) : arg (ﬁ) = —vi.

En ce qui concerne les diagrammesRizde le diagramme de gain est représenté par
une droite dont la pente est fonction de I'ordre d’intégnait, soit—20r dB/décade. Quant au
diagramme de phase, il est représentée par une droite htaleatiordonnée 7.

La figure 2.1 représente les diagrammesBaeled’un intégrateur non entier d’ordi@5. Le
gain décroit a raison de10 dB/décade et la phase est égalery/4.

2.2.2 Dérivation réelle

Bien qu'il existe plusieurs approches de généralisatiotadirivée d’ordre entier a des
ordres réels, seules trois définitions sont présentées ici.
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FIG. 2.1 — Diagramme dBoded’un intégrateur d’ordre 0.5

2.2.2.1 Définition deRiemann-Liouville

La dérivée d'ordre réel € R* d’'une fonctionf est definie comme étant la dérivée
d’'ordre entier|v| + 1 de l'intégrale d’ordre non entiet¢| + 1 — v), soit [?] :

D’ f(t) £ DWW (117 £ (1)) | (2.2.10)

ou |v] est le plus grand entier inférieur ou égat & v | = floor(v)).
Compte tenu de la définition de l'intégrale (2.2.6), la déeid’ordrev de f s’écrit :

vy — 1 avitt (ot f()
DYf(t) = T (o] + 1) dii (/O (t_T)VMdT>. (2.2.11)

2.2.2.2 Deéfinition deCaputo

Une deuxieme définition de la dérivée d’ordre réel a été mépparCaputo[?]. Elle
résulte de la permutation de la dérivée et de l'intégralesd@quation (2.2.10), soit :

D f(t) = IV (DM F (1), (2.2.12)
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Compte tenu de la définition de I'intégrale (2.2.6), la déeid’ordrev de f s’écrit :

A SR s
D*4(0) = o7 +1—u)/0 pTnte (2.2.13)

2.2.2.3 Définition deGrunwald

Grinwalda proposé une généralisation de la définition de la dériveeld entiem a
une dérivee d’ordre réel € R* [7].
Soit la dérivée d’ordre 1 donnée par :

D' (1) = lim 1) = i“ —h (2.2.14)

la dérivation a I'ordre 2 conduit a :

une premiere généralisation a I'ordrec N est alors donnée par :

D"f(t) = lim % kz; ((—1)k (z)f(t — k;h)) , neN, (2.2.16)

la généralisation de la définition de la dérivée (2.2.16) aatdres de dérivation non entiers,

donne :
v 1 1 - k k
D" (t) = lim = kz_o ((—1) (V) ft— kh)) , veER,. (2.2.17)
La notation(’j) désigne le binbme ddewtongénéralisé a des ordres réels :
k F(v+1)
= : 2.2.18
<1/> E'T(v—k+1) ( )
avec : By
< ) =0 pour v—k=-1,-2-3,... (2.2.19)
1%

2.2.2.4 Transformée dd.aplacede la dérivée d’'une fonction
La transformée deaplacede la dérivée d’ordre d’une fonctionf réelle est donnée par :
Z(D"f(t) =s"ZL(f(t)). (2.2.20)

Les caractéristiques fréquentielles de I'opérateur deatéwn s”, obtenues en remplacant
la variable dd_aplaces par j, sont telles que le module et 'argument s’expriment par :

{ Module (dB) :  201og |(jw)"| = 20vlog(w), (2.2.21)

Argument (rad) : arg ((jw)") = v5.
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Les diagrammes dBodede la figure 2.2 sont ceux d’un dérivateur non entier d’ordse 0
Le gain croit a raison de 10dB par décade et la phase est égale a

20 —rry ——rrr —rry

10
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o
T

-10++

-20 -2 -1 0 1 2
10 10 10 10 10
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N
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L L L L L L | L L N | L
107 10" 10° 10 10
Frequency (rad/s)

FIG. 2.2 — Diagramme dBoded’'un dérivateur d’ordré.5

2.3 Intégration et dérivation par intervalle

Dans cette partie, la définition de I'intégration et de laiva@dion réelle est étendue aux
intervalles réels. Lidée de base consiste a transformedié d’intégration ou de dérivation

en un intervalle non entigr]|.

2.3.1 Définition de I'intégrale par intervalle réel

La définition de l'intégrale d®Riemman-Liouvilled’ordre v d’'une fonctionf (2.2.6) est

étendue a un intervalle régl :

W (207 F (1) v e [V, (2.3.1)
HV}f(t)é{ng) /0 0 f (TT))l_VdT, ue[u]}, (2.3.2)
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avec
V=7 ={veR|v<v <7} (2.3.3)

A cause de la double occurrencerdéans la définition (2.3.2), une fois dans la fonction
et une fois au dénominateur de la fonction intégrée, et dsipesme que cela induit, la notation
d’une variable intervalle n’est pas utilisée dans cettendén. Il est effectivement préférable
de définir I'intégrale d’ordrév] en utilisant une variable réelleappartenant &/|.

Exemple 2.3.1Soit la fonction

2 si t>0,
ft) = , (2.3.4)
0 si t<O,

I'intégrale par intervalle réelv] = [0.5,1.5] de f(¢) est donnée par :

O ng) /Ot T _Tj)lydT, v € [0.5,1.5], (2.3.5)

La figure 2.3 présente l'intégrale réelle pour différentateurs dev € [v].

nu=0.5 /
500 nu=0.6 . / /1
nu=0.7
nu=0.8
400 nu=0.9 /
nu=1 /

nu=1.1

300 nu=1.2

nu=1.3 /
nu=1.4 /
200 nu=1.5 g

100f // .

1 M)

FiG. 2.3 — Intégrale d®iemman-Liouvillale la fonctionf (t) = t* pour différentes valeurs de
v e [V
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2.3.1.1 Transformée dd.aplacede l'intégrale par intervalle d’une fonction

La transformée deaplacede l'intégrale d®iemman-Liouville’ordre [v] d'une fonction
f réelle est donnée par :

LUV 0) = LU D), veD] (2.3.6)

Dans la mesure ou I'occurrence dest ici unique, la notation de la variable intervalle pet ét
utilisée en exposant de:

LU0} = LU0} (23.7)
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Domaine de définitionD |0" 1 +00
d(fdG[S/[]VD) = —20log(w) |+ _
+oo | O
fa(v]) = —20[v]log(w) | / N
0 —00
d(fs(W) _  « B
d[v] 2
0
fo(W) = V)3 pN
— 00

TAB. 2.1 — Table de variation du gain et de la phase de l'intégraiar intervalle en fonction
de[v]

Les caractéristiques fréquentielles de I’opératgj?lrsont obtenues en remplacant la va-

riable deLaplaces par . Ainsi, le module et I'argument de I'opérateur d’intégoatid’ordre
[v] sont donnés par :

(2.3.8)

2.3.1.2 Etude de la monotonie du gain et de la phase par rappoa 'ordre [v] de l'inté-
grateur par intervalle

L'étude de la variation des fonctiorfg ([v]) et f4([v]) par rapport & I'intervallé] requiert
le calcul des dérivées de ces fonctions par rapport a iatker(v], avec[v] C IR*.

dife(v) _ _
= —20log(w), (2.3.9)
d(fs(W)) _ & =
d[v] - 2°

La table 2.1 représente les variations des fonctjii§/]) et f,([v])
Selon la valeur de, le module s’écrit :

Sl = [~20zlogw, —207logw], lorsque w €]0*,17],

(2.3.10)

1
5[”]

g = [~207logw, —20vlogw], lorsque w € [17,+o0[.
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La fonction f,([]) est monotoniquement décroissante sur l'intervigiite +oc,
_T ™
folv]) = [=v5, —r5]- (2.3.11)

En ce qui concerne les diagrammesRizde le diagramme de gain est représenté par
un secteur constitué d’'un ensemble de droites (intégtedont les pentes sont fonction de
lintervalle [v].

Quant au diagramme de phase, il est représenté par un seatstitué d’'un ensemble de
droites horizontales d’ordonnées comprises dans;, —v7].

La figure 2.4 représente les diagramme®ddede I'ensemble d’intégrateurs non entiers pour
un ordre d’intégrationv] = [0.5,0.7]. Le gain décroit a raison de-14, —10] dB/décade, la
phase quant & elle est égalg-aw/20, —/4].

40 T —— —— T

—14dB/décade

Gain (dB)
o

|
N
o

L L Lo L L L | L L Lol Ll
10" 10 10° 10 10°
Pulsation (rad/s)

|
B
o

0 ————r ——r —r

Phase (°)

_60 - —

i i i
107 10™ 10° 10 10>
Pulsation (rad/s)

FIG. 2.4 — Diagramme dBoded’un intégrateur d’ordre 0.5 et 0.7

Comme le montre cette étude, la fonction du ggir([v]), n’est pas monotone par rapport
a l'ordre de dérivatiori| sur tout le domaine de définitioR =]0", +oo[ contrairement a la
fonction de la phasef,,([v]), qui est monotone par rapport a I'ordre de dérivafignsur tout
le domaine fréquentielle.
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2.3.2 Définition de la dérivée par intervalle réel

La définition de la dérivée d’ordre réel d’'une fonctigrest étendue a un intervalle réel
[v]:
DVf()={D"f (t) |v € [v]}, (2.3.12)
La définition deRiemann-Liouvillele la dérivée non entiére d’'une fonctiff2.2.11) est étendu
a un intervalldyv], soit :

S W il & e
DM f(t) = T (] =+ 1) i </o Y, dT) , VvEI, (2.3.13)

avec
V= ={veR: |v<v<D} (2.3.14)

De méme, la définition d€aputode la dérivée non entiére d’'une fonctigrf2.2.13) est étendu
aun intervallgv], soit :

W f(p) — 1 A I B
DV /() = (/0 ir|. vepl (2.3.15)

I+ 1=\ (=

De plus, la définition deGriinwald de la dérivée non entiere d’'une fonctign(2.2.17) est
étendue a un intervalle], soit :

DYf(t) = lim — kf: ((-1)’6 <i)f(t - k:h)) . ve. (2.3.16)

A cause des multiples occurrencesdéans les définitions (2.3.13), (2.3.15) et (2.3.16), et
du pessimisme que cela induit, la notation d’une variabierualle n’a pas été utilisée dans
cette définition. Il est effectivement préférable de défimidérivée d’ordrdr| en utilisant une
variable réelles appartenant &/|.

Exemple 2.3.2 Soit la fonction

2 si t>0,
f(t) = (2.3.17)
0 si t<0,

la dérivée par intervalle rédl] = [0.5, 1.5] est donnée selon :
— la définition de Riemann-Liouville

1. Casow € [0.5,1]

y B 1 d N
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nu=0.5
80 e
nu=0.7
i nu=0.8
nu=0.9
60 o
nu=1.1
= 50 s
;_/ nu=1.3
E “or nu=1.4
nu=1.5
30
20 |
Z // / ——
10 ////A
0

FIG. 2.5 — Dérivée réelle de la fonctiof{t) = > pour des différents valeurs dec [v]

2. Casow € [1,1.5]
Mpgp L@
D f(t)_P(Q—I/)dtQ </0 (t_T)uldT)’ VG[”])

— la définition de Caputo

1. Casow € [0.5,1]
1 oo
[v] — -
D7) = s (| oetr) - vl
2. Casow € [1,1.5]
DYF() = 55—
— la définition de Grinwald
DM f(t) = lim L i (—1)F g (t — kh)? v € [v]
h—0 h¥ p v ’ '

La figure 2.5 présente la dérivée réelle pour différenteswid dev € [v]
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2.3.2.1 Transformée dd.aplacede la dérivée par intervalle d’'une fonction

Sous I'hypothése de conditions initiales nulles, la tramsEe dd_aplacede la dérivée
d’ordre[v]| d’'une fonction au sens deiemanret deCaputoest donnée par :

2{DM(f(1)} = sMz{f(1)}. (2.3.23)

Dans la mesure ou I'occurrence dest ici unique, la notation de la variable intervalle pets ét
utilisée :
2{DY(f(1)} = "2 {f ()} (2.3.24)

Les caractéristiques fréquentielles de I'opérat€drsont obtenues en remplacant la va-
riable deLaplaces par jw. Ainsi, le module et 'argument de la dérivée d’ordré sont donnés
par :

(2.3.25)

2.3.2.2 Etude de la monotonie du gain et de la phase par rappioa [v] du dérivateur par
intervalle

L'étude de la variation des fonctiorfg ([v]) et f,([v]) par rapport & I'intervallé/| requiert
le calcul des dérivées de ces fonctions par rapport a Riatler[v], avec[y] c TR

dWaD) — 90 ]og(w)

d[v]
(o)) (2.3.26)
d[v] 20
La table 2.2 représente les variations des fonctjfiig/|) et f,([v])
Selon la valeur dev, le module s’écrit :
}s[”]}dB = [20vlogw, 20vlogw], lorsque w €]0F, 17,
(2.3.27)
‘5[”]‘(18 = [20vlogw, 207 1logw], lorsque w € [11, +o0].
La fonction f,([]) est monotoniquement croissante sur l'interviie, +oo],
™ _T
o)) = lvg. 5] (2.3.28)
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Domaine de définitionD |0" 1 400
Weld) — 90log(w) |- +
0 +00
fa([v]) = 20[v]log(w) | "\ /
—oo || 0
Ad(fs())
dlv] ) +
—+00
fs(V)) = V% /
0

TAB. 2.2 — Table de variation du gain et de la phase du dérivatuntervalles en fonction de

v

En ce qui concerne les diagrammesBixle le diagramme de gain est représenté par un
secteur constitué d’un ensemble de droites (dérivatedosy}, les pentes sont fonction de I'in-
tervalle[v]. Les pentes des deux droites qui bornent cet ensemble sonéé® par I'intervalle
[20v, 20v] dB/décade.

Quant au diagramme de phase, il est représenté par un seahstitué d’'un ensemble de
droites horizontales d’'ordonnée comprise dasis 77].

La figure 2.6 représente les diagramme®ddede I'ensemble de dérivateurs non entiers pour
un ordre de dérivatiofv] = [0.5,0.7]. Le gain croit & raison dg0, 14] dB/décade. La phase,
quant & elle, est égale[@a/4, 77 /20].

Comme le montre cette étude, la fonction du ggir([v]), n’est pas monotone par rapport
a l'ordre de dérivationy] sur tout le domaine de définitioR =|0", +oo[ contrairement a la
fonction de la phase/,([v]), qui est monotone par rapport a I'ordre de dérivatiprsur tout le
domaine fréquentielle.

2.3.3 FEtude de la monotonie de la réponse temporelle d’un sgsne par
rapport a I'ordre de dérivation par intervalle

Il estimportant de rappeler quelques notions sur les systénonotones avant d’aborder
les problemes de monotonie dans le domaine temporel posyssmes non entiers.
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40 T — T T — T — T T —T—TTTT
14dB/décade
20 Y ,
o
)
s 0 z ’ g
3 OdB/decade
_20 —
_40 I i i
107 10" 10° 10" 10
Pulsation (rad/s)
- ——— ————
80| .
~ 60F .
2
S 40f .
o
20 :
o | | |
10 10" 10° 10" 10

Pulsation (rad/s)

FIG. 2.6 — Diagrammes d@odede dérivateurs d’ordre 0.5 et 0.7

Systemes monotones :

Les systemes dynamiques monotones, représentés par dtises|difféerentielles mono-
tones, génerent des trajectoires qui respectent, sur uaiderde définition donné, la relation
d’ordre supérieut> définie par rapport aux conditions initialed,[[?], [?] et [?]. Autrement
dit :

Soientz(t, zy, u;) etx(t, Xo, Uz) deux trajectoires solutions d’'un systéme dynamique mo-
notone défini par

y(t) = f(y(t), u(t), (2.3.29)
poury(ty) = zy, U(t) = u; et poury(ty) =X, et u(t) = Uy, Si

Xo>2Zy et uy >u; alors X(t, Xg,Us) > Z(t, 29, Uy), Vit >tp. (2.3.30)

Ici la relation d’ordre> doit étre respectée composante par composante, c'est-getiiz, ; >
20:Vi € {1,...,n} et uy; > uy; Vj e {l,...,m} oun etm sont respectivement les
dimensions des vectewstu.

Dans le cas ou les conditions initiales et/ou les parameteelequation différentielle

ordinaire présentent des incertitudes, l'intégratioragte basée sur les modéles de Taylor in-
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tervalles, s’avere nécessaire pour calculer 'ensemblsotigions ('ensemble de trajectoires

admissibles). Par ailleurs, si I'équation différentiedt monotone il est toujours possible de
transformer 'EDO (Equation Différentielle Ordinaire) matone incertaine en deux EDO mo-

notones certaines, une minimale et 'autre maximale. Alasgésolution de ces deux EDO four-

nit des approximations inférieure et supérieure des swiatde I'EDO incertaine. Par conse-
guent, I'étude de la monotonie des EDO permet de contouffiea@ement le probléme de la

propagation du pessimisme d( simultanément a I'effet dppement et au phénoméne de
dépendance.

L'idée d’encadrer un systeme incertain par deux systemesrdéistes minorant et ma-
joranty ety a été introduite pavuller [?]. Plusieurs études, dorf2]} [?], [?] et [?], utilisent le
théoreme déiller pour encadrer 'ensemble des trajectoires des systemesigues en pré-
sence d’incertitudes sur I'état initial et/ou le vecteupdeametres. Des exemples concrets sont
ainsi détaillés dans les théses @gdt [?] comparant la méthode de construction des systémes
bornant avec la méthode basée sur I'intégration numérigrangje.

Dans le cas des systémes non entiers, un systéme dynamiqléegspar une équation
différentielle non entiére (EDNE) de la forme :

D y(t) = f(y(t), u(t)). (2.3.31)

Dans le cas ou I'ordre non entier est mal connu, LEDNE estiitacne et la solution exacte est
comprise dans un ensemble de trajectoires admissiljiesL’EDNE s’écrit alors :

DMy () = f(y(t), u(t)). (2.3.32)

Ainsi, il est intéressant de déterminer un encadrerfyény] = [y(t), y(¢)] de 'ensemble
de trajectoires admissibléXt) du systeme (2.3.32), en se basant sur les regles introghaites
[?] basées sur le théoreme H#iller [?]. Autrement dit, il est intéressant de vérifier s’il est
possible de borner I'ensemble de trajectoires admissiB(esdu systeme (2.3.32) par deux

systémes déterministes minorant et majorant de la forme :

DYy(t) = f(y(t), u(t)), (2.3.33)
DYy(t) = f(y(t), u(t)). (2.3.34)

Ce probleme est difficile a traiter dans le cas général. Ds, ploe étude de variation de
par rapport a I'ordre de dérivation est nécessaire. Ell@démle I'entréau, de la sortiey, de
la fonctionf et du vecteur de parameétres y compris I'ordre de dérivatimpeut cependant
montrer sur un exemple simple que I'étude de monotonie derletionf par rapport a I'ordre
de dérivation lorsque I'entrée est un échelon unité n’esidetout trivial.
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Exemple 2.3.3Soit le systéme décrit par I'équation différentielle :
D"y(t) + A\y(t) = u(t), X eR*, (2.3.35)

ouu(t) représente I'échelon de Heaviside.
Sous I'hypothése de conditions initiales nulles, la transiee de Laplace de I'équation diffé-
rentielle (2.3.35) est donnée par :

s"Y (s) + AY (s) = EU(S), (2.3.36)

Par conséquent, la fonction de transfert est de la forme :

Y(s) 1
U(s) s(sv+N)
1
= 2.3.37
) e
Le développement limité de cette fonction est donné par :
Y(s) I & o AP
= —1)F— 2.3.38
U(s) g+l kz%( ) gvk’ ( )
Y(s) & g AR
= B DL a— 2.3.39
06 ;< e (2.3.39)
La transformée de Laplace inverse de la fonction de tram%} s’écrit :
i Jhan 1L. (2.3.40)
I'(vk+1)

k=1

L'étude de la variation def,(¢) par rapport a I'ordre de dérivatiorv requiert le calcul de la
dérivée def, (t) par rapport a I'ordre de dérivation non entier :

0 1 vk ukr/ 1
Z k+1 k—1 (k og(t)t _ kt (vk +2 )) ’ (2.3.41)
— I'(vk+1) I'(vk+1)

oul"(vk + 1) représente la dérivée de la fonctidiiwk + 1) par rapport a(vk + 1).

0 k+1 )\k 1t1/kk,
————(log(t) — ¥(vk + 1 2.3.42
]; T (os(t) — Yk + 1), (2.3.42)

ou la fonctionV (vk + 1) est la fonction Digamma définie par :

' (vk + 1)

U(vk+1) = Tohs 1)

(2.3.43)
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FIG. 2.7 — Tracé de la dérivée de la fonctifirit) pourA = 1 ety = 0.9

La figure 2.8 présente I'évolution de la dérivée de la forretio(t) pour un intervalle de
temps de) a 2. Il est évident que pour une valeur de I'ordre de dérivati@vde]0.8,0.9[ la
dérivée de la fonctiorf, () change de signe. Par conséquent la fonctfomest pas monotone
par rapport a I'ordre v.

Le tracé des réponses indicielles de I'équation difféedl#i(2.3.35) montre bien que
celles-ci ne sont pas monotones par rapport a I'ordre de\ag#ion.

Comme le montre cet exemple simple, I'étude de la monoteni@ Eponse temporelle
par rapport a I'ordre de dérivation est assez compliquéésdat appel a des fonctions non
usuelles, comme la fonction Digamma, et permet de conclureashon monotonie de la ré-
ponse temporelle par rapport a I'ordre de dérivation.

2.4 Représentation des systemes non entiers

2.4.1 Equation différentielle

Un systéme non entier peut étre décrit par une équatiorreiiffielle de la forme :

y(t) + a1 D*y(t) + aaD*?y(t) + ... + ayDVy(t) =

24.1
boDPou(t) + by DPru(t) + b DP2u(t) + ... + by DPMu(t), ( )
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FIG. 2.8 — Tracé des réponses indiciellgs) pour A = 1 et différentes valeurs de

ou u(t) et y(t) désignent respectivement I'entrée et la sortie et ou lesesrde dérivation
ai,...,an, Bo, ..., By sont des nombres réels positifs ordonnés :

O<ap<...<ay et 0<fy<...<pBu. (2.4.2)

Comme dans le cas d’'une équation différentielle classiqigriaées entieres, les ordres
de dérivation doivent vérifier la contrainig; < (55 pour que le systéme soit strictement propre.

L'équation (2.4.1) peut étre réécrite sous la forme d’'ungaéqn différentielle de type
séquentiel, lorsque les ordres de dérivation sont commebles d’ordre [?], [?], [?], [?] :

21 fois 2N fois
174 174
A\ A\

y y y y (2.4.3)
bop (...(D u(t))z+...+bmp (...(D y(t))l,
%Ofois ’B#fois
équation dans laquellg,i =1,..., N et%,j =0,..., M sontdes nombres entiers.

Définition 2.4.1 L'ordre commensurable est le plus grand nombre réel tel que tous les ordres
de dérivation de I'’équation différentielle (2.4.1) sons$ seultiples entiers :

B

Y eNi=1,...,N et ZeNj=0,....M (2.4.4)
1% 1%
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Dans le cas des systemes rationnels, I'ordre commensuvahlel.

Par rapport a la définition initiale de I'ordre commensuraldonnée dans?], la contraite
du plus grand nombre a été imposée pour faciliter les cajoatds la dimension du systéeme
ay /v est inversement proportionnelle a I'ordre commensurable

2.4.2 Pseudo-représentation d’état des systémes non erdie

La représentation d’état d’'un systeme rationnel proprelétnie par les deux équations

suivantes

{ 2W(t) = Az(t) + Bu(t) (2.4.5)

y(t) = Cux(t) + Du(t),

ou x est le vecteur d’étatd la matrice d’évolutionB la matrice de commandé; la matrice
d’observation e la matrice directe.
Comme dans le cas rationnel, une pseudo-représentatiam ddd entiére comporte deux équa-
tions :

— Une pseudo-équation d’état (ou équation d’état non e)teans laquelle le pseudo

état ne fait plus objet d’une dérivation unitaire mais d’'deéeivation d’ordre,
— Une équation d’observation identique a celle du cas entier
Elle est ainsi définie par :

(2.4.6)

{ () = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

Remarque 2.4.1Le vecteurr dans la représentation d’état des systéemes non entiersoné-re
sente pas un vecteur d’état dans le sens classique du temmeffdéf, dans une représentation
d’état d’'un systeme rationnel, la connaissance de |'étateesa dérivée a l'instari suffisent
pour prédire I'état aux instants futurs. Cette connaissantest pas suffisante dans le cas des
systemes non entiers ou la connaissance de tout le passétdmgyest necéssaire pour pouvoir
prédire sa valeur a un instant future. Le probléme d’iniakion d’un tel systeme a un instant
to a fait I'objet de plusieurs travaux récent8][ [ 7], [ 7], [ 7]

2.4.3 Fonction de transfert

La transformée deaplacede I'équation différentielle (2.4.1), est donnée par :

Y(s)+a18*Y(s) +ags®Y(s) +...+ans*Y(s) =

2.4.7
bos™U (s) + bysPU(s) + bys™U(s) + ... + by s®™U(s). ( )
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Cette équation détermine directement la forme classiqueedonction de transfert non entiére :

F(S) _ Y(S) _ bOSBO —+ blsﬁl -+ b2352 + ...+ szﬁM (2 A 8)
U(S> 1—0—&15‘11 + a98%2 + ...+ ansAN : A

Si le systeme est commensurable d’ordreette fonction de transfert peut étre réécrite
selon :

F(S):Y(s):bo(s)v+b1(s) +bo(s) ¥ + ... 4 bu(s”) | (2.4.9)

U(s) 1—|—a1(s”)% —|—a2(5”)% +...—|—aN(s”)Q7N

avec % eN,Vi=1,...,N et ZeN Vj=0,..., M.
Une notation particuliere d’un transfert commensurablg gére définie par la fonction
rationnelleRR, :

= R,(s"), (2.4.10)

avec .
B B B By
_Qup) _bop? b £ bop e A byp
B,(p) 1+ ap™ +ap™ + ... +anp™

R,(p) , (2.4.11)

ou @, et P, sont deux polynédmes a puissances entiered’etdre commensurable.

Définition 2.4.2 Les zéros des polyndmeés et P,, de la fonction de transfert' (2.4.8) sont
nommes tout au long de cette thesedéos ers” et lespbles ens” de F.

2.4.3.1 Forme modale factorisée

Ce type de représentations met en évidence les zéros etléssgud” de la fonction de
transfert.

Dans un premier niveau de généralisation, tous les zéres pbles er” sont associés a
I'ordre commensurable. La fonction de transfert est alors mise sous la forme :

N/
sY — z )W
Y(S)—G’El( ¥ N et N 2.4.12
U(S) - 0 N b Qk‘/ e e Qk e Y ( = )

kl;ll (Su _ Sk)qk

ou G est un gaing; et s, étant respectivement les zéros et les poles’ede multiplicités
respectiveg; et gy.
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Dans un deuxiéme niveau de généralisation, la fonctionathestert peut étre représentée
sous la forme :

N v qy/
IT (s — 2z
k=1

=Gy

N )

I (s — )"

k=1

Y(s)
U(s)

g €N et g €N, (2.4.13)

ol z;» et s, sont respectivement les zéros€n et les pdles ers de multiplicités respectives
Qi €l

En dehors de ces formes modales factorisées, d’autresdpdites modales développées,
peuvent également étre obtenues.
2.4.3.2 Forme modale développée

Ce type de représentations met en évidence les modes pthpsgsteme.
Dans un premier niveau de généralisation, la fonction destest est mise sous la forme :

Y(S) N r
= (2.4.14)
ONPIPIEE
ousy, k=1,---,N sontles pbles ey de multiplicitésr de la fonction de transfert (2.4.8).

Dans un deuxieme niveau de généralisation, les pbles @euvent étre associés a des
ordresy;, différents, la fonction de transfert pouvant alors s'écsdous la forme :

k=1 =1

(2.4.15)

Syk _ Sk)l)

s; étant les poles est= de multiplicités entiéres.

2.5 Stabilité des systemes non entiers

La stabilité des systemes non entiers a été traitée dangyls£ontextes (linéaire, non
linéaire, commensurable, non commensurable, varianwatiant dans le temps, avec et sans
retard, analytiquement, numériquement) par plusieusuasit(voir I'état de I'art dans l'article
[?D.

Le critere de stabilité le plus connu pour les systéemes nbersm’ordre commensurable
v est celui deViatignon[?]. En effet,Matignona démontré la stabilité pour un ordreentre 0 et
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1. Le théoreme permet de vérifier la stabilité a travers legrteent des pdles e au lieu des
poles ens. Dans l'article P], le théoréme a été étendu pour un ordre commensuradfdre 1
et 2, les auteurs ont défini un nouvel ordfe= % et le théoreme a éte appliqué pour les poles
ens” du systeme.

Dans la thése d&oun[?], le théoreme a été validé pour n’importe quel ordre commens
rable, et la démonstration de l'instabilité des systemesamtiers pour des ordres supérieurs a
2 a été présentée.

Théoréme 2.5.1((Matignon,1998) étendu)
SoientF’ la fonction de transfer{2.4.8) non entiere et commensurable a I'ordreet R, =
Q. /P, sa forme rationnelle irréductibl.4.11) F' est stable dans le sens BIBO ssi:

0<v<2, (2.5.2)

et
Vs, € C,P,(s;) =0 telque |arg(sy)| > yg. (2.5.2)
Afin de démontrer la validité du théoreme Matignon il suffit de démontrer qué’ est instable

Ssi:

v > 2, (2.5.3)

ou
dsp € C, Py(sk) =0 telque |arg(sg)| < I/g, (2.5.4)

Soit {s; }r=1,..n I'ensemble des poles est de F'(s) tel queP,(s;) = 0. La fonction
multiforme s — s” se transforme en une fonction analytique apres avoir efectne coupure
dans le plan complexe le long de . Par conséquent, tous les arguments dent restreint a
| — m, [ etles pbles en de F'(s) sont alors donnés par :

. arg(.sk)+2*l*7r)

Pk = |Sk|%€J( v , k=1,....N et leZ, (2.5.5)

tel que :
arg(s 2lm
v
Le systeme représenté péfs) est instable ssi il existe un péle a partie réelle positive,

(2.5.6)

soit l
— 2
T . arg(sy) + 2lm < (2.5.7)
2 v 2

Par conséquent;(s) est instable ssi il existe une Z satisfaisant (2.5.7), ou bien usatisfai-
sant I'inégalité

—I/g —arg(sy) < 2lm < I/g — arg(sk). (2.5.8)
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Pour des raisons de simplicité de calcul et sans perte deajédda détermination prin-
cipale des arguments dg est définie dang-, 7[.
Suivant la valeur de, deux cas peuvent se distinguer :
— v > 2 dans ce cad, = 0 vérifie la contrainte (2.5.8). Par conséquertpossede au
moinsN poles instables; o,k =0... N.
— 1 < v < 2 I'unique valeur dd pourrait satisfaire (2.5.8) est= 0 ssi0 appartient a
I'intervalle défini par (2.5.8), soit :

|arg(sg)| < V%. (2.5.9)
Compte tenu des résultats obtenus pour 2 et1 < v < 2, la fonction de transfert est
instable ssi :
v>2, (2.5.10)
ou

dsg € C, Py(sr) =0 telque |arg(sx)| < yg,
Par contradiction, la fonction de transfert est stablesi.{) et (2.5.2) sont satisfaites.
La figure 2.9 montre la région de stabilité pour différentakenrs de I'ordre commensu-

(2.5.11)

rablev.

Im(sy,)

Im(sk) 4 In(si)

s

} Ge(sy,)

»o

s

[SIE]

Se Sk)

ar <1 b)r =1 cv>1

FIG. 2.9 — Région de stabilité. Un systeme est staleses poles er” sont a l'intérieur du
domaine grisé

2.6 Fonctions de transfert élémentaires

Lors d’'une modélisation de systémes a partir de donnéesdrdiglles, il estimportant de
connaitre les caracteristiques des fonctions de trar&fartentaires de premiére espéce (géné-
ralisation de la notion de fonction de transfert d’ordre urcas non entier) et des fonctions de
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transfert élémentaires de deuxiéme espece (génératisiita notion de fonction de transfert
d’ordre deux au cas non entier) notamment en terme de $éadtilde résonance.

Par conséquent, les fonctions de transfert élémentairesaaliées dans ce paragraphe.
Ce travail constitue une des contributions de cette tHgse [

2.6.1 Fonction de transfert élémentaire de premiere espece

La fonction de transfert élémentaire de premiére espée@nabta partir de la forme mo-
dale (2.4.15) est donnée sous sa forme canonique par :
1
(7) +1

avecw, € R’ represente la frequence naturelle non amortie.

Fy(s) = (2.6.1)

2.6.1.1 Stabilité et résonance

La condition de stabilité de (2.6.1) est obtenue a partihdotéme d&latignon étendu
0<v<2 (2.6.2)

La réponse fréquentielle s’obtient en remplagapér jv dans (2.6.1) :

. 1
F(jw) =7+ (2.6.3)
()
Le gain en dB est donné par :
|Fy(1wn)| = |F1 (1) g = —101og (1 +2cos (%) O+ 92”) : (2.6.4)

ou() = = estla frequence normalisee.
Dans le cas oW (s) est résonant,F;(j{2)|qs posséde au moins un maximum a la fre-
quence. Par conséquenty, (s) est resonant si I'équation

d| 71 (62)|ae

10 =0= 200" 4 2ucos <yg) Q=0 (2.6.5)

possede au moins une solution réelle et strictement pesjtivcorrespond a ce maximum. Une
seule solution peut ainsi étre obtenue a la frequence :

T

QY = — cos (I/g) , (2.6.6)
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I + i |

sV ”
P
|

Fi (S>|

FIG. 2.10 — Schéma de la boucle fermée équivalente
a condition que
l<v<?2. (2.6.7)
Le gain a la fréequence de résonance est obtenu en remplagas) dans (2.6.3) :

| F1(i€2)|gg = —201og (sin (vg)) : (2.6.8)

La phase a la fréquence de résonance est obtenue a parti6 ) (2

. _ sin (V%) Qv _ 7
arg (F1(j©2,)) = —arctan (1 oo (12) Q?) = arctan (COt (1/2>> : (2.6.9)

Par conséquent :

. s
arg (F1(j2,)) = (1 — 1/)5 (2.6.10)
La fonction de transfert élémentaire de premiére espéceésshante si la condition
(2.6.7) est satisfaite. La fréquence de résonance est d@ar§2.6.6), et le gain et la phase
a cette fréquence sont donnés par (2.6.8) et (2.6.10) resgaent.

2.6.1.2 Analyse de la fonction de transfert en boucle ouvertéquivalente

La fonction de transfert élémentaire de premiere espééeljeut étre représentée par
le schéma en boucle fermée de la figure 2.10 ayant un/gainw?, et un intégrateur non entier.
La fonction de transfert équivalente en boucle ouverteésgte un intégrateur non entiér
dont la réponse fréquentielle est tracée sur le plaNidbolssur la figure 2.11 pouk” = 1 et
différentes valeurs de. Les trois cas suivants se présentent :

— v < 1(voirv = 0.9 par exemple), le diagramme tkcholsest a I'extérieur du contour

de0 dB. En conséquence, la fonction de transfert en boucle eniest pas résonante ;

— 1 <v<2(voirv =1.1etrv = 1.75), le diagramme dalicholspénétre a I'intérieur du

contour deb dB ce qui conduit a un systéme résonant en boucle fermée;

— v > 2 (voir v = 2.5 par exemple), le diagramme d&cholsest a gauche du point

critique. Par conséquent, le systéme en boucle ferméestabla.
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FiG. 2.11 — Diagramme diicholsde la fonction de transfert en boucle ouverte pour des valeur
différentes de/

Exemple 2.6.1Soit la fonction de transfert élémentaire de premiére espéc

1

Fi(s) = R

(2.6.11)

La condition de résonance présentée dans (2.6.7) estagigins cet exemple avec= 1.75.
Par conséquentt (s) est résonante a la fréquence de résonafice= 0.96 (2.6.6), le gain et
la phase a la fréequence de résonance sont donnés a partir.@8j2t (2.6.10) respectivement

par :
Fl(jQr)
. = 8.34, 2.6.12
Fl(lo) dB ( )
et
arg (F1(j2.)) = —67.5. (2.6.13)

La figure 2.12 présente les diagrammes de Bode du gain et dekepe ce systeme.

2.6.2 Fonction de transfert élémentaire de deuxieme espece

Lorsque le systeme possede des pdles’ @omplexes conjugés, il est préférable comme
dans le cas entier de le représenter par des fonctions dderaélémentaires de deuxieme
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FIG. 2.12 — Diagramme dBodede | (s) = o=+t

espéece ayant des coefficients réels :

F(s) = L . (2.6.14)
120 () + ()
avec( € R,w, € R, etv € R7.

L'objectif de cette partie est d’étendre les propriétésid’tonction de transfert rationnelle
de deuxieme ordre a une fonction de transfert non entieredei@me espece. Sachant que le
systéme rationnel (2.6.14) avec= 1 :

— est stable si le facteur d’amortissemént 0,

— estrésonant $i < ( < ?

— possede deux pbles complexes conjuguéssi < 1,

— posséede un péle doubledsi= 1,

— est sur-amortie gj > 1.

Les conditions de stabilité de la fonction de transfert @étaire de deuxiéme espéce sont
d’abord déterminées en fonction du facteur d’amortissériet de I'ordre non entier. Les
conditions de résonance sont ensuite déterminées nuragrequ. Ainsi, trois abaques pour
chaque fréquence de résonance sont tracés permettargrdiditfacteur d’amortissement et
I'ordre non entier a partir de la fréquence de résonance alsée, du gain et de la phase a cette
fréquence.
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2.6.2.1 Stabilité d’une fonction de transfert élémentairale deuxieme espece
Les poles en” de (2.6.14) sont donnés par :
. (—c + \/4“27—1) . (2.6.15)
Deux cas se distinguent selon la valeur¢le

|| > 1= les pdles en” sont réels

|| < 1= les pbles en” sont complexes conjugués

Cas|(| > 1:

La fonction de transfert (2.6.14) possede dans ce cas ddas peels erns”. Selon le
théoreme déatignon cette fonction est stable si ces pbles sont négatifs :

Sy < 0= u (—g +./2 1) <0, (2.6.16)
= (£ /C_1<0. (2.6.17)

L'inégalité (2.6.17) est satisfaite seulement pour deswal positives d€, par conséquent :

1< (< +oo. (2.6.18)

Cas|¢| < 1:

La fonction de transfert (2.6.14) posséede dans ce cas deées p@dmplexes conjugués en

Sy =W (—g 41— g2) , (2.6.19)

= wleH?, (2.6.20)

avect limité a0, 7|, est donnée par :

)
arctan ( v i_@) si —1<(<0,

¢
0= (2.6.21)

arctan(‘lCQ)Jrﬂ si 0<(<1.
\

—<

Toujours selon le théoreme datignon le systeme est stable ssi :
0< ug <0< (2.6.22)

Deux cas se distinguent
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Cas—1<(<0:

Dans ce cas,
1—¢2
—C

Par conséquend,est dans le premier quadrartt £ }0, g] :

0<rv<l et > 0. (2.6.23)

0<ug<egg. (2.6.24)

De plus, en remplacant (2.6.21) dans (2.6.24) :

tan (Vg) < 7‘1_@ < tan (g) & tan® (VE> < LCQ <o (2.6.25)

-G 2 ¢?
(? < cos® (V%) (2.6.26)
Puisquel est négative, la condition a satisfaire est :
s
—1<—aﬁ@§><<§0 (2.6.27)
CasO < (< 1:
Dans ce cas,
1—¢?
1<v<?2 et 7§ < 0. (2.6.28)
Par conséquent,est dans le deuxiéeme quadrafite [g, T [ De plus, en se basant sur (2.6.22) :
g < I/g <0 <m. (2.6.29)

En remplagant (2.6.21) dans (2.6.29)

T V1-¢? o [ T 1—¢?
tan (1/5 — 7T> < e <tan(0) < tan (1/5) > = >0 (2.6.30)
2 2 (. T
(" > cos <y2>, (2.6.31)
puisque est positive, la condition a satisfaire est :

0 < — cos (yg) <C<l. (2.6.32)

La combinaison des inégalités (2.6.18), (2.6.27), et 82)6conduit au corollaire suivant du
théoreme déatignon
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Corollaire 2.6.1 (Stabilité d’'une fonction de transfert non entiere de deuxieme especépn
fonction de transfer2.6.14)est stable ssi :

— cos (V%) <(<oo et O<v<2. (2.6.33)

Ce corollaire est en concordance avec le cas rationnel féingbur un ordrer = 1, la condition
de stabilité pour une fonction de transfert rationnelle e@xieéme ordre s’écrit :

0<¢<oo (2.6.34)

2.6.2.2 Reésonance d’'une fonction de transfert élémentaide deuxiéme espece

La réponse fréquentielle de (2.6.14) est donnée par :
1

Fy(jw) = — (2.6.35)
s (5) (5)
1

Fy(jQuw,) = F(jQ) = , —. 2.6.36

La frequence normalisée = = est définie comme précédemment.

Le gain deF,(j2) est alors donné par :
1
F({Q)| = —_ : , 2.6.37
‘ 2(] )‘ ‘1 4 2<€JV§QV + ejl,ﬂ.sz ( )
1

= (2.6.38)

| (14 2¢ cos (vZ) Q¥ + cos (vm) Q%) +j (2¢ sin (vE) Q¥ + sin (v7) Q)|
Le gain en dB est donné par :

|F2(jQ)|as = —101og [94” + 4( cos (l/g) Q¥ +2 (2C2 + cos (I/TI‘)) Q%+
AC cos (yg) O+ 1] . (2.6.39)

Dans le cas oF,(s) est resonantg,F,(j{2)|qg @ au moins un maximum a la fréquence
normalisée. Par conséquehts) est resonante si I'équation :
d| F5(€2) las
dQ
Q=1 3¢ cos (V%) Q3 (2C2 + cos (I/TI‘)) Q2! 4 (cos (y%) Q' =0 (2.6.40)

=0=

posséede une solution réelle et strictement positive quespond a ce maximum. En simplifiant
le facteur en commuf*~! dans (2.6.40), I'’équation devient :

d|F2(j2)]as

o 07

Q3 + 3 cos (l/g) O + (2(’2 + cos (I/TI‘)) Q" + ( cos (1/%) =0. (2.6.41)
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A partir de cette équation, il est possible de retrouver laddon de résonance dans le cas
entier, en remplacamtpar 1 :
O+ (22 -1)Q=0. (2.6.42)

La solution strictement positive est donnée par :

Q, =+/1 -2, (2.6.43)
d’ou la condition sur le facteur d’amortissement dans leratsnnel :

1-20%>0=>(< g (2.6.44)

Les solutions de I'équation (2.6.41) de troisieme ordre¥mpeuvent étre réelles po-
sitives, réelles négatives, ou complexes. Le systemeé&hglit avoir zéro, une ou deux fré-
guences de résonance selon le nombre de solutions réefigsgcetment positives qui corres-
pondent aux maxima der,(j€2)|. Certaines solutions réelles et strictement positive veru
correspondre a des minima @&, (j2)|, notamment lorsque le systeme présente une double
résonance (voir exemple 2 p.72), il possede alors un minienine deux maxima.

L'équation (2.6.41) peut difficilement étre résolue angly¢ment. Toutefois, une solution
numérique est donnée par la figure 2.13. La région grise (rmuérésente des combinaisons
dev et( qui conduisent a un systéme résonant. Les deux régions ¢haweete (numéra et2),
présentent des combinaisonsdet ¢ qui conduisent a un systeme résonant avec respectivement
une et deux fréquences de résonance. La région rouge (n@nprésente des combinaisons
der et qui conduisent a un systéme instable.

Résumé

- si0 < v <05et—cosvy < ¢ <0 = lafonction de transfert stablg,(s) (2.6.14)
est toujours résonante,

— si0 < v <0.5et0 < ¢ = lafonction de transfert stablg,(s) n’est jamais résonante
(pour{ = 0 I'équation (2.6.41) n’a pas de solution strictement pesi)ti

—si05 <v < let—cosvy < (¢ < (o 2 = la fonction de transfert stablg,(s) est
résonante,

- si0.5 <v <let(y, < (< oo = lafonction de transfert stable,(s) n’est jamais

résonante,

2¢y est calculé numériquement et présenté sur la figure 2.13 eoétant le contour supérieur de la région de
résonance jaune dans l'intervafle=]0.5, 1]
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FIG. 2.13 — Régions de stabilité et de résonance du modele nar éx6.14) dans le plan

(¢, v)

—sil <v <2et—cosvy < ¢ < oo = lafonction de transferf;(s) est toujours
résonante,
—sivy <v < 2et(; < (< oo?= lafonction de transfert stablg,(s) posséde deux
fréquences de résonance.
Comme le montre la figure 2.13, si la fonction de transfert eatiere est résonante, elle
pourrait avoir une ou deux fréquences de résonance nogaalgelon les combinaisonsdet
C.
Trois abaques sont tracés pour chaque fréquence de résor@nualisée. Il est désormais
possible de déterminer le pseudo-facteur d’amortissestdiordre non entier pour :
— une premiere fréquence de résonance a partir de la figutéa. 1
— un gain normalisé a la premiére fréequence de résonancéirdasa figure 2.14(b),
— une phase a la premiere fréquence de résonance a partiiigieréa 2.14(c),
— une deuxiéme fréquence de résonance si elle existe, agmlé figure. 2.14(d),
— un gain normalisé a la deuxiéme fréquence, si elle exigiarta de la figure. 2.14(e),
— une phase a la deuxieme fréquence de résonance, si elie, @jsartir de la figure.

31, et(; sont calculés numériquement et tracés sur la figure 2.13 eoétant le contour inférieur & gauche de
la partie supérieure a droite de la région verte
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2.14(f).

2.6.2.3 Analyse de la fonction de transfert en boucle ouvestéquivalente

La fonction de transfert élémentaifg(s) (2.6.14) peut étre représentée par deux boucles
fermées imbriquées comme sur la figure 2.15, avec deux gadlesig intégrateurs d’ordre non

entierv,
wl/
K, =-=2 2.6.45
1 2C7 ( )
Ky = 2Cwy. (2.6.46)

Il est aussi possible de représenkg(s) par une seule boucle fermée comme indiqué sur
la figure 2.16, avec
B(s)
Fy(s) = ———. 2.6.47
2(8) = T 50 ( )

La fonction de transfert en boucle ouvefigs) est donnée par :

KK,
821/(1 + &) )

sV

Bs) = (2.6.48)

L'étude de la fonction de transfert en boucle ouvétte) est faite pour des valeurs différentes
dev et(. Les réponses fréquentielles sont tracées sur les diagegameNicholspour{ = —0.7,
¢ =+0.7et{ = 2 surles figures 2.17, 2.18(a) et 2.18(b).

Pour un¢ négatif (figure 2.17 ave¢ = —0.7), le gain de la fonction de transfert en
boucle ouvertes(s) est négatif. Cependant, aux basses fréquences, le diagramNichols
de 3(s) est a l'intérieur des contours d’amplitude @eB. Si la condition de stabilité (2.6.33)
est satisfaite (dans ce cas> arccos(0.7)2 = 0.51), 3(s) est a la droite du point critique. A
contrariof3(s) peut étre a gauche du point critique.

Pour0 < ¢ < 1 (figure 2.18(a) ave¢ = +0.7), le gain de la fonction de transfert
en boucle ouvertg(s) est positif. Dans le cas o < 1, (dans cette exemple, ~ 1), le
diagramme déNicholsest a I'extérieur du contour dedB. Pouryy < v < 2, le diagramme
deNicholsest a l'intérieur du contour d@édB ce qui conduit a un systéme résonant en boucle
fermée. De plus, le systeme est stable si la condition (2)G8t satisfaite, en I'occurrence
v > arccos(—0.7)2 = 1.50.

Pour{ > 1 (figure 2.18(b) ave¢ = 2), le gain de la fonction de transfert en boucle
ouverted(s) est positif. Siv < 1, le diagramme délicholsest a I'extérieure du contour de
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69



Chapitre 2 — Opérateurs et systemes a deérivees réellesiatgranlles

FIG. 2.16 — Schéma fonctionnel de la boucle fermée équivalente

dB. Pourl < v < 2, le diagramme dslicholsest a I'intérieur du contour dedB ce qui conduit
a un systéme résonant en boucle fermée. Pour un cas particuk= 1.9), le diagramme de
Nicholstangente le contour de -5.9 dB ce qui conduit & une répongedrgéielle en boucle
fermée avec une double résonance (voir exemple 2 p.72).dtérag est instable 8i> 2 selon
le théoréme d&latignon étendu

Open-Loop Gain (dB)

-250 -200 -150 -100 -50 0
Open-Loop Phase (deg)

FIG. 2.17 — Diagramme dHlicholspour{ = —0.7 et des différentes valeurs de
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Exemple 2.6.2L'exemple 1 montre comment utiliser les abaques pour trolavéonction de
transfert de deuxiéme espéce a partir de caractéristiguégpuentielles imposées. L'exemple
2 illustre une fonction de transfert non entiére de deuxi@sgece ayant deux fréquences de
résonance.

Exemple 1

Déterminons la fonction de transfert résonante de deuxiésp&ce ayant un ordre non

FZ(jwr)
F2(j0) dB
w, = 10° rad/s et un gain statique de dB. Ainsi, a partir de I'abaque de la figure 2.14(b),

entier dery = 0.4, un gain normalis% = 13.3 dB, une fréquence de résonance a

le facteur de pseudo-amortissement est fixe-a —0.7. Ensuite, a partir de I'abaque de la
figure 2.14(a) la fréequence normalisée est dédite= <= = (.93 rad/s. Par conséquent, la

Wn,

fréequence naturelle,, est égale a 1075 rad/s. La fonction de transfert obtenuesspond a :

1

= s 0.4 s 108"
1-2x0.7 (35) " + (1)

Fy(s)

(2.6.49)

De plus, en utilisant I'abaque de la figure 2.14(c), il est gibke de déduire la phase a la
fréquence de résonance qui est égale2x°.
Dans cet exemple I'équatid@.6.41)s’écrit :

Q2 — 1.700%% + 1.300Q%4 — 0.57 = 0. (2.6.50)

La solution réelle et strictement positive de (2.6.50) ptraiobtenir la fréquence de réso-
nance :
Q, = 0.93. (2.6.51)

Les réponses impulsionnelle et indicielle sont sous-aemrtela est di a la fréquence de
résonance comme illustré sur la figure 2.20.

Exemple 2

Considérons maintenant la combinaisen= 1.9, et( = 2, située dans la région verte
de la figure 2.13. La fonction de transfg.6.14)présente alors une double résonance. En
'occurrence, I'équation(2.6.41)qui se réduit a :

057 — 5.930%8 +8.950 — 1.98 = 0, (2.6.52)
posséde trois solutions réelles positives :
Q1 = 0.50, Q0 = 1.47, Q,5 = 1.96. (2.6.53)
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FIG. 2.19 — Diagramme dBodepour( = —0.7 ety = 0.4
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FIG. 2.20 — Réponses impulsionnelle et indicielle pout —0.7 etr = 0.4

Comme le montre la figure 2.2Q,, et(,; correspondent a deux résonance$gt correspond

a un minimum. Quand le systeme présente deux fréquencesal@anee, il existe toujours un
minimum entre les deux maxima. Les fréqueregset 2,5 sont indiquées sur les abaques
des figures 2.14(a) et 2.14(d). Les amplitudes aux deuxdrémps de résonance sont €gales a
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16.7 et —5.9 dB respectivement, comme le montrent les abaques des fRjarEp) et 2.14(e)
ainsi que et les contours d’amplitude de la figure 2.18(b)rpou= 1.9. Les phases aux deux
fréquences de résonance sont égalessé° et —240° respectivement, ce qui est en concordance
avec les abaques des figures 2.14(c) et 2.14(f). De pluggpesses impulsionnelle et indicielle
sont sous-amorties, cela est di aux résonances commeéliustla figure 2.22.

50

Q0 = 1.47
|Fali€2)| = —9.8

Q1 =050
F2(j20)] = 16.7

Gain in dB

—sor Q5 = 1.96
|Fa(i2)] = —5.9

-100- :
10 10 10

»—\
©
N

Q1 =050
arg(F(j)) ==86 - . — 1.96 b
arg(Fo(jQs)) = —24
-200 1

-100

-300 Q0 =147

arg(Fo(j€)) = +179

—400 - ‘0 )

10 10 10
Frequency in rad/sec

Phase in degrees

FIG. 2.21 — Diagramme dBodepour{ =2 ety = 1.9
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FIG. 2.22 — Réponses impulsionnelle et indicielle pout 2 ety = 1.9

74



Chapitre 2 — Opérateurs et systéemes a dérivées réellesiatgranlles

2.6.3 Extension de fonction de transfert élémentaire de preiére espece a
des ordres de dérivation sous forme d’intervalle

La forme canonique d’'une fonction de transfert élémentgreremiére espece ayant un
ordre de dérivation sous la forme d’un intervalle est dorpare

Fi(s) = L (2.6.54)

V] ’
(&) +1
La condition de stabilité est toujours obtenue a partir dotbme dé/atignon étendu

v < ]o,2]. (2.6.55)

La réponse frequentielle de (2.6.54) est donnée par :

1
i% [v] ’
(W—W) 41

L'occurrence unique de permet l'utilisation de la notation de variable intervgtieur

Fi(jw) = (2.6.56)

exprimer les conditions de résonance et de stabilité desifos de transfert de premiére espéce
ayant un ordre de dérivation sous forme d’intervalle.
— la condition de résonance :

] n J1,2[# 0, (2.6.57)
— la fréquence de résonance :
v _ T
QL cos ([V] 2) ) (2.6.58)
— le gain a la fréquence de résonance :
. . ™
|F1(j%)|gg = —201og (sm ([1/]§>) , (2.6.59)
— la phase a la fréquence de résonance :
. s
arg (F1(j2)) = (1 — [1/])5 (2.6.60)

Exemple 2.6.3Soit la fonction de transfert élémentaire de premiére esggecs forme d’inter-
valle :

1

Fi(s) = SlL70,1.75] 4 1

(2.6.61)
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La condition de résonance présentée dans (2.6.57) estatgislans cet exemple avec
[v] = [1.70, 1.75]. La fréquence de résonance normalis&e= [0.89,0.92]. Selon (2.6.59) et

(2.6.60), le gain et la phase a la fréquence de résonancedsomntés par :

Fl(JQr)
F1(j0)

= [6.85,8.34],

dB

et
arg (F1(j2,)) = [-67.5, —63].

La figure 2.23 présente les diagrammes de Bode de ce systeme.

50

o

/7

G| = [6:85, 8.34]s

Gain (dB)

|
a1
o

-100 - - . 5
10 10 10 10 10
Pulsation (rad/s)

-100

Phase (°)

-150

-200 - - ; 5
10 10 10 10 10
Pulsation (rad/s)

FiG. 2.23 — Diagramme dBodede F(s) = srramy

(2.6.62)

(2.6.63)

2.6.4 Extension de fonction de transfert élémentaire de deieme espéce

a des ordres de dérivation sous forme d’intervalle

La forme canonique d’une fonction de transfert élémentdegaleuxiéme espéce sous

forme d'intervalle est donnée par :

Fy(s) = L

() ()

velv,

(2.6.64)

La condition de stabilité est basée sur le corollaire priésen 2.6.1. Ainsi, la fonction

(2.6.64) est stable si :

—COS(V%)<C<OO et 0<v<2, vel.
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Par conséquent, les conditions de résonance présentéésigmement sont genéralisées
au cas non entier sous forme d’intervalle aveg [v].

Exemple 2.6.4 Soit la fonction de transfert élémentaire de deuxieme espeas forme d’in-

tervalle :
1

- 1-2x%x0.5 (S)[O.4,O.5} + (S)2><[0.4,0.5] :
La condition de résonance est satisfaite dans cet exem@e [ay = [0.4 , 0.45] et

Fy(s) (2.6.66)

¢ = —0.5. Le gain et la phase a la fréquence de résonance sont donmés pa

‘ F2(JQT‘)
Fy(jo)

= [4.5,8.5], (2.6.67)
dB

et
arg (F5(j©2,)) = [—30, —22]. (2.6.68)

La figure 2.24 présente les diagrammes de Bode du gain et deakegle ce systeme.

20

g gl

Gain dB

)] = [4:5, 8.5
-40 :
107 10" 10° 10" 10°
Pulsation (rad/s)
50
ok — s : 2
3 -50f 4
-100 argf F5(jQ,)) = =30, =22} 3
-150 : :
107 10" 10° 10" 10°
Pulsation (rad/s)
FIG. 2.24 — Diagramme dBodede F;(s) = !

1_2X0.5(8)[044,045]+(8)24[0,4,0,5]

2.7 Conclusion

Ce chapitre présente les principaux outils pour la mod#isale systémes a dérivées
non entiéres puis par intervalles. Aprés avoir rappelé éimitions devenues usuelles de I'in-
tégration et de la dérivation non entiére, une premiéreribution a ce chapitre a consisté a
étendre ces définitions a des intervalles. L'étude du cotapmnt fréquentiel des intégrateur et
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dérivateur par intervalle s’en est suivi. Lanalyse du conigment temporel a montré, a travers
un exemple, que la monotonie de la réponse temporelle pporg 'ordre de dérivation n’est
pas simple a étudier et fait appel a des fonctions non usuelle

Lors d’'une modélisation de systemes a partir de donnéeadndglles, il est important
de connalitre les caractéristiques de fonctions de tranSfsmentaires notamment en terme
de résonance. Une second contribution présentée dans pirelest I'étude des conditions
de résonance des fonctions de transfert élémentaires oégpecet de deuxieme espece. Des
abaques ont également été proposés permettant de déeduparéenétres d’'une fonction de
transfert élémentaire de deuxiéme espéce a partir d'unditadgde résonance et d’'une fré-
guence souhaitées. Cette étude a fait I'objet d’une puidicaans la revudutomaticd ?].
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Estimation des parametres d’'un modele
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3.1 Introduction

L'identification fréquentielle de systemes est largemépiindue dans les sciences pour
l'ingénieur, notamment en automatique que ¢a soit pourtacande, la simulation ou le diag-
nostic.

Les techniques d’identification dans le domaine fréquépte modele entier datent de
la deuxiéme moitié du 20e siécle, quanevy[?] a proposé une solution au probléme de "fit-
tage" (adaptation d’'un modele a un jeu de données fréqliesjieen minimisantla norm& de
I'erreur d’équation qui conduit a la solution des moindragés. Toutefois, la technique propo-
sée patevyest biaisée car la norntg de I'erreur d’équation favorise I'estimation aux hautes
fréquencesSanathanart al. [?] s’affranchissent du probleme du biais par une approcha-ité
tive qui minimise la normé, de I'erreur d’équation filtrée, le filtre étant calculé itttrament.
En 1991,Spanod?] a proposé la minimisation de la normg de I'erreur de sortie du critére
d’erreur dont I'avantage est de ne favoriser aucune frégpuétakvoort[?] a développé une
technique d’estimation basée sur la minimisation de la edgnpondérée. Les différentes mé-
thodes d’identification fréquentielle par modele entietr fait I'objet d’'une étude comparative
dans P].

Les travaux sur l'identification fréquentielle ont été éhas aux modéles non entiers dans
les années 1990. Les techniques proposées @ar&], résultent d’'une combinaison des ap-
proches dd_evy[?] et Hakvoort[?] appliquées a des modéles non entiers. La nofmele
I'erreur de sortie y est minimisée dans le domaine fréqekntine extension des algorithmes
delLevyaux modéles non entiers a aussi été proposée @ans [

Ce chapitre traite des méthodes d’estimation ensemblistgsrameétres de fonctions de
transfert non entiéres a partir des données fréquentielbestaines et bornées. L'objectif est
de caractériser 'ensemble de parametres (coefficientdletde dérivation) de modéles non
entiers jugeés faisables. Par conséquent, le résultat stenhation est un ensemble de modéles,
et non pas un modéle unique, dont les parametres y compsdess de dérivation s’écrivent
sous la forme d’intervalles. A cet effet, les représenteticectangulaire, polaire et circulaire
présentées au chapitre 1 sont utilisées. Chaque foncticiusion introduisant du pessimisme
différemment, la fusion des résultats issus de ces repadsmrs permet d’obtenir un ensemble
de solutions plus petit. Ces méthodes peuvent s’appliqmer [festimation des paramétres de
systémes linéaires invariants dans le temps (LTI) certaystémes LTI incertains, et systemes
linéaires a parametres variant dans le temps (LPV).

Ce chapitre est structuré de la fagon suivante. Le paragra@présente I'estimation en-
sembliste des parameétres d’un modele non entier dans leogsaj en utilisant les différentes
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représentations des fonctions d’inclusion. Des exempiesrsmodele de premiére espece, puis
sur un modéle de deuxieme espéce sont représentés auxaphegB.4 et 3.5. Enfin, une ap-

plication a I'estimation ensembliste des parameétres distesne de diffusion thermique dans

un barreau d’aluminium est présentée au paragraphe 3.3.effek les réponses fréquentielles

du systeme, ainsi que les incertitudes a plus ou moins teaiketypes, sont d’abord estimées
par une identification non paramétrique. L'estimation emsléste est ensuite appliquée pour

obtenir 'ensemble de solutions.

3.2 Estimation ensembliste des parametres d’'un modele non

entier dans le cas genéral

L'objectif est I'estimation garantie de parametres de nieglaon entiers de type :

M
> by
G(s,0) = =" : (3.2.1)

N
L+ > a;sv
i=1

avecl = [by...by,a1...an,Bo- .. Bu, 1 ... an]. Le nombre de paramétres du modéle)
est égale &(NV + M +1), constitue d¢N + M + 1) coefficients et autant d’ordre de dérivation.
Dans la mesure ou les algorithmes d’inversion ensemblist@iime complexité algorithmique
exponentielle, par rapport au nombre de parameiy@sestimer, de I'ordre de :

<@ . 1) " (3.2.2)

pour I'algorithme SIVIA par exemple, une facon de réduiradenbre de parameétres consiste a
considérer un modéle commensurable :

M ‘
> bys?”
G(s,0) = = , (3.2.3)

N
L+ as™
=1

avecl = [by...by,a . ..ay,v], ayantN + M + 2 paramétres, constituer d& + M + 1)
coefficients et un seul ordre commensurable. Ce nombreald#fois rester bas en égard a la
complexité algorithmique (3.2.2). C’est pourquoi les epdan traités aux paragraphes 3.3 et
3.4 sont de faible dimension.
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La réponse fréequentielle du modele non entier (3.2.3) dsinole en remplacantpar jw,
Soit :
M o
Zobj(JW)’”
]:
N (3.2.4)
1+ E a; (]CL))JV
i=1
Tout au long de ce paragraphe, les données fréquentiellessapposées provenir de
plusieurs expériences. Ainsi a chaque fréequenceorrespond un ensemble de donn@gs
Pour l'estimation garantie des paramétres, les trois septations des nombres com-
plexes introduits au chapitre 1, & savoir les représemstiectangulaire, polaire et circulaire

sont utilisées en faisant appel a leur fonction d’inclugiespective pour la représentation de
'ensemble de donnéés,.

G(jw,0) =

3.2.1 Estimation ensembliste par la représentation rectagulaire

Les ensemble§s, des données fréquentielles, sont englobés dans des fosctim-
clusion rectangulaire&’, (figure 3.1). Chaque ensemblg, est constitué dé€ point z;, i €
{1,2,...,1}.

La fonction d’inclusion rectangulairt@;, est définie par :

G, = [#e(G,) Z#e(G})] +][Im(G,) Jn(Gr)], (3.2.5)

avec

: Se(z1), Ke(zs), ..., He(z1)),Vz € Gy,

T %”L(Zl), %(22)7 tee %”L(Z[)) 7\V/Zi € Gna

(

He(Gr) = max (%e(z1), He(zo), . .., %e(z1)),Vz € Gy,
(
(

\

Le probleme d’estimation ensembliste est donc formulé cemmmprobleme de satisfac-
tion de contrainte (CSP) :

CSP: 4 In(G) < In(G(jwn,0)) < In(Gr), (3.2.6)

avec Ze(G(jwn, 0)) et In(G(jw,, 0)), la partie réelle et la partie imaginaire de la réponse
fréquentielle (3.2.4) pour la fréquence, et© I'ensemble de recherche.
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-0.2

Partie imaginaire

-0.25

0 0.05 0.1 0.15 . ,0.2 0.25 0.3 0.35
Partie réelle

FiG. 3.1 — Fonction d’inclusion rectangulaif& pour un ensemble de données fréquentielles

Gy,

Le vecteur de parametrésdu modele (3.2.3) est jugé faisable si le modéle évalué @vec
est consistent avec les fonctions d’inclusief pour chaque fréquencs,.

3.2.2 Estimation ensembliste par la représentation polag

Les ensemble&,, des données fréquentielles sont englobés dans des fandfioolu-
sion polairesz? (figure 3.2). Chaque ensemlilg, est constitué dé pointz;,: € {1,2,...,I}.
La fonction d’inclusion polairés?. est définie par :

G =[G, Gn] expll len @]}, (3.2.7)

avec

~

Oon = mln arg(z1),arg(zs),...,arg(zr)), vz € Gy,

0 (
Pn = max (arg(z1), arg(z2), .. .,arg(zr)),Vz € Gy,
G, = mlml(\zl\ |22, ..., |21]) , V2 € Gy, V2 € Gy,
\G—n = Zmlauxl(|21| |2a|, ... |21]) , V2 € Gy,
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Partie réelle

FIG. 3.2 — Fonction d'inclusion polair&” pour un ensemble de données fréquentigligs

Le probléme d’estimation ensembliste est donc formulég&3P :

avec|G(jw,, 0)| et p(w,, ), le gain et la phase de la réponse fréquentielle (3.2.4) fsour
fréquencev,, et© I'ensemble de recherche.

Le vecteur de parametrésdu modele (3.2.3) est jugé faisable si le modéle évalué @vec
est consistent avec les fonctions d’inclusief pour chaque fréquencs,.

3.2.3 Estimation ensembliste par la représentation circalire

Les ensemble$s,, des données fréquentielles, sont englobés dans des fonctim-
clusion rectangulaire&? (figure 3.3). Chaque ensemblg, est constitué dé point z;, i €
{1,2...1}.

La fonction d’inclusion circulairés? est définie par :

Gy = {c(Gn), 7(Gn)}, (3.2.9)

avecc(G,,) le centre de la fonction d’inclusion e{G,,) son rayon.
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Partie réelle

FiG. 3.3 — Fonction d’inclusion circulair&¢ pour un ensemble de données fréquentidligs

Le probléme d’estimation ensembliste est donc formulé@a3P :

c(G(jw r(G(jw d
CSP X(c(Gljwn, 8)),r(G(jwn, 8))) € Gy, (3.2.10)
0 €0,

avecX (¢(G(jwn, 0)),r(G(jwn, 0))), l'intervalle complexe circulaire de la réponse fréquelhei
(3.2.4) pour la fréquence, et© I'ensemble de recherche.

Le vecteur de paramétrésdu modele (3.2.3) est jugé faisable si le modeéle évalué @vec
est consistant avec les fonctions d'inclusi®f pour chaque fréquence,.

3.2.4 Mise en place des algorithmes pour I'estimation gardie

L'ensembleS des solutions des CSP (3.2.6), (3.2.8) et (3.2.10) est doane
S={6€0O| f(wn0) € [y(wy)],Vne{l,...,N}}. (3.2.11)

La caractérisation de I'ensemlieest un probleme d’inversion ensembliste, qui peut étre
résolu d’'une maniére garantie, par les méthodes d’invesigemblistes en utilisant la contrac-
tion et la bissection (voir Chapitre 1, paragraphe 1.4).
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Lors de l'utilisation de la représentation rectangulafrety sont définis par :

He(G(jwn, 8))
fwn, 0) = .
In(G(jwn, 6))
(3.2.12)
(%e(G), Ze(Gr))]
[y(wn)] =
\ [Sn(Gy), Fn(G,)
Lors de l'utilisation de la représentation polaifeety sont définis par :
|G (jwn, )]
flwn, 0) =
¢(wn, 0)
(3.2.13)
[Gu G
[y(wn)] = B
\ o 7]
Lors de l'utilisation de la représentation circulaifeety sont définis par :
fwn, 0) = X(c(G(jwn, 0)), r(G(jwn, 0)))
(3.2.14)

Des CSP réel et complexe sont utilisés lors de I'estimatimembliste par les représen-
tations rectangulaire et polaire. Seul le CSP complexe @eatutilisé pour la représentation
circulaire. Par conséquent, il est nécessaire de progratatgorithme d’inversion ensem-
bliste par analyse par intervalle SIVIA, en utilisant difates boites a outils et solveurs qui
permettent d'utiliser les trois fonctions d’inclusion es Isasant sur des CSP réels, des CSP
complexes, ou les deux a la fois. Seule I'approximationréextée est calculée car le pessi-
misme introduit par chaque mode de représentation (vojr332]1 3.3) ne permet pas d’obtenir
I'approximation intérieure.
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3.2.4.1 Rappel de I'algorithme SIVIA avec contracteur

L'algorithme de partitionnement SIVIA permet une caras@tion garantie de ces en-
sembles de pavés en utilisant un test d’inclusion défini par :

1 si[f1([z]) < [y],
t([z]) =40 si[f]([z]) N [y] = 0, (3.2.15)

indéterminé sinon

Un pavé[z] € X est dit :
— faisable efr] € S, [2] € S, sit([z]) =1,
— non faisable, si([z]) =0,
— indéterminé, si([z]) est indéterminé.

Dans ce dernier cas, aucune décision a propos du[pawvéest possible. Si sa taille est
Supérieure a une certaine toléramdexée par I'utilisateur, il est partitionné en deux sous¢mv
et I'algorithme est réexecuté sur chacun d’eux. L'algonéhSIVIA-Contracteur est le suivant :

Algorithme SIVIA-Contracteur (entréest], [x],n; sortie :S,S )
[X] — C([x])
Si[t]([x]) = 0, alors rejetefx], retour,

Si[t]([x]) = [1], alorsS := S U [x]; S := S U [x], retour,

H w0 Dd P

Siw([x]) < n, alorsS := S U [x], retour,

Sinon bissectelx] en ([x1], [Xz]),

o

SIVIA-Contracteur (entrée§t, [x;], n; sortie :S, S ),
6. SIVIA-Contracteur (entrée§], [Xo],n; sortie :S, S ).

3.2.4.2 Algorithme SIVIA sous INTLAB

La boite a outils INTLAB du logiciel MATLAB, permet de manifar des intervalles réels
ainsi que des intervalles complexes circulaires. L'akipone d’inversion ensembliste SIVIA
avec contracteur developé sous INTLAB est utilisé pour paégentation circulaire complexe
des intervalles.
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1 % Fonction : SIVIA.m
2 % CSP Complexe - Fonction d'Inclusion Circulaire

4 function S sup = SIVIA (x,eta,mesures,S_sup)
5 Xx=contract(x); % Contracteur propagation retropropagation

7 % FIC = Fonction d'Inclusion Circulaire
s FIC = reponse_frequentielle(x);

10 % Appel de la fonction de test d'inclusion
1 test=test_inclusion(FIC,mesures);
12

13 if test==0 % x est rejete

14 disp( 'x ne fait pas partie de I"ensemble de solutions S' );
15 elseif test==1 % x fait partie de l'approx interieure

16 disp( 'x est dans S' );

17 elseif max(diam(x))<=eta % eta = precision fixee

18 S_sup=[S_sup;x]; % x fait partie de l'approx exterieure

19 else

20 [x1,x2]=bissect(x); % Appel de la fonction de Bissection
21 %% Appel recursive de l'algorithme SIVIA

22 S sup = SIVIA (x1,eta,mesures,S_sup);

23 S sup = SIVIA (x2,eta,mesures,S_sup);

24 end

3.2.4.3 Algorithme SIVIA sous C-XSC

La boite a outils C-XSC, permet de manipuler des intervaldets ainsi que des inter-
valles complexes rectangulaires. L'algorithme d’invensensembliste SIVIA avec contracteur
developé sous C-XSC est utilisé pour la représentatioamgaiaire complexe des intervalles.

89



Chapitre 3 - Estimation des parametres d’'un modele nonrgydieapproches...

1 [/l Fonction : SIVIA.cc

2 Il CSP Complexe - Fonction d'Inclusion Rectangulaire
3 using namespace CXSC;

4 using namespace std;

5 void Sivia (P Test,const ivector& x, double eta) {

6 ivector x = contract(x); // Contracteur Propagation-Retro propagation

7 int test = Test(x,y); /I Test d'inclusion x dans y

g if (test == 0){

9 cout << x << " ne fait pas partie de I'ensemble de solutions" < < endl;
10 return ;

u }

12 if  (test == 1){
13 cout << x <<

: x fait partie de l'approx interieure" << endl;
14 return

15}

16 if  (maxdiam(x)<=eta){

17 cout << x << " : x fait partie de l'approx exterieure" << endl;

18 return

19}

20 if (test == 2){

21 bissect(x);

22 /I La fonction de bissection met a jour les variables xlow et x up
23 /I Appel recursive de l'algorithme SIVIA

24 Sivia(Test, xlow, eta);

25 Sivia(Test, xup, eta); }

2% }

Apres avoir contracter I'espace initial de recherche paol&racteur propagation rétro-
propagation, la fonction d’inclusion, circulaire pour $A/sous INTLAB et rectangulaire pour
SIVIA sous C-XSC, est obtenue en calculant la réponse fritteiie complexe (3.2.4). La fonc-
tion testest ensuite utilisée pour tester I'inclusion, avant deduits le pavéx] par la fonction
bissect L'algorithme SIVIA est appelé ensuite d’'une maniéere reoid.

3.2.4.4 Programme utilisant le solveur QUIMPER

Le solveur QUIMPER, permet de manipuler des intervallesré&ans un script QUIM-
PER, apres avoir déclaré toutes les constantes utiliséeegprimer les différentes contraintes
champsConstants I'espace initial de recherche des parameétres du veétest défini dans le
champVariables. Toutes les contraintes a satisfaire sont par la suite tééadians le champs
constraint-list L'avant derniere étape consiste a supprimer tous les pamdislintersection
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avec I'espace des contraintes est un ensemble vide, esaatilun contracteur appeléter .
Enfin, le contracteur de précisidgsthick est utilisé pour fixer le diameétre des pavés qui feront
partie de I'ensembl8 des solutions.

3.3 Exemple d’estimation ensembliste des parametres d’'un
modele de premiere espece

Au vue de la complexité algorithmique des méthodes d’inearensembliste, on s’inté-
resse ici a I'estimation garantie de modéle non entier dejgre espece :
k

Gi(s,0) = . 3.3.1
1(87 ) s¥ + b ( )
A cet effet, un modéle linéaire incertain est utilisé poungyér les données.
k.
Gi(s,0,)= —2— i=1,...1, 3.3.2
1(87 ) sVi bz t ( )

avect; = (k;, b;, ui)T. Les incertitudes sur les différents paramétres sont gésér partir d’'une
dispersion autour de parameétres nominégix

ki =3+ p,
by =2+ p, (3.3.3)
v; = 0.0+ p,(,i).

avech, = (3,2,0.5)T et p,(f), pl(f), etp(f) représentent l&me réalisation de variables aléatoires
uniformément distribuées dans respectivement les intesja-0.2, 0.2], [-0.2, 0.2], [-0.05, 0.05].

L'espace initial de recherche du vecteur des parametresodiéla (3.3.1) est fixé a :
([], [8], [v]) = ([0.00,20.00], [0.00, 20.00], [0.00, 2.00]). (3.3.4)

L'espace initial de recherche du paraméirecorrespond au domaine de stabilité, défini par
le théoreme deMatignon (page 55). Le domaine initial de recherche du paraméirest a
l'intérieur du domaine de stabilité. L'espace initial delierche du parametkepeut quant a lui
étre fixé en examinant le gain statique des réponses fragliesitLa précisiom nécessaire a
l'algorithme SIVIA est fixée pour chaque parametr@ @l .

Les réponses fréquentielles pour les modéles définis @ejZur chaque fréquenceg
sont données par :

G (jun, 0:) = , - (3.3.5)



Chapitre 3 - Estimation des parameétres d’'un modéle nonrgrareapproches...

Ces réponses fréquentielles sont présentées sur lesrdiagsadeNyquistet deBodeen uti-
lisant les trois représentations rectangulaire, poldigreulaire respectivement sur les figures
3.4,3.5et3.6.

-0.05 i
_01 - -
(O]
S
‘@ ~0.15¢ .
£
CCES» -0.2 .
£
@ —0.25F .
-
3
Q. ~03f .
-0.35f .
-04r .

-0.45 i i i i i
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 1.6 1.8

Partie réelle

FIG. 3.4 — Diagrammes diyquistdes vingt modéles de premiére espece avec les rectangles
d’incertitude correspondant
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Pulsation (rad/sec)

FiG. 3.5 — Diagrammes dBodedes vingt modeles de premiére espéce avec les intervalles
d’incertitude correspondant
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FIG. 3.6 — Diagrammes ddyquistdes vingt modéles de premiére espece avec les intervalles
d’incertitude circulaire
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3.3.1 Estimation ensembliste par la représentation rectagulaire

La réponse fréequentielle du modéle défini par (3.3.1) eshéempar :

k
Gi(jw,0) = ——. 3.3.6
1(1(")7 ) (Jw)” +b ( )
G1(jwn, 0) i (3.3.7)

C()n, = Ty < .
1y (e(lg)wn)z/ + b

. k
G1(jwn, 0) = ——— , 3.3.8
1l ) (b+ cos(v)wn)” +] (sin(v3)w?) ( )

ou finalement en isolant la partie réelle et la partie imagéna

G (jwn. 0) k (b + wy cos (V%)) . —Fkwy, sin (yg) (3.3.9)

TR 2bwy, cos (V3) + w2 * Jb2 + 20wy cos (v3) + w2
Deux CSP sont utilisés pour I'estimation ensembliste paefpaésentation rectangulaire. Un
CSP réel, basé sur I'arithmétique des intervalles réetsa¢omposition de la réponse fréquen-
tielle complexe en deux parties : partie réelle et partiegimaire (3.3.9). Un CSP complexe,
basé sur I'arithmétique des intervalles complexes et siépanse fréquentielle complexe sans
décomposition (3.3.8).

3.3.1.1 CSP réel pour I'estimation de parametres du modéleedpremiére espece

Lencadrement extérie® de I'ensemble de solutions du CSP réel est obtenu en utilisan
le solveur QUIMPER. Il peut étre inclus dans le cube :

([, [0], [v]) = (]2.58,3.52],[1.68, 2.40], [0.46,0.56]), (3.3.10)

et projeté en 2D sur les figures 3.7(a) et 3.7(b).

La figure 3.8 montre que toutes les réponses fréquentiediesmbdeles évalués a partir
de I'approximation extérieur8 sont consistantes avec les rectangles d’incertitude pigrnte
ainsi de valider le modéle ensembliste obtenu.

3.3.1.2 CSP complexe pour I'estimation de paramétres du meéde de premiere espece

L’encadrement extériel® de I'ensemble de solutions du CSP complexe est obtenu en
utilisant la boite a outil C-XSC. Il peut étre inclus dans e :

([, [0], [v]) = (]2.56, 3.59],[1.66, 2.43], [0.45,0.56]), (3.3.11)
et projeté en 2D sur les figures 3.9(a) et 3.9(b).
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! ! I I ! I !
0.44 046 0.48 05 052 054 0.56 058
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(a) Projection sur le plafb, k) de I'ensemble de sab) Projection sur le plafp, ) de 'ensemble de so-
lutions obtenues lutions obtenues

FIG. 3.7 — Projection en 2D de I'ensemble de solutions du CSP- mégrésentation rectangu-
laire
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FiG. 3.8 — Diagramme dblyquistdes mesures incertaines (en rouge) et les réponses fréquen-
tielles des modeles évalués a partir de I'approximatiogreedireS du CSP réel(en vert) - re-
présentation rectangulaire

La figure 3.10 montre que toutes les réponses fréquentadiesodeles évalués a partir
de I'approximation extérieur sont consistantes avec les rectangles d’incertitude piEnte
ainsi de valider le modéle ensembliste obtenu.
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(a) Projection sur le plafb, k) de I'ensemble de sab) Projection sur le plafp, ) de 'ensemble de so-
lutions obtenues lutions obtenues

FIG. 3.9 — Projection en 2D de I'ensemble de solutions du CSP mp représentation
rectangulaire
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FIG. 3.10 — Diagramme dilyquistdes mesures incertaines (en rouge) et les réponses fréquen-
tielles des modeéles évalués a partir de I'approximatioérextreS du CSP complexe (en vert)
- représentation rectangulaire

3.3.1.3 Comparaison entre le CSP réel et le CSP complexe sarreprésentation rectan-
gulaire

L'objectif final est d’aboutir a une précision meilleure arsibnnant les résultats issus
des trois représentations. Fusionner les réggltats tevi@tersecter les ensembles de solutions



Chapitre 3 - Estimation des parametres d’'un modele nonrgydieapproches...

issues de ces représentations. Par conséquent, les gomitges par 'une des deux CSP sont
rejetés de la solution finale.

Une comparaison des ensembles de solutions obtenus peprésentation rectangulaire
par les deux CSP est d’abord effectuée. La méthode qui tdiemsemble de solutions le moins
pessimiste est retenue pour la comparaison finale aveqdessantations polaire et circulaire.

Le tableau 3.1 présente les intervalles d’inclusion poemdemble de solutions estimé
pour chaque paramétre des deux CSP.

Paramétres k] [b] 4
CSP réel 2.58,3.52] | [1.68,2.40] | [0.46, 0.56]
CSP complexe [2.56,3.59] | [1.66,2.43] | [0.45,0.56]
Inclusion rectangulaire finale [2.58, 3.52] | [1.68,2.40] | [0.46, 0.56]

TAB. 3.1 — Comparaison du CSP réel et complexe de la représantaittangulaire sur le
modele de premiere espece

26

14 I 1 I I 1 I 1 1
2.2 24 2.6 2.8 3 32 34 3.8 38 4 042 044 048  0.48 0.5 052 054 058 058 0.8
v

(a) Projection sur le plafb, k) de I'ensemble de so- (b) Projection sur le plafb, ) de 'ensemble de so-
lutions obtenu a partir de CSP réel (en bleu) et dations obtenu a partir de CSP réel (en bleu) et de
CSP complex (en rouge) CSP complex (en rouge)

FIG. 3.11 — Comparaison des ensembles de solutions obtenusspdeux CSP projetés en 2D
- représentation rectangulaire

A travers les figures 3.11(a) et 3.11(b), 'ensemble de swigtobtenu en utilisant le CSP
complexe est |égerement plus pessimiste que I'ensembl@ul®oss obtenu en utilisant le CSP
réel (figure 3.11(b)). Il permet toutefois d’éliminer cemnts solutions de I'ensemble final.
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3.3.2 Estimation ensembliste par la représentation polag
La réponse fréequentielle du modéle défini par (3.3.1) eshéempar :
Gi(jw, 0) = |G1(jw, 8)| exp?«® (3.3.12)

ou |G4(jw, )| et p(w, ) représentent le gain et la phase des réponses fréquentieltmées
respectivement par :

I

Gl )] — 3.3.13
|G i, 0)] V(0 + cos(vE)w?)? + (sin(vf)w)? ( )

~ arctan (5o ) . si Derfw) > 0,
o) - (3.3.14)

. T v
Sln(l/ ) )w

—7 — arctan ( Denio) ) , siDenw,) <0

avec Deffw) = b + cos (v%) w”.

Deux CSP sont utilisés pour I'estimation ensembliste paefaésentation polaire. Un
CSP réel, basé sur l'arithmétique des intervalles réela détomposition de la réponse fré-
guentielle complexe en deux parties, gain (3.3.13) et pf@a8el4). Un CSP complexe, basé
sur I'arithmétique des intervalles complexes et la répdrésguentielle polaire sans décompo-
sition (3.3.12).

3.3.2.1 CSP réel pour I'estimation des parameétres du modelte premiére espéce

L’encadrement extériel® de I'ensemble de solutions du CSP réel est obtenu en utilisan
le solveur QUIMPER. Il peut étre inclus dans le cube :

([k], [], [v]) = ([2.56,3.50],[1.69, 2.26], [0.45,0.56]), (3.3.15)

et projeté en 2D sur les figures 3.12(a) et 3.12(b).

La figure 3.13 montre que toutes les réponses frequentadiesnodeles évalués a partir
de I'approximation extérieur sont consistantes avec les intervalles d’incertitude péent
ainsi de valider le modéle ensembliste obtenu.
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(a) Projection sur le plafb, k) de I'ensemble de sab) Projection sur le plafp, ) de 'ensemble de so-
lutions obtenu lutions obtenu

FIG. 3.12 — Projection en 2D de I'ensemble de solutions du CSR réprésentation polaire

=
o o
T

Gain (dB)
i
o

|
N
o

|
w
o

107 10" 10° 10 10 10
Pulsation (rad/sec)

Phase (°)

10 10° 10° 10" 10 10°

Pulsation (rad/sec)

Fic. 3.13 — Diagramme dBodedes mesures incertaines (en rouge) et les réponses fréquen-
tielles des modeéles évalués a partir de I'approximatiogreetireS du CSP réel (en vert) -
représentation polaire

3.3.2.2 CSP complexe pour I'estimation des parametres du rdéle de premiére espece

L'encadrement extériel® de I'ensemble de solutions du CSP complexe est obtenu en
utilisant la boite a outils C-XSC. Il peut étre inclus dansuée :

([k], 0], [v]) = ([2.40,3.74],[1.55,2.49], [0.44,0.57]), (3.3.16)
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et projeté en 2D sur les figures 3.14(a) et 3.14(b).

7 S S

28|

14
042 044 046 048 05 052 054 056 058 08
»

(a) Projection sur le plab, k) de I'ensemble dé¢b) Projection sur le plaiib, ) de 'ensemble de
solutions obtenu solutions obtenu

FIG. 3.14 — Projection en 2D de I'ensemble de solutions du CSPplEx®a - représentation
polaire

La figure 3.15 montre que toutes les réponses fréquentadiesnodeles évalués a partir
de l'approximation extérieur sont consistantes avec les intervalles d’incertitude peent
ainsi de valider le modéle ensembliste obtenu.
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Fic. 3.15 — Diagramme dBodedes mesures incertaines (en rouge) et les réponses fréquen-
tielles des modéles évalués a partir de I'approximatioéréreS (en vert)
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3.3.2.3 Comparaison entre le CSP réel et le CSP complexe sarreprésentation polaire

Le tableau 3.2 présente les intervalles d’'inclusion poemdemble estimé des solutions
pour chaque paramétre avec les deux CSP, réel et complebeerafgésentation polaire.

Parameétres (k] 0] V]
CSP réel [2.56,3.50] | [1.69,2.26] | [0.45, 0.56]
CSP complexe [2.40,3.74] | [1.55,2.49] | [0.44,0.57]
Inclusion polaire finalg [2.56,3.50] | [1.69,2.26] | [0.45, 0.56]

TAB. 3.2 — Comparaison des CSP réel et complexe de la représargataire sur le modele de
premiére espéce

I 1 I I 1 I 1 1 14 I 1 I I 1 I 1 1
2.2 24 2.6 2.8 3 32 34 3.6 38 4 042 044 046  0.48 05 052 0h4 0566 058 0.8
v

(a) Projection sur le plafb, k) de 'ensemble de so- (b) Projection sur le pla(b, v) de 'ensemble de so-
lutions obtenu a partir du CSP réel (en bleu) et dutions obtenu a partir du CSP réel (en bleu) et du
CSP complexe (en rouge) CSP complexe (en rouge)

FiG. 3.16 — Comparaison des ensembles de solutions obtenugesésttes deux CSP projetés
en 2D - représentation polaire

Comme le montre les figures 3.16(a) et 3.16(b), 'ensemblsotigions obtenu en utili-
sant un CSP complexe est plus pessimiste que I'ensembldwtese obtenu en utilisant un
CSP réel (figure 3.16(b)), méme si sur quelques domaineskecBG®plexe permet d’éliminer
guelque solutions de I'ensemble final.
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3.3.3 Estimation ensembliste par la représentation circalire

L'estimation ensembliste par la représentation circalast basée seulement sur le CSP
complexe.

CSP complexe pour I'estimation des paramétres du modéle degmiére espéce

L'encadrement extériel8 de I'ensemble de solutions du CSP complexe est obtenu en
utilisant la boite a outils INTLAB. Il peut étre inclus daresdube :

([k], [0], [v]) = (]2.29,3.94],[1.32,2.88], [0.43,0.57]), (3.3.17)

et projeté en 2D sur les figures 3.17(a) et 3.17(b).

1 1 I I 1 1 I 1 1 I I I I
2 25 3 35 4 042 044 046 048 05 052 054 055 0.58 0.6
v

(a) Projection sur le plafb, k) de I'ensemble de sdb) Projection sur le plafb, v) de 'ensemble de so-
lutions obtenu lutions obtenu

FIG. 3.17 — Projection en 2D de I'ensemble de solutions du CSPptEx@ - représentation
circulaire

La figure 3.18 montre que toutes les réponses frequentadiesnodeles évalués a partir
de I'approximation extérieur® sont consistantes avec les cercles d’incertitude pernietiasi
de valider le modele ensembliste obtenu.
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FiG. 3.18 — Diagramme dilyquistdes mesures incertaines (en rouge) et des réponses fréquen-
tielles des modéles évalués a partir de I'approximatioérésdireS du CSP complexe (en vert)
- représentation circulaire

3.3.4 Fusion de I'ensemble des solutions

Fusionner I'ensemble de solutions revient a faire une setdion des ensembles de so-
lutions issus des trois représentations. Par conséquemue point ne faisant pas partie de
l'intersection des trois ensembles est éliminé de I'enderfibal. Le tableau 3.3 présente les
intervalles d’inclusion pour chaque parameétre pour les teprésentations, ainsi que les inter-
valles d’inclusion finaux issus de I'opération de fusion.

Paramétres (k] 0] 4
Inclusion rectangulaire [2.58, 3.52] | [1.68,2.39] | [0.46, 0.56]
Inclusion polaire | [2.56,3.50] | [1.69,2.25] | [0.45, 0.56]
Inclusion circulaire | [2.29,3.94] | [1.32,2.88] | [0.43,0.56]
Inclusion finale [2.58,3.50] | [1.69,2.25] | [0.46, 0.56]

TAB. 3.3 — Comparaison des intervalles d’'inclusion des pan@asé&tu modele de premiere
espeéce, obtenus des trois représentations
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(a) Projection sur le plafb, k) des ensembles de so{b) Projection sur le pla(b, v) des ensemble de so-
lutions obtenus a partir des trois présentations : reletions obtenus a partir des trois présentations : rec-
tangulaire (trait rouge), polaire (trait bleu) et circutangulaire (trait rouge), représentation polaire (trait
laire (trait vert) bleu) et circulaire (trait vert)

FiG. 3.19 — Comparaison des ensembles de solutions obtenussganis représentations pro-
jetés en 2D - premiére espece

3.4 Exemple d’estimation ensembliste des paramétres d'un
modéle de deuxieme espece

Apres avoir traité un exemple d’'un modéle de premiére espacparagraphe 3.3, on
s’intéresse ici a I'estimation garantie de modéle non emtéedeuxieme espéce ayant quatre

parameétres a estimer :
k

Go(s,0) = ~ 5 (3.4.1)
120 () + ()
A cet effet, un modele linéaire incertain est utilisé poungér les données.
ki

v 2u; )
1426 (=) +(2)

avecO; = (k;,wo,, G, z/i)T. Les incertitudes sur les différents paramétres sont g&reépartir
d’une dispersion autour de parameétres nominx

¢ .
ki = 3 + pl(;),
Wo, = 3+pc(j())

v; =0.5 +p,(f).

(3.4.3)

\
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avec, = (3,3,0.4,0.5)7 etp}”, pli), o\ et représentent laéme réalisation de variables
aléatoires uniformément distribuées dans les intervalé=, 0.2], [—0.2,0.2], [—0.05, 0.05] et
[—0.05, 0.05] respectivement.

L'espace initial de recherche du vecteur des parametresodiéla (3.3.1) est fixé a :

Wo

<[k:], QA [y]) — ([0.00,20.00], [0.00, 10.00], [0.00, 10.00], [0.00,2.00]).  (3.4.4)

L'espace initial de recherche du paraméirecorrespond au domaine de stabilité, défini par
le théoreme ddMatignon étendiypage 55). Le domaine initial de recherche de I'inverse de la
pulsation[wio] est fixé §0, 10]. Le domaine de recherche du pseudo-facteur d’amortisdezaten
a l'intérieur du domaine de stabilité- cos 4, +oo[ (voir page 63). Et enfin, le gaih est fixé
dans l'intervalle[0, 20]. La précision) nécessaire a I'algorithme SIVIA est fixée pour chaque
parameétre &.02.

Les réponses fréquentielles pour les modéles définis @e2§Zur chaque fréquenceg
sont données par :

, i=1,...20,

. v; . 2u; )
1_,_2@.(1“’_71) _|_(Jw_n> n=1,...36.

wo, wo,

G (jum, 0:) = (3.4.5)

Ces réeponses fréquentielle sont présentées sur les dimgadeNyquistet deBodeselon
les trois représentations, sur les figures 3.20 , 3.21 etr@sfiectivement.
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FIG. 3.20 — Diagrammes dgyquistdes vingt modéles de deuxieme espéce avec les rectangles
d’incertitude correspondant
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FiG. 3.21 — Diagrammes dBodedes vingt modéles de deuxieme espéce avec les intervalles
d’incertitude correspondant

106



Chapitre 3 - Estimation des parameétres d’'un modéle nonrgrareapproches...
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FiG. 3.22 — Diagrammes déyquistdes vingt modéles de deuxiéme espéce avec les intervalles
d’incertitude circulaire

3.4.1 Estimation ensembliste par la représentation rectagulaire

La réponse fréquentielle du modéle défini par (3.4.1) eshéemar :

Go(jwn, 0) = — ” — ~, (3.4.6)
2(Jw 1+2§<%>+<%>2

GQ(jwna 9) = ku 20 (3.4.7)

1+ 2¢ (Cos(ug) +j sin(yg)) (Z—Z) + (cos(vm) + jsin(vm)) (fd—g)

Ga(jwn, 0) =
k (1 + 2¢ cos(4) (‘:—z)y + (Z—Z)QV cos(vm) + (‘:—O)U cos(wr))
v 2w 2 v 2v 2 +

(1 +2¢ cos(5") (:’—Z) + (‘:—0) cos(wr)) + (2( sin( %) (:’—Z) + (:’—Z) sin(mr)>

—k ( 2¢sin(4fF) (Z—z) + (Z_Z) Sin(wr))  ean)

j 3
v 2v v 2v
<1 +2¢ cos(5") (‘:—E) + (:’—Z) cos(mr)> + <2§sin(%) (‘:—E) + (‘:—E) sin(wr))
Comme pour le cas des fonctions de transfert de premiereespeux CSP sont utilisés pour

I'estimation ensembliste par la représentation rectamgulUn CSP réel, basé sur l'arithmeé-
tique des intervalles réels et la décomposition de la répdreguentielle complexe en deux
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parties : partie réelle et partie imaginaire (3.4.8). Un €8mplexe, basé sur I'arithmétique des
intervalles complexes et sur la réponse fréquentielle ¢éexepsans décomposition (3.4.7).

3.4.1.1 CSP réel pour I'estimation des paramétres du modetie deuxieme espece

L’encadrement extériel® de I'ensemble de solutions du CSP réel est obtenu en utilisan
le solveur QUIMPER. Il peut étre inclus dans I'hypercube :

([k], ], [i], [1/]) = (12.73,3.27),[0.11,1.16], [0.14, 0.61], [0.43, 0.57]), (3.4.9)

Wo

et projeté en 2D sur les figures 3.23(a) et 3.23(b).
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(a) Projection sur le plafb, k) de I'ensemble de sdb) Projection sur le plafb, v) de I'ensemble de so-
lutions obtenues lutions obtenues

FIG. 3.23 — Projection en 2D de I'ensemble de solutions du CSR réprésentation rectangu-
laire

La figure 3.24 montre que toutes les réponses fréquentadiesodeles évalués a partir
de I'approximation extérieur sont consistantes avec les rectangles d’incertitude piEnte
ainsi de valider le modéle ensembliste obtenu.

Une meilleure précision sur les parametres aurait pernoistehir les réponses fréquen-
tielles plus précises des modéles évalués aveoir p. 27).
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Partie imaginaire

I

-1.2F

25 3 3.5

1 _1.5 , 2
Partie réelle

FIG. 3.24 — Diagramme dilyquistdes mesures incertaines (en rouge) et les réponses fréquen-
tielles des modéles évalués a partir de I'approximatiogréedireS du CSP réel (en vert) -
représentation rectangulaire

3.4.1.2 CSP complexe pour I'estimation des paramétres du rdele de deuxieme espéce

L'encadrement extériel8 de I'ensemble de solutions du CSP complexe est obtenu en
utilisant la boite a outil C-XSC. Il peut étre inclus dans/percube :

Wo

([k], <], [i], [u]) = ([2.77,3.25],[0.09, 1.22], [0.12, 0.62], [0.42, 0.57]), (3.4.10)

et projeté en 2D sur les figures 3.25(a) et 3.25(b).

La figure 3.26 montre que toutes les réponses fréquentadiesodeles évalués a partir
de l'approximation extérieur8 sont consistantes avec les rectangles d’incertitude gnte
ainsi de valider le modéle ensembliste obtenu.
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(a) Projection sur le plark, w—lo) de I'ensemble dé¢b) Projection sur le plafv, ¢) de 'ensemble de so-
solutions obtenu lutions obtenu

FIG. 3.25 — Projection en 2D de I'ensemble de solutions du CSPptEx@ - représentation
rectangulaire

Partie imaginaire

I

-1.2F

i i i i i i i i

25 3 35

1 15 2
Partie réelle

FIG. 3.26 — Diagramme diyquistdes mesures incertaines (en rouge) et les réponses fréquen-
tielles des modéles évalués a partir de I'approximatioéréstreS du CSP complexe (en vert)
- représentation rectangulaire

3.4.1.3 Comparaison entre le CSP réel et le CSP complexe sarreprésentation rectan-
gulaire

Le tableau 3.4 présente les intervalles d’'inclusion poemdemble des solutions estimé

pour chaque paramétre pour les deux CSP réel et complexe@arésentation rectangulaire.
110



Chapitre 3 - Estimation des parametres d’'un modele nonrgydieapproches...

Paramétres K] €] -] [V]
CSP réel 2.73,3.27] | [0.11,1.16] | [0.14,0.61] | [0.43,0.57]
CSP complexe 2.77,3.25] | [0.09,1.22] | [0.12,0.62] | [0.42,0.57]
Inclusion rectangulaire finale[2.77,3.25] | [0.11,1.16] | [1.14,0.61] | [0.43,0.57]

TAB. 3.4 — Comparaison du CSP réel et complexe de la représmntaittangulaire sur le
modele de deuxieme espece

32p ] e 0BG cenee [ R -

R

RGp
K| R OTOR S |

28
0

(a) Projection sur le plaik, wlo) de I'ensemble de (b) Projection sur le plafv, ¢) de 'ensemble de so-
solutions obtenus a partir du CSP réel (en bleu) et dutions obtenus a partir du CSP réel (en bleu) et le
CSP complex (en rouge) CSP complex (en rouge)

FiG. 3.27 — Comparaison des ensembles de solutions obtenusspigux CSP projetés en 2D
- représentation rectangulaire

Il est difficile d’en déduire a travers ces deux figures le C8Pfaurnit 'ensemble de
solutions le moins pessimiste. La fusion des deux résuttatmet toutefois d’éliminer des
solutions qui ne sont pas consistantes avec I'une ou I'algsedeux CSP.
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3.4.2 Estimation ensembliste par la représentation polag

La réponse fréquentielle du modéle défini par (3.3.1) eshéemar :
Go(jwn, 0) = |G (jwn, 0)| exp/?@n 0, (3.4.11)

avec|Gs(jwn, 0)| etp(w,, 8) représentent le gain et la phase de la réponse fréquerntigiieés
respectivement par :

|Ga(jwn, 0)] =
I

(o) (2) (e (2) )+ (mon) (2) (2 + (2))

(_ arctan ((QCSin(%H(Z’L) Sin(uﬂ)) , si Den(w,) >0,

-, (34.12)

Den(wn )

olw,,0) = (3.4.13)

—m — arctan ((%Sin(gH(%) Sin(uﬂ)) , si Denw,) <0,

Den(wn )

\

avec Deffw, ) = ((fj—g)u + 2¢ cos(%) + (Z—g)u COS(WT)).

Deux CSP sont utilisés pour I'estimation ensembliste paefaésentation polaire. Un
CSP réel, basé sur l'arithmétique des intervalles réela détomposition de la réponse fré-
guentielle complexe en deux parties, partie gain (3.3.03aeie phase (3.4.13). Un CSP com-
plexe, basé sur I'arithmétique des intervalles complekés@ponse fréquentielle entiére sans
décomposition (3.4.11).

3.4.2.1 CSP réel pour I'estimation des parameétres du modetie deuxieme espece

Lencadrement extérie® de I'ensemble de solutions du CSP réel est obtenu en utilisan
le solveur QUIMPER. Il peut étre inclus dans I'hypercube :

([k], <, [, [u]) — ([2.72,3.27], [0.00, 1.60], [0.10, 0.70], [0.36,0.62]), (3.4.14)

Wo

et projeté en 2D sur les figures 3.28(a) et 3.28(b).

La figure 3.29 montre que toutes les réponses fréquentadiesnodeles évalués a partir
de I'approximation extérieur sont consistantes avec les intervalles d’incertitude péent
ainsi de valider le modéle ensembliste obtenu.
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(a) Projection sur le plark, w—lo) de I'ensemble dé¢b) Projection sur le plafv, ¢) de 'ensemble de so-

solutions obtenu lutions obtenu

FIG. 3.28 — Projection en 2D de I'ensemble de solutions du CSR réprésentation polaire
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FiG. 3.29 — Diagramme dBodedes mesures incertaines (en rouge) et les réponses fréquen-
tielles des modeéles évalués a partir de I'approximatiogreetireS du CSP réel (en vert) -

représentation polaire

3.4.2.2 CSP complexe pour I'estimation des parametres du rdéle de deuxieme espece

L'encadrement extériel® de I'ensemble de solutions du CSP complexe est obtenu en

utilisant la boite a outils C-XSC. Il peut étre inclus darig/percube :

([k], ], [i], [1/]) = ([2.73,3.26], [0.01, 2.22], [0.04, 0.81], [0.40, 0.70]),

Wo
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et projeté en 2D sur les figures 3.30(a) et 3.30(b).
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(a) Projection sur le plaft, w%)) de I'ensemble déb) Projection sur le plafin, ¢) de 'ensemble de
solutions obtenu solutions obtenu

FiG. 3.30 — Projection en 2D de I'ensemble de solutions CSP aexaplreprésentation polaire

La figure 3.31 montre que toutes les réponses frequentadesnodeles évalués a partir
de I'approximation extérieur sont consistantes avec les intervalles d’incertitude péent
ainsi de valider le modéle ensembliste obtenu.

3.4.2.3 Comparaison entre le CSP réel et le CSP complexe sarreprésentation polaire

Le tableau 3.5 présente les intervalles d’inclusion poemdemble des solutions estimé
pour chaque paramétre pour les deux CSP, réel et compleleref@résentation polaire.

Parametres k] €] ] V]
CSP réel 2.72,3.27] | [0.00,1.60] | [0.10,0.70] | [0.36,0.62]

CSP complexe [2.73,3.26] | [0.01,2.22] | [0.04,0.81] | [0.40,0.70]
Inclusion polaire finalg [2.73,3.26] | [0.01,1.60] | [0.10,0.70] | [0.40,0.62]

TAB. 3.5 — Comparaison des CSP réel et complexe de la repréeampataire sur le modele
du deuxieme espece

A partir des figures 3.32(a) et 3.32(b), 'ensemble de sohstiobtenu en utilisant le CSP
complexe est plus pessimiste que I'ensemble de solutiolenolen utilisant un CSP réel (fi-
gure 3.32(b)), méme si sur quelgues domaines le CSP compéreet d’éliminer quelques
solutions de I'ensemble final.
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FiG. 3.31 — Diagramme dBodedes mesures incertaines (en rouge) et les réponses fréquen-
tielles des modéles évalués a partir de I'approximatioéréstireS du CSP complexe (en vert)
- représentation polaire

(a) Projection sur le plark, wlo) de I'ensemble de (b) Projection sur le plafv, ¢) de 'ensemble de so-
solutions obtenu a partir du CSP réel (en bleu) et dutions obtenu a partir du CSP réel (en bleu) et du
CSP complex (en rouge) CSP complex (en rouge)

FiG. 3.32 — Comparaison des ensembles de solutions obtenusspigux CSP projetés en 2D

- représentation polaire

3.4.3 Estimation ensembliste par la représentation circalire

L'estimation ensembliste par la représentation circalast basée seulement sur le CSP

complexe.
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CSP complexe pour I'estimation des parameétres du modele deedxiéme espece
L'encadrement extériel8 de I'ensemble de solutions du CSP complexe est obtenu en

utilisant la bofte a outil INTLAB. Il peut étre inclus dan&ypercube :

([k], <, [, [u]) — ([2.60, 3.60], [0.00, 1.79], [0.00, 0.52], [0.36, 0.66)), (3.4.16)

Wo

et projeté en 2D sur les figures 3.33(a) et 3.33(b).
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1im,

70‘2 (I) 0‘2 0‘4 OiG O‘B! 1 1‘2 1‘4 1.‘6 1.‘8

. . 1 3 B . ’
(a) Projection sur le plafx, w—o) de I'ensemble déb) Projection sur le plafin, ¢) de 'ensemble de
solutions obtenu solutions obtenu

FIG. 3.33 — Projection en 2D de I'ensemble de solutions du CSPptExa - représentation
circulaire

La figure 3.34 montre que toutes les réponses frequentadiesnodeles évalués a partir
de 'approximation extérieur® sont consistantes avec les cercles d’incertitude permetiasi
de valider le modele ensembliste obtenu.
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0.5

Partie imaginaire
|
o
6]

FIG. 3.34 — Diagramme dilyquistdes mesures incertaines (en rouge) et les réponses fréquen-
tielles des modéles évalués a partir de I'approximatioéréstireS du CSP complexe (en vert)
- représentation circulaire

3.4.4 Fusion de I'ensemble des solutions

Fusionner 'ensemble de solutions revient, comme préceausm a faire une intersection
des ensembles de solutions issus des trois représenta@ansonséquent, chaque point ne
faisant pas partie de l'intersection des trois ensembledliesiné de I'ensemble final.

Le tableau 3.6 présente les intervalles d’inclusion poagcie paramétre pour les trois
représentations, ainsi que les intervalles d’inclusioaufinissus de I'opération de fusion.

Parametres k] €] -] V]
Inclusion rectangulaire [2.77,3.25] | [0.10,1.16] | [0.14,0.60] | [0.43,0.57]
Inclusion polaire | [2.73,3.26] | [0.01,1.60] | [0.10,0.70] | [0.40,0.62]
Inclusion circulaire | [2.60,3.60] | [0.00,1.79] | [0.00,0.52] | [0.36,0.66]
Inclusion finale [2.77,3.26] | [0.10,1.16] | [0.14,0.52] | [0.43,0.57]

TAB. 3.6 — Comparaison des intervalles d’inclusion des panasétu modele de deuxiéme
espéce obtenus avec les trois représentations
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(a) Projection sur le plafk, wlo) des ensembles de(b) Projection sur le platv, {) des ensembles de so-
solutions obtenus a partir des trois présentations : rdations obtenus a partir des trois présentations : rec-
tangulaire (trait rouge), polaire (trait bleu) et circutangulaire (trait rouge), représentation polaire (trait
laire (trait vert) bleu) et circulaire (trait vert)

FiG. 3.35 — Comparaison des ensembles de solutions obtenussganis représentations pro-
jetés en 2D - deuxieme espéce

A travers les figures 3.19(a),3.19(b), 3.35(a) et 3.35(m)srconstatons que chaque fonc-
tion d’inclusion introduit un pessimisme différemment. farsant l'intersection des ensembles
de solutions, un ensemble moins pessimiste est alors ofitepartie en gris).

3.5 Application a I'estimation ensembliste des parametred’'un
systeme de diffusion thermique dans un barreau d’alumi-

nium

En diffusion thermique, plusieurs études ont montré queddéte liant la densité de flux
de chaleur a travers un barreau métallique a la températesange est non entier, car il découle
de la résolution de I'équation de la chaleur (équation aukéés partielles)], [?], [?], [?],

[?]. Dans ce paragraphe, une application sur un banc d’essanitjue est présentée et un
modéle non entier est élaboré a partir d'une réponse fréiglienCette réponse fréquentielle
est obtenue suite a une identification non paramétrigueajpeoches ensemblistes sont ensuite
appliguées pour estimer un ensemble de modéles faisablesialilun modeéle unique.
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3.5.1 Description du banc d’essai

Le banc d’essai est constitué, comme le montre la figure 8:@6 barreau cylindrique en
aluminium de rayon 1cm et de longueur de 40cm, soumis a urgaése chauffante de 4¢3
a une extrémité et isolé thérmiquement par une mousse (fB387r¢ permettant ainsi d’assurer
une diffusion unidirectionnelle du flux de chaleur.

FiG. 3.36 — Photographie d’'un systeme thermique isolé équipéediésistance chauffante et
des sondes de mesures

Isolation thermique

-
- —@ 4
4 - @--—-}—-

FIG. 3.37 — Schéma du barreau en aluminium isolé (section - btésjstance chauffante
(rouge), isolation de la résistance (vert)

Le signal d’entrée est le flux de chaletigénérée par la résistance chauffante et commandé
par ordinateur au travers d’un transistor "on-off" avec anglitude de tension contrélée. Le
signal de sortie est la températufgl,¢) mesurée a une distanée= 5mm de I'extrémité
chauffée par une sonde platine et un amplificateur donelgrle quantification est del 25°C.
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La conductivité et la diffusivité thermiques de I'alumimusont données respectivement
par\ = 237TWm~ 1K1 eta = 9975x10-8m?s~ 1, S étant la section du barre&u= 3.14cm?.

3.5.2 Identification du barreau thermique

L'objectif est de modéliser la temperature mesurée en fomctu flux de chaleur injecté
a partir de données expérimentales. Le signal d’entréeepstsenté par une SBPA appliquée
autour d’'un point d’équilibre correspondant a un fluxcdel.,m 2.

Victor [?] a montré que le barreau n’est pas parfaitement isolé et’goergie injectée
compense les pertes thermiques. Par conséquent I'essffeestié apres avoir atteint le régime
permanent obtenu en appliquant un échelon de fluxkd&m 2. La température mesurée, a
une distancé = 5mm de I'extrémité chauffée du barreau, est tracée sur la figd& 3

40 T T T T

Température
w
[52]

30

25

0 2000 4000 6000 8000 10000
Temps(s)

FIG. 3.38 — Réponse du barreau thermique pour un échelon de fimxpditudes&W.m =2

Aprés avoir atteint le régime permanent, une SBPA d’amgditcomprise entre 0 et
10kW.m~?2 est appliquée en entrée. Les composantes continues samtctates des signaux
d’entrée et de sortie. Par conséquent, le signal d’entriéséupour la modélisation est une
SBPA centrée autour de 0 et ayant une amplitude &iell.m 2. La SBPA appliquée et la tem-
pérature mesurée sont tracées sur la figure 3.39. Un retayaldiee échantillons correspondant
a 2s ayant été remarqué, les signaux d’entrées/sortieséorga@lés en conséquence.
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FIG. 3.39 — Signaux d’entrée/sortie du banc d’essai thermique

3.5.2.1 Identification non paramétrique de la réponse frégantielle

Le calcul du rapport de I'estimée de la densité spectral'fsémosortie-entrééyu sur
I'estimée de la densité spectrale de Ientfég permet d’obtenir la réponse fréquentiel® |

é(]w) =

(3.5.1)
Le gain et la phase d@(jw) sont tracés sur la figure 3.40.

3.5.2.2 Estimation paramétrique d’un modéle de type boite@ire

L'objectif est d’estimer les paramétres d’'un modele quréspnte au mieux la réponse
fréquentielle du barreau thermique. Cette estimation &sé® sur la minimisation d’un critére
guadratique fréquentiel pondéré entre I'erreur sur le gasur la phase :

J%(0) = aJg + (1 — ) Jy, (3.5.2)

avec

~ 2
Zi\[:l (|G(an)|dB - |G(an)|dB)
Jay, = — - x 100, (3.5.3)
¥ (1GGwn) )
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FIG. 3.40 — Gain et phase de la réponse fréquentielle du bateamigue

et
i (arg (Gliwn)) - arg<5<jwn>>)2
S (are(@lien))

001\7 représente le nombre total des fréquen&(jw) la réponse fréquentielle estimée (3.5.1)
et@(jwn) la réponse fréquentielle du modéle paramétrique non elidin, o représente un
facteur de pondération choisi égalé)a pour donner le méme poids au gain et a la phase
normalisés. Les parametres sont estimés par la méthosiengilex de la toolboxoptimization
de Matlab.

Au final, le modele optimal obtenu correspond a :

x 100, (3.5.4)

Jon =

k —2s

G(s) = 3.55
(S) L % SQV _'_ LSV + 1 eXp ) ( )

p1 P2
avec

(

k=0.8x1073,

=1x1073,

. (3.5.6)

po = T.7x 1073,

(v =0.73.
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Le critére d’erreur correspondant a ce modeéle esf de 0.03%. La figure 3.41 repré-
sente les réponses fréquentielles du gain et de la phaserdiabdahermique et du modeéle
paramétrique estimé. On constate une bonne concordamedestieux.
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FIG. 3.41 — Gain et phase de la réponse fréquentielle du barhesinigue (en bleu) et du
modeéle paramétrique (en rouge)

3.5.2.3 Prise en compte des incertitudes

L'estimation de la réponse fréquentielle est généraleramtaichée d’erreurs dues au cal-
cul des densités spectrales, au bruit de mesure, aux néariliés du systéme, au type de fenétre
utilisé, au degré de recouvrement des fenétres, ..?gt(?7]. L'estimation de I'écart-type sur le
gain,o[|G|], est donnée par :

oG] (1 =72) "

N : (3.5.7)
‘G| |7uy‘ V2nq
et 'estimation de I'écart-type sur la phaséy| avecy = arg(G), est donnée par :
/2
(=)
olp] ~ ——E— (3.5.8)
|’7uy| V214

ou %%y, est lafonction de cohérencejui caractérise la relation entrée-sortie. Elle est d&fini
pour chaque pulsatian par :

’Yiy(w) _ ‘G y<1w>|

= (3.5.9
Gaa(jw)Gyy (Jw)
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ouG,, (jw) représente I'estimation de la densité spectrale de puisshmla sortie. Pour chaque
pulsationw, la fonction de cohérence varie entieet 1 selon la dépendance de la sortie a
'entrée :

0<72,W) <1 V. (3.5.10)

Si les signaux temporelg(t) ety(t) sont totalement indépendanty (w) tend vers zéro et s'ils
sont trés dépendantg;, (w) tend versl.

L'objectif est donc d’estimer le gain et la phase ainsi quedentervalles de confiances
a+3 écarts-types permettant de garant?9& que les réponses fréquentielles sont comprises
dans cet intervalle.

G| = 30[|G] < |G| < |G| + 30][|G]], (3.5.11)
¢ —30[@] < [p] < &+ 30[@]. (3.5.12)

La prise en compte des intervalles de confiance (3.5.7) 8183 permet d’obtenir une borne
inférieure et une borne supérieure sur le gain et sur la phasghaque fréquence (figure
3.42).
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FIG. 3.42 — Gain et phase de la réponse fréquentielle du batmeamigue en bleu et intervalles
de confiance & écarts-types en rouge
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3.5.2.4 Estimation ensembliste

L'objective est maintenant de trouver I'ensemble de patessdaisables pour le modele
non entier décrit par (3.5.5). Le CSP a résoudre est donn@j2ar), et I'ensembl& de solu-
tions est donné par

S=1{0¢€0|f(wn0) € [y(w)],Vn € {1,...,N}}. (3.5.13)

avecO = [[k], [p1], [p2], [v]] le vecteur de paramétres a estimé,,, 0) et [y(w,)] ayant été
définies dans (3.2.13).

L'espace initial de recherche du vecteur des parametresadi¢len de deuxieme espece
est:

([K], [pa], [pa), [W]) = ([0-00, 5.00], [0.00, 5.00], [0.00, 5.00], [0.00, 2.00)). (3.5.14)

L'encadrement extérie@de I'ensemble de solutions obtenu en utilisant le solveul®U
PER, peut étre inclus dans le cube :

([K], [p1], [p2), [v]) = ([4.00,12] x 107, [4.5,15] x 107*,[0.3, 2] x 1072, [0.62,0.97]), (3.5.15)

et projeté en 2D sur les figures 3.43(b) et 3.43(b). Les parasmestimés (3.5.6) sont a I'inté-
rieur de 'ensemble de solutions obtenu (points en rouge).
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(a) Projection sur le plafk, v) de 'ensemble de so- (b) Projection sur le plaiip;, p2) de 'ensemble de
lutions obtenu solutions obtenu

FiG. 3.43 — Projection en 2D de I'ensemble de solutions obtenu

La figure 3.44 montre que toutes les réponses frequentadesnodeles évalués a partir
de I'approximation extérieur sont consistantes avec les intervalles d’incertitude péent
ainsi de valider le modéle ensembliste obtenu.
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FIG. 3.44 — Diagramme dBodedes mesures incertaines (en rouge) et les réponses fréquen-
tielles des modeles évalués a partir de I'approximatioéréedireS (en vert)

3.6 Conclusion

Ce chapitre a été consacré a I'estimation ensembliste damp&res d’un modele non
entier a partir de données frequentielles incertaines.eRemples d’application des fonctions
de transfert élémentaires de premiere et de deuxieme esptéeé presentés. La contribution
principale de ce chapitre a consisté a estimer tous les garesrdes fonctions de transfert non
entiéres, y compris les ordres de dérivation, utilisanréggésentations rectangulaire, polaire
et circulaire ainsi que des CSP réels et complexes. Il a @é@uiigé que la fusion de 'ensemble
des résultats obtenus pour chaque représentation, cénalniénsemble de solutions plus petit.

Un systéme de diffusion thermique dans un barreau d’alwmira été utilisé pour mettre
en application la méthode d’estimation paramétrique d'ad@e non entier. A cet effet, une
estimation non paramétrique a d’abord permis de convessidbnnées temporelles en données
fréquentielles ; puis d’estimer I'erreur due a la convarsiemps-fréquence a écarts-types
permettant ainsi d’obtenir les bornes inférieures et Sapggs sur les mesures du gain et de la
phase en chaque fréquence. Une estimation ensemblist@iteatte appliquée en utilisant un
CSP réel et a permis d’obtenir 'ensemble des parametresadi¢le non entier sous la forme
d’intervalles.
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4.1 Introduction

Le nombre d’études concernant I'interaction homme-maehst en progression, notam-
ment dans le secteur de I'automobi®, [?], [?], [?], [?], [?] et [?]. En effet, le développement
des lois de commande permettant de garantir la sécuritémtlucteur et du véhicule ont ga-
gné de l'importance, d’'ou la nécessité de se focaliser de gruplus sur le comportement du
conducteur. Parmi les limites observées dans ce cadrestiasis liés a la perception de I'in-
formation, a son traitement et a sa transmission occupenplate importante. Par ailleurs, la
capacité de I'étre humain a pré-visualiser une scene aié@udre le temps de réponse (le canal
visuel représent80% des informations recues par le conduct&ly.[Cependant, dans le cas ou
la prévisualisation n’est pas possible comme lors d’'ureeafe vent, d’autre sens interviennent
a la place de la vision. Des études en simulateur ont mongd€@&we humain est sensible aux
mouvements de son corps a travers l'accélération, la @tesle déplacement. De plus, les in-
formations tactiles sont surtout ressenties a traverslév{?], [?], les pédales de frein et d’ac-
célérateur, le siege, le levier de vitesse .. .etc. Le ret@ifort volant est particuliérement utile
pour le conducteur pour détecter les changements d’adiemreu/route et avoir un ressenti
global de son véhicule. Enfin, I'audition est plus utiliséesfu’il y a une somme importante
d’'informations a traiter. Dans certaines études, le teneggponse auditif est aussi faible que le
temps de réponse du canal visuel. C’est dans ce contextéigserigent les travaux présentés
dans ce chapitre. Plus précisément, ils concernent la iisatiéh de la dynamique de la boucle
du conducteurd], [?], I'objectif étant de disposer a terme d’une bibliothéqeaendodeéles uti-
lisable dans le cadre du Contréle Global du Chassis (CGQyezitéellement de détecter des
comportements anormaux de conducteurs.

Apres une présentation du banc d’essai expérimental agnagfze 4.2, deux démarches
méthodologiques sont développées dans ce chapitre. Laggesprésentée au paragraphe 4.3,
s’inspire des travaux d’'une équipe de I'Université Tecbgajue de Delft aux Pays-Ba8][

[?], [?], composée d’automaticiens, de neurologues et de biontéeas. Cette démarche est
basée sur une modélisation de type boite blanche de la dgonardu conducteur en rejet de
perturbation, ou le conducteur soumis a des perturbatiertype rafale de vent tente de les
annuler. L'introduction de la dérivée non entiere, pour ladélisation de phénoméne visco-
élastique, permet d’améliorer le critere d’estimation fles, les études sur un, voire plusieurs,
individu(s) montrent que les réactions (ou réponses) itiesene sont jamais identiques. Elles
varient, non seulement d’'un conducteur a I'autre, maisialisse expérience a l'autre pour le
méme conducteur. Il est alors préférable de recherchersandrie de modeéles faisables d’un,
voire plusieurs, conducteur(s) plutdét qu'un modele unidiree approche ensembliste est alors
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adoptée au paragraphe 4.4. Dans la mesure ou une modélidatigpe boite blanche introduit
un grand nombre de parameétres, la seconde démarche méthiogal présentée au paragraphe
4.5 est basée sur une modélisation de type boite noire dedardgiue du conducteur en suivi de
trajectoire ou le conducteur minimise I'écart entre ungti@ire de consigne, projetée al'écran,
et 'angle au volant. Cette modélisation permet de dimirsignificativement le nombre de
parametres et d’appliquer plus facilement les algorithd*estimation ensemblistes développés
au chapitre 3.

4.2 Presentation du dispositif expérimental

4.2.1 Fauteuil instrumenté

Le dispositif expérimental est un fauteuil instrumentéstiné de cing parties (figure
41):

un siege de voiture monté sur un chassis support,
un bloc volant avec, notamment, un servomobgushlesspour le retour d’effort actif ;

un bloc pédale de frein avec, la aussi, un servomotbeushlesspour le retour d’effort

actif;
— une partie informatique pour la gestion de I'ensemble ;
— une partie visualisation.

Chaque servomoteur dispose d’'un variateur électroniquepodant difféerentes boucles lo-
cales de régulation toutes paramétrables. La partie vssti@n est gérée par un PC, appelé
PC HOST. Elle est composée d'un écran et d'un vidéoproject&s informations délivrées
par les capteurs de position arrivent en temps réel sur uaielé PC TARGET, qui les trans-
met par réseau au PC HOST avec une rapidité suffisante poasneepcevoir de décalage entre
la visualisation et la position réelle. Ce dispositif petmi@nc de reproduire (figure 4.2) :

— le retour visuel grace a la présence d’'un écran sur legparagssent en superposition
les positions de référence du volant et/ou de la pédale gidsisions mesurées qui
résultent de I'action du conducteur sur le volant et/ou debe;

— le retour proprioceptif grace a la présence de Lois de Retbkffort (LRE) au volant
et a la pédale. L'affichage de la consigne peut se faire aveais prévisualisation du
futur.
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FiGc. 4.1 — Vues d’ensemble du fauteuil instrumenté

Partiel :
cibles sur écran

Pédale d'accélérateur
PEEEE——

Retour visuel

Non :

1 | Pédale de frein Retour mouvement .
seUle <4mm m»  banc "statique"
peda le Retour proprioceptif
o N Oui :
1 volant retours d'effort

volant et pédale

FIG. 4.2 — lllustration du potentiel du fauteuil instrumenté

131



Chapitre 4 — Modeélisation entiere et non entiere de la dygasdu conducteur par...

4.2.2 Fonctionnement

Le schéma fonctionnel de la figure 4.3 résume le fonctionméthedispositif expérimen-
tal.

effort de
perturbation

l retour

d'effort Lois de retour
d'effort

A

Partie
commande
actionneur

Ecran

écart <:|>
Génération des lois +‘@ //‘;/2

effort Partie Position
»
+ ( ) ’ mécanique v

* +

/Me@ -
conducteur

Algorithme

d'identification

horaires en — RV —>
Position de A'

référence : Conducteur

position

Capteur
de position

FiGg. 4.3 — Schéma fonctionnel du fauteuil instrumenté

Ainsi, le conducteur cherche a minimiser I'’écart entre laifhon de référence et la po-
sition mesurée en appliquant un effort (un couple sur lentada une force sur la pédale). A
cet effort conducteur s’oppose un effort développé par uteorclectrique. Deux catégories
d’essais existent, a savoir :

— rejet de perturbation, et

— suivi de trajectoire.

Dans le premier cas, la position de référence est fixe (argbnt nul par exemple qui se
traduit par une ligne droite sur I'’écran) et le moteur géngreouple image d’une perturbation
exogene qui se superpose a une loi de retour d’effort. Dasexlend cas, la position de référence
varie dans le temps (consigne harmonique, indiciellearegilaire,etc). Dans les deux cas, la
nature du signal de couple est telle que I'hypothése deegetdriations est vérifiée. C'est la
raison pour laquelle I'utilisation de modeles biomécaeigtineurophysiologique linéaires a été
validée par de nombreux travaux sur le sui@t[?], [?].
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La figure 4.4 présente le schéma fonctionnel du dispositileda partie commande,
celle-ci comportant deux parties. La premiéere concerneri@gande en couplg (t), le résultat
de la superposition du couple de perturbatigft) et du couplec,zx(t) issu de la LRE, elle
méme fonction de la position mesurégt) du volant. Les boucles locales de régulation du
servomoteubrushlesssont traitées par le variateur électronique (bloc Commadeouple
figure 4.4). La seconde partie concerne la génération destwaes de réference volay.. ¢ (¢)
projetée sur écran.

Génération cref(t) Co(t> Cu(t) - Partie 91} (t)
couple de p|Commande | (" )| mecanique »| Conducteur >
+

Ll
référence en couple -+ du moteur

cLre(t) 1

LRE |«¢

Génération evref (t)
trajectoire de
référence volant

PARTIE COMMANDE

FIG. 4.4 — Schéma fonctionnel du dispositif vu de la partie commuea

4.3 Modélisation boite blanche de la dynamique du conduc-
teur en cas de rejet de perturbation - approche classique

Deux mécanismes apparaissefjtjour rejeter la perturbation et maintenir la position de

référence :

— le premier est d0 aux caractéristiques intrinséques dsgdltes que la masse, I'amorti-
ssement et la raideur. L'amortissement et la raideur dégrerdes propriétés bioméca-
niques des tissus et des muscles;

— le second est lié aux réflexes transmis par les tendonslegdesents dans le cadre du
retour proprioceptif et du retour visuel.

La figure 4.5 présente le schéma fonctionnel du bloc condude la figure 4.4. Ce schéma,
inspiré des travaux de?], permet de formaliser les différentes relations de catésgli in-
terviennent au cours de ces deux mécanismes. Ainsi, afinethelds identifier, un protocole
expérimental comportant trois étapes est élaboré :
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wy(t) »| Conducteur _’Cm/v(t)

///// 9vref<t) \\\\
0,(t)
Rgtour .
rg(t proprioceptif
2 Wz etour + u etour — V—I'_ iaison
_>f0fd7 > 4 \I/Qisilel —»O_> lTaal'ssif O_V maLins/voIant »
W (t) 0, (t) Cr3 (t}'_T Cr1 (t) 01 (t) Cm/v (t)
|
Oures(t)

FiGg. 4.5 — Schéma fonctionnel du bloc conducteur

— identification du retour passif et de la liaison mains/volan : lors de cette premiére
étape, il est demandé a la personne testée de serrer les jgmigtmaintenir une bonne
liaison mains/volant tout en ayant les bras décontractaglafine pas réagir a la per-
turbation;

— identification du retour proprioceptif : pendant cette deuxiéme étape, il est demandé
a la personne testée de réagir uniquement a la perceptionoduement du volant
en développant un couple qui s’oppose a la perturbatione etfioc de minimiser le
déplacement du volant. Le retour visuel n’intervient pas gleux sont fermes) ;

— identification du retour visuel : au cours de cette derniére étape, la personne testée
cherche a annuler I'écart entre la position de référence masition mesurée du volant
en regardant I'écran placé devant elle, ou ces deux gramdeut visualisées par deux
curseurs.

4.3.1 Modele biomécanique entier du conducteur

L'ensemble bras-volant-moteur est modélisé par un modgldegrés de liberté (2 ddl),
présenté sur la figure 4.6 et utilisé dans la suite de ce chapit modeéle est issu des travaux
de [?]. Trois parties apparaissent distinctement. La partieté@enécanique ou,, (élémentl)
représente l'inertie équivalente de I'ensemble volant teugb,, (€lémentR) le coefficient de
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frottement visqueux équivalent résultant des frottemauatsiveau du moteu.,, () désigne la
tension de commande du moteur @l le courant dans 'induit. La partie liaison mains/volant
est supposée viscoélastique de coefficient de frottemsqueux, et de raideuk, conformeé-
ment a [?]. En fait, il est difficile, lors de I'étape d’identificatiode la partie passive des bras,
de maintenir a la fois une décontraction des bras et unefiaizains/volant parfaite par ser-
rage des doigts qui se traduit alors par une contractionadarit-bras. Il existe donc un faible
mouvement relatif des mains par rapport au volant. Enfinatéigobiomécanique ou
— Jyras rEprésente l'inertie équivalente des bras (€lémgpar rapport a I'axe de rotation
du volant;
— by-qs l€ coefficient de frottement visqueux équivalent (élém@ndes bras toujours par
rapport a I'axe de rotation;;
— kyas la raideur équivalente (élémef) des bras.
wi (t) représente la vitesse angulaire de l'inerfig,;. Ces trois éléments, R et C modélisent
la partie passive des bras. La partie active est modélisgmt@ elle, par une source d’effort
S. matérialisée par un actionneur virtuel développant un leotgsultant a la fois du retour
proprioceptif et du retour visuel.

i(t) wa(t)

_ _ c: kbras
R : b,
() : : (5
é R: b() é [E
[:d, | N 7. A b
: Liaison :
— e — — e — e — e — - Pr— - — e — - —>
Servomoteur : Mains-volant : Bras

Fic. 4.6 — Modeéle a 2 ddl de I'ensemble bras-volant-moteurtdiiface mains-volant étant
modélisée par une liaison viscoélastique

4.3.1.1 Retour passif et liaison main volant

La figure 4.7 représente le schéma fonctionnel respectamagsalités intégrales de la
partie biomécanique (retour passif de la figure 4.5).
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Retour passif

w
— o ——{ o > [ dr —»é >
Cr1 (t) — 91 (t)

+ bbras (G

01(t)
kbras [«

FIG. 4.7 — Schéma fonctionnel respectant les causalités alesyde la partie retour passif de
la figure 4.5

Sous I'hypothése de conditions initiales nulléd (= 0), le transfertG,(s) entre la posi-
tion ¢, (¢) et le coupler,(t) est donneé par :

. 91(8) N 1

Gols) = — .
O(S) Cr1<5) Jbra382 + bbrass + kbras

(4.3.1)

On retrouve donc l'inertie des bra%,..,, ramenée a I'axe de rotation du volant, le coefficient
de frottement visqueux,,..s, et la raideur équivalenté,,. .., illustrés sur la figure 4.6.

La figure 4.8 représente le schéma fonctionnel respectamagsalités intégrales de la
liaison mains/volant de la figure 4.5. Sous I'hypothése daitmns initiales nulles@/ = 0),
le transfert7, (s) entre le couple,,, ., (t) etla difference de positiafy,(t) — 6, () est donné par :

__Cmpls)
Gl(S) = m = boS + k’o. (432)

On retrouve la aussi le coefficient de frottement visquiauet de raideutk, conformément a
[?] et a la figure 4.6.

Enfin, la figure 4.9 présente le schéma fonctionnel du coeduciorrespondant a la pre-
miere étape du protocole expérimental.

Compte tenu du schéma de la figure 4.9 et des transfiits) et G,(s), le transfert

136



Chapitre 4 — Modélisation entiere et non entiere de la dygasdu conducteur par...

Liaison
—> Mains/volant —>
0,(t) — 61(t) Cm /v (t)
- S~
-~ S~
-~ ~
CI
wy(t) — wi(t) -
—| [ dr + ko »CO+—>
0,() — 01(1) Cmyo(t)
—p b

FIG. 4.8 — Schéma fonctionnel respectant les causalités ale&gde la liaison mains/volant de
la figure 4.5

Retour - Liaison

—_6’ passif Mains/volant
Cr1 01(t) Cmo(t)

FIG. 4.9 — Schéma fonctionnel du conducteur correspondant gefai@re étape du protocole
expérimental

biomécanique passif

_ Cmy(8)
Gi(s) = OR (4.3.3)
est de laforme :
Gp(s) Go(s) (4.3.4)

T 14 Go(s)Gi(s)’

soit en remplagan®(s) et G, (s) par leur expression respective :

bos + k Jra552+brass+kras
(o) — 005 F0) (s + B+ Firu)

= ) 4.3.5
Jbr’ass2 + (bbras + bO)S + (kbras + kO) ( )
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4.3.1.2 Retour proprioceptif

Le transfertGy(s) entre le couple:»(t) en sortie du retour proprioceptif et la position
0,(t) estdonné par :

Cra(s s [ kus+k
GQ(S) = 012((5)) = exXp Ta <?7-Sp) . (436)

Ce modeéle proposé dang] représente la partie neurophysiologique, il est compeasé d
deux parties, la premiére correspondant a la dynamiqueiréfle7,.(s), et la deuxiéme a la
dynamique d’activation des musclés,.(s) :

GQ = Gr(s) ' Gact(s)' (437)

La dynamique réflexive est modélisée par un gain en vitess¢ en positiork, liés aux re-
flexes et un retard; qui représente le temps nécessaire pour la transmissierrattement de
I'information depuis le ressenti jusqu’a la réactih |

G.(s) = (kys + k,) exp™Te5 . (4.3.8)

La dynamique d’activation des muscles est modélisée, qualié, par un transfert de premier
ordre avec une constante de temps

1

Glacr(s) = 1+7,s

(4.3.9)

La figure 4.10 présente le schéma fonctionnel du conductetespondant a la deuxieme
étape du protocole expérimental. Compte tenu de ce schédes étansfertsry(s), G (s) et

Retour
proprioceptif Y
Crg(t>
0,(t)
B Retour — + Liaison
passif mains/volant >
Y $H0 (%) Cmyo(t)

FIG. 4.10 — Schéma fonctionnel du conducteur correspondardeuteieme étape du protocole
expérimental
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Gs(s), le transfert biomécanique actif (en I'absence du retosue)),

Cm/v(5>
, 70 (o) 4.3.10
Gp(s) 6,(s) ( )
devient : ot
! o oS
Gels) = T auee (4.3.11)
1+G1(s)G2(s)

soit :

() = (025 4 K) ((irass® 4 borass & Kiras) (14 705) + (ks + ky) exp™™7)

T(s) =

(JorasS® + borass + kbras) (1 + 748) + (bas + ko) (1 + 748) + (kys + k) exp=Tas
(4.3.12)

4.3.1.3 Retour visuel

Le transfertG;(s) entre le couple:;(t) en sortie du retour visuel et la différence de
positiond,,.r(t) — 6,(t) est donné par :

B cr3(s)
Gs(s) = Torer(5) = 0u(o)” (4.3.13)

La figure 4.11 présente le schéma fonctionnel du conductetgspondant a la troisieme étape
du protocole expérimental.

0,(t)
Retour
02(t proprioceptif
A @ Wb LS L v S I
r3(tHAC,
wy(t) (1) crs( ﬁT 1) Cmyo(t)
|
evre (t)

FIG. 4.11 — Schéma fonctionnel du conducteur correspondartt@is&gme étape du protocole
expérimental

Compte tenu de ce schéma (figure 4.11) et des transfg(ts, G1(s), Ga(s) etGs(s), le
transfert biomécanique actif (en présence du retour Jigsth présent de la forme :

Gp(s) = Cg/ (S ) (4.3.14)
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Gg(S)Go(S)

Cp = {7 Gomei (4.3.15)
+ 1+G1(S)G2(s)
soit :
a" (S) . G3(5) (b25 + k?Q) ((Jbra552 + bbrasS + kbras) (]_ + Tas) + (k?US + k:p) eprTds)
B =

(JorasS® + borass + koras) (1 + 748) + (bas + ko) (1 + 748) + (kys + k) exp=Tas
(4.3.16)

4.3.2 Modele biomécanique non entier du conducteur

La dérivation non entiere?] est introduite dans les différents modeles présentés au pa
ragraphe précédent au niveau des phénomenes dissipatitsifd, I'expertise acquise par
I'équipe CRONE dans le domaine des Systémes a Dérivées N@arés(SDNE) permet d’af-
firmer que c’est au niveau des phénoménes dissipatifs queotiuction de la dérivation non
entiére est la plus pertinentgd [ Ainsi, toutes les dérivées d'ordiedes déplacements angulaires
sont remplacées par des dérivées d’ordre non emiiy, compris strictement entre 0 (phéno-
meéne purement élastique) lephénomene purement dissipatif). Le transfert viscoéjastde
la liaison mains/volant devient alors :

Cm/v(5)

Go, () = 0,(s) — 01 (s)

= b,s” + ko, (4.3.17)

et celui du retour passif :

01(5) 1

G = =
b (8) Crl(s) Jbra352 + bI/SV + kbras’

(4.3.18)

L'expression du transfert biomécanique passif non ensiealers donnée par :

(busy + kO) (Jbra352 + b,usu + kbras)
= 4.3.19
GNE(S) Jbra352 + bVSV + bMS“ + (kbras + k?o)’ ( )

celle du transfert biomécanique proprioceptif (actif ebsence du retour visuel) par :

(05" + k2) ((Jorass® + bus" + Kiras) (1 + 708) + (kus + k) exp™7#%)

(Jorass® + bust + kipas) (14 7a8) 4 (bys” + ko) (1 4+ 748) + (kys + k) exp=Tas’
(4.3.20)

Gyp(s) =

et enfin celle du transfert biomécanique actif en présencetdur visuel par :

G3(8) (bl/su + k2) ((Jbra352 + bMSM -+ kbras) (1 + TaS) + (l{}vs —+ kp) eXp_TdS)

(Jorass? + byt + kpras) (1 4 7as) + (bys” + ko) (1 + 748) + (kps + k) exp~Tas
(4.3.21)

G/](fE(S) =
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4.3.3 Identification non paramétrique de la réponse fréquetielle

Les trois protocoles expérimentaux définis précédemmeig) a savoir, le retour pas-
sif et la liaison mains/volants, le retour proprioceptifiseretour visuel sont traités dans ce para-
graphe. Les figures 4.12(a), 4.12(c) et 4.12(e) présergeddduence Binaire Pseudo Aléatoire
(SBPA), utilisée en tant que perturbation au niveau du euyt) développé par le servomo-
teurbrushlessainsi que les mesures de I'angle voléy(t) et du couple conducteuy,, ., (t) en
réponse a cette perturbation de couple. Les réponses figjles du gain et de la phase du
conducteur pour chaque protocole expérimental, obteruesilesant la méthode d’identifica-
tion non paramétrique décrite au paragraphe paragrapheod&racées sur les figures 4.12(b),

4.12(d), 4.12(f).
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FIG. 4.12 —Réponses temporelles et fréquentielles obtenues suamatdpes du protocole expérimen-

tal

En comparant les réponses fréquentielles présentées et 4.12(f) du retour pro-
prioceptif et du retour visuel, il apparait que la difféereméside uniqguement dans le gain sta-
tique qui est, en effet, plus important avec le retour visGempte tenu du schéma fonctionnel
de la figure 4.11, le retour visuel peut étre représenté pgaimstatiques.

4.3.4 Estimation paramétrigue des modeles biomécaniques

Dans cette partie, I'estimation des paramétres des mobgegcaniques entier et non
entier est présentée, pour le retour passif (4.3.5) etl@)3le retour proprioceptif (4.3.12) et
(4.3.20), et enfin le retour visuel (4.3.16) et (4.4.2.2)t€estimation se base sur la minimisa-
tion du critére quadratique fréquentiel pondéré entrediarsur le gain et sur la phase :

Jn(8) = ade + (1 — a)J,, (4.3.22)

avec )

Y (|@<jwn>|ds _ |@<jwn>|ds)
Joy = _ ' % 100, (4.3.23)
¥ (1GGwn) )
et
- - //\\ - 2
£ (arg (Gen) — areGn))

o, = . % 100, (4.3.24)

S (arg(Glin)))
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ou N reAprésente le nombre total des fréquenceﬁ@b) la réponse fréquentielle estimée
(3.5.1),@(]%) la réponse fréquentielle du modele paramétrique entiepawentier. Le facteur
de pondératiom est choisi égale &.5.

Les tableaux 4.1, 4.2 et 4.3 présentent les résultats deriason paramétrique des mo-
deles entier et non entier pour le retour passif, propribcepvisuel. Les paramétres estimeés
pour le retour passif sont fixés lors de I'estimation desmpetees du retour proprioceptif et du
retour visuel.

Retour passif

Entier Non Entier
Critere Je(%) = 0.112 JIne(%) = 0.068
Joras = 0.15 kgm? Joras = 0.18 kgm?

boras = 0.70 Nms/rad b, =1.02 Nms/rad
kbras = 5.84 Nm/rad | kprqs = 5.84 Nm/rad
11 = 0.80
ko =234.61 Nm/rad | ke =107.22 Nm/rad
Parameétres liaison mains/volant | by = 3.87 Nms/rad b, = 23.95 Nms/rad
v = 0.60

Parametres biomécaniques

TAB. 4.1 — Résultat de I'estimation paramétrique axee 0.5 - retour passif

En comparant les résultats correspondant aux modéles ettien entier du retour passif,
proprioceptif et visuel, il apparait que l'introduction @edérivation non entiere au niveau des
phénomeénes dissipatifs permet de diminuer la valeur dérerd’'un facteur de

— (Jg/JnE = 1.64) pour le retour passif,

— (Jg/JnE = 1.20) pour le retour proprioceptif,

— (Jr/Jng = 1.70) pour le retour visuel.

La figure 4.13 présente les réponses fréquentielles

— des modeles paramétriques entier (figure 4.13(a)) et naoar ¢h.13(b)) pour le retour

passif,

— des modeles paramétriques entier (4.13(c)) et non ewdtied({d)) pour le retour pro-

prioceptif,

— des modele paramétrique entier (4.13(e)) et non enti&B(®) pour le retour visuel.
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FIG. 4.13 — Modéles entiers et non entiers estimés pour lespeoties du protocole expéri-
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Retour proprioceptif

Entier

Non Entier

Critere

Te(%) = 0.50

Ine(%) = 0.42

Parametres biomécaniques

Jpras = 0.15 kgm?

Jpras = 0.18 kgm?

byras = 0.70 Nms/rad

b, =1.02 Nms/rad

kpras = 5.84 Nm/rad

kpras = 5.84 Nm/rad

1= 0.80

Parametres liaison
mains/volant

ky = 234.61 Nm/rad

ko =107.22 Nm/rad

by = 3.87T Nms/rad

b, = 23.95 Nms/rad

v = 0.60

Parameétres du retour
proprioceptif

k, = 23.47 Nm/rad

k, = 25.14 Nm/rad

k, = 1.56 Nm/rad

k, = 1.86 Nm/rad

T, =0.033 s

T; =0.027 s

To = 0.005 s

Ta = 0.0093 s

TAB. 4.2 — Résultat de I'estimation paramétrique awee 0.5 - retour proprioceptif

Retour visuel

Entier

Non Entier

Critere

Te(%) = 0.094

Ine(%) = 0.055

Parameétres biomécaniques

Jpras = 0.15 kgm?

Jpras = 0.18 kgm?

byras = 0.70 Nms/rad

b, =1.02 Nms/rad

kyras = 5.84 Nm/rad

kpras = 5.84 Nm/rad

1t = 0.80

Parameétres liaison
mains/volant

ko = 234.61 Nm/rad

ko =107.22 Nm/rad

by = 3.87 Nms/rad

b, = 23.95 Nms/rad

v =0.60

Parametres du retour
proprioceptif

k, =39.73 Nm/rad

k, = 38.79 Nm/rad

k, = 1.78 Nm/rad

k, = 2.67 Nm/rad

T, =63c—3s

Ty=06.4e—3s

7, = 0.020 s

7, = 0.029 s

Parameétres du retour visuel

K3 =049 Nm/rad

K3 =1.41 Nm/rad

TAB. 4.3 — Résultat de I'estimation paramétrique awee 0.5 - retour visuel
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4.4 Modélisation boite blanche de la dynamique du conduc-
teur en cas de rejet de perturbation - approche ensem-
bliste

Les études du suivi de trajectoire sur un, voir plusieurdiyidu(s) montrent que les ré-
actions (ou réponses) recueillies ne sont jamais idergidkes varient non seulement d’'un
conducteur a I'autre mais aussi d’'une expérience a I'audte |g méme conducteur. Il est alors
préférable de rechercher un ensemble de modéles faisalviewire plusieurs, conducteur(s)
plutét gu’'un modele unique. Le retour passif du conductéusiajue la liaison mains/volant
ont été déterminés en se basant sur des modéles comporempriposés dans la littérature.
Ces modeles, ne nécessitant pas de réaction du conductsenfent une faible dispersion (fi-
gure 4.14(a)). Lors de la modélisation du retour propriti€epdu retour visuel, le conducteur
présente des variations réactionnelles significativesedexpérience a l'autre (figure 4.14(b),
4.14(c)), il est donc préférable d’estimer un ensembleafdesde modéles pour le retour pro-
prioceptif et le retour visuel au lieu d’'un modele unique.

A travers plusieurs expérimentations (au tatak 10) effectuées sur le fauteuil instru-
menté, plusieurs réponses fréquentielles sont obtenagwide en compte des incertitudes sur
le gain et sur le phase dues a la méthode d’identification acanpétrique permet d’obtenir une
borne inférieure et une borne supérieure en chaque frégugnpour chacune des réponses
fréquentielles.

Dans le contexte du retour proprioceptif et du retour visbestimation du gain et de
la phase a partir d'un seul jeu de données temporelles ésiafgc un intervalle de confiance
correspondant & écarts-types :

G| - 30[|G]] < |G| < |G| + 30]|G]], (4.4.1)

p —30[@] < ol < &+ 30[]. (4.4.2)

Les réponses frequentielles sont ensuite fusionnéesptesbinférieure sur le gai,,, supe-
rieure sur le gairG,,, inférieure sur la phasg,,, supérieure sur la phags;, de la réponse en
chaque fréquence,, sont obtenues en faisant I'union de toutes les borne3 écarts-types de
chaque expérience. Ainsi les réponses fréquentiellesidiegde la phase représentent les me-
sures incertaines a utiliser dans I'approche ensemblgielp retour proprioceptif et le retour
visuel.

Pour le retour proprioceptif, le modéle biomécanique netest de type (4.3.20), les pa-
ramétres du retour passt,, k2, b, Joras, kbras, v, (1) ayant déja été estimes, seul le vecteur de
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FIG. 4.14 — Réponses temporelles recueillies a partid gsxpérimentations pour un retour
passif, proprioceptif et visuel

parametres,

6 = (k). lky), [T [ra])” (4.4.3)

de la partie réflexive du conducteur est estimé sous la foramevécteur d’intervalles. De méme
pour le retour visuel, le modéle biomécanique retenu esypke (@4.4.2.2). Les paramétres du
retour passif(b,, k2, b, Joras, kbras, v, f1) @iNSi que le gain statiquis du retour visuel ayant
déja été estimés, seul le vecteur de paramétest estimé sous la forme d’un vecteur d’'inter-
valles. Les dispersions importantes observées sur legsépdemporelles et fréquentielles du
retour proprioceptif et du retour visuel sont dues prinid@pgent aux variations réactionnelles
du conducteur modélisées par les paraméigs:,, 7, 7,) dans (4.3.7), (4.3.8) et (4.3.9).
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4.4.1 Formulation du probléme d’estimation ensembliste

L'objectif est donc de trouver I'ensemble de paraméfiede (4.4.3) faisables pour le
modele non entier décrit par (4.3.20) et (4.4.2.2), le rdste parameétres étant estimé préce-
demment. Le vecteur de parametfesst jugé faisable si le modéle évalué a@exst consistant
avec les mesures et les intervalles d’incertitudes de cesma Le probléme d’estimation en-
sembliste est donc formulé comme un probléme de satisfegéa@ontraintes (CSP) :

CSP: (4.4.4)

ou |G(jw,, 8)] etp(w,, @) représentent le gain en dB et la phase en degré du model2Q}y.3.
ou (4.4.2.2), calculés pour le vecteur de parameres

4.4.2 Résolution du probleme d’estimation ensembliste

L'ensembleS des solutions est donné par :

S={0€0|f(wn0) e [yw)],Vne{l,....N}, (4.4.5)
avec )
rn g - [ 160200
Sp(wme)
(4.4.6)
[Gh, Gy ]
[y(wn)] = o L
[P, Pn]

\

Cet ensemble peut étre réécrit sous la forme suivante :
S=f"Yy))ne. (4.4.7)

La caractérisation de I'ensemiffedéfini par (4.4.7) est un probléme d’inversion ensembliste,
qui peut étre résolu d’'une maniére garantie en utilisanlesir QUIMPER.

4.4.2.1 Retour proprioceptif : résultats

Le gain et la phase de la réponse fréquentielle sont tracés diagramme d8odede la
figure 4.15 avec un intervalle de confiance écarts-types (4.4.1) et (4.4.2).
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FiIG. 4.15 — Diagramme dBodedu conducteur (en bleu) et intervalles de confiandetéarts-
types (en rouge) - retour proprioceptif

Gain (dB)

Pulsation (rad/s)

FIG. 4.16 — Diagramme dBodedu conducteur (en bleu) et union des intervalles de confiance
a3 écarts-types (en rouge) - retour proprioceptif

La figure 4.16 présente les = 10 réponses fréquentielles du gain et de la phase du
conducteur avec I'union de tous les intervalles de confmrce écarts-types en chaque fré-
quencew,,.
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L'ensemble des solutions faisables peut étre inclus dagpércube :

([kp)s (Ko, [Tu), [ra]) = ([8-10,40.02],[0.79,3.75], [3.6,51.8] x 1072,[0,52.7] x 107°).
(4.4.8)

Le paramétrek,| présente la plus grande dispersion (la projection en 1De&lonn
[8.10,40.02]), car [k, intervient directement dans le calcul du gain statique ddéteglobal
G(s) de I'équation (4.3.20) :

k2 kbras + kp

. 4.4.9
kbras + k2 + kp ( )

Gstatique =

Or, les intervalles d’incertitudes aux basses fréqueno&septent une trés grande dispersion,
entre 10 et 30 dB, comme le montre la figure 4.16. Il est donicjiegd’obtenir une large dis-
persion pour le parameétkg. Le parametrd;, qui représente le temps nécessaire pour la trans-
mission et le traitement de l'information depuis le ressprsigu’a la réaction du conducteur
(4.3.8), compris dans l'intervallg.6, 51.8] x 1072 ms, posséde un ordre de grandeur cohérent
avec les expériences pratiquék Le parametre,, qui représente la constante de temps de ré-
action des muscles, compris dans l'intervales2.7] x 10~3, est quant a lui tout a fait conforme
avec les expériences pratiques. En effet, d&hdds auteurs trouvent une constante de temps
autour de 20 ms pour la réaction musculaire.

L'encadrement extérierdes solutions est projeté en 2D sur les figures 4.17(a) ef®).17

(a) Projection sur le plafr,, k) des (b) Projection sur le plafk,, T;) des
solutions obtenues solutions obtenues

FIG. 4.17 — Projection en 2D des solutions obtenues dans le cagtaiu proprioceptif

La figure 4.18 montre que toutes les réponses frequentadiesnodeles évalués a partir
de I'approximation extérieur sont consistantes avec les intervalles d’incertitude péent
ainsi de valider le modéle ensembliste obtenu.
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FIG. 4.18 — Diagramme dBodedes mesures incertaines (en rouge) et réponses en fréquence
des modéles évalués a partir de I'approximation extérigem vert) - retour proprioceptif

4.4.2.2 Retour visuel : résultats

Le gain et la phase de la réponse fréquentielle sont tracde diagramme d8odede
la figure 4.19 avec un intervalle de confianc8 éacarts-types (4.4.1),(4.4.2). La figure 4.20,

Gain (dB)

WW

10"
Pulsation (rad/s)

Phase (°)

10"
Pulsation (rad/s)

FIG. 4.19 — Diagramme dBodedu conducteur (en bleu) et intervalles de confiandetéarts-
types (en rouge)-retour visuel
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présente leg = 10 réponses fréquentielles du gain et de la phase du conduatear'union
de tout les intervalles de confiance3 écarts-types en chaque fréquenge

Gain (dB)

200

150

100~

50

Phase (°)

-50 i
10 10 10
Pulsation (rad/s)

FIG. 4.20 — Diagramme dBodedu conducteur (en bleu) et union des intervalles de confiance
a3 écarts-types (en rouge) - retour visuel
L'ensemble des solutions faisables peut étre inclus dagpércube :

([kp)s (Ko, [Tu), [7a]) = ([33,42.53],[0.46,7.79], [0, 3.85] x 1072,[0,52.7] x 107?), (4.4.10)

L'encadrement extérierdes solutions est projeté en 2D sur les figures 4.21(a) ef®).21
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(a) Projection sur le plagr,, k,) des so- (b) Projection sur le plafk,, T;) des so-
lutions obtenues lutions obtenues

FIG. 4.21 — Projection en 2D des solutions obtenues dans le catalur visuel

La figure 4.22 montre que toutes les réponses frequentadiesnodeles évalués a partir
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de I'approximation extérieur sont consistantes avec les intervalles d’incertitude péent
ainsi de valider le modéle ensembliste obtenu.
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FIG. 4.22 — Diagramme dBodedes mesures incertaines (en rouge) et réponses en fréquence
des modéles évalués a partir de I'approximation extérigies vert) - retour visuel

L'inconvénient d’'une modélisation de type boite blanchiegeselle introduit un grand
nombre de paramétres (voir (4.3.12) et (4.3.16) pour lesetegdentiers ou (4.3.20) et pour
les modéles non entiers) méme si dans I'approche ensegld@ils les parameétres qui inter-
viennent dans la partie reflexive du conducteur sont estif@onséquent, dans une deuxiéme
approche, une modélisation de type boite noire est présenté

4.5 Modélisation boite noire de la dynamique du conducteur
en suivi de trajectoire - approche ensembliste

Dans cette approche, la dynamique du conducteur est méeéans le cadre d’'un suivi
de trajectoire a partir des réponses fréquentielles. Ladigi23 montre les signaux projetés
sur I'écran au moment de I'essai. Le role du conducteur stasi minimiser I'écart entre la
consigne en rouge et I'angle au volant en bleu résultantadédn du conducteur sur le volant.
Par conséquent un modele est identifié entre I'angle au wélat la consignd,..; , soit :

(4.5.1)
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FIG. 4.23 — Projection de la consigne (en rouge) et de I'angleodant (en bleu) lors d’'un essai

4.5.1 Identification non paramétrique de la réponse fréquetielle

La réponse fréquentielle dans le cas de suivi de trajecesit®btenue en appliquant la
méthode d’identification non paramétrique décrite au pagawe 3.5.

La consignd,.; est une SBPA ayant une amplitude ent@09 et 0.09 rad, une durée
minimale de 0.1 sec, et une durée maximale de 6 sec. La cenaigsi que I'angle volant sont
présentées sur la figure 4.24(a). La densité spectrale degmde dé,.; est tracée sur la figure
4.24(b).

Des études en simulateur ayant montré que le temps de médetiétre humain, a partir
d’'informations pergues par le canal visuel, est de I'ordeeD® sec, le contenu spectral doit
couvrir les basses fréquences jusqu’a approximativemelat&u 30 rad/sec.

Les réponses fréquentielles du gain et de la phase sonnpgésesur la figure 4.25.
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FIG. 4.24 — Réponses temporelles recueillies et densité speed puissance du signal d’entrée
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FIG. 4.25 — Diagramme dBodedu conducteur dans un cas de suivi de trajectoire

4.5.2 Estimation paramétrique d’'un modele de type boite noe

L'objectif de cette partie est d’estimer les paramétres dhodéle qui représente au mieux
la réponse fréquentielle du conducteur, en minimisantitererfréquentielle de type (4.3.22)
Le modéle d’ordre entier choisi est de la forme :
k

G(s) = BTom exp "°. (4.5.2)
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L'estimation paramétrique de b etr a été effectuée pour plusieurs valeurs de I'ordre entier
L'ordre entier qui minimise le critére (4.3.22) est= 5.

De méme, le modeéle non entier choisi est de la forme :

k: —Trs
G(s) = [(FE exp 7. (4.5.3)

Le tableau 4.4 présente les résultats de I'estimation desygdres du modeéle entier et
non entier.

Entier Non Entier
Je(%) = 3.75 | Jye(%) = 2.9
k =904 k =990.16
b=253 b=3.85
r=1.57s r=1.02s

v =>5.52

TAB. 4.4 — Résultat de I'estimation paramétrique pour le moeeter et non entier dans le cas
de suivi de trajectoire

La figure 4.5.2 présente les réponses fréquentielles ggihaste avec les modéles para-
meétriques entier 4.26(a) et non entier 4.26(b)

0
N}
o

Gain (dB)
Gain (dB)

!
N
=)

| o,

1
@
=}

10 10
\Pulsation (rad/s) Pulsation (rad/s)

200 T T 200 T T
oF 1 oF 1
o 2000 4 § -200f 4
& -a00f- 4 ‘5 400} 4

g Z

o -600f 4 £ -600F 4
-800F ; ; : Ly -800 ; ; : Ly

—-1000 5 : i —-1000 : 5 : i

10 10 10 10

Pulsation (rad/s) Pulsation (rad/s)

(a) Gain et phase de la réponse fréquentielle obtenue et(dy Gain et phase de la réponse fréquentielle obtenue et du

modéle paramétrique entier modéle paramétrique non entier

FIG. 4.26 — Réponses fréquentielles gain et phase avec les esquirlamétriques entier et non
entier
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En comparant les résultats correspondant aux modeles entien entier, il apparait que
l'introduction d’un ordre non entier de = 5.52 permet de diminuer la valeur du critére d’'un
facteur de (g /Jyg = 1.3).

4.5.3 Modélisation non entiére par approche ensembliste

Les approches ensembliste sont adoptées, lors de la nmaga#lidu suivi de trajectoire a
partir de plusieurs expérimentations. Un ensemble de rasdsstt alors estimé au lieu d’'un mo-
dele unique. Aprés avoir effectué plusieurs expérimeatiles signaux recueillis de I'angle
au volant sont présentés sur la figure 4.27

0.15f 1

ot

0.05f

Angle au volant (GV)
o

R SILY

-0.15F a

==

10 15 20 25 30 35
Temps (s)

FIG. 4.27 — Réponses temporelles recueillies issus de dix iexp&s

A travers les expérimentations effectuées sur le fautasttimenté, plusieurs réponses
fréquentielles sont obtenues. Les incertitudes sur le déarites par (4.4.1) et sur la phase
décrites par (4.4.2) dues a la méthode d’identification remamétriqgue sont également prises
en compte.

Dans le contexte du suivi de trajectoire, I'estimation sugain et sur la phase a partir
d’un seul jeu de données est faite avec un intervalle de cor&ide3 écarts-types (4.28).

Comme précédemment, I'ensemble des réponses fréquestast ensuite fusionné, les
bornes inférieure sur le gaify,, supérieure sur le gaiy,,, inférieure sur la phase,, supe-
rieure sur la phases,,, de la réponse en chaque fréquengesont obtenues en faisant I'union
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de toutes les bornes3éécarts- types de chaque expérimentation (4.29). Ainsigigsnses fré-
guentielles du gain et de la phase représentent les domuEtaines a utiliser dans I'approche
ensembliste pour le suivi de trajectoire.
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FIG. 4.28 — Diagramme dBodedu conducteur (en bleu) et intervalles de confiandetéarts-
types dans le cas de suivi de trajectoire
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FIG. 4.29 — Diagramme dBodedu conducteur en bleu et union des intervalles de confiance a
3 écarts-types en rouge dans le cas de suivi de trajectoire

158



Chapitre 4 — Modélisation entiere et non entiere de la dygasdu conducteur par...

Le vecteur de paramétte= ([k], [b], [v], [r]) est estimé sous la forme d’un vecteur d'in-
tervalle en résolvant le CSP suivant :

cSP:{—"~ (4.5.4)

ou |G(jwn, 0)| ety(w,, 8) représentent le gain en dB et la phase en degré du model®)(4.5.
L'ensembleS des solutions est donné par :

S={0€0]| f(w,0) € [y(wn)],¥n € {1,...,N}}, (4.5.5)
avec .
P
¢(wn, 0)
(4.5.6)
G(jwn, 0
wlwn)] = [1G(jwn, 0)] ]
[p(wn, 0)]

\

L'estimation garantie de I'ensembfeest faite a I'aide du solveur QUIMPER.

Résultats

L'ensemble des solutions faisables peut étre inclus dagpércube :
([, [0], [v], [r]) = ([970,1020.05], [3.65,4.03], [5.26, 5.44], [0.85, 1.29]). (4.5.7)

’encadrement extéried des solutions est projeté en 2D sur les figures 4.30(a) eft).30

La figure 4.31 montre que toutes les réponses fréquentadiesnodeles évalués a partir
de I'approximation extérieur sont consistantes avec les intervalles d’incertitude péent
ainsi de valider le modéle ensembliste obtenu.

Ce travail préliminaire pourrait permettre, a moyen terdeediagnostiquer des individus
ayant un comportement anormal lorsque les parameétresésstiomt en dehors des ensembles
de solutions calculés par I'approche ensembliste.
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L L L L L L L L L L L L
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(a) Projection sur le plarfv, k) de (b) Projection sur le plarir,r) de
I'ensemble de solutions obtenues I'ensemble de solutions obtenues

FiG. 4.30 — Projection en 2D de I'ensemble de solutions obtedaes le cas de suivi de trajec-
toire
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FIG. 4.31 — Diagramme dBodedes mesures incertaines (en rouge) et réponses fréqlestiel
des modeéles évalués a partir de I'approximation extéSe(en vert) dans le cas de suivi de
trajectoire

4.6 Conclusion

Ce chapitre a été consacré a l'identification de la dynamédieonducteur dans deux
contextes différents : rejet de perturbation et suivi diettaire. Dans les deux cas, une méthode
d’identification non paramétrique est adoptée pour obtend réponse fréquentielle a partir
des données temporelles recueillies. En se basant surpmasses, une modélisation de type
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boite blanche, basée sur des protocoles expérimentauxjlesste dans le contexte de rejet de
perturbation ou des modeéles entiers et non entiers sordmiéss L'introduction de I'ordre non
entier au niveau des phénomeénes dissipatifs a permis dioloke meilleurs résultats. Dans le
contexte de suivi de trajectoire, une modélisation typeéchmdire a été adoptée afin de réduire
le nombre de parametres. Les modeles non entiers permd#esatce cas aussi d’obtenir de
meilleurs résultats. Suite a la dispersion observée suépEmses temporelles et fréquentielles
en répétant la méme expérience sur un ou plusieurs individLensemble de modéles faisables
de la dynamique du conducteur a été ensuite obtenu en aotiiea approches ensemblistes.

Cette étude ouvre des perspectives intéressantes quadétetdion de comportements
anormaux lorsque les parametres estimés des modéles stait@ns des ensembles de solutions
calculés par I'approche ensembiliste.
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Ce mémoire est dédié a I'estimation paramétrique enseralpiés modéles non entiers a
partir de données fréquentielles appliquée a la modéisde la dynamique du conducteur. Les
modéles non entiers permettent d’obtenir une représentatimpacte de systemes complexes
a dimension infinie. L'estimation ensembliste permet ,q@aelle, de s’affranchir de plusieurs
contraintes présentes lors d’une estimation classiquaya@rda connaissanc priori de l'er-
reur affectant les données ou I'insuffisance du nombre deéksqui empéche I'application des
méthodes probabilistes. Les définitions d’intégrationeetiérivation non entieres sont d’abord
étendues aux intervalles. Puis, des approches ensemlsiisteappliquées pour I'estimation de
'ensemble des coefficients et des ordres de dérivation lsoftgme d’intervalles. L'estima-
tion paramétrique par approche ensembliste est partieatiént adaptée a la modélisation de
la dynamique du conducteur, car les études sur un, voiréepitss individus montrent que les
réactions recueillies ne sont jamais identiques, maierad’'une expérience a I'autre, voire
d’un individu a l'autre.

Le chapitre 1 a été consacré al'analyse par intervalles, thématiqueatiewdans I'équipe
CRONE, nécessaire a I'extension des définitions de l'iatiéégn et de la dérivation par inter-
valle au chapitre 2 et a I'estimation ensembliste a partala®ées fréquentielles aux chapitres
3 et 4. Dans un premier temps, I'arithmétique des intersabels et complexes a été présentée
ainsi que les problémes afférents a la manipulation de t¢esvalles tels que le pessimisme et
'enveloppement. Les intervalles complexes ont été alsoadiavers trois modes de représen-
tation : rectangulaire, polaire et circulaire. L'utilig@ de I'arithmétique des intervalles dans le
contexte d’inversion ensembliste réelle et complexe patraotion et bissection y a également
été présentée. La contraction a été introduite pour élimiéseeensembles de points inconsis-
tants avec les contraintes. La bissection est nécessasquiml’ensemble de solutions est non
convexe. Un algorithme mélant la contraction et la bissedi été présenté.

Dansle chapitre 2, les principaux outils pour la modélisation de systemesrivéks
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non entiéres réelles puis par intervalles ont été présdreggiéfinitions, devenues usuelles, de
I'intégration et de la dérivation non entiéres ont été étesch des intervalles, ce qui constitue
une premiere originalité de cette thése. Les transforméésplacedes opérateurs de dériva-
tion et d’intégration par intervalle y ont été calculéeslegtr monotonie par rapport a I'ordre
de dérivation étudiée. S’en est suivi I'étude de stabili#geerésonance de fonctions de transfert
élémentaires de premiere et de deuxiéme espece, qui censtie autre contribution originale
de cette thése, la connaissance des comportements frisgieles fonctions de transfert élé-
mentaires étant indispensable pour la modélisation démsyst non entiers a partir de données
fréquentielles. Une généralisation des fonctions de teanélémentaires a des ordres de déri-
vation par intervalles y a également été présentée.

Dans lele chapitre 3, nos contributions ont été consacrées a I'estimation ebkssede
parameétres de fonctions de transfert non entieres a partiodnées fréquentielles incertaines
et bornées. L'ensemble de parameétres (coefficients etoddrelérivation) a donc été caracté-
risé sous la forme d’intervalles a partir des représematiectangulaire, polaire et circulaire.
La fusion des résultats issus de ces représentations ago@ohtenir un ensemble de solutions
plus petit, car chaque représentation introduit du pessiradifféremment. Cette estimation en-
sembliste peut s’appliquer pour la modélisation de syssdinéaires invariants dans le temps
(LTI) certains, de systémes LTI incertains, et de systémegarameétres variant dans le temps
(LPV). Enfin, une application a I'estimation ensemblists garametres d’'un systeme de dif-
fusion thermique dans un barreau d’aluminium a été présehes réponses frequentielles du
systéme, ainsi que les incertitudes a plus ou moins troigs2tyges, ont d'abord été estimées
par une identification non paramétrique. L'estimation emséste a ensuite été appliquée pour
obtenir 'ensemble de solutions pour chaque parameétre.

Le chapitre 4 a été consacré a la modélisation de la dynamique du condutten
jectif étant de disposer a terme d’'une bibliotheque de nezdstilisables dans le cadre du
Contréle Global du Chéssis (CGC) et éventuellement de t#tedes comportements anor-
maux de conducteurs. Deux démarches méthodologiques ytédeeeloppées. La premiére
est basée sur une modélisation de type boite blanche de sanityme du conducteur en re-
jet de perturbation ou le conducteur, soumis a des periarizatle type rafale de vent, tente
de les annuler. Lintroduction de la dérivée non entierejrda modélisation de phénoméne
visco-élastique, a permis d’améliorer le critére d’estiora De plus, les études sur un, voire
plusieurs, individu(s) ont montré que les réactions rdliegine sont jamais identiques. Elles
varient non seulement d’un conducteur a l'autre mais aussiedexpérience a l'autre pour
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le méme conducteur. Il est alors préférable de recherchenmaamble de modeles faisables
d’un, voire plusieurs, conducteur(s) plutét qu’un modédque. Une approche ensembliste a
alors été adoptée. Dans la mesure ou une modélisation dbajeeblanche introduit un grand
nombre de parameétres, la seconde démarche méthodologégédasée sur une modélisation
de type boite noire de la dynamique du conducteur en suiviajictoire ou le conducteur mi-
nimise I'écart entre une trajectoire de consigne, projatéécran, et I'angle au volant. Cette
modélisation a permis de diminuer significativement le narde parametres et d’appliquer
plus facilement les algorithmes d’estimation ensemldidiaveloppés au chapitre 3.

Les perspectives de recherche’inscrivent directement dans la continuité des travaux
en cours.

En estimation ensembliste, une des perspectives int@étessserait d’utiliser d’autres
formes de fonctions d’inclusion telles que les ellipsoidesitefois, I'utilisation de ces formes
géométriques pour la résolution des CSP fortement nonitaga’est pas aisée. Le dévelop-
pement d’'une arithmétique des ellipsoides complexes aibyrermettre de borner davantage
'ensemble de solutions.

En identification de la dynamique du conducteur, aprés dvdrles structures des mo-
deles dans le cas de rejet de perturbation comme dans le sawde trajectoire, une perspec-
tive intéressante serait de détecter les comportementsian® lorsque les paramétres estimés
des modéles sont en dehors des ensembles de solutiongsglaul’approche ensembiliste.
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2011 METHODES ENSEMBLISTES POUR’IESTIMATION FREQUENTIELLE KHEMANE FIRAS
PAR MODELES NON ENTIERS



Résumeé

Les principaux travaux de cette thése concernent I'esiimansembliste des modéles non entiers.

Le premier chapitre rappelle les définitions des intervalles réels et complexdss différents types de
représentation des fonctions d’'inclusion. Les méthodestuthation garanties sont introduites par la suite a teaver
l'inversion ensembliste par contraction puis par bissecti

Le deuxiéme chapitreprésente dans un premier temps les principaux outils pomol@élisation de sys-
témes a dérivées non entiéres puis I'extension de ces aukildérivées non entiéres sous forme d’intervalles. Une
étude sur les conditions de résonance et de stabilité d#&ssys de premiere et de deuxieme espéce est ensuite
présentée.

Le troisieme chapitre porte sur I'estimation des parametres d’'un modele non repéie approches en-
semblistes a partir des données fréquentielles incegaiPes exemples d'application des fonctions de transfert
élémentaires de premiére et de deuxiéme espéece sont gesEnis les parametres des fonctions de transfert non
entieres, y compris les ordres de dérivation, sont estimégiksant les représentations rectangulaire, polaire et
circulaire basées sur des CSP réels et complexes.

Le quatrieme chapitre est consacré a I'identification de la dynamique du conductens deux contextes
différents : rejet de perturbation et suivi de trajectdbans les deux cas, il est montré que les modeles non entiers
permettent d’obtenir de meilleurs résultats par rappoxtraadéles entiers. Suite a la dispersion observée sur les
données, une approche ensembliste est utilisée pour estmesisemble de modéles faisables de la dynamique du
conducteur.

Mots clés
Dérivation non entiére, estimation ensembliste, analyseintervalles, identification non paramétrique,
dynamique du conducteur, fonction d’inclusion, SIVIA, nébek non entiers de premiére et deuxiéme espece.

Abstract

The major work of this thesis deals with set membership edton of fractional models.

The first chapter recalls basic definitions of real and complex intervals affférént representations of
inclusion functions. Guaranteed estimation methods a@iatroduced through set inversion via contraction and
set inversion via bisection.

The second chaptepresents in its first part, the main tools dedicated to foaeti differentiation modeling
and the extension of these tools to fractional differemratunder interval form. In the second part, a whole study
about stability and resonance conditions of elementanysfeat function of both first and second kind is also
presented.

The third chapter deals with set membership estimation of fractional modsisgiuncertain frequency
data. Numerical examples of elementary transfer functfding and second kind are presented. All parameters of
both transfer functions are estimated including the foal order. All of rectangular, polar and circular inclusio
functions based on real and complex intervals are used éoggtimation.

The fourth chapter is dedicated to driver's dynamics identification within taifferent approaches : dis-
turbance rejection and trajectory tracking. It is shownhia two cases that the fractional models perform better
than the rational ones. Because of data dispersion, a seberehip approach is subsequently adopted to estimate
a whole set of feasible driver's dynamics models

Keywords
Fractional differentiation, set membership estimatioterival analysis, non parametric identification, dri-

ver’s dynamics, inclusion function, SIVIA, first and secdadd transfer functions






