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1 Contracteur

(i) (contractance)
V[x] € IR", C([x]) C [x]

(ii) (consistance)

(x € [x],C({x}) = {x}) = x € C([x])



L'ensemble associé au contracteur C est défini par,

set (C) = {x € R",C({x}) = {x}}.

Le domaine gagnable est

dom (C) = {x € R"™,C({x}) = 0}.
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C est monotone si | [x] C [y] = C([x]) C C([y])

C est minimal si V[x] € IR™, C([x]) = [[x] N set (C)]

C est idempotent si | V[x] € IR™, C (C([x])) = C([x]),

C est continu si V[x] € IR", C (C*>°([x])) = C°°([x])




2 Fabrication d’un contracteur



Si x1 € [x1], x2 € [x2], 23 € [x3] et si

r3 = T1 + T2,

alors, il est clair que

z1 € [z1] N ([z3] — [x2])
xp € [xo] N ([z3] — [71])
z3 € [z3] N ([z1] + [x2])



Ainsi, le contracteur

[z1] \ o [ [zl N ([23] = [x2])
Ci| [z2] | = | [x2] N ([z3] — [71])
[x3] [3] N ([z1] + [z2])

est un contracteur minimal et

set (C1) = {(z1,%2,73) , 23 = x1 + 22} .
Ainsi, le contracteur C1 permet de représenter |'équation
r3 = xr1 + To.



Complétude. Nous avons

C([x]) D [x]N set (C) .



3 Opérations sur les contracteurs



Intersection

(C1NCo) ([x]) & ¢y (1x]) N Ca ([x])

union

(C1UC) ([x]) & [e1 (X)) U s ([x])]

composition

(C10Co) ([x]) ¥ ¢y (2 (X))

répétition

Cood:efCoCoCo...

Intersection répétée

CiMCy=(C1N CQ)OO

union répétée

CiuCr=(CLU CQ)OO




Soit le contracteur C ([x], [y]), ob [x] € R”, [y] € RP.
Définissons le contracteur
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et le contracteur

c(x]) = (| 7 (C([x],y)), (intersection projection)
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Nous avons

set ECU[Y]S ={x,dy € [y], (x,y) € set (C)}

set (CTD]) = {x,Vy € [y], (x,y) € set (C)}



La famille de contracteurs {C1,...,Cm} est dite complé-
mentaire si

set(C1) N---Nset(Cp) = 0.



4 QUIMPER

Quimper is a high-level language for QUick Interval Mod-
eling and Programming in a bounded-ERror context.



Quimper est un langage interprété pour le calcul ensemb-
liste.

Un programme Quimper se décrit par un ensemble de con-
tracteurs complémentaires.

L'exécution d'un programme Quimper construit tout d'abord
les contracteurs puis appelle un paveur.



Quimper retourne un sous-pavage par contracteur.

Logiciel libre disposible sur

http://ibex-1ib.org/



Exemple. Cherchons a résoudre.

y = a°

y = Vz.



On a deux contracteurs

- { o [3312 associé a y = z°
1: [z] =[] N \/[Z

Cz {[y] 510 /Il

[z] = [z] N [y]? associé a y = /&
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5 Circuit électrique






Domaines
E € [23V,26V];I € [4A,8A];

U, € [10V,11V]: Uy € [14V,17V];
P € [124W,130W]; Ry € [0,00[ and Ry € [0, 0.

Contraintes

(i) P=FI, (i) E=(R1+ Ry) I, (iii) U3y = R11,
(iv) Up = RpoI, (v) E =U;+ Us.



L 'ensemble des solutions est

([ E \ [ [23,26] \ (
R [0, oo P=EI
Ry [0, oo E=(R1+Rp)I
S = < I - [4, 8] , ¢ Uy =Ryl
U1 [10, 11] U = Ryl
Us [14,17] \ E=U;+ U
\ P )\ [124,130]; /




variables
E in [23 ,26];
I in [4,8];
Ul in [10,11];
U2 in [14 ,17];
P in [124,130];
R1 in [0 ,1e08 1;
R2 in [0 ,1e08 1;
contractor_list L
P=ExI;
E=(R1+R2)*1;
Ul=R1x*I;
U2=R2*1I;
E=U1+02;

end



contractor C
compose (L) ;

end

contractor epsilon
precision(1);

end



Quimper renvoie le pavé

[24; 26] x [1.846; 2.307] x [2.584; 3.355]
x [4.769; 5.417] x [10; 11] x [14;16] x [124;130] .

c est-a-dire
E € [24;26], Ry € [1.846;2.307],
Ry € [2.584;3.355], I € [4.769;5.417],
Uy € [10; 11], U, € [14;16],

P € [124;130].



6 Probleme de I'exponentielle



ym(P,t) = 20 exp(—p1t) — 8 exp(—pat).
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g [ti] [y:]
1][-0.25,1.75] | [2.7,12.1]
2| [0.5,2.5] [1.04,7.14]
3| [1.25,3.25] | [-0.13,3.61]
4 [2,4] [~0.95, 1.15]
5 [5, 7] [—4.85, —0.29]
6| [8,10] | [=5.06,—0.36]
71 [12,14] | [-4.1,—0.04]
8| [16, 18] [—3.16,0.3]
9 [20,22] [~2.5,0.51]
10| [24,26 [2,0.67]




| 'ensemble de vraisemblance est

S = {peR?|3t et ym(p.ti) € lui}

.
A\ 7

ie{1,...,10} Y
1

Son complémentaire est

S = U {peR|V4elti]lunlpti) ¢ v}

ic{1,...,10} ° < g
)




Si C; (p, t;) et C; (p, t;) sont deux contracteurs tels que

{Set(C_z' (P, ) = {(P ), ym(p,t;) € [wil}
set (Ci (p,ti)) = {(p,t),ym(p, t;) & [vil},

set <Cp[ti]) = 5

7

set (C_O[ti]) = S,

7



Définissons les deux contracteurs

cip) = N ¢l
Cp) = U GM(plt)

Nous avons set(C) =S et set(C_) =S.



constant
Y[10] = [[2.7,12.1]; [1.04,7.14];
[-0.13,3.61];[-0.95,1.15];
[-4.85,-0.29];[-5.06,-0.36];
[-4.1,-0.04]; [-3.16,0.3];
[-2.5,0.51]; [-2,0.67]];
variables
pl in [0,1.2]; p2 in [0,0.5];
parameters
t[10] in [[-0.25,1.75]; [0.5,2.5]; [1.25,3.25];
[2,4]; [5,7]; [8,10]; [12,14];
[16,18]; [20,22]; [24,26]];
function z=f(p1,p2,t)
z=20*exp (-pl*t)-8*exp (-p2*t) ;

end



contractor outer
inter (i=1:10,
proj_union(f(pl,p2,t[i]) in Y[il),t[il);
end
end
contractor inner
union (i=1:10,
proj_inter(f(pl,p2,t[i]) notin Y[i]),t[i]);
end
end
contractor epsilon
precision(0.01)

en






7 Stabilité robuste

Ga(s) |+ o+ ags | 0(s) 1 ¢<52

] { 7s+1 2 — o
D) (1 + 28 + st) <

Nous avons

a1 € [8.8;9.2],ap €[2.8;3.2],3 € [0.8;1.2],
T € [1.8;2.2],k € [-3.2; —2.8]



Le polyndme caractéristique est

P(s) = a3s® + aps® + a1s + ag

avec
a3 = T+ ask,
ar» = ook +2a3+ 1,
a1 = a3 — 1T + 2009
apg = —Oo1+ a9

La table de Routh est

a3 a1
az ag
apaj—aszag

a- 0
ag 0




Or, nous avons

b1, by, b3z, by de méme signe
min (bl,bz,b3,b4) > 0Qor
max (b, b, b3,b4) < O.



Nous avons donc stabilité robuste si

Jag € [8.8;9.2],dap € [2.8;3.2],dag € [0.8;1.2],
dr € [1.8;2.2] , 3k € [-3.2; —2.8],
a3 =T+ a3k ; ap = avk +2a3+1; a1 = a3 — a17 + 200,

ap = —a1 + ag ; b= =250

: apaji—aszag
{ min (CL3,CL2, an ,CLO>

azaj1—asag
maX(a3,a2, o ,ao)

et

AVAR VAR

0
0

n'a aucune solution.



variables

alphal in [8.8,9.2];
alpha2 in [2.8,3.2];
alpha3 in [0.8,1.2];
tau in [1.8,2.2];

k in [-3.2,-2.8];

r in [-1e08,0];

bl in [-1e08,0];

b2 in [0,-1e08];
a3,a2,al,al,b;



contractor_list L
a3=tautalpha3x*k;
a2=alpha2xk+2*alpha3+1;
al=alpha3-alphal*tau+2*alpha?2;
a0=alpha2-alphal;
bl=min(a3,a2, (a2*xal-a3*al)/a2,a0);
b2=max(a3,a2, (a2*al-a3*al)/a2,a0);
end
contractor C

compose (L)

end



