
Calcul par intervalles : état de
l�art et applications industrielles

Luc Jaulin, ENSIETA
Jeudi 20 novembre 2009,

Journée «Mathématiques, Entreprises et Innovations»
UHA- Mulhouse.



1 Intervalles et propagation



1.1 Calcul par intervalles



Si � 2 f+;�; :; =;max;ming

[x] � [y] = [fx � y j x 2 [x]; y 2 [y]g] :

Par exemple,

[�1; 3] + [2; 5] = [1; 8];
[�1; 3]:[2; 5] = [�5; 15];
[�1; 3]=[2; 5] = [�12;

3
2];

[�1; 3] _ [2; 5] = [2; 5]:



[x�; x+] + [y�; y+] = [x� + y�; x+ + y+];
[x�; x+]:[y�; y+] = [x�y� ^ x+y� ^ x�y+ ^ x+y+;

x�y� _ x+y� _ x�y+ _ x+y+];
[x�; x+] _ [y�; y+] = [_(x�; y�);_(x+; y+)]:



Si f 2 fcos, sin,sqr, sqrt, log, exp, : : : g

f ([x]) = [ff(x) j x 2 [x]g] :
Par exemple,

sin ([0; �]) = [0; 1];

sqr ([�1; 3]) = [�1; 3]2 = [0; 9];
abs ([�7; 1]) = [0; 7];

sqrt ([�10; 4]) =
q
[�10; 4] = [0; 2];

log ([�2;�1]) = ;:



1.2 Projection de contraintes

Soient x; y; z trois variables telles que

x 2 [�1; 5];
y 2 [�1; 4];
z 2 [6;1];
z = x+ y:

Les valeurs < 2 pour x, < 1 pour y et > 9 pour z
sont inconsistantes.



1.3 Méthode numérique de projection



En e¤et, puisque x 2 [�1; 5]; y 2 [�1; 4]; z 2
[6;1] et z = x+ y, nous avons

z = x+ y ) z 2 [6;1] \ ([�1; 5] + [�1; 4])
= [6;1] \ [�1; 9] = [6; 9]:

x = z � y ) x 2 [�1; 5] \ ([6;1]� [�1; 4])
= [�1; 5] \ [2;1] = [2; 5]:

y = z � x) y 2 [�1; 4] \ ([6;1]� [�1; 5])
= [�1; 4] \ [1;1] = [1; 4]:



Pour la contrainte

y = sinx; x 2 [x]; y 2 [y]
le problème est un peu plus di¢ cile.



1.4 Algorithme de propagation-bissection

Exemple. Cherchons à résoudre.

y = x2

y =
p
x:



On a deux contracteurs

C1 :
(
[y] = [y] \ [x]2

[x] = [x] \
q
[y]

associé à y = x2

C2 :
(
[y] = [y] \

q
[x]

[x] = [x] \ [y]2
associé à y =

p
x





















1.5 Décomposition

Pour les contraintes plus complexes, il nous faut ef-
fectuer une décomposition

x+ sin(y)� xz � 0;
x 2 [�1; 1]; y 2 [�1; 1]; z 2 [�1; 1]

se décompose en8>>><>>>:
a = sin(y)
b = x+ a
c = xz
b� c = d

;

x 2 [�1; 1] a 2]�1;1[
y 2 [�1; 1] b 2]�1;1[
z 2 [�1; 1] c 2]�1;1[

d 2]�1; 0]



1.6 Un exemple académique



Contraintes

P = EI; E = (R1 +R2) I;
U1 = R1I; U2 = R2I; E = U1 + U2:

Domaines initiaux

R1 2 [0;1]
; R2 2 [0;1]
;
E 2 [23; 26]V; I 2 [4; 8]A;
U1 2 [10; 11]V; U2 2 [14; 17]V;
P 2 [124; 130]W;



La propagation renvoie le pavé

[24; 26]� [1:846; 2:307]� [2:584; 3:355]
� [4:769; 5:417]� [10; 11]� [14; 16]� [124; 130] :

c�est-à-dire

E 2 [24; 26] ; R1 2 [1:846; 2:307] ;
R2 2 [2:584; 3:355]; I 2 [4:769; 5:417] ;
U1 2 [10; 11] ; U2 2 [14; 16] ;
P 2 [124; 130] :



1.7 Contractors

L�opérateur CX : IRn ! IRn est un contractor pour
l�ensemble X de Rn si

8[x] 2 IRn;
(
CX([x]) � [x] (contractance),
CX([x]) \ X = [x] \ X (complétude).



Nous dirons que

CX est monotone si [x] � [y]) CX([x]) � CX([y])
CX est minimal si 8[x] 2 IRn; CX([x]) = [[x] \ X]
CX est thin si 8x 2 Rn; CX(fxg) = fxg \ X
CX est idempotent si 8[x] 2 IRn; CX (CX([x])) = CX([x]):
CX est convergent si pour presque tout x, et pour toute
suite de pavé [x] (k) ;

[x](k)! x) CX([x] (k))! fxg \ X:



2 SLAM



Le Redermor, fabriqué par le GESMA
(Groupe d�Etude Sous-Marine de l�Atlantique)



Le Redermor à la surface



Montrer la simulation



Pourquoi une approche par intervalles ?

1) Besoin d�une approche �able.
2) Les équations du robot sont non linéaires.
3) Les bruits de mesure sont non gaussiens.
4) Des bornes sur les erreurs sont fournies par les con-
structeurs des capteurs.
5) Beaucoup de mesures redondantes sont disponibles.



2.1 Capteurs



Un GPS (Global positioning system), disponible à la
surface.

t0 = 6000 s; `0=(�4:4582279o; 48:2129206o)� 2:5m
tf = 12000 s; `f=(�4:4546607o; 48:2191297o)� 2:5m



Un sonar (KLEIN 5400 side scan sonar). Donne la
distance r entre le robot et la mine







Screenshot du logiciel SonarPro



Détection d�une mine à l�aide de SonarPro



Le Loch-Doppler renvoie la vitesse du robot vr et son
altitude a.

vr 2 ~vr + 0:004 � [�1; 1] :~vr + 0:004 � [�1; 1]



Une centrale inertielle (Octans III from IXSEA) ren-
voie le roulis �; le tangage � et le cap  du robot.0B@ �

�
 

1CA 2
0B@ ~�
~�
~ 

1CA+
0B@ 1:75� 10�4: [�1; 1]
1:75� 10�4: [�1; 1]
5:27� 10�3: [�1; 1]

1CA :



2.2 Données

Pour chaque t 2 f6000:0; 6000:1; 6000:2; : : : ; 11999:4g;
nous avons des intervalles pour

�(t); �(t);  (t); vxr (t); v
y
r (t); v

z
r(t); a(t):



Six mines ont été détectées par un opérateur humain,
à l�aide de SonarPro.

i 0 1 2 3 4 5
�(i) 7054 7092 7374 7748 9038 9688
�(i) 1 2 1 0 1 5
~r(i) 52:42 12:47 54:40 52:68 27:73 26:98

6 7 8 9 10 11
10024 10817 11172 11232 11279 11688
4 3 3 4 5 1

37:90 36:71 37:37 31:03 33:51 15:05



2.3 Contraintes

t 2 f6000:0; 6000:1; 6000:2; : : : ; 11999:4g;

i 2 f0; 1; : : : ; 11g;
 
px(t)
py(t)

!
= 111120

 
0 1

cos
�
`y(t) � �

180

�
0

! 
`x(t)� `0x
`y(t)� `0y

!
;

p(t) = (px(t); py(t); pz(t));

R (t) =

0B@ cos (t) � sin (t) 0
sin (t) cos (t) 0
0 0 1

1CA ;

R�(t) =

0B@ cos �(t) 0 sin �(t)
0 1 0

� sin �(t) 0 cos �(t)

1CA ;



R'(t) =

0B@ 1 0 0
0 cos'(t) � sin'(t)
0 sin'(t) cos'(t)

1CA ;
R(t) = R (t)R�(t)R'(t);

_p(t) = R(t):vr(t);

jjm(�(i))� p(�(i))jj = r(i);

RT(�(i)) (m(�(i))� p(�(i))) 2 [0]� [0;1]�2;

mz(�(i))� pz(�(i))� a(�(i)) 2 [�0:5; 0:5]



2.4 Logiciel GESMI











3 Inversion ensembliste



3.1 Fonction d�inclusion



Soit f : Rn ! Rm. La fonction [f ] : IRn ! IRm, est
une fonction d�inclusion de f si

8 [x] 2 IRn; f([x]) � [f ] ([x] ):
On dira que [f ] est

monotone si ([x] � [y])) ([f ] ([x]) � [f ] ([y]))
minimale si 8[x] 2 IRn; [f ] ([x]) = [f ([x])]
convergente si w([x] (k))! 0) w([f ]( [x] (k))! 0



Fonctions d�inclusion [f ] et [f ]�. Ici, [f ]� est minimale.



Fonction d�inclusion convergente mais pas monotone



Fonction d�inclusion convergente et monotone



3.2 Fonction d�inclusion naturelle

Il su¢ t de remplacer dans l�expression de f , tous les
xi�s par [xi].



Exemple 1. Si f(x) = x2 + 2x+ 4 alors, sa fonction
d�inclusion naturelle est

[f ]([x]) = [x]2 + 2[x] + 4:



Pour [x] = [�3; 4], nous avons

[f ]([�3; 4]) = [�3; 4]2 + 2[�3; 4] + 4
= [0; 16] + [�6; 8] + 4 = [�2; 28]:

Notons que

f([�3; 4]) = [3; 28] � [f ]([�3; 4]) = [�2; 28]:



Exemple 2. Soit

f :
R2 ! R3
(x1; x2) 7!

�
x1x2; x

2
1; x1 � x2

�
:



Sa fonction d�inclusion naturelle [f ] est

IR2 ! IR3

([x1] ; [x2]) !
�
[x1] � [x2] ; [x1]2 ; [x1]� [x2]

�
:

Puisque dans les fi, les xi n�apparaissent qu�une seule
fois, la fonction d�inclusion est minimale.



Exemple 3 : Si f est donnée par

Algo f(in: x = (x1; x2; x3), out: y = (y1; y2))
1 z := x1;
2 for k := 0 to 100
3 z := x2(z + kx3);
4 next;
5 y1 := z;
6 y2 := sin(zx1);

Quelle est sa fonction d�inclusion naturelle ?



Sa fonction d�inclusion naturelle est

Algo [f ](in: [x] = ([x1] ; [x2] ; [x3]), out: [y] = ([y1] ; [y2]))
1 [z] := [x1];
2 for k := 0 to 100
3 [z] := [x2] � ([z] + k � [x3]);
4 next;
5 [y1] := [z] ;
6 [y2] := sin([z] � [x1]);
Ici, [f ] est convergente et monotone.



3.3 Sous-pavages

Les ensembles X peuvent être encadrés par deux sous-
pavages X� et X+ :

X� � X � X+:



Par exemple, l�ensemble

X = f(x1; x2)
��� x21 + x22 2 [1; 2]g

peut être encadré comme ci-dessous



3.4 Algorithme

Il nous faut encadrer l�ensemble

X = fx 2 Rn j f(x) 2 Yg = f�1(Y);
où Y � Rm. et f : Rn ! Rm, par deux sous-pavages

X� � X � X+:



Tests pour montrer si [x] à l�intérieur ou à l�extérieur
de X :

(i) [f ]([x]) � Y ) [x] � X
(ii) [f ]([x]) \ Y = ; ) [x] \ X = ;:



.

Algo Sivia(in: [x]; out: L�;L+)
1 L := f[x]g; L� = ;; L+ := ;;
2 if L 6= ;; [x] := pop (L) ; else end;
3 if [f ]([x]) � Y, stack(L�;L+; [x]); goto 2;
4 if [f ]([x]) \ Y = ;; goto 2;
5 if w([x]) < ", stack(L+; [x]); goto 2;
6 stack(L;left([x]) ;right([x])); goto 2.



3.5 Estimation de paramètres

Modèle : � (p; t) = p1e
�p2t,

Paramètres : p1; p2;
Pavé initial pour les paramètres : [p] � R2;
Temps de mesure : t1; t2; : : : ; tm;
Barres des données : [y�1 ; y

+
1 ]; [y

�
2 ; y

+
2 ]; : : : ; [y

�
m; y

+
m];

Ensemble de vraisemblance :

S = fp 2 [p]; � (p; t1) 2 [y�1 ; y
+
1 ]; : : : ; � (p; tm) 2 [y

�
m; y

+
m]g:



Posons

� (p) =

0B@ � (p; t1)

� (p; tm)

1CA
et

[y] = [y�1 ; y
+
1 ]� � � � � [y

�
m; y

+
m]

alors

S = [p] \ ��1 ([y]) :



Lancer Setdemo (fait par Guillaume Ba¤et)



3.6 Plani�cation de chemin















3.7 Commande d�un voilier



8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

_x = v cos �
_y = v sin � � �V
_� = !
_�s = u1
_�r = u2

_v =
fs sin �s�fr sin �r��fv

m

_! =
(`�rs cos �s)fs�rr cos �rfr���!

J
fs = �s (V cos (� + �s)� v sin �s)
fr = �rv sin �r:



Est-il possible de l�immobiliser ?

8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

0 = v cos �
0 = v sin � � �V
0 = !
0 = u1
0 = u2

0 =
fs sin �s�fr sin �r��fv

m

0 =
(`�rs cos �s)fs�rr cos �rfr���!

J
fs = �s (V cos (� + �s)� v sin �s)
fr = �rv sin �r:

Les techniques intervalles montrent qu�aucune solution
existe si V 6= 0.



Polaire des vitesse

W = f (�; v) j 9(!; u1; u2; fs; fr; �r; �s)
! = 0; u1 = 0; u2 = 0
fs sin �s�fr sin �r��fv

m = 0
(`�rs cos �s)fs�rr cos �rfr

J = 0
fs = �s (V cos (� + �s)� v sin �s)
fr = �rv sin �r g:









4 Robustesse



Montrer le logiciel de démo de Jan Sliwka



Portsmouth, July 12-15, 2007.













Robot Sauc�isse dans une piscine




