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1 Rappel sur la théorie des ensem-
bles



1.1 Opérations

XNY = A{{zx|zeXandzx eV}
xuy % {x|xeXorzxeVY}
X\Y ®  fz|zeXandzgY)

X xy % {(z,y) | reXand y € Y}

Si Z = X x Y, la projection d'un sous ensemble Z; de Z
sur X (parralélement a Y) est défini par

. def
projx (Z1) = {z € X |y €Y, (z,y) € Z1}.






Exemple 1 : Si X = {a,b,c,d} et Y ={b,c,z,y},

XNY = ?
XUY = ?
X\Y = ?
XxY = ?

Si 71 © {(a,¢), (a,v), (b,¢), (d,y)} C X x Y,

projx (Z1) = 7
projy (Z1) = 7



Exemple 1 : Si X = {a,b,c,d} et Y ={b,c,z,y},

XNY = {b,c}

XUY = {a,b,c,d,x,y}

X\Y = {a,d}

XxY = {(a,b),(a,c),(a,z),(a,y),
...,(d,b),(d,c),(d,z),(d,y)}

Si 7y € {(a, ¢), (a,9), (b, ), (d,y)} C X x Y,

projx (Z1) = {a,b,d},
projy (Z1) = {c y}-



Exemple 2 : Si

S ={(z,y,2) € [1,5] X [2,4] x [6,10] | 2 =z + y}
alors
projx (S) = 7

projy (S) = 7
projz (S) = 7.



Exemple 2 : Si

S ={(z,y,2) € [1,5] X [2,4] x [6,10] | 2 =z + y}

alors
projx (S) = [6,9]
projy (S) = [2,4
projz, (S) = [2,5].




1.2 Fonctions

Si f: X — Yetsi Xy CX, I'image directe de X4 par f

est
def

F(Xy) ={f(z) |z € X1}
Si Y1 C Y, I'image réciproque de Y1 par f est

L) €z e X | f(z) € Vi)



Exemple 1: Si f est définie par

A

alors

f(4)

f4(B)
FHf(A)
FHf b, 1)




Exemple 1: Si f est définie par

A

alors

f(A) = {2,3,4} =Im(f)
F~YB) = {a,b,c,e} = dom(f)
FHf4) = {a,b,c,e}CA
FHf{p. ) = {a,b,c}



Exemple 2 : Si f(z) = x2, alors

f([2, 3]) —

F1([4,9])



Exemple 2 : Si f(z) = x2, alors

£(12,3]) = [4,9]
f_l([47 9]) = [-3,—-2]U][2,3].

Ce qui est cohérent avec la propriété

rrtm) ey



Exemple 3 : Si f(x) = log, alors
FHE(=3-2D) =0,



2 Arithmétique sur les intervalles



2.1 Opérateurs élémentaires



Si¢o e {+,—,.,/,max, min}, on a

[zl o[yl = Hz oy |z € [z],y € [y]}].

Par exemple,

[—1,3].[2,5] = [7,7],



Si¢o e {+,—,.,/,max, min}, on a

[zl o[yl = Hz oy |z € [z],y € [y]}].

Par exemple,

[—1,3] +[2,5] =][1,8],
[—1,3].[2,5] = [-5,15],

5 E] 1 3
[_173]/:275: — 17232

[—1,3] VvV [2,5] =][2,5].



Exercice : Calculer

([1,2] +[~3,4]) * [-1,5] = ...



Solution : Calculer

([17 2] + [_374]) * [_17 5] — [_27 6] * [_175]
[—10, 30].



2.2 Fonctions élémentaires



Si f € {cos, sin,sqr, sqrt, log, exp, ...}

flz]) = [{f (=) [z € [=]}].

Par exemple,

sin ([0, 7]) = 7, 7]
sar(-1,3) = [%,7
abs([-7,1]) = 7, 7],

sqrt ([—10,4]) = 7, 7]
log ([-2,-1]) = [7,7?




Si f € {cos, sin,sqr, sqrt, log, exp, ...}

flz]) = [{f (=) [z € [=]}].

Par exemple,

sin ([0,7]) = [0,1],
sar ([-1,3]) = [-1,3]*=[0,9],
abs ([-7,1]) = [0,7],

sqrt ([—10,4]) = +/[-10,4] = [0, 2],
log ([-2,—1]) = 0.






2.3 Fonction d’inclusion



Soit f : R™ — R"™. La fonction [f] : TR" — TIR", est
une fonction d’inclusion de f si

v [x] € IR™, f([x]) C [£]([x]).

On dira que [f] est

monotone | si | ([x] C [y]) = ([f] ([x]) C [£] ([y]))
minimale si | V[x] € IR™, [f] ([x]) = [f (][x])]
convergente | si | w([x] (k)) — 0 = w([f]([x](k)) — O
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Fonctions d'inclusion [f] et [f]*. lci, [f]* est minimale.
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Fonction d'inclusion convergente mais pas monotone
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Fonction d'inclusion convergente et monotone



2.4 Fonction d’inclusion naturelle

Il suffit de remplacer dans I'expression de f, tous les x;'s
par [z;].



Exemple 1. Si f(z) = x° + 2z + 4 alors, sa fonction
d'inclusion naturelle est

[F1([z]) = sar ([=]) + 2[x] + 4.

Pour [x] = [—3, 4], nous avons

[f1([-3,4]) = sar([-3,4]) +2[-3,4] +4
— [0,16] + [—6,8] + 4 = [2,28].

Notons que

f([=3,4]) = [3,28] C [fI([-3,4]) = [-2,28].



Exemple 2. Si
; R2 — R3
| (xlaxZ) — (5[315132,513%,5131 - 332) :

alors, sa fonction d’'inclusion naturelle [f] est
R? - IR3
([z1], [w2]) — ([ea] * [w2], [e1]?, [w1] — [22]) -
Par exemple,
If] ([-1,1] x [-1,1]) = [-1,1] x [0,1] x [—2,2].

Puisque dans les f;, les x; n'apparaissent qu’une seule fois,
la fonction d’inclusion est minimale.



Exemple 3 : Si f est donnée par

Algo f(in: x = (x1,x2,x3), out: y = (y1,¥2))

Z = xq;
for k := 0 to 100

z = xp(z + kx3);
next;
y1 =z
Yo = sin(zx1);

SOk~ WD




alors, sa fonction d’inclusion naturelle est

Algo [f](in: [x] = ([z1], [#2], [3]). out: [y] = ([y1], [92]))

1 [2] == [z4];

2 for k:=0 to 100

3 [2] := [=2] * ([2] + K * [z3]);
4 next;

5 [y1] :== [2];

6 [yo] :=sin([z] * [z41]);

Ici, [f] est convergente et monotone.



3 Inversion ensembliste



3.1 Sous-pavages

Les ensembles X peuvent étre encadrés par deux sous-
pavages X~ et X :

X" cXcXT.



Par exemple, I'ensemble
X = {(x1, z2) ‘ x3+ x5 € [1,2]}

peut étre encadré comme ci-dessous

]
H




3.2 Piles

Une liste est un ensemble fini ordonné.

Une pile est une liste sur laquelle deux opérations sont
permises :

(i) ajouter un élément en début de pile (stack)

(ii) enlever le premier élément (pop).



Exemple

P OWODNEFER O

opération résultat

L=10
stack (£,a) L = {a}
stack (£,b) L = {a,b}
z:=pop(L) x=0bL={a}
x:=pop(L) x=ua,L =0



3.3 Algorithme

Il nous faut encadrer I'ensemble
X = {x e R"| f(x) € Y} = f1(Y),
ol Y C R™. etf:R"™ — R™, par deux sous-pavages

X" cXcXT



Tests pour montrer si [x] a l'intérieur ou a I'extérieur de X

(i) [f([x]) CY = [x]CX
() F(x)NY=0 = [x]NnX=0.



lgo Sivia(in: [x]; out: £, L)

A
1 L:={[x]}; L =0; LT :=0;

2 if LF#D, [x]:=pop(L), else end;

3 if [f]([x]) C Y, stack(£L~, LT, [x]); goto 2;
4 if [fl([x]) NY = 0, goto 2;

5 if w([x]) < &, stack(LT, [x]); goto 2;

6 stack(L,left([x]) ,right([x])); goto 2.




4 Estimation ensembliste



4.1 Estimation de paramétres

Modele : ¢ (p,t) = pje P2,

Parameétres : p1, po,

Pavé initial pour les paramétres : [p] C R2
Temps de mesure : t1,to,...,tm,

Barres des données : [y1,u7{ ], [v5,Y5 ], - - s Wims Uikl
Ensemble de vraisemblance :

S={pcplé(p.t1) € . v7] - @ (P.tm) € . ]}



Posons
( ¢ (p,t1) )
¢ (p) =
(b (p7 tm)

Y] =[yi, v7] X -+ X [Yrms Yika]

et

alors

S=[plNn¢ *(p).



4.2 Localisation

Robot entouré d'un ceinture de 24 télémétres a ultrasons




La localisation peut se faire par inversion ensembliste




En prenant en compte les équations d'état,

(. Wr + wj

r = p———cosb,
2
: wr + wy .
{ Yy = pTSIHQ
. Wr — W]
0 —= _—
\ P

on peut méme suivre le robot.
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Lancer Setdemo (fait par Guillaume Baffet)



5 Planification de chemin
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Initial configuration: = (0 0)" Goal configuration: = (17 0)"
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Configuration space















6 Commande d’un voilier



6.1 Egquations d’état

r = v cos O
y = vsinf — BV
Q w
by = u
< 67" — 'U/2
. Jssinds— frsindr—a v
v o= —
. . (6—7"5 COS 53)]03—7“7“ COS 5rfr—a9w
W 7
fs = as(Vcos(0+ds) —wvsinds)
fr = Qv Sin Op-.



6.2 Est-il possible de I'immobiliser ?

~

v cos b
vsinf — BV
w
ul

u
fssinds— frsin 5r—ozfv

m
(E—TS Ccos 55)f5—rr COoSs 5rfr—050w

J
as (V cos (0 4+ ds) — vsinds)

Qi SN Op-.

PO O ocoo oo
|

Ve

Les techniques intervalles montrent qu'aucune solution ex-
iste si V' #£ 0.



6.3 Polaire des vitesse

W:{ (07U)| EI(C‘J)ulau27f:‘57f7“757"758)
w=0,u1 =0,up =0
fssinds— frsind,r— apy

=0
({—rs cos (5773]"3 rrcosorfr —0

fs = as (V cos (0 + ds) — vsinds)

fr = ayvsindy




: s, S
i : |




6.4 Controle
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[ Propagation de contraintes



7.1 Projection d’'une contrainte

Soient x, y, z trois variables telles que

xr € [—o00,b],
y € [—o0,4],
z € [6,00],
zZ = T +Y.

Les valeurs < 2 pour z, < 1 poury et > 9 pour z sont

Inconsistantes.



En effet, puisque = € [—00,5],y € [—00,4],2z € [6, 0]
et z = x + y, nous avons

z=x4+y= z€ [6,00]N([—00,5]+ [—00,4])
— [6, 0] N [—00,9] = [6, 9].

r=z—y= x € [—00,5]N([6,0]—[—00,4])
= [—00,5] N [2,00] = [2, 5].
y=z—x= y€ [—o0,4N([6,0]—[—0,5])

= [—o0,4] N [1,00] = [1,4].



Pour la contrainte

y=sinz, x € [z],y € [y]

le probleme est un peu plus difficile.

[£]




7.2 Propagation

Considérons le probléeme a trois contraintes

(C1):  y=a?
(C2): =zy=1
(C3): y=—-2x+1

Pour chacune de ces variables, nous affectons le domaine
[— 00, o0].
La propagation consiste a projeter ces contraintes jusqu'a
I"équilibre.
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(C1) =
(C2) =
(C3) =

(C1) =
(C2) =

Y €
xr &
Yy €

xr &
Yy €
xr €
Y €

i7l%oaoo]2 — [07 OO]
el

0edl ¢ (-2) 0.0 + 1)

0.0 (—([E)_flj’zl]) 2=

0. 1]/;‘ 0.1/2]2 = [o+11/2) =2l
0.1/2] N 1/00 Ly
0,1/4]N1/0 =0 :




7.3 Décomposition

Pour des contraintes plus complexes une décomposition est

nécessaire. Par exemple

x + sin(y) — xz < 0,
T € [_17 1]7y S [_17 1]72 S [_17 1]

se décompose comme suit.

(a = sin(y) r e [-1,1] a €] — oo,o0]
b=x4+a ye[-1,1] b €] — oo, 0]
c=xz * z€[-1,1] c€]— oo, 0]

| b—c=d d €] — o0, 0]




7.4 Probleme d’estimation




Contraintes

P = FEI, E=(R1+ Ry)I;
Ui = Rq1I;, Up=Rol; E=Uj+ Us.
Domaines initiaux
R1 €]0,]Q2, Ry € [0,00]€,
E € [23,26]V, I € [4,8]A,

Uy € [10,11]V, U, € [14,17]V,
P € [124,130]W,



L es domaines contractés sont

R1 €[1.84,2.31]1Q2, Ry € [2.58,3.35]Q,
E € [24,26]V, I €[4.769,5.417] A,
Uy € [10, 11}V, U, € [14,16]V,

P € [124,130]W,



8 Reésolution d’équations

8.1 Principe

Considérons le systeme

{

Y
Y

3sin(x)

x eR, yeR.
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8.2 Plateforme de Stewart

platform




9 Imagerie sonar

Chaque sonar posséde trois antennes Ag, A1, A>. L'onde
émise par Ag est s(t) = e2"fot,
On ac=1500 ms~1, A =3 mm, fy = 455 kHz.




\ d2







10 Localisation de mines



Le Redermor, fabriqué par le GESMA
(Groupe d'Etude Sous-Marine de I'Atlantique)



Le Redermor a la surface



Montrer la simulation






10.1 Capteurs



Un GPS (Global positioning system), disponible a la sur-
face.

to=6000s, (0= (—4.4582279°, 48.2129206°) + 2.5m
tp=12000s, ¢/=(—4.4546607°,48.2191297°) + 2.5m



Un sonar (KLEIN 5400 side scan sonar). Donne la distance
r entre le robot et la mine
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Session  Source  Print  Window Help

SEo iBHAECERa 7 - od 8% @ D nEnssmmme S

Ready 5 Range: 19,8 meters Lat: 48:13.0656 N Lon: 004:27.1424 W

Screenshot du logiciel SonarPro




Détection d'une mine a I'aide de SonarPro



Le Loch-Doppler renvoie la vitesse du robot v, et son
altitude a..



Une centrale inertielle (Octans Il from IXSEA) renvoie
le roulis ¢, le tangage 6 et le cap v du robot.

b b 1.75 x 1074, [—1, 1]
0 el 6 |+ | 1.75 x 1074, [-1,1]
Y P 5.27 x 1073.[—-1,1]




10.2 Données

Pour chaque t € {6000.0,6000.1,6000.2,...,11999.4},
nous avons des intervalles pour

¢(t), 0(t), (1), vr (), vy (£), vy (2), a(t).



Six mines ont été détectées par un opérateur humain, a
I'aide de SonarPro.

i 0 1 2 3 4 5
r(i) 7054 7092 7374 7748 9038 9688
o(i) 1 2 1 0 1 5
7(i) 52.42 12.47 54.40 52.68 27.73 26.98

6 I 3 9 10 11
10024 10817 11172 11232 11279 11688
4 3 3 4 5 1
3790 36.7r71 37.37 31.03 33.51 15.05




10.3 Contraintes

t € {6000.0,6000.1,6000.2,...,11999.4},

i c{0,1,...,11},

pell) ) = 0 LY [ ta(t) =2
( py(t) ) = 111120 ( cos (zy(t) * 1%0) 0 ) ( y(t) — 58 ) )

p(t) = (pz(t), py(t), pz(t)),

cos(t) —siny(t) O
Ry (t) = ( sin Bp(t) cos (1) 0)

0 1
( cosf(t) 0 sinf(t) )
Rg(t) = 0 1 0 :
—sinf(t) 0 cosfO(t)



1 0 0
Ry(t) = ( 0 cosp(t) —sinp(t) ) ,
0 sinp(t) cosp(t)

R(?) = Ry (t)Ro(t)Re(2),

p(t) = R(t).vr(2),

lm(a(2)) — p(r()l| = r(7),

R'(7(4)) (m(o(i)) — p(7(9))) € [0] x [0, 00] 2,

mz(o (7)) — pz(7(2)) — a(7(2)) € [-0.5,0.5]



10.4 GESMI

GESMI (Guaranteed Estimation of Sea Mines with
Intervals)



