Chapitre 7

Filtre de Kalman

Dans les chapitres 2 et 3, nous avons proposé des outils pour la commande non linéaire des robots.
Pour cela, nous avions supposé que le vecteur d’état était parfaitement connu. Or, cela n’est pas le
cas en pratique. Ce vecteur doit étre estimé a partir des mesures capteurs. Dans le cas ou les seules
variables inconnues sont associées a la position du robot, le chapitre 5 donne des pistes pour les
retrouver. Dans le cas plus général le filtrage ou observation d’état cherche & reconstruire ce vecteur
d’état au mieux a partir de toutes les données mesurées sur le robot. Le but de ce chapitre est de
montrer comment une telle reconstruction peut étre faite, dans un contexte stochastique ot le systéme
a observer est supposé linéaire. C’est l'objectif du filtre de Kalman [21] qui sera développé dans ce
chapitre. Le filtre de Kalman est utilisé dans de nombreuses applications de robotique mobile, bien que
les robots considérés soient fortement non-linéaires. Pour de telles apllications, les conditions initiales
sont supposée bien connues afin de permettre une linéarisation fiable.

7.1 Matrices de covariance

Le filtre de Kalman repose principalement sur la notion de matrice de covariance qu’il est important
de maitriser pour comprendre la synthése et I'utilisation de I'observateur. Cette section rappelle les
notions fondamentales sur les matrices de covariances.

7.1.1 Définitions et interprétations

Considérons deux vecteurs aléatoires x € R" et y € R™. Les espérances mathématiques de x et y sont
dénotées X = F (x), y = E (y). Définissons les variations de x et y par x =x—X ety =y — ¥. La
matrice de covaritance est donnée par

Ty =EXF") =B (x-%)(y-9").
La matrice de covariance pour x est définie par

Iy = Tox = B (%%") = E (x - %) (x-%)").
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Celle pour y est

I‘y:I‘yy:E(y-y ):E((y_y)(y_y)T>'

Notons que x, y, X, y sont des vecteurs aléatoires alors que X, ¥,I'x, 'y, I'xy sont déterministes. Une
matrice de covariance I'x d’un vecteur aléatoire x est toujours définie positive (nous écrirons I'x > 0),
sauf cas dégénéré. Sur la machine, un vecteur aléatoire peut étre représenté par un nuage de points
associés a des réalisations. Considérons le programme MATLAB suivant

x=2+randn(1000,1) ; e=randn(1000,1) ; y=2*x. 2+e ; plot(x,y,’.k’) ; xbar=mean(x) ; ybar=mean(y) ;
xtilde=x-xbar ; ytilde=y-ybar ; plot(xtilde,ytilde,’.k’) ; G_x=mean(xtilde."2) ; G_y=mean(ytilde.-
G_xy=mean(xtilde.x*ytilde) ;

Nous obtenons la figure 7.1 qui nous donne une représentation des variables aléatoires x,y (sous figure
de gauche) et 7,y (sous figure de droite). Le programme nous donne aussi les estimations suivantes :

Z~1.99,7 ~9.983,T, ~ 1.003,T, ~ 74.03, T, ~ 8.082,

ou z,y,I';,I'y,I'zy correspondent & xbar, ybar, G_x, G_y, G_xy.
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Figure 7.1 — Un nuage de points pour représenter une paire de 2 variables aléatoires

Deux vecteurs aléatoires x et y sont linéairement indépendants (ou non corrélés ou orthogonaux) si
I'xy = 0. Sur la figure 7.2, les deux nuages de points correspondent & des variables non corrélées. Seule
la sous figure de droite correspond & des variables indépendantes.
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Figure 7.2 — (gauche) : dépendent mais non corrélé; (droite) : indépendent

La figure de gauche a été générée par le programme suivant.

rho=10+randn (2000, 1) ; theta=2*pi*rand(2000,1) ; x=rho.*sin(theta) ; y=rho.*cos(theta) ;
Et la figure de droite a été générée comme suit.

x=atan(2*randn(3000,1)) ; y=atan(2*randn(3000,1)) ;

Blancheur. Un vecteur aléatoire x est dit blanc si toutes ses composantes x; sont indépendantes entre
elles. Dans un tel cas, la matrice de covariance I'y de x est diagonale.

7.1.2 Propriétés

Une matrice de covariance est symétrique et positive, c’est-a-dire, que toutes ses valeurs propres sont
réelles et positives. L’ensemble de toutes les matrices de covariance de R™*™ sera noté ST (R™).

Décomposition. Toute matrice symétrique I' est diagonalisable et posséde une base de vecteurs
propres orthonormaux. On peut donc écrire

'=RDR!

ot R est une matrice de rotation (c’est-a-dire RTR =1 et det R = 1). La matrice R correspond aux
vecteurs propres et D est une matrice diagonale dont les éléments sont les valeurs propres. Pour les
matrices de covariance, ces valeurs propres sont positives.

Racine carrée. Si T’ est une matrice de covariance, elle posséde une unique racine carrée qui soit

une matrice de covariance. Cette derniére sera notée I'2. D’aprés le théoréme de correspondance des
1 . .

valeurs propres, les valeurs propres de I'2 sont les racines carrées de celles des valeurs propres de T

Exemple. Considérons le script MATLAB suivant : A=rand(3,3) ; S1=A%A’; [R,D]=eig(S81) ; S2=R*D*R’ ;
A2=sqrtm(S2) ; S3=A2%A2’°. La matrice D est diagonale et la matrice R est une matrice de rotation
qui contient les vecteurs propres de S1. Les trois matrices S1, S2 et S3 sont égales. Cela n’est pas le
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cas pour les matrices A et A2 car seulement A2 est symétrique. Ici, sqrt renvoie la racine carrée de S2
et donc A2 est une matrice de covariance.

Ordre. Si Ty et Ty appartiennent 4 ST (R"), alors I' = I'; + 'y appartient aussi 4 ST (R"). Cela
revient & dire que ST (R™) est un cone convexe de R™*". Définissons la relation d’ordre

I<Iy & I'y-T;eST(R).

On vérifie qu’elle est bien reflexive, antisymétrique et transitive. Si I'y < T's alors ellipsoide de
confiance (voir le paragraphe qui suit) de niveau a de I'; est inclue dans celle correspondant a I's.
Plus une matrice de covariance est petite (au sens de cette relation d’ordre) et plus elle est précise.
On dira qu’elle est meilleure ou plus précise.

7.1.3 Ellipsoide de confiance

Un vecteur aléatoire x de R™ peut étre caractérisé par la paire (X, I'x), a laquelle peut étre associé un
ellipsoide de R™ qui est censé enfermer les valeurs consistantes pour x. En pratique, pour des raisons
purement graphiques, nous sommes souvent intéressés par seulement deux composantes w = (x;, z;) de
x (lécran d’un ordinateur est en effet bi-dimensionnel). La moyenne w peut étre déduite directement
de X par extraction des 9™ et j°™¢ composantes. La matrice de covariance I'y, peut elle aussi étre
ieme

obtenue a partir de I'y par extraction des % et 7™ lignes et colonnes. L’ellipsoide de confiance

associée & w est décrite par 'inégalité

1
oll a est un réel positif arbitraire. Puisque I';,! = 0, elle posséde une racine carrée I'y,?

qui est aussi
définie positive. Nous pouvons donc écrire

Ew = w| (w—w)" Iy,2

ool )

= {w| %.I‘W% (w—w) € L{} , ou U est le disque unité
= Jw|w ew+ al"é,lxl }
= w+ aI‘é,Z/{ .
L’ellipso'{de Ew peut donc étre définie comme 'image du disque unité par la fonction affine w(s) =

W + a.I'gs, comme illustré par la figure 7.3.

Remarque. Considérons un vecteur aléatoire gaussien normé centré s. La variable aléatoire z = s''s

suit une loi du x?, c’est-a-dire que sa densité de probabilité est donnée par

1 z :
ma(2) = { 5 €xp (—5') si z2>0
0 sinon.
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Figure 7.3 — Une ellipsoide de confiance est I'image du cercle unité par une fonction affine

Pour un a > 0 donné, nous avons

2
2

@1
dof prob (||s|] < a) = prob (sTs < a2) = prob (z < a2) — / 5 &P <_§) do — 1 — e—30°
0

Et donc
a=+/—2In(1—n).

Cette relation nous permet de calculer le seuil a qu’il nous faut choisir pour avoir une probabilité
d’appartenance a ’ellipsoide de 7. La fonction MATLAB suivante nous permet de tracer &, pour une
probabilité n donnée. Pour dessiner lellipse & on peut utiliser la fonction MATLAB suivante

function Draw_Ellipse(wbar,Gw,eta) ;

s=0 :0.01 :2x*pi ;

w=wbar*ones (size(s))+sqrtm(-2*log(l-eta)*Gw)* [cos(s) ;sin(s)] ;
plot(w(l, :),w(2, :));

7.1.4 Génération de vecteurs aléatoires gaussiens

Si nous générons n nombres aléatoires gaussiens centrés, nous obtenons la réalisation d'un vecteur
aléatoire dont le centre est X = 0 et dont la matrice de covariance I'y est I'identité. Dans ce paragraphe,
nous montrons comment, & partir d'un générateur de nombres aléatoire gaussiens centrés qui nous
permet de réaliser x, il est possible d’obtenir un vecteur aléatoire gaussien y de dimension n d’espérance
et de matrice de covariance I'y. Le principe de cette génération repose sur le théoréme suivant.

Théoréme. Si x, a et y sont trois vecteurs aléatoires liés par la relation y = Ax +a+b (o1 A et b
sont déterministes). Supposons que x, a soient indépendants et que « soit centré, nous avons

= AX+b

7.1
AT AT +T,. (7.1)

= <
<

Preuve. Nous avons

y=F(Ax+a+b)=AF(x)+ E(a)+b=AX+b.
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Figure 7.4 — A Gaussian vector is the image by an affine function or a white Gaussian vector

De plus,
Iy = E ((y -9 (y —S')T>

- E((Ax+a+b—Ai—b)(Ax—i—a—irb—A)‘c—b)T)

- E ((A)"c +a) (A% + a)T)

= AE(xx")A"+AE((xa")+E(ax") A"+ E(a.a")

T =0 =0 T

= AT AT 4T,

ce qui termine la preuve. [ |

Alinsi, si x est un vecteur aléatoire gaussien, blanc et unitaire centré (c’est-a-dire, X = 0 et I'y = I),

le vecteur aléatoire y = I‘éx + ¥ aura une espérance de ¥ et une matrice de covariance égale a I’y
(voir Figure 7.4). Donc, pour générer un vecteur aléatoire gaussien de matrice de covariance I'y et
d’espérance y, nous utiliser cette propriété. Ainsi, la sous figure de droite de la Figure 7.4) a été
obtenue par le script suivant : n=1000 ;Gy=[3,1;1,3] ; ybar=[2 ;3] ; x=randn(size(ybar,1),n) ;
y=ybar*ones (1,n)+sqrtm(Gy)*x ; plot(y(l, :),y(2, :),’.7);

7.2 Estimateur orthogonal non-biaisé

Considérons deux vecteurs aléatoires x € R" et y € R™. Le vecteur y correspond au vecteur des
mesures, qui est pour l'instant un vecteur aléatoire qui sera disponible qu’une fois la campagne de
mesures effectuée. Le vecteur aléatoire x est celui qu’il nous faut estimer. Un estimateur est une
fonction ¢ (y) censée nous donner une estimation de x connaissant la mesure y. La figure 7.5 montre
un estimateur non-linéaire correspondant a E (z|y).
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Figure 7.5 — Estimateur non-linéaire E(x|y)

Or, l'obtention d’une expression analytique pour un tel estimateur n’est généralement pas facile et
on préfére se limiter aux estimateurs linéaires. Un estimateur linéaire est une fonction de R” — R”
linéaire de la forme

x =Ky + b, (7.2)

ou K € R"™™ et b € R™. Dans ce paragraphe, nous allons proposer une méthode capable de trouver un
bon K et bon b & partir de la seule connaissance des moments du premier ordre X,y et des moments
du second ordre I'yx, I'x, I'xy. L’erreur d’estimation est

L’estimateur est dit non biaisé si E (€) = 0. Il est orthogonal si E (ey") = 0. Ce nom provient provient
du fait que l'espace des variables aléatoire de R peut étre muni d’un produit scalaire définit par (a,b) =
E((a—a) (b—1b)) et que si ce produit scalaire est nul les deux variables aléatoires a et b sont dites
orthogonales. Dans le cas vectoriel (qui est celui de notre paragraphe puisque € et y sont des vecteurs),
on dit que les deux vecteurs aléatoires a et b sont orthogaux si leurs composantes le sont, c’est-a-dire
E ((a; — a;) (bj — bj)) = 0 pour tout (i, j) ou de fagon équivalente £ ((a —a)(b- B)T) = 0. La figure
7.6 représente les courbes de niveau d’une loi de probabilité pour le couple (x,y). La droite illustre un
estimateur linéaire. Piochons au hasard un couple (z,y) tout en respectant sa loi de probabilité. Il est
clair que la probabilité d’étre en dessous de la droite est forte, c’est-a-dire que la probabilité d’avoir
& < z est grande ou encore que E (¢) < 0. L’estimateur est donc biaisé.
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Figure 7.6 — Estimator linéaire biaisé

La figure 7.7 représente 4 estimateurs linéaires différents. Pour l'estimateur (a), E(¢) < 0 et pour
lestimateur (c), E(e) > 0. Pour les estimateurs (b) et (d), E(¢) = 0 et donc les deux estimateurs sont
non biaisés. Pourtant, il est clair que 'estimateur (d) est meilleur. Ce qui différencie les deux, c’est
Porthogonalité. Pour (d), on a E (ey) < 0, (si y > 0, € tend a étre négatif alors que si § < 0, ¢ tend a
étre positif).

Figure 7.7 — Parmi ces quatre estimateurs linéaires, l’estimateur (b), qui est non biaisé et orthogonal,
semble étre le meilleur.

Théoréme. Soient deux vecteurs aléatoires x et y. Il existe un unique estimateur orthogonal non
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Figure 7.8 — Estimateur orthogonal linéaire et non biaisé

biaisé. Il est donné par
x=x+K. (y—-y) (7.3)
ou
K =TyTy! (7.4)

est appelé gain de Kalman.
Exemple. Considérons & nouveau l'exemple du paragraphe 7.1.1. Nous obtenons

E=2+Tl, " (y—9)=2+0.1x(y—10).

Preuve du théoréme. Nous avons

Ee)=EE-x)"2 E(Ky+b-x)=KE(y)+b—E(x) =Ky +b—x%.

L’estimateur est non biaisé si E () = 0, c’est-a-dire,

b=x-Ky. (7.5)
Dans ce cas,
e=%-x P Ky+b-xPKy+x-Ky-x=Kj—%. (7.6)
L’estimateur est orthogonal si
By =0 ¥ B(Ky-%37) =0
& B (K??T — in) =0
& KI'y —T'xy, =0
& K =Ty .Ty!
Ainsi,
2 @ Ky+b
) Ky +x-Ky
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ce qui termine la preuve [ |

Théoréme. La matrice de covariance de l’erreur de I’estimateur linéaire orthogonal non biaisé est

T, =Ty — KTy, (7.7)

Preuve. La matrice de covariance de € est

r. = 5P E ((Ky ~%).(Ky - i)T>

= E(Ky-x).[y'K' -x"))
= E(Kyy'K' —xy'K' —Kyx' +xx").

Soit, en utilisant la linéarité de 'opérateur espérance,
I'e = KIyK" — Ty, K" — KTy + Tx. (7.8)

Dans le cas de I'estimateur non biaisé orthogonal, d’apres (7.4), on a K = Iy Iy 1 Et donc, les deux
premiers termes de (7.8) s’écrivent

KIyK" — T,y K" = (K[y — Ty, )K" = 0.

Et donc I'e = I'y — KI'yx, ce qui termine la preuve. |

Nous allons maintenant donner un théoréme qui montre que I’estimateur linéaire orthogonal non biaisé
est le meilleur parmi tous les estimateurs non biaisés. Pour comprendre cette notion de meilleur, il faut
se souvenir des inégalités sur les matrices de covariances (voir paragraphe 7.1), qui dit que I'y < T’y si
et seulement si A =I'y — I'; est une matrice de covariance.

Théoréme. Il n’existe aucun estimateur linéaire non biaisé qui permette d’obtenir une matrice de
covariance sur I'erreur I'c plus petite que celle donnée par I'estimateur orthogonal.

Preuve. Toute matrice K possible pour notre estimateur linéaire s’écrit sous la forme K = Ko + A
avec Ko = I‘XyI‘; I et A étant une matrice arbitraire. La matrice de covariance pour I'erreur s’écrit
alors

. = (Ko+A)Ty (Ko+A)" — T,y (Ko +A)" — (Ko + A)Tyy + Ty
= (KO + A) (PyKOT + FyAT) - (nyKOT + PXyAT) - (KOFyx + AF}’X) +Ix

=Tyx =KoTyx

= Kolyx + ATyy + KTy AT + AT AT — KoTyx — Tyy AT — KoTyx — ATy + Tk
N——
=Txy

= —Kolyx + ATy AT + Ty.

Puisque AFyAT est toujours symétrique positive, la matrice de covariance I'c est minimale pour
A =0, c’est-a-dire pour K = T'x, T'y 1 ce qui correspond & l’estimateur non-biaisé orthogonal. __ Il
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7.3 Application a ’estimation linéaire

7.3.1 Principe

Supposons que x et y soient reliés par la relation
y = Cx+ 6,

ol 3 est vecteur aléatoire centré, non corrélé avec x. La matrice de covariance de x et 3 sont notées
I'x et I'g. Utilisons les résultats établis au paragraphe précédent afin de trouver le meilleur estimateur
linéaire non biaisé pour x (voir [29] pour plus de détails sur I’estimation linéaire). Nous avons

y = Cx+B=Cx
r, "2 Cr.CT+Tg
Iy = E&y)=FE <§ (c;c + B)T> —E (i.iTCT + ;c.BT) (7.9)
- BEEX")CT+E(xB) =T.«C".
—

Par conséquence, le meilleur estimateur non biaisé pour x avec la matrice de covariance sur l'erreur
peuvent étre obtenus a partir de I'y,I'g, C, X en utilisant les formules suivantes

(i) x 3 x+ Ky (estimée)
(ii) Te ) I'x — KCI'x (covariance de l’erreur)
(i) y (8 y —Cx (innovation) (7.10)
(iv) Ty (8 CI'xC' + T3 (covariance de I'innovation)
(7.4,7.9)

Tp-1 :
ryC'Ty (gain Kalman).

Remarque. La figure 7.5 illustre une situation ou il est intéressant de ne pas prendre un estimateur
linéaire. Ici, 'estimateur choisi correspond & & = E (z]y). Dans le cas particulier ou le couple (x,y)
est gaussien, l'estimateur X = E (x|y) correspond a 'estimateur orthogonal non biaisé. Dans ce cas,
nous avons d’apres (7.10)

E (x]y) = X+ 1_‘xyl_;l (y-¥
E(ce’ly) = E ((fc —x) & —x)" yy> = Ty — Ty Ty 1Ty

7.3.2 Equations linéaires

L’estimateur linéaire peut étre utilisé pour résoudre des problémes pouvant se traduire par des équa-
tions linéaires. Considérons a titre d’illustration le systéme suivant

201+ 3z = 8
321 +2x0 = 7
Tr1 — T2 = 0.
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Comme on a plus d’équations que d’inconnues I'estimateur linéaire fait une sorte de compromis entre
toutes ces équations. Supposons que la premiére équation est deux fois plus précise que les deux autres.
Nous traduisons le probléme de la fagon suivante

8 2 3 B,
L1
L2

0 1 -1 B3
x N——

y C B

Nous prenons

1 0 0

1
e (D) ()0 40
0 0 4

ce qui revient & dire qu’a priori, le vecteur x est en gros dans lintervalle [—33,33], que les (3, sont
indépendants entre eux et la premiére équation est deux fois plus précise. Nous obtenons

8
y =y-Cx=|T7T
0
13001 12000 —1000
Iy, = CIxC'+Tg=| 12000 13004 1000
—1000 1000 2004
K — r.cir-i— | 009 0288 0311
Y 0.355 —0.155 —0.24
- 1.311
X = X K =
* xRy (1.756)
I. - I._KCr, - 0722 0517
—0.54  0.44

Ainsi, nous pouvons représenter la solution de notre systéme linéaire par X et l'incertitude quant &
cette solution par la matrice I'.

7.3.3 Moteur a courant continu

Reprenons 'exemple 6.2.4 du moteur a courant continu dont les parameétres avaient été estimés avec
une méthode des moindres-carrés. Rappelons que dans cet exemple, la vitesse angulaire €2 d’un moteur
a courant continu vérifie la relation :

Q= .”L‘lU + 33’2TT,

. . , . T 5

ou U est la tension d’entrée, T, est le couple résistant et x = (x1,z2)" est le vecteur des paramétres
qu’il nous faut estimer. La table ci-dessous donne les mesures prélevées sur le moteur pour différentes
conditions expérimentales.

UNV) [4l10]10]13]15
T,(Nm) |0] 1] 5] 5] 3
Q(rad/sec) | 510 | 8 | 14 | 17
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Nous supposons que la variance de I'erreur de mesure vaut 9 et ne dépend pas des conditions expéri-
mentales. De plus, supposons que nous sachions que a priori que x1 ~ 1 et x5 ~ —1 avec une variance
de 4. Appliquons les formules (7.10) avec

4 0 9 0 0 0 O 5
10 1 09 0 0O 10
_ 1 4 0
X= 1 Ax = 0 4 ;C = 10 5 |, I'g=]1 009 00 et y= 8
13 5 00 0 90 14
15 3 000009 17

Le programme MATLAB correspondant est donné ci-dessous.

y=[5;10;8;14;17] ;

C=[4 0;10 1;10 5; 13 5;15 3] ;
xbar=[1;-1] ;

G_x=4xeye(2,2) ;
G_Beta=9*eye(5,5) ;
ytilde=y-Cxxbar
G_y=CxG_x*C’+G_Beta ;
K=G_x*C’*inv(G_y) ;
xhat=xbar+K*xytilde
G_eps=G_x-K*CxG_x

Nous obtenons :

<N
Il
e
|
Q
b
I
[ B~ N JUR S

73 160 160 208 240
160 413 420 540 612
ry = Cr,c’ + I'g=| 160 420 509 620 660
208 540 620 785 840
240 612 660 840 945

0.027  0.0491 —0.0247 —0.0044 0.046
K = ,C'r;!'=
y <—0.0739 —0.118  0.148 0.092 —0.077)
_ 1.2
% = K =
x xRy ( —0.58 )

0.062 —0.166
—0.179  0.593
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7.4 Filtre de Kalman

Ce paragraphe présente le filtre de Kalman (voir [5] pour plus d’informations). Considérons le systéme
décrit par les équations d’état suivantes

Yi = Cixi + By,

ol oy, et 3, sont des signaux aléatoires gaussiens indépendants entre eux et blancs dans le temps. Par

{ Xpr1 = Apxp +up + o

blanc dans le temps, nous entendons que les vecteurs oy, et oy, (ou bien 3y, et By, ) sont indépendants
entre eux si k1 # ko. Le filtre de Kalman alterne deux phases : la correction et la prédiction. Pour
comprendre la mécanisme d’un tel filtre, plagons nous a l'instant k£ et supposons que nous ayons déja
traité les mesures yo,y1,...,¥r_1. A ce stade, le vecteur d’état est un vecteur aléatoire que nous allons
noter Xpx_1 (car nous nous trouvons a l'instant k et que les mesures ont été traitées jusqu’a l'instant
k —1). Ce vecteur aléatoire est représenté par une estimée notée Xp|k—1 et une matrice de covariance

| AT
Correction. Récoltons la mesure yj. Le vecteur aléatoire représentant I'état est désormais x5, qui est

différent de xj;_; car X, a connaissance de la mesure y. L’esperance Xy, et la matrice de covariance
Ty, associées a x|, sont données par les équations (7.10). Nous avons donc

(1) Xpp = RKpofh—1+ K- Y (estimée corrigée)
(i) Ty = Tip—1 — Ki.Crlip—1 (covariance corrigée)
(i) yr = Vi — CrXpjr—1 (innovation) (7.11)
(iv) Sk = CiTy;_1Cj + T, (covariance de 'innovation)
(v) Kp = I‘k|k_ICES,;1 (gain de Kalman)
Prédiction. Sachant les mesures yg,y1,...,Yk, le vecteur aléatoire représentant I’état est désormais

Xj+1|k- Calculons son espérance Xj, 1, et sa matrice de covariance I'y | ;. Puisque
Xp+1 = ApXp +uy + oy,

nous avons, d’apres (7.1),
K1k = ArXpp + U, (7.12)

et
D1k = ApTppAf +Ta. (7.13)

Filtre de Kalman. Le filtre de Kalman complet est donné par les équations suivantes

7.12 . .
Kpot1|ke (71 ARy, + g, (estimée prédite)
7.13 . .
| PR (71%) Ak.I‘k|k.AE + Ty, (covariance prédite)
. (7.10,1) . ~ . .
K|k = i1 T Kk-Y (estimée corrigée)
7.10,ii
| P (71085 (I - KiCy) Tyj—1 (covariance corrigée)
- 7.10,ii . . .
Vi (7-10,1if) Y — CrXpji—1 (innovation)
7.10,i
Sk (7-10) Ckfk‘k_lcg +T'g, (covariance de I'innovation)

K, (7.10,v) Fk\k-ﬁESzZl (gain de Kalman)
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yk Ck FBk uy Ak Fak
2 Xge = X tKy, A
L r (I-K:Cp)T X Xpe1j
LI = B )L g : . X
¥ X Xl = Akxk\k + uy
Vi = ¥~ CiXpea X
r T rk\k Ciap = Ak»rk‘k.Ak + Ty, r
K1 Sk = Ckl"k‘k,lck +FB}: oy
Ta_
Kk — rk\k*I Ck Skl
delay

Figure 7.9 — Le filtre de Kalman est composé d’un correcteur suivi d’'un prédicteur.

La figure 7.9 illustre le fait que le filtre de Kalman mémorise le vecteur X 1; et la matrice Ty q)s.
Ses entrées sont yg, ug, Ak, Ck, I'a, et I'g,. Les quantités Xy, Lyjx, Yr, Sk, Ky sont des variables
auxiliaires.

La fonction MATLAB ci dessous implémente le filtre de Kalman. Dans ce programme, nous avons
les correspondances suivantes : x0> Xpp_1, Gl Tppo1 , X1 Xppqp, Gl Tppqp , x_upe Xy,
G_up« Iy, (le terme up signifie update ou correction).

function [x1,G1l]=kalman(x0,GO,u,y,G_alpha,G_beta,A,C) ;
S=C*xGO*C’+G_beta ;

K=GO*C’*inv(S) ;

y_tilde=y-C*xO0 ;

xup=x0+Kx*y_tilde ;

Gup=GO-K*Cx*GO ;

x1=A*xup + u;

G1=A*Gup*A’+G_alpha ;

end

Remarque. La covariance de I'innovation S peut parfois, du fait de problémes numériques, perdre le
caractére définie positive. Si de tels problémes surviennent, il est préférable de la remplacer 1’équation
pour covariance corrigée par

Ly = \/(I - K;.Cy) Fk|k—lrz‘k_1 (I-KiCyp)"

qui elle, sera toujour définie positive, et ceci méme si la matrice I'y,_; ne l'est pas. Les équations
du filtre de Kalman seront alors plus stables dans le sens ol une légére erreur sur le caractére défini
positif des matrices de covariance s’efface a l'itération suivante.
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7.5 Applications

7.5.1 Reésolution d’équations linéaires

Considérons a nouveau les équations linéaires suivantes

201+ 3z, = 8
321 +219 = 7
Tr1 — T2 = 0.

Comme pour le paragraphe 7.3.2 page 127, la premiére équation est supposée deux fois plus précises
que les deux autres. Appliquons un filtre de Kalman pour résoudre ces trois équations. Pour cela, on
génere le script MATLAB qui suit.

G_alpha=0*eye(2,2) ;

A=[1 0;0 1] ;
COo=[2 3] ; C1=[3 2] ; C2=[1 -1];
u=0 ;

xhat0=[0 ;0] ; Gx0=1000*eye(2,2) ;
[xhatl,Gx1]=kalman(xhat0,Gx0,u,8,G_alpha,1,A,CO)
[xhat2,Gx2]=kalman(xhatl,Gx1l,u,7,G_alpha,4,A,Cl)
[xhat3,Gx3]=kalman(xhat2,Gx2,u,0,G_alpha,4,A,C2)

Nous obtenons les mémes résultats que ceux du paragraphe 7.3.2.

7.5.2 Systéme dynamique simple

Considérons le systéme a temps discret décrit par les équations suivantes

Xpp1 = Apxp +up + oy
Yk = Cpxi + By

avec k € {0, 1,2}. Les valeurs pour les quantités Ay, ug, yr sont données dans la table suivante.

k Ay uy, Cy Yk

o[ (%) () [0 )]

NEIESIEE

(i) (1 1)]-6

Supposons que les signaux oy, et (), sont blancs gaussiens avec une matrice de covariance unitaire,

nenm= () 7))

c’est-a-dire
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Figure 7.10 — Illustation graphique du filtre de Kalman sur un exemple simple

Le vecteur d’état initial est inconnu et est représenté par une estimation Xg_; et une matrice de
covariance I'g_;. Prenons par exemple

o _(O0) (100 o0
0—1 — 0 ) 0]—1 — 0 100 .

Notons &, lellipsoide de confiance de centre Xy, et associé a la matrice de covariance I'y,. La figure
7.10 donne les ellipsoides de confiances obtenues par le filtre de Kalman.

Le programme MATLAB correspondant est donné ci-dessous.

AO=[0.5 0;0 1] ; A1=[1 -1;1 1]; A2=[1 -1;1 1] ;
u0=[8;16] ; ul=[-6;-18]; u2=[32;-8] ;

Co=[1 1] ;C1=[1 1] ;Cc2=[1 1] ;

y0=7; y1=30; y2=-6;

G_alpha=1*eye(2,2) ;

G_beta=1xeye(1,1) ;

xhat0=[0 ;0] ; Gx0=100%*eye(2,2) ;
[xhatl,Gx1]=kalman(xhat0,Gx0,u0,y0,G_alpha,G_beta,A0,CO) ;
[xhat2,Gx2]=kalman(xhatl,Gx1,ul,yl,G_alpha,G_beta,Al,C1) ;
[xhat3,Gx3]=kalman(xhat2,Gx2,u2,y2,G_alpha,G_beta,A2,C2) ;
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7.5.3 Estimation de parameétres
Considérons a nouveau le moteur & courant continu de vitesse angulaire §2. Nous avons
Q=x.U + x7,,

ou U est la tension d’entrée, T, est le couple résistant et x = (x1,z2)" est le vecteur des parameétres a
estimer. La table ci-dessous rappelle les mesures collectées pour différentes conditions expérimentales.

k 01 1]121]3] 4
UN) |4|10]10] 13|15
T,(Nm) |0] 1] 553

Qrad/sec) | 5| 10 | 11 | 14 | 17

Nous supposons toujours que la variance pour I'erreur de mesure vaille 9 et que x1 ~ 1 et 2o ~ —1
avec une variance de 4. Afin d’utiliser le filtre de Kalman, nous allons prendre les équations d’état

suivantes
( b4 = Lo + +
k+1 — 0 1 Xk ug O
Ay
v o= (VR LE) )xts
\ Ck

Le programme MATLAB associé est donné ci-dessous

y=[5;10;11;14;17] ;

C=[4 0;10 1;10 5; 13 5;15 3]
xhat=[1;-1] ;

G_x=4xeye(2,2) ;
G_alpha=zeros(2,2) ;

G_beta=9 ;

A=eye(2,2) ;

u=zeros(2,1) ;

for k=1 :5,
[xhat,G_x]=kalman(xhat,G_x,u,y(k),G_alpha,G_beta,A,C(k, :));
end ;

7.5.4 Capteur de température

La température d’une piéce x peut se modéliser, aprés discrétisation, par les équations d’état suivantes

Th+1 = Tp+ Qg
U = Tkt B
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Nous supposons que ay, et 3, sont tous les deux gaussiens de variance I'y = 4 et I'3 = 3. Dans ce
contexte, le filtre de Kalman s’écrit

Tpy1k = Trjk
Pryap = Tipe + Ty
Tpp = Tpp—1+ KUk

L = (1 — Ky) Dt
Uk = Yk — Thjh—1
Sk =Tpp—1 + 1,
Ki =Tgp15; "

c’est-a-dire -
A N klk—1 A
Brgale = Brp-1+ 1,0 7T Uk — Brje-1)

_ Thk—1
Prye = (1 - m) Prig—1 + Loy

Lorsque k — oo, nous avons Iy, — Tpp—1 — 0, c’est-a-dire, T’y 1), — o Ainsi

r
lw=(1-=—>—|T T

ou encore
I'2 —To,Too — o, I'g, =0.

Il s’agit ici d’'une équation du second degré qui devient une équation de Ricatti dans le cas matriciel.
I1 existe une solution unique (ou définie positive dans le cas matriciel). Ici, elle donnée par

Lop+ T2, 4008, 44 /65 4%4%3
Foo = = = 6.

2 a 2

Donc l'estimateur est donné par
. . 2 .
Th1 = Tk + 3 (Yk — 2 -

La précision de I'estimateur est caractérisée par la variance I'o, = 6. Considérons maintenant la
situation ou I',, = 0. Nous obtenons I'., = 0. Ce qui signifie qu’aprés une durée suffisamment longue,
le filtre de Kalman renvoie la temperature exacte.

7.5.5 Pendule simple

Reprenons le cas pendule simple déja étudié page 7?7 pour la régulation. Ses équations d’état sont

.’i)l . T2
To N —sinz; +u |

Pour implémenter la commande déja trouvée, il est nécessaire que tout 1’état soit disponible. Or, suppo-

données par

sons que nous disposions uniquement d’un gyrometre positionné sur I’axe du pendule qui nous délivre
une mesure de xy toutes les 0 = 0.01 sec, avec une erreur gausienne blanche d’écart type 0.1rad/ sec.
Il nous faut donc reconstruire I’état x du pendule pour implémenter notre commande. Ceci peut se
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faire grace a un observateur d’état. Ici, nous proposons d’utiliser un filtre de Kalman pour réaliser cet
observateur. Auparavant, il faut linéariser ce systéme autour du point x = (0, O)T et le discrétiser avec
une période d’échantillonnage de J. afin de trouver les arguments (yk, u, Ay, Cp, Iy, Fﬁk) a donner
au filtre de Kalman pour qu’a chaque itération k£ ce dernier nous génére une estimée X de notre état.
Linéarisons puis discrétisons le pendule. On a

.’tl . T2 -~ T2
I - —sinzi+u |\ —x14+u
Yy = 2.

Et donc, on peut dire au filtre de Kalman que le systéme qu’il observe est décrit par les équations

x _ 1 4 ~ + 0 I o
k1 = 51 k 5 k
— ——

Ay Ug

w = (0 1)+ 8
——
Cy,

suivantes

Pour les matrices de covariance de I’état, nous devons prendre quelque chose de l'ordre de 6% et qui
dépend de la précision de la prédiction (perturbation extérieure comme le vent, approximation de
linéarisation, frottement négligé, ...). Nous pouvons prendre par exemple

& 0
T, = ( 0 2 ) et T'g, = 0.1%,

mais d’autres valeurs sont possibles. Le réglage des matrices de covariance d’un filtre de Kalman est
un probléme délicat qui se fait souvent aprés quelques expérimentations.

7.5.6 Navigation a ’estime (ou dead reckoning)

La navigation a [’estime correspond au probléme de localisation dans le cas ou seuls des capteurs
proprioceptifs sont disponibles. Ce type de navigation était utilisée par les navigateurs anciens qui
cherchaient a se localiser pendant la traversée de I’ Atlantique. Ils y parvenaient trés approximativement
en mesurant le cap du bateau, la vitesse a différents instants puis en intégrant sur tout le trajet déja
effectué toutes les variations de position correspondantes. Dans un contexte plus général, nous pouvons
considérer qu’utiliser un observateur d’état en mode prédiction et sans correction, dans le cas particuler
ou I'état est la position du robot correspond & de la navigation a ’estime.

A titre d’exemple, considérons le robot représenté sur la figure 7.11. Les équations d’état associées
sont données par

T v cosd cos
U vcosdsin 6
0 | = vsind+m
v Ul + o
5 U2 + a3
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ol «aq, g, g sont des bruits blancs gaussiens a temps continu.

A

Figure 7.11 — Tricycle qui cherche a se localiser & ’estime

Nous supposerons que le robot soit muni d’une boussole qui renvoie  avec une bonne précision et

d’un capteur d’angle qui renvoie 'angle § de la roue avant. Supposons qu’a l'instant ¢ = 0, nous ayons

x =0,y = 0,v = 1. Utilisons le filtre de Kalman afin de prédire ’état du systéme. Si nous posons

z = (z,y,v), nous obtenons

0 0 cosdcosO
Z = 0 0 cosdsinb
00

0

Soit, apres discrétisation,

1 0 dtcosdcost
Zk+1=| 0 1 dtcosdsiné

0 0 1

x=[0;0;%pi/3;1;0];
zhat=x([1;2;4]) ;
G_z=0Oxeye(3,3) ;

G_alpha=dt*diag([0.01;0.01;0.1]) ;

while sortie==JF,
u=[0;0 ;dt*uk(1)] ;
draw_voiture(x) ;

hy=x(4) ; Ck=[0 0 1] ; G_beta=0.1; % si odometres
y=[1; Ck=[1; G_beta=[]; % si par d’odometres

0 0

0 |u+ 0

0 a9

0 0 0

0 0 |+ 0
dtuy (k) 0 dt.a

=uy

Ak=[1 0 dt*cos(x(5))*cos(x(3)); 0 1 dt*cos(x(5))*sin(x(3)); 00 1 1;
[zhat,G_z]=kalman(zhat,G_z,u,y,G_alpha,G_beta,Ak,Ck) ;
noise_x=zeros(x) ; noise_x([1 ;2 ;4])=Randcov(G_alpha) ;

x=x+f (x,u) *dt+noise_x ;
end ;
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7.5.7 Estimation des parameétres d’une fonction de transfert

Soit un systeéme d’entrée u(k) et de sortie y(k) d’ordre 3 décrit par ’équation de récurrence
y(k) + ary(k — 1) + agy(k — 2) + asy(k — 3) = byu(k — 1) + bou(k — 2) + bsu(k — 3).

On cherche & estimer en temps réel les coefficients de la fonction de transfert du systéme, sachant que
ceux-ci évoluent doucement dans le temps.

k
UEL k)bt cbap(h3) — b)) |20

an (k)
aggk)

estimateur | — 5| a

Supposons que le vecteur p = (a1, as,as, by, ba, bg)T est régit par I’équation d’évolution p(k + 1) =
p(k)+v(k), ot v(k) est un bruit blanc de matrice de covariance T',,. En utililisant le filtre de Kalman,
on cherche un estimateur pour p. Pour cela, on peut construire un observateur de Kalman basé sur le
systeme
p(k+1) =  p(k)+alk)
y(k) = C(k)p(k) + B(k)
avec

C(k) = (=y(k = 1), —y(k = 2), —y(k = 3), u(k — 1), u(k — 2),u(k = 3))

et ot B(k) est le bruit de mesure de variance I's.

7.6 Lisseur de Kalman

Le filtre de Kalman est causal. Cela signifie que l'estimée X;;_; ne prend en compte que le passé
strict. Le lissage consiste en une estimation de I’état alors que toutes les mesures (futures, présentes
et passées) sont a notre disposition. Bien sfr, le futur est alors limité (car notre univers physique
est lui causal) et donc, il existe un temps k maximal que nous noterons N. Ce temps correspond par
exemple & la date terminale d’une mission effectuée par un robot et pour lequel, on cherche a estimer sa
trajectoire. Pour effectuer un lissage, un suffit de relancer un filtre de Kalman dans le sens rétrograde
et de fusionner pour chaque k l'information provenant du futur avec celle provenant du passé. Une
version optimisée appelée lisseur de Kalman peut alors étre obtenue en rajoutant aux équations du
filtre de Kalman les équations suivantes.

Jo = TypALT
RN = Rpp + Ik Ry — Reyap) (7.14)

Lin = Ty + Ik (Trgyy — Do) I3 -
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Pour pouvoir effectuer un lissage, on doit tout d’abord lancer le filtre de Kalman pour k allant de
0 & N puis lancer de facon rétrograde les équations (7.14) pour k allant de N a 0. Notons que
toutes les grandeurs Xy 1|k, Xpjk, Diy1/ks Dijrs Xiy v sont stockées dans les listes x_forw{k},x_up{k},
G_forw{k}, G_up{k}, x_back{k}, G_back{k}, ou forw, up, back signifient forward, update, back-
ward. Les quantités ug, L'y (k) , ¥, T's (k) , Ag, sont elles-aussi stockées dans des listes. La partie directe
du lisseur, correspondant au filtre de Kalman, est donnée par le script suivant.

x_forw{i1}=...; G_forw{1}=; % initialisation
for k=1 :kmax,
[x_forw{k+1},G_forw{k+1},x_up{k},G_up{k}]

=kalman (x_forw{k},G_forw{k},u{k},y{k},G_alpha{k},G_beta{k},A{k},C{k}) ;
end ;

Quant & la partie rétrograde du lisseur, elle est donnée par le script ci-dessous.

x_back{kmax+1-1}=xup{kmax+1-1} ;
G_back{kmax+1-1}=G_up{kmax+1-1};

for k=kmax-1 :-1 :1,

J=G_up{k}*A’/G_forw{k+1};
x_back{k}=x_up{k}+J*(x_back{k+1}-x_forw{k+1}) ;
G_back{k}=G_up{k}+J*(G_back{k+1}-G_forw{k+1})*J’ ;
end ;

Notons que du fait de la spécificité de MATLAB, qui indice les listes & partir de 1, la condition initiale
correspond & k = 1.



