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Résumé— Cet article propose un modéle simple mais relati-
vement réaliste d’un bateau a voile. Les équations du modéle
sont trés fortement non-linéaires et le systéme n’admet au-
cun point d’équilibre. Pourtant, nous allons chercher a effec-
tuer une stabilisation globale du bateau autour d’un point
donné de ’océan. Dans ce but, une stabilisation du cap, par
une méthode de linéarisation par bouclage, est tout d’abord
proposée. Ensuite, un régulateur de haut niveau a états dis-
crets est rajouté. Ce dernier a pour but de générer la sé-
quence de caps qui nous permettra de maintenir le bateau
dans la zone désirée.

Mots-clés— bateau a voile, commande non-linéaire, linéarisa-
tion pour bouclage, modélisation, régulateur hybride, robo-
tique.

I. INTRODUCTION

Le bateau a voile est un systéme fortement non-linéaire
dont la stabilisation globale ne rentre pas dans le cadre des
techniques classiques de I'automatique. Par exemple, si ’'on
demande & notre bateau de se rendre en un point situé a un
kilomeétre en amont (par rapport au vent), ce dernier devra
suivre une trajectoire en zig-zag et effectuer une série de
virements de bord. Ce type de manoeuvre se traduit pour
les régulateurs classiques par des rencontres de singularités
(division par zéro) et des comportements discontinus de la
commande.

Dans cet article nous allons proposer un régulateur par
retour d’état qui nous permette d’aller et de rester dans
une zone précise de I’océan. Pour cela, nous combinerons les
techniques classiques de linéarisation par bouclage statique
avec un automate a états discrets.

Nous allons, tout d’abord, dans le paragraphe II, pro-
poser des équations d’état réalistes d’un bateau a voile.
Notons que nous n’avons pas trouvé dans la littérature de
telles équations. Cette modélisation s’effectuera principale-
ment & partir du principe fondamental de la dynamique. Le
paragraphe III propose un bouclage linéarisant et un au-
tomate permettant au bateau de graviter autour du point
souhaité.

II. MODELISATION

La figure 1 représente le bateau a voile que nous voulons
modéliser. Le vecteur d’état x, de dimension 7, est composé
— des coordonnées de position, c’est-a-dire les coordon-
nées z,y du centre de gravité G du bateau (la dérive
se trouve en (), 'orientation 6, et les angles ¢, et d4

de la voile et du gouvernail,
— et des coordonnées cinématiques v et w représentant

respectivement la vitesse du centre de gravité G et la
vitesse angulaire du bateau autour de G.

Les entrées u; et us du systéme sont les dérivées des
angles J, et 0, Les parameétres (supposés connus et
constants) sont

— V la vitesse du vent,

— rg4 la distance du gouvernail & G,

— 1y la distance du mat a G,

— ag4 la portance du gouvernail (si le gouvernail se trouve
perpendiculaire & la marche du bateau, 1’eau exerce
une force de ayv Newton sur le gouvernail),

— «, la portance de la voile (si la voile se trouve im-
mobile, perpendiculaire au vent, ce dernier exerce une
force de «,V Newton),

— o le coeflicient de frottement du bateau sur I’eau dans
le sens de la marche (I'eau exerce sur le bateau une
force opposée au sens de la marche égale a ayv),

— oy le coefficient angulaire de frottement (’eau exerce
sur le bateau un couple de frottement égal & —ayw;
étant donné la forme du bateau, plutdt profilé pour
garder un cap, ag sera grand devant o),

— J le moment d’inertie du bateau,

— £ la distance entre le centre de poussée de la voile et
le mat,

— B le coefficient de dérive (lorsque la voile du bateau
est relachée, le bateau tend a dériver, dans le sens du
vent, & une vitesse égale a 5V).

Cherchons a obtenir des équations d’état pour notre sys-

téme, c’est-a-dire, une équation différentielle de la forme

x = f(x,u), (1)

ou
x = (,9,0,0,,05,v,0)" , (2)

et
u = (ul,ug)T. (3)

Pour cela, nous allons utiliser le principe fondamental de la
dynamique [10] en translation (afin d’obtenir une expres-
sion de laccélération tangentielle ©) puis en rotation (afin
d’obtenir une expression de 'accélération angulaire w).

Accélération tangentielle v : Le vent exerce sur la
voile une force orthogonale a celle-ci dont l'intensité peut
étre supposée égale a

fo =04 (Vcos(0+0,) —vsind,). 4)
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Fig. 1. Bateau a voile que ’on cherche a modéliser

Quant a l’eau, elle exerce sur le gouvernail une force égale
a

fq = agusindg, (5)
orthogonale & celui-ci. La force de frottement qu’il exerce
sur le bateau est supposée visqueuse, c’est-a-dire d’intensité
proportionnelle & la vitesse. L’équation fondamentale de la
dynamique, projetée suivant ’axe du bateau, donne

mo = sind, f, —sind, fg — aypv. (6)

L’accélération angulaire w : Parmi les forces qui
agissent sur la rotation du bateau, on trouve les forces
fo et fq exercées par la voile et le gouvernail, mais aussi
une force de frottement angulaire que nous supposons vis-
queuse. L’équation fondamentale de la dynamique nous
donne

JO=dyfy — dgfy — aow, (7)

dy =0 —1,c080, et dg =74C080,. (8)

Le coeflicient de frottement ay en en général assez élevé, car
le bateau est profilé pour minimiser le frottement tangentiel
et pour garder une direction donnée. Les équations d’état
du bateau s’écrivent donc

T = vecost, (1)

Yy o= vsinf — GV (ii)

0 = w, (iii)

5, = U, (iv)

0y = o ug, v) 9
0 = fo smziv—ffnsmz5g—<)4fv7 (Vl)

O = (=14 co8 84) fo —J7'g cos 65,fg—o¢9w7 (Vll)

fo = ay(Vcos(0+6,) —vsind,), (viii)

fo = agusindg. ix)

Notons que les deux derniéres équations ne sont pas dif-
férentielles mais algébriques. Elles devraient normalement

étre éliminées si nous cherchons & faire apparaitre des équa-
tions d’état. Cela se fait en substituant dans les lignes (vi)
et (vii) de I'’équation (9) f, et f, par leurs expressions (viii)
et (ix). Nous allons toutefois garder les équations d’état
sous leur forme (9) afin de conserver des expressions plus
simples.

III. COMMANDE

Nous allons chercher ici & stabiliser les valeurs de x et y
autour de certaines valeurs désirées x4 et yy4. Notons tout
d’abord qu’il n’est pas possible d’obtenir une stabilisation
exacte si V' # 0, méme dans le cas idéal, car on ne peut
annuler simultanément .y, Z,7. On peut le montrer for-
mellement, bien que cette opération soit loin d’étre triviale,
méme avec 1’aide d’un logiciel de calcul formel comme MU-
PAD[1]. On peut aussi prouver ’absence de point d’équilibre
grace & un solveur numérique utilisant le calcul par inter-
valles comme PROJ2D[4]. Puisqu’'une stabilisation exacte
ne peut étre envisagée, nous allons tenter une stabilisation
approximative de = et y autour des valeurs de consigne.

Dans une premiére étape, nous allons utiliser une mé-
thode de linéarisation par bouclage statique qui nous per-
mettra de stabiliser le cap du bateau ainsi que 'ouverture
de la voile. Dans une deuxiéme étape, nous proposerons un
second régulateur & états discrets qui nous permettra de
maintenir le bateau dans une zone autour du point (z4, y4).

A. Dérivations successives des variables d’état

Rappelons que pour appliquer une méthode de linéarisa-

tion par bouclage (voir [6], [9]), il nous faut tout d’abord
dériver les variables d’état, une ou plusieurs fois par rap-
port au temps t, et ceci jusqu’a faire apparaitre les entrées
up ou ug.
_ Dans les quantités exprimées par les équations (9), seules
0, et 04 sont liées algébriquement & u. Les autres quantités
sont reliées & u, mais indirectement (c’est-a-dire différen-
tiellement). Il nous faut dériver uniquement celles qui ne
dépendent pas algébriquement de u, c’est-a-dire, &, 7, 0, v
et w. On obtient

v cosf — v sin b,
vsin 6 + v cos b,
w,
f'v sin §, + fyu1 cos 5v7f._q sindg—fguz cos §g—asv

1 )

m
ULTy SIN Sy fo+(£—1y cosdy) fou

£ S e 1
I

J .
ug sin d4 fg—cos 5gfg)—a9w

o
+-= i

(10)
avec

fv:
fg:

—a,V (W~ uy)sin (0 + 6,)
— QU SIN 0y — Qupy VUL COS Oy
ay (0sindg + vug cosdy) .

(11)

Notons que, puisque les grandeurs o, 0, & sont des fonctions
analytiques de I'état (voir (9)), on peut considérer que nous
avons ici une expression analytique de &, 4, 0,9, @ en fonc-

tion de I’état et des entrées. Dérivons a nouveau toutes
les quantités qui ne dépendent pas algébriquement de u,



cest-a-dire #, §j et 6. On obtient

i cosh — 200sin 0

T =
—vfsinf — yéz cos f
Y = ©sinf + 200 cos O+ (12)
vécos@—vézsine
0 = @.

Puisque toutes ces quantités dépendent algébriquement de
u, on s’arréte ici de dériver. Notons a nouveau, que les
équations (12) peuvent s’interpréter (via les équations (10)
et (9)) comme des expressions analytiques des grandeurs

%, Y, 0 en fonction de I'état et des entrées.

B. Quelles sorties choisir pour la linéarisation ¢
B.1 Vitesse et cap

Puisque nous avons deux entrées, il nous faut choisir
deux sorties pour effectuer notre linéarisation par bouclage.
Une premiére possibilité consiste a choisir pour sorties, la
vitesse y; = v et le cap yo = . Ce choix peut étre justifié
par le fait que y forme une sortie plate pour le sous-systéme
décrit par les 7 dernieres équations de (9) (pour plus d’in-
formations sur la notion de sorties plates, voir par exemple
[8]). Une démonstration succincte peut se faire par Palgo-
rithme d’extension dynamique (voir paragraphe 7.2.1 de
polycopié [8]). Cette démonstration est une conséquence
directe du calcul suivant qui a pour objectif de déterminer
le bouclage linéarisant. On a

(%)= ()

Ao (1

(13)

)+ a0 () +baco

u9 fg
avec
L £, cos b, fifgcosdg
Arx) = ( fovsinév %gfgsinég >’
1o 1o
_ +-sind, — sin d,
Ax(x) ( %— = cosdy —7—} cosdy |’ (14)

bieo = (s ).

J

)mm(ﬁ

- —a (Vsin (6 + 6,) + vcosdy) 0
As(x) = ( 0 Qg cos d

( —a, (Vwsin (0 4 §,) + 0sind,) )

ag¥sind,

et

) +b2(X), (15)

avec

b2 (X)

On a ainsi une relation de la forme

) -
Ya
= (A1+A2A3)11+A2b2+b1,

= A(x)u+b(x).
Pour imposer les quantités (41, ¥2) & une certaine consigne

(17)

Alll + A2 (A311 + bz) + bl,

(16)

v = (v,0)",

il nous faut prendre pour entrée

u=A"1x)(v-b(x)). (18)
Le systéme ainsi bouclé possede pour équations
yl = U,
{ Yy = v (19)

Le systéme ainsi bouclé est de dimension 5 au lieu de 7
pour le systéme initial. Nous avons perdu le contréle sur
deux variables d’état : = et y. Les singularités de notre
commande linéarisante sont solutions de I’équation

0

det A (x)

qui admet de trés nombreuses solutions. Pour cette raison,
nous avons décidé de choisir une sortie qui nous génére
moins de singularités.

B.2 Ouverture et cap

Choisissons maintenant pour sorties l'ouverture de la
voile y; = 6, et le cap y» = 6. Nous avons

(8) - ()

avec

1 0
Al(x) = ( rofusind, Tgfgsindg >7
J J

Asl) — ( 0 0

J J ) 7 (21)

L—1, cosfy __rgcos dg
0
_ opw )
J

ou f, et fg sont donnés par la relation (15). Ainsi, nous
avons une relation de la forme

oy 2
Yo
= (Ai1+A2A3)u+ Asbs + by,
= A(x)u+b(x).

b1 (X)

A]_U. + A2 (A3u + bz) + bl,

(22)

Pour imposer (91, ¥2) 4 une certaine consigne v = (v1,v3) ,
il nous faut prendre

u=A"1x)(v-b(x)). (23)

Le systéme ainsi bouclé est régi par les équations différen-

tielles
gy o= v,

qui sont linéaires et découplées. Le systéme linéarisé est
d’ordre 4 au lieu de 7. Nous avons donc perdu le controle
sur 3 variables qui se trouvent étre x,y et v. La perte de
controle sur = et y était prévisible (on veut que le bateau
avance et il est naturel que cela corresponde & une insta-
bilité pour ces deux variables x et y). Quant a la perte de
controdle sur v, elle est sans conséquence car la dynamique

(24)



associée est stable. Comment en effet concevoir que le ba-
teau puisse maintenir un cap et une ouverture de voile fixes,
sans que sa vitesse ne converge vers une valeur finie ?

Déterminons maintenant les singularités de notre bou-
clage linéarisant. On montre aisément que

det (A(x)) = %g (fgsindy — vay cos® §,) , (25)
est nul si
v (2sin® 6, — 1) =0, (26)
c’est-a-dire si
v = 0 ou bien 6g:£+kg. (27)

Une telle configuration correspond & une singularité qu’il
faudra tenter d’éviter.

C. Commande du cap et de 'ouverture de voile
(64,0). Nous

&,, 6 pour rappeler que wy et ws sont

Notons w = (wy,w2)" la consigne pour y =

noterons aussi w =

les consignes correspondant a ’angle d’ouverture de la d,
et au cap 0. Au paragraphe précédent, nous avons proposé
un bouclage linéarisant pour notre bateau, il nous reste a
stabiliser correctement le systéme linéaire (voir équation
(24)) ainsi obtenu.

Puisque le premier sous-systéme y; = vy est d’ordre 1, il
peut étre stabilisé correctement par un régulateur de type
proportionnel. Quant au second sous-systéme (Vo = vy),
d’ordre 3, il peut étre stabilisé par un régulateur de type
PD? (proportionnel et dérivées deux fois). Ces deux régu-
lateurs ont pour expressions

vi(t) = ap (wit) —yi(t)),
va(t) = Bp (wa(t) —w2(t)) + Bp (w2(t) — 9a(t))
+0p2 (Wt ) Ga2(t)) -

(28)
Nous allons choisir les coefficients de ces deux régulateurs
par placement de poles de fagon a n’avoir que des poles
égaux a —1. Puisque les deux systémes linéaires bouclés
sont décrits par les équations différentielles

ap (wy —y1),
Bp (w2 —y2) + Bp (W2 — P2) + Bp2 (W2 — §2)
leur polynoéme caractéristique sont respectivement

Pi(s) = s+ ap,
Py(s) = s+ PBp252+PBps+Bp.

Afin que ces polynomes ne possédent que des poles égaux
a —1, il nous faut

o=
y2 _

(29)

S+ ap = s+1
83+ PBp2s? + Bps+Bp = (s+1)3 (30)
= 34352 +3s+1
soit
ap = fBp =1,8p = 3,Bp2 = 3. (31)

En supposant la consigne w constante, les équations d’état
du régulateur par retour d’état pour notre systéme non-
linéaire sont données par

wl—(S

u=a760 (|, g ) b)) @)

Or 6 et 6 sont des fonctions analytiques de l'état x. En

effet, d’apres les équations (9) et (10)), on a
0 = w,
é _ (L—ry, cosby) fu T]Tg cosdg fg—apw - (33)
L’équation (32) peut se réécrire sous la forme
u = r(x,w) = r(x,6,0) . (34)

Ce régulateur peut étre qualifié de statique car il n’admet
aucune variable d’état.

D. Régulateur hybride

Le régulateur r(x, 31},9) que nous venons de dévelop-
per au paragraphe III-C permet de stabiliser notre bateau
pour un cap 6 et une ouverture de voile 8, désirés. Un tel
régulateur peut étre qualifié de bas niveau. Or, ce qui nous
intéresse est de stabiliser le bateau autour d’une zone cen-
trée en un point de coordonnées (4, yq). En manoeuvrant
le gouvernail et ’angle d’ouverture de la voile, nous allons
montrer qu’il est possible de rester autour du point désiré.

Pour cela, nous allons proposer un automate hybride
(voir [5]) capable de générer les consignes w = (8,,0) pour
notre régulateur r(x, d,,0) afin que le bateau se trouve
comme attiré par le point (z4,yq). Cet automate corres-
pond donc a un régulateur de haut niveau. Contrairement
aux autres approches de régulation classiques, I’élaboration
de cet automate sera guidée par une connaissance empi-
rique du pilotage d’un voilier, plus que par une prise en
compte des équations d’état du systéme.

Ainsi, nous allons considérer quatre caps privilégiés (a
2km pres) donnés par

N T 5

01 =— (35)

comme illustré par la figure 2. A chacun de ces caps désirés,
nous associons un état discret ¢ € {1,2,3,4}.

q=1 q=2
g

04

W R

q=3 g=4

Fig. 2. Quatre caps privilégiés générés par l’automate

Les caps 0, et ?2 correspondent a une situation de vent
arriére alors que 03 et 84 correspondent & une situation de
remonté au vent. Le passage d’un cap désiré a l'autre se
fait suivant la position relative du bateau par rapport au
point désiré. Par exemple, si ¢ = 3 et que x — xg > a (ou



a est une constante de tolérance positive), alors, ¢ prend
la valeur 4 (qui fera décroitre z). Ce changement de cap
correspond & un virement de bord. L’automate qui réalise
ces changements d’état apparait dans le bloc du bas de la
figure 4. Afin d’éviter le passage brutal d’un cap désiré a
I'autre, ce qui risque de nous faire rencontrer une singula-
rité (voir équation (27)) ou bien de déstabiliser notre com-
mande r(x, d,, 0) (qui suppose une consigne constante),
il convient d’imposer un changement en douceur du cap.
C’est le role des systémes du premier ordre situés dans les
cases de 'automate. La fonction
0—0;
o ) , (36)

renvoie 'angle égal & 0; (a 2k pres), qui est le plus proche
de 6. Son role est d’éviter les sauts brutaux dans la géné-
ration de 0 et le phénoméne de déroulement, qui tend a
faire tourner inutilement les éléments (voile et bateau). En
effet, il n’est pas nécessaire de respecter scrupuleusement
les égalités entre les angles alors qu’une égalité a 2m-prés
suffit. .

La sortie de notre automate est le cap désiré¢ 6, il nous
reste alors a trouver l'ouverture de la voile §, & deman-
der a notre régulateur. L’angle d’ouverture de la voile ne
servant qu’a la propulsion du bateau, il est concevable de
la rendre fonction du cap. Une fonction assez naturelle est
celle donnée par la figure 3.

arg (9, @z> = 91- + 27.round (

u x = (2,9,0,0,,04,0,w)

>

A

=

Il

-
—

el
=
JQE>
~—

A

Fig. 4. Schéma du régulateur qui maintient notre bateau dans une
zone désirée de 'océan

La figure 5 illustre le fait que pour toutes conditions

initiales, le bateau régulé semble converger vers un cycle
limite unique, centré sur le point de consigne.

IV. CoNcLuSION

Dans cet article, nous avons proposé un modele dyna-
mique simple pour un bateau a voile. Ce modéle comporte

ER " 3m
2 0 2

Fig. 3. Fonction d’ouverture o(f) choisie

Son expression est donnée par

1

. 0 ™ 0
0, = ¢ (6) = w.floor (— + Z) + 1% (37)

2m

ou floor est la fonction qui renvoie la partie entiére d’un
réel. Notons que lorsque nous demandons au bateau d’al-
ler face au vent (0 ~ w/2 + k), Pangle d’ouverture de-
mandé 4, sera nul (¢(0) ~ 0) alors qu’en vent arriere (f ~
—7/2+2k), la voile sera grande ouverte (¢(8) ~ 7/2+kw).
Les discontinuités de ¢ (8) autour des points —7/2 + 2k7
correspondent aux points d’empannage’.

Le schéma complet du régulateur ainsi congu est repré-
senté en pointillé sur la figure 4. Le systéme bouclé admet
pour entrées xq4 et yg et le régulateur se charge d’amener
le bateau autour du point désiré et de I’y maintenir.

IEmpanner : Virer de bord vent arriére, en faisant passer le vent
d’une hanche a 'autre du bateau et la bome d’un coté a Iautre

de nombreuses approximations (hypotheése de frottements
Ovisqueux, dérive constante, ...) et néglige de nombreux
phénomenes (élasticité, courbure de la voile, . .. ). Ceci n’est
pas acceptable lorsque 'on cherche & réaliser une simula-
tion réaliste d’un systéme. En revanche, lorsque le but de la
modélisation est la conception d’un régulateur, on cherche
avant tout & obtenir un modeéle a la fois simple et dont
le comportement ressemble fortement a celui du systéme a
réguler. En effet

— il est plus facile de concevoir un régulateur si le sys-
téme est simple,

— comme le régulateur incorpore généralement les équa-
tions du modele, les calculs résultant seront plus légers,

— le nombre de paramétres étant réduit, il nous sera plus
facile de les identifier,

— enfin, une bonne régulation (efficace et robuste) d’un
systéme complexe, comme un bateau a voile, se fonde
davantage sur une bonne connaissance du comporte-
ment du systéme, que sur une connaissance fine de
chacun des éléments qui le compose.

Une fois le régulateur congu, sur la base de notre modele

simple, on peut espérer que ce régulateur soit capable de
réguler un véritable bateau.



Rappelons que le régulateur que nous avons proposé est
un régulateur par retour d’état qui suppose connus les para-
métres de notre modéle. En pratique, I'identification des va-
riables d’état (comme la vitesse angulaire du bateau lorsque
des vagues viennent fausser le modele) et des paramétres
(comme la vitesse du vent) reste un probléme difficile, o,
du fait des trés fortes non-linéarités, les techniques de pro-
pagation de contraintes [7], [3] pourraient s’avérer utiles.

Pour conclure, nous noterons que contrairement a la pro-
pulsion, la commande d’un bateau a voile requiert trés peu
d’énergie et pourrait étre alimentée par une énergie solaire
ou éolienne. Dans ce sens, le bateau a voile régulé peut
étre considéré comme un robot complétement autonome en
énergie, tout comme les satellites. Ils pourraient peut étre
se rendre complémentaires de ces derniers pour des taches
demandant plus de proximité avec la terre (mesure de la
température de I’eau, de la hauteur des vagues, surveillance
de la faune marine, repérage des dégazages intempestifs

)

Note : Le code source complet SCILAB[2] (environ 150
lignes) correspondant & exemple traité est disponible sur
http ://www.istia.univ-angers.fr /~jaulin
/bateauhybride.sce.
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Fig. 5. Trajectoire du bateau a voile régulé pour deux conditions
initiales différentes; le cercle en pointillé est centré sur la consigne
(zd7 yd)



