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Diagnostic à base de modèle

Méthodologie générale :

Système physique
Mesures

Comportement
observé

Modèle

Comportement
attendu

Évaluation
Décision
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Diagnostic robuste à base de modèles

Objectif

Générer des signaux indicateurs de défauts de façon à satisfaire à des
spécifications imposées en termes de :

Robustesse vis-à-vis des perturbations internes et externes

Sensibilité vis-à-vis des défauts

Gaétan Videau (Université Bordeaux I) 03/12/09 3 / 44



Diagnostic à base de modèles : approches orientées
“signal“

Techniques à base d’estimation des variables externes / internes

Estimation souvent à base de filtre de Kalman et ses dérivés
(EKF, UKF, ...)

Évaluation : logique à seuil, test séquentiel de Wald, test de Pearson, ...

Tests de cohérence sur les variables internes
Détection de variations paramétriques par le test de chi-deux, tests basés sur
les régions de confiance (test RC2) [Zolghadri, 1996],...

Limitation
Difficulté d’une intégration explicite des objectifs de sensibilité et de

robustesse lors de la phase de synthèse
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Diagnostic à base de modèles : approches orientées
“système”

Formulation explicite des objectifs
de sensibilité et de robustesse lors de la synthèse

Vecteur de résidu

r(t) = Ψ(d(t), f(t)).

Formulation Min/Max

minα, maxβ s.c.

{ ‖Ψ(d(t), 0)‖p < α

‖Ψ(d(t), f(t))‖p > β

Grandes familles de méthodologies
Découplage par projection dans l’espace de parité

Découplage à l’aide d’observateurs de diagnostic

Approche par synthèse directe de filtres de diagnostic

...
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Diagnostic à base de modèles : modélisation

On dispose généralement de modèles
Non linéaires

A temps continu

Dont certains paramètres sont mal connus

...

Souvent on est amené à
Linéariser

Estimer les paramètres

Faire des hypothèses de nature stochastique sur les sourcesde
perturbations

...
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Démarche de modélisation proposée :

Développement de méthodes "garanties" de diagnostic et de contrôle de
cohérence pour des applications où les résultats de diagnostic doivent être

déterministes.

Contexte à erreurs bornées
Hypothèses :

Erreurs bornées

Bornes connuesa priori

⇒ Calcul de l’ensemble des valeurs admissibles

Cette approche permet de :
Propager, de façon naturelle, les incertitudes ; calculer l’ensemble des
valeurs atteignables

Ne pas faire d’hypothèses stochastiques

...
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Approche à erreurs bornées : détection d’anomalies

Idée de base
Sortie mesurée

Ensemble
des valeurs admissibles

de la sortie

Problème de détection⇔ test d’incohérence
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Approche à erreurs bornées : détection d’anomalies

Compromis
Robustesse / Sensibilité

⇔ Compromis
"Garantie / Conservatisme"

Couverture de tous les comportements possibles
√

Absence de fausse alarme⇔ Garantie

⋆ Masquer l’effet de certains défauts⇔ Conservatisme
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Démarche de modélisation proposée :

Modèle non linéaire à temps continu






ẋ(t) = f(x(t), u(t), p)
y(t) = g(x(t), u(t), p)
ym(t) = y(t) + ε

x(t0) ∈ [x0]
p ∈ [p]
ε ∈ [ε, ε]

Étape fondamentale

Estimation d’état

Contexte à erreurs bornées
Estimation d’état ⇒ Couverture ensembliste minimale d’état
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Estimation d’état par prédiction/correction

Prédiction

Connaissant[xk], calculer[xk+1]
+, tel queẋ = f(x, u, p)

⇒ Intégration numérique garantie de l’EDO
Outils : Analyse par intervalles, extension des modèles de Taylor aux
intervalles

Correction

Déterminer :[xk+1] = [xk+1]
∗ ∩ [xk+1]

+

avec[xk+1]
∗ = g−1([y(tk+1)]) ∩ D

⇒ valeurs du vecteur d’état compatibles avec le domaine des mesures àtk+1

Limitations
Conservatisme dû à l’analyse par intervalles

Pas de paramètres de réglage externes agissant sur la convergence de
l’estimateur ainsi que sur le pessimisme de l’encadrement
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+, tel queẋ = f(x, u, p)

⇒ Intégration numérique garantie de l’EDO
Outils : Analyse par intervalles, extension des modèles de Taylor aux
intervalles

Correction

Déterminer :[xk+1] = [xk+1]
∗ ∩ [xk+1]

+

avec[xk+1]
∗ = g−1([y(tk+1)]) ∩ D

⇒ valeurs du vecteur d’état compatibles avec le domaine des mesures àtk+1

Limitations
Conservatisme dû à l’analyse par intervalles

Pas de paramètres de réglage externes agissant sur la convergence de
l’estimateur ainsi que sur le pessimisme de l’encadrement

Gaétan Videau (Université Bordeaux I) 03/12/09 13 / 44



Systèmes monotones[Smith, 1995, Hirsch and Smith, 2003]

Définition : Systèmes dynamiques monotones

x(t0) ≺ x′(t0) ⇒ x(t) ≺ x′(t), ∀t > t0

Définition : Systèmes coopératifs

ẋ(t) = f(x(t), u(t), p), x(t0) ⊂ [x0] ⊂ D ⊂ R
nx, u ⊂ U ⊂ R

nu

{f, [x0]} est coopératif surD si :

∂fi
∂xj

(x, u, p) ≥ 0, ∀i 6= j, ∀x ∈ D, ∀u ∈ U,

∂fi
∂uj

(x, u, p) ≥ 0, ∀x ∈ D, ∀u ∈ U,

Propriété[Smith, 1995]

Si un système dynamique est coopératif alors il est monotone.
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Estimation d’état pour les systèmes monotones

Systèmes monotones bornants

Pouru(t) ∈ [u(t), u(t)], p ∈ [p, p], x ∈ [x], x0 ∈ [x0, x0]
{

ẋ(t) = f(x(t), u(t), p, p, t)
x(0) = x0

{
ẋ(t) = f(x(t), u(t), p, p, t)
x(0) = x0

Si :
f(z(t), u(t), p, p, t) ≤ f(z(t), u(t), p, t) ≤ f(z(t), u(t), p, p, t)

alors :
x(t) ≤ x(t) ≤ x(t),∀t ≥ 0

Avantages
Pas de conservatisme dû à l’analyse par intervalles

Limitations
Seul les systèmes monotones sont considérés
Pas de paramètres de réglage externes agissant sur la convergence de
l’estimateur ainsi que sur le pessimisme de l’encadrement
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x(0) = x0

Si :
f(z(t), u(t), p, p, t) ≤ f(z(t), u(t), p, t) ≤ f(z(t), u(t), p, p, t)

alors :
x(t) ≤ x(t) ≤ x(t),∀t ≥ 0

Avantages
Pas de conservatisme dû à l’analyse par intervalles

Limitations
Seul les systèmes monotones sont considérés
Pas de paramètres de réglage externes agissant sur la convergence de
l’estimateur ainsi que sur le pessimisme de l’encadrement
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1 Problématique et motivations

2 Estimation d’état ensembliste : systèmes non linéaires à temps continu
Approches existantes
Approche proposée : estimateur monotone par retour de sortie
Exemple : système trois cuves

3 Contrôle d’intégrité et de cohérence à base de modèles : approche garantie

4 Conclusion et perspectives
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Estimation intervalle par retour de sortie
[Rapaport and Gouzé, 1999]

Système linéaire à une injection de sortie près

{
ẋ(t) = Ax(t) + ϕ(y(t), t)
y(t) = Cx(t)

, ϕ(y(t), t) ≤ ϕ(y(t), t) ≤ ϕ(y(t), t)

Observateurs certains majorant et minorant






ẋ(t) = Ax(t) + ϕ(y(t), t) + L(y(t) − Cx(t))
ẋ(t) = Ax(t) + ϕ(y(t), t) + L(y(t) − Cx(t))
y(t) = Cx(t)
y(t) = Cx(t)
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Estimation intervalle par retour de sortie

Étude du comportement des erreurs :e = x − x et e = x − x

ė(t) = (A − LC)e(t) + b(t)
ė(t) = (A − LC)e(t) + b(t)

b = ϕ(y(t), t) − ϕ(y(t), t) ≤ 0
b = ϕ(y(t), t) − ϕ(y(t), t) ≥ 0

Garantie⇔
{

e(t) ≤ 0 ete(t) ≥ 0, ∀t
}

Théorème[Rapaport and Gouzé, 1999]

∃L | (A − LC) soit coopérative, inversible et stable

w([ϕ(y(t), t),ϕ(y(t), t)]) est bornée

alors :

x(0) ∈ [x(0), x(0)] ⇒ x(t) ∈ [x(t), x(t)], t > 0

limt→∞ e(t) = limt→∞

(
e(t) − e(t)

)
= −(A − LC)−1B

où w([ϕ
i
(t), ϕi(t)]) ≤ Bi
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Estimation intervalle par retour de sortie

Système non linéaire






ẋ(t) = f(x(t), u(t))
y(t) = g(x(t), u(t))
x(t0) ∈ [x0]

f, g : lipschitziennes

Observateur monotone
{

˙̂x(t) = f(x̂(t), u(t)) − L
(
y(t) − ŷ(t)

)

ŷ(t) = g(x̂(t), u(t))

Il est souvent difficile, voire impossible, de calculer un gain L tel que
l’observateur soit monotone
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Estimation intervalle par retour de sortie [Videau et al., 2009a]

Solution proposée
Encadrer la trajectoire d’état du modèle non linéaire par des trajectoires
de systèmes bornants linéaires

Procédure
1 Approximer le modèle non linéaire par un modèle qLPV "garanti"
2 Construire un observateur intervalle à retour de sortie
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Approximation qLPV "garantie" [Videau et al., 2009a]

Modèle qLPV
{

ẋ(t) = A(ρ(x(t), t))x(t) + B(ρ(x(t), t))u(t)
y(t) = C(ρ(x(t), t))x(t) + D(ρ(x(t), t))u(t)

oùρ(x(t)t) : D × [0, tN] → P , avecD ∈ R
nx et P ∈ R

np

Fonction d’inclusion moyenne

Soit : h : [x] ⊂ R
nx → R

nx une fonction lipschitzienne
[x] est un domaine d’évolution dex connua priori
⇒ fonction d’inclusion moyenne deh :

h(x) ∈ h(xc) + [Jhx ]([x])(x − xc).

[Jhx] est la fonction d’inclusion de la jacobienne deh et xc est le milieu de[x]
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Approximation qLPV "garantie"

Systèmes non linéaires

ẋ(t) = f(x(t), u(t))

Fonction d’inclusion moyenne
f(ρ(t)) ∈ f(xc, uc) + [Jfx ]([x], [u])(x(t) − xc) + [Jfu ]([x], [u])(u(t) − uc)

JacobiennesJfx =
∂f(ρ(t))
∂x(t)

etJfu =
∂f(ρ(t))
∂u(t)

Changements de variablesχ(t) = x(t) − xc etµ(t) = u(t) − uc

Linéarisation garantie

On poseA ∈ [Jfx ], B ∈ [Jfu ] etρ ∈ [x] × [u]

⇒ χ̇(t) = A(ρ(t))χ(t) + B(ρ(t))µ(t),
∀x(t) ∈ [x], ∀u(t) ∈ [u],
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Approximation qLPV "garantie"

Approximation qLPV "garantie"
{

ẋ(t) = A(ρ(t))x(t) + B(ρ(t))u(t)
y(t) = C(ρ(t))x(t) + D(ρ(t))u(t)

où :ρ(t) ∈ [ρ] ⊂ R
nρ etρ(t) = (xT(t), uT(t))T

⇒ {trajectoire du modèle non linéaire} ∈
{

ensemble des trajectoires
admissibles du modèle qLPV

}

⇒ Déterminer les trajectoires majorante et minorante de l’ensemble des
trajectoires admissibles
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Estimation intervalle par retour de sortie :
modèles non linéaires[Videau et al., 2009a]

Structure de l’estimateur

O :







ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + L(y(t) − y(t))
y(t) = Cx(t) + Du(t)
x(t0) = x0

O :







ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + L(y(t) − y(t))
y(t) = Cx(t) + Du(t)
x(t0) = x0

avec[y(t), y(t)] = [ym(t) + ε, ym(t) + ε]

Garantie

x(t) ≤ x(t) ≤ x(t), ∀t ≥ 0, ∀x(t) ∈ [x]

⇔
{

e(t) = x(t) − x(t) ≤ 0 pour O
e(t) = x(t) − x(t) ≥ 0 pour O
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Garantie de l’estimation intervalle

Étude de la dynamique de l’erreur supérieure
(
e(t) = x(t) − x(t)

)

ė(t)=ẋ(t) − ẋ(t)
=(A−LC)x(t)+(B−LD)u(t)+L(ym(t) + ε) − A(ρ(t))x(t)−B(ρ(t))u(t)

On pose :M = M(ρ(t)) + ∆M (t) avec :M ∈ {A, B, C, D}
f, g lipschitziennes⇒ 0 ≤

(
∆M (t)

)

ij ≤ (w([M ]ij ))

ė(t) = (A − LC)e(t) + λe(t),

avec :λe(t) = (∆A(t) − L∆C(t))x(t) + (∆B(t) − L∆D(t))u(t) + Lε

⇒ Modèle linéaire
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Garantie de l’estimation intervalle

Erreur supérieure positive

ė(t) = (A − LC)e(t) + λe(t)

(A − LC) coopérative

λe(t) positif e(0) ≥ 0 ⇒ e(t) ≥ 0

Ensemble des valeurs admissibles du gainL
Erreur supérieure positive

L1 = {L ∈ R
nx×ny | (A − LC)ij ,i 6=j ≥ 0, (λe(t))i ≥ 0}.

Erreur inférieure négative

L2 = {L ∈ R
nx×ny | (A − LC)ij ,i 6=j ≥ 0, (λe(t))i ≤ 0}.
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Convergence de l’estimation intervalle

Soientx̂(t) et Re(t) le centre et le rayon de l’estimé intervalle[x(t)]

(
˙̂x(t)

Ṙe(t)

)

=

(
2(mid[A]−Lmid[C]) (w[A]−Lw[C])

(w[A]−Lw[C]) 2(mid[A]−Lmid[C])

)

︸ ︷︷ ︸

Ae

(
x̂(t)

Re(t)

)

+λe(t)

avec

Ae =

(
2(mid[A] − Lmid[C]) (w[A] − Lw[C])

(w[A] − Lw[C]) 2(mid[A] − Lmid[C])

)

.

et

λe(t) =

(
(mid[B] − Lmid[D])

(w[B] − Lw[D])

)

u(t) +

(
L(mid[ε] + y(t))

Lw[ε]

)
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(
2(mid[A] − Lmid[C]) (w[A] − Lw[C])

(w[A] − Lw[C]) 2(mid[A] − Lmid[C])

)

.

et

λe(t) =

(
(mid[B] − Lmid[D])

(w[B] − Lw[D])

)

u(t) +

(
L(mid[ε] + y(t))

Lw[ε]

)
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Convergence de l’estimation intervalle
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Convergence de l’estimation intervalle

Propriété
Si :

Ae asymptotiquement stable et inversible

λe(t) soit borné par un vecteur positifΛe

Alors :

⇒ lim
t→∞

(
x̂(t)

Re(t)

)

=

(
x̂max

Remax

)

=−
(

2(mid[A]−Lmid[C]) (w[A]−Lw[C])
(w[A]−Lw[C]) 2(mid[A]−Lmid[C])

)−1

Λe

Ensemble des valeurs admissibles du gainL

L3 =

{

L ∈ R
nx×ny







Ae stable
max
∀t>0

(w(λe(t))) ≤ Λe

}
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Estimation intervalle par retour de sortie :
Garantie et convergence

Ensemble des valeurs admissibles du gainL
Garantie

L1 = {L ∈ R
nx×ny | (A − LC)ij ,i 6=j ≥ 0, (λe(t))i ≥ 0}.

L2 = {L ∈ R
nx×ny | (A − LC)ij ,i 6=j ≥ 0, (λe(t))i ≤ 0}.

Convergence

L3 =
{

L ∈ R
nx×ny



 Ae stable, max

∀t>0
(w(λe(t))) ≤ Λe

}

L ∈ L = L1

⋂

L2

⋂

L3
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1 Problématique et motivations

2 Estimation d’état ensembliste : systèmes non linéaires à temps continu
Approches existantes
Approche proposée : estimateur monotone par retour de sortie
Exemple : système trois cuves

3 Contrôle d’intégrité et de cohérence à base de modèles : approche garantie

4 Conclusion et perspectives
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Procédé hydraulique de laboratoire

Sc
T1 T2T3Q1 Q2

u1 u2

x1

x2

x3

a13 a32

a20a1 a2a3

T0







ẋ1(t) = −a13
Sc

√

x1(t) − x3(t) + 1
Sc

u1(t)
ẋ2(t) = a32

Sc

√

x3(t) − x2(t) − a20
Sc

√

x2(t) + 1
Sc

u2(t)
ẋ3(t) = a13

Sc

√

x1(t) − x3(t) − a32
Sc

√

x3(t) − x2(t)
y(t) = (x1(t), x2(t), x3(t))T + (v1(t), v2(t), v3(t))T

x1 > x3 > x2
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Approximation qLPV

χ̇(t) = A(x(t))χ(t) + Bu,
∀x(t) ∈ [x],

oùχ(t) = x(t) − xc, A(x(t)) ∈ [Jfx ]([x]) et B =





1
Sc

0
0 1

Sc

0 0





Évaluation deJfx sur un domaine connua priori

x ∈





[0.44, 0.56]
[0.044, 0.164]
[0.24, 0.364]



 ,

[Jfx ]([x]) =





[−15.3,−7.6] 0 [7.6, 15.3]
0 [−44.1,−22] [7.6, 15.3]

[7.6, 15.3] [7.6, 15.3] [−30.6,−15.2]



 .10−3
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Calcul de l’ensemble des valeurs admissibles du gain L

L ∈ L = L1

⋂

L2

⋂

L3, ∀x ∈ [x]
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Calcul de l’ensemble des valeurs admissibles du gain L

L ∈ L = L1

⋂

L2

⋂

L3, ∀x ∈ [x]
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5
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35

y 1
(t

)
y 2

(t
)

y 3
(t

)

t [s]

t [s]
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Observateur avec mise à jour des bornes de A(x(t))

Estimateur intervalle

Système

O

O

[Jfx ]([x])

u

A

A
x

x

y
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Résidu intervalle

Résidu

r(t) = ŷ(t) − y(t)

où : ŷ(t) ∈ [y(t), y(t)]

Test de cohérence⇔ résidu intervalle

y(tk) 6∈ [y(tk), y(tk)] ⇔ 0 /∈ [y(t), y(t)] − y(t)
⇔ 0 /∈ [r (t), r (t)]

⇒ Évaluation de deux résidus ponctuelsr(t) et r(t)
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Estimation garantie et prise en compte de défauts







ẋ(t) = f(x(t), u(t), p)
y(t) = g(x(t), u(t), p)
ym(t) = y(t) + ε

où







x(t0) ∈ [x0]
p ∈ [p]
ε ∈ [ε, ε]

Utilisation des estimateurs intervalles “qLPV”

O :

{
ẋ(t) = (A − LC)x(t) + (B − LD)u(t) + L(ym(t) + ε)

y(t) = Cx(t) + Du(t)

O :

{
ẋ(t) = (A − LC)x(t) + (B − LD)u(t) + L(ym(t) + ε)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

Approximation qLPV en présence d’un vecteur de défauts
caractérisable par un vecteur additif

{
ẋ(t) = A(x(t), u(t))x(t) + B(x(t), u(t))u(t) + Fφ(t)
y(t) = C(x(t), u(t))x(t) + D(x(t), u(t))u(t) + Hφ(t)

Gaétan Videau (Université Bordeaux I) 03/12/09 37 / 44



Estimation garantie et prise en compte de défauts






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ẋ(t) = A(x(t), u(t))x(t) + B(x(t), u(t))u(t) + Fφ(t)
y(t) = C(x(t), u(t))x(t) + D(x(t), u(t))u(t) + Hφ(t)

Gaétan Videau (Université Bordeaux I) 03/12/09 37 / 44



Étude de la dynamique du résidu intervalle

Dynamique de la borne supérieure de[r (t), r(t)]
{

ė(t) = (A − LC)e+ λe(t) − (F − LH )φ(t)
r(t) = Ce+ λr (t) − Hφ(t)

⇔

{
ė

o
(t) = (A − LC)eo + λe(t)

ro(t) = Ceo + λr (t){

ė
d
(t) = (A − LC)ed − (F − LH )φ(t)

rd(t) = Ced − Hφ(t)

Dynamique de la borne inférieure de[r(t), r(t)]
Même démarche

[r(t)] =

{ [
ro(t), ro(t)

]
t < td[

ro(t) + rd(t), r o(t) + rd(t)
]

t ≥ td
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Tests de cohérence pour des systèmes non linéaires

Soit :φ(t) = (0, . . . , 0, ϕj(t), 0, . . . , 0)T

Défautϕj(t) détecté par[r i(t)] si :
0 6∈ [r i(t), r i(t)] ⇔

{
ro

i (t) + rd
i (t) ≤ 0 ouro

i (t) + rd
i (t) ≥ 0

}

“Plus petit” défaut détectable[Videau et al., 2009b]

ro
i (t) + rd

i (t) = 0 si :ϕij =
(
Ci(A − LC)−1(F − LH )j − Hij

)−1
ro

i

ro
i (t) + rd

i (t) = 0 si :ϕ
ij

=
(
Ci(A − LC)−1(F − LH )j − Hij

)−1
ro

i

⇒ ϕijmin = max(| ϕ
ij
|, | ϕij |)

L4={L ∈ R
nx×ny | max(|ϕ

ij
(L) |, |ϕij(L) |) ≤ ϕijmin}
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Exemple de simulation

Approximation qLPV du modèle 3 cuves en présence d’un défaut
additif sur la cuve 1, à partir det = 500s

{
ẋ(t)=f

(
x(t), u(t), t

)

y(t)=Cx(t)
⇒

{
ẋ(t)=A(x(t))x(t) + Bu(t) + (ϕ1(t), 0, 0)T

y(t)=Cx(t)

Calcul de l’ensemble des valeurs admissibles du gainL
Soit

ϕ1 ≥ max(|ϕ
i1
|, |ϕi1|) ⇒ 0 6∈ [r i(t)],

avec
ϕ

i1
=

(
Ci(A − LC)−1F1

)−1
ro

i ,

ϕi1 =
(
Ci(A − LC)−1F1

)−1
ro

i ,

L ∈ L = L1

⋂

L2

⋂

L3

⋂

L4, ∀x ∈ [x]
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Exemple de simulation

Pire cas : pourx ∈ [x]

ϕ11min = 0.187⇔ ouverture de la vanne "a1" de 18.7%

Fuite de 3% sur la vanne "a1"

Fuite de 5% sur la vanne "a1"

Fuite de 10% sur la vanne "a1"

Fuite de 15% sur la vanne "a1
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Conclusion

Estimation d’état pour des systèmes représentés par des modèles non
linéaires à temps continu

Développement d’une méthode de synthèse d’observateur fournissant
des bornes minorante et majorante de l’état
⇒ Approximation qLPV : construction de systèmes bornants linéaires et
certains
⇒ Caractérisation de l’ensemble des valeurs admissibles du gain
(estimation garantie et asymptotiquement stable)

Tests de cohérence pour des variables internes et externes

Objectifs : Minimiser le conservatisme / Assurer la garantie

A base d’estimateurs intervalles
⇒ Caractérisation du plus petit défaut dont la détection est garantie
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et perspectives

Observateurs ayant une structure plus complexe

Gains différents pour les observateurs inférieur et supérieur
Gains “dynamiques”

⇒ Critères de performances
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