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Les systemes de production

La description des architectures propres aux syegede production n'est pas une chose simple, vue la
diversité des configurations. Ainsi, ces architeesusont de formes diverses, dépendant des coafiiguos
locales, du type de produit & fabriquer, des caldes charges et donc des objectifs. quantitatfsaditatifs.

Les solutions choisies pour atteindre les objestiishaités en terme de production ameénent néceseait a
des structures différentes. Bien qu'il y ait deshndologies qui aient été développées pour la pactain des
sites, on ne peut cependant pas observer de dérgystématique dans I'élaboration de tels projets.

Lorsque nous sommes amenés a visiter des sitestiieds, il est vrai que nous retrouvons systénatigent
des modes d’agencement communs qui nous sembtanitournables. Cependant, il est aussi vrai qugusha
site de production a sa spécificité, liée a touhistorique de fabrication.

De nombreuses entreprises apparues alfXiSsiécle ont vu progressivement leurs structuresiseifier.
Ces mutations sont bien entendu liées a I'appatrmbeivelles technologies, mais aussi a la dériegrpesive
des objectifs, des projets et des produits fabsgié fil de I'évolution des marchés, ces entragwise sont
développées ou ont connu des périodes de récessumfifiant ainsi leurs organisations et leurs ogunfations
matérielles.

Ce mouvement va s’accélérant et I'entreprise dadapter, en temps réel, suivant ainsi ces tramsftons
technologiques et ces fluctuations quasi permaseahtienarché. Ces transformations sont une compodaria
flexibilité de I'entreprise.

Pour définir ce terme de flexibilité, il faut conemidre qu’elle représente les mouvements de I'ernseegur
plusieurs échelles temporelles : A I'échelle desedéies, ou I'on observe un glissement des obgeckf
production, a I'échelle de I'année ou des saisondes besoins en terme de production peuvenpéniediques
ou irréguliers, éventuellement tributaires des éwgents politiques, sociaux ou économiques, a lléche
quotidienne ou hebdomadaire, ou I'organisation @epidoduction est amenée a fluctuer en fonction ade |
demande, bien souvent de maniéere cyclique.

La configuration des systémes de production est digersifiée. Elle est pleinement tributaire dypey
d’'opération a effectuer et de la catégorie dobjatproduire ou a traiter. De multiples critéresremit
nécessairement en compte aussi bien en terme a¢it§ua fabriquer que de complexité de I'objet. besions
de cadencement et de temps de production sont mfiahes, autant que la prise en compte des aléas de
fonctionnement ou autres perturbations qui vieneentrarier I'optimisation.

Ainsi, pour représenter le site de production, damsonfiguration matérielle, il va falloir prend¥e compte
une grande quantité de parameétres a des niveawxsiigs de conceptualisation. Cela signifie qedra
nécessaire d'organiser des modeéles représentarstdesures de premier ordre, ou de premier dego@s
entendons par 13, les structures essentiellestglle robots, machines d’assemblage, de traitem@isinage,
stocks,...). A un niveau supérieur, nous devronsasprter les systemes de surveillance et de comméumsde
également indispensable de représenter les flypralduction et les perturbations subies par leeayss et les
approvisionnements. Nous ne devons pas oublieegwgait I'aspect temporel, dont la représentatiola grise
en compte peut étre abordée comme une couche suppiire de nos modeéles.

Ces considérations nous amenent nécessairemestagafitectures modulaires. Chaque cellule de &ypeseat
ses propriétés comportementales et structurellepegivent étre amenées a se transformer dansramement
dans lequel elles seront placées..

Ne perdons pas de vue qu’une dualité forte doitaegipge entre le systéme et sa représentation par u
modele. Celui-ci doit étre suffisamment proche derdalité fonctionnelle du systéme afin de pousy
substituer pour la simulation et la vérificatiorsdeojets. Un dialogue doit s’instaurer entre systéet modeéle
de maniére a faire évoluer le systéeme de produetiéventuellement le commander.

Les composantes d’un systéme de production
Les machines et les robots

C’est dans la méme rubrique que I'on classera eas éléments topologiquement trés proches I'uriadgrée
dans I'entreprise. Dans un premier temps on peatglie la fonctionnalité d’une machine est de faanger un



objet par usinage ou par traitement. On peut emidéfne (ou plusieurs) entrées et une sortie. lachime
impose des contraintes liées a son rendementest éapacités en terme d'opérations. Les modelasmutedtre
aptes a décrire la fonctionnalité de cette maclequs simplement possible.

Le robot est un objet apte a fournir en temps vdohjet a la machine. Il est soumis a des contesiriées
aux flux des objets en amont et en aval. La endesenodeles devront étre aptes a décrire ces avenpents et
ces contraintes le plus simplement, mais le plysuieusement possibles.

L'interconnexion entre robots et machines devra ésisurée au niveau des modeéles. A ce niveautiano
de partage de ressources sera a considérer.

Les stocks, les convoyeurs et les approvisionnesnent

Cette rubrique regarde la disponibilité des obgetsaiter et leur situation « géographique » susife de
production. Il s'agit, concernant ces objets, destiénes premiéres en approvisionnement, qui doiétre
disponibles dans les meilleurs délais possiblesafit €galement des pieces en cours de traiteaediusinage.

Ces objets sont introduits dans la structure sotmd de « matiere premiére » (pour le site de priai) et
peuvent étre stockés a divers endroits (stockstrd'eret de sortie du site, stock d’entrée et déesde chaque
machine, stock intermédiaire). Ces objets circutBatitre part a travers la structure grace a des@eurs et
sont transformés ou assemblés pour parvenir & fige souhaité.

Les flux et les perturbations

Les objectifs d’optimisation ménent fatalement éhexcher la meilleure solution pour une produciien
qualité a un meilleur colt dans les meilleurs deldis’agit de respecter les contraintes, tansdamualité du
produit que dans le respect des délais de livraifin de respecter ces contraintes il faut nédessent, en
plus de l'assurance d'une qualité optimale, obgees flux d'objets dans la structure et préveres |
perturbations du systéme de production. La notiertrd¢abilité du produit sera aussi trés importaséehant
que le produit est transformé. Il faut pouvoir levse et I'identifier au fil de son itinéraire sl site et pouvoir
faire le bilan a tout instant, de son historiquecaurs de la fabrication.

A ce niveau interviennent la dynamique du site,cdde son modéle, et les notions de prévention. La
surveillance de ces flux et la prise en comptepdetirbations doivent agir en temps réel sur l@aément des
opérations au sein du systeme de production.

La supervision, le contrble et la commande

A un niveau supérieur apparaissent les notionsodér@e, de commande, de surveillance et la sugiervi
Ces notions plus fines permettent d’agir sur l¢esye selon les critéres d’optimisations qui ontdénis.

En résumé, ce systeme de production peut étre vmateere tripartite. D'une part I'aspect « outikag,
constitué de machines, de convoyeurs, de stockspla# », en second lieu, I'aspect « objet », quré&fere a
I'objet & produire et qui prend, au fil de la protan divers aspects intermédiaires entre la «@rafpremiére »
et le «produit final ». En troisieme lieu, I'aspegorganisation » qui consiste a opérer selon @raim
ordonnancement, en respectant certaines contrantaslisant des informations de disponibilitésietflux.

La complexité des sites

L'architecture du site de production est évolutidle part nécessairement, dans sa conception d'une
structure relativement simple pour se complexiierfur et & mesure que I'on prend en compte tagléEments
nécessaires pour la réalisation d’'un produit fs@liCette complexité est de deux ordres : dansuatsre du
site, élément statique et dans l'organisation depriaduction, élément dynamique. Ces deux notion# so
interactives car il est clair que la dispositiors ditvers éléments constitutifs, ainsi que leur nadg&pendra de
l'organisation qui sera choisie. A l'inverse, I'engisation de la production est dépendante dessadwiht on
dispose.

Un exemple simple permet d’éclairer ces propog:dg produire un type donné d’'objet, on pourraigsihde
distribuer les taches a un nombre donné de mackifiestuant des opérations identiques sur plusiebjsts en
parallele. On pourra également affecter un robptudieurs opérations différentes sur plusieurs nmash ||
s’agira alors d’'organiser la production en vue 'dptimisation en fonction des choix matériels qurant été
faits.

Ces réflexions vont naturellement nous amenergauite a aborder les problemes récurrents duagedes
ressources (robot par exemple), de la disponilkt® ressources et des matiéres premieres, dunséquent des



taches, de la prise en compte des événementseaxteperturbateurs.
L’'organisation de la production : divers point a alorder par la modélisation

Le nombre de séquences d'assemblages d'élémerttasgeva croissant en fonction de la complexité du
produit final. On parvient alors trés rapidementrée description du déroulement des opérationsidel’de
l'utilisation de séquences plus ou moins compleXepérations ou de traitements. La nécessité deélised et
d’étudier ces séquencements apparait alors.

Les principes de base de la qualité impliquent sgaieement un suivi de I'objet tout au long dead@itation
ou de son traitement, impliquant ainsi la notiontdgabilité. Tous ces critéres sont interdépersdahbnt des
répercussions importantes sur le rendement detiuption et la qualité du produit.

Il apparait indispensable de se prémunir au mieutodt désagrément lorsque I'on met en place utsyes
de production élaboré. Cependant, la projectiorcdegportements devient trés difficile lorsque lanptexité du
site de production croit. L'idéal serait de sureeien permanence les flux en tout point de ces séfin d'agir
en temps réel pour les rééquilibrer dans I'objediirépondre aux critéres d’optimisation. Nous@nrees alors
a créer des modeéles complexes pour appréhendeonegortements, en y intégrant tous les élémentsous
permettent de prendre en compte le plus grand repussible de situations.

Ces modeles doivent étre adaptés a une commangangs réel des systemes afin d’assurer une réactivi
satisfaisante. C'est la flexibilité des modeéles gai nous permettre la prise en compte d’'un maxinuen
situations évolutives.

Le choix des réseaux de Petri (RdP)

Les Réseaux de Petri sont un outil de modélisaimimersellement connu et reconnu pour les possbili
d’'analyse, de validation et de vérification dorst fibnt preuve. L'exploitation de la théorie assecatix RdP
permet, par la recherche des P et T invariants épendre a de nombreux problemes. La diversité des
configurations des systémes de production et laadém de flexibilité de ces systemes en temps néels
amenent a considérer I'évolutivité possible desdlexien vue de la simulation et de la commandetésiia

Cet outil de modélisation est particulierement kaelapté a la représentation des systemes de piadudtt
se préte en effet & une construction modulaireegngt, dans la globalité du modéle obtenu, de ezpéus les
sous-ensembles. Ses propriétés mathématiques pamnet suivi de la conservation ou de la non comgi®n
des propriétés individuelles de chaque sous-engembl

Avec cet outil de modélisation, on peut proposel€ment une simulation des fonctionnements. Aimsiis
retrouvons cette dualité entre le systeme et sodétapou I'élaboration du systéme se fait conjomgat a
I'observation préventive des comportements a tsale@modele. En toute logique, on doit concevairsale
systeme par une série d’aller-retour entre le systén construction et son modéle en simulation.

Les Réseaux de Petri peuvent en outre apportecamgibution dans le domaine de la flexibilité nsii
comme nous allons le voir, les modeles sont totaithaptes a évoluer en fonction des événementiest
contextes et ainsi répondre en temps réel auxaates imposées en terme de flexibilité.



CHAPITRE |

Notions essentielles

1 Définitions

Un Réseau de Petri (RdP) est une structure grapluiguportant un ensemble de places et de trarsition
reliées par des arcs orientés, éventuellementyrsrtie poids. Ces arcs sont des liens entre ptacansition ou
entre transition et place exclusivement. Dans cettecture se déplacent des jetons (ou marques) qui
apparaissent dans les places et sont susceptilelefadchir les transitions selon certains critedes
franchissabilité et de franchissement.

Les figures 1.1, 1.2 et 1.3 représentent de talsadx. Le premier représente un processus a datsx ét
(Arrét-Marche, par exemple). Dans le deuxieme néskapassage d'un état a I'autre mobilise uneorgse,
symbolisée par le jeton contenu dans la place @t aajoutée a partir de la figure 1.1. Le tror@émodéle peut
représenter 'assemblage et le désassemblage sifsaEsdeux éléments.

Figure 1.1 Figure 1.2 Figure 1.3

En général, les places sont repérées géa PR, et les transitions deqTa Tn,. Les poids des arcs sont

indiqués sur le modele en regard des arcs. L'alesdamotation signifie que I'arc en question egilicitement
pondéré a 1.

1.1 Définition formelle

Un RdP est un quadruplet Q = <P, T, Pré, Post guel:

P ={Pi}, i O{1,...,n} est appelé ensemble de places

T ={Tj},j O{1,...,m} est appelé ensemble de transitions aked =0
Pré est une application dexP - IN dite d'incidence avant.

Post est une application dx® - IN dite d'incidence arriére.

Pré (Fl’,Tj) est appelé poids de 'arc reliarptel?'l'j.

Post (F|>,Tj) est appelé poids de l'arc reIiaqteT B.

Cette définition permet d'aborder la descriptionndRdP algébriguement et de transcrire chaque RdP
sous forme de matrice W, dite d'incidence. L'évotutiu marquage du RdP peut alors étre observéealcel
algébrique est l'outil idéal pour gérer cette éttolude marquage. Chaque marquage et chaque sé&gdenc
franchissement sont représentés par un vecteurdédinarquage, ou de franchissement). Ceci siggifie le



réseau de Petri, est loin de n’étre qu’un outippique. Avant d'aborder cette écriture, voici quekdéfinitions
élémentaires.

1.2 Franchissabilité

Proposition 1: Pour qu'une transition soit franchissable, iltfauil suffit que I'on trouve dans toutes les
places immédiatement amont a cette transitionolabme de marques correspondant au poids des diarst re
respectivement chacune de ces places a cettetivansi

1.3 Franchissement
Proposition 2: Toute transition franchissable est immédiatenframichie.

Proposition 3: La transition franchie distribue dans chacune glaces immédiatement avales, un
nombre de marques égal au poids de I'arc quicetie transition a chaque place avale respectineme

2 2
[ ]
13 13
Figure 1.4 : Avant franchissement Apres franissement

Les margquages sont les suivants :

Avant franchissement: m(P1)=3;m(P2)=4;8®1; m(P4)=0
Aprés franchissement: m(P1)=1;m(P2)=3; mék3; m(P4) =3
Remarques :

R(1) : Le franchissement d'une transition ne gérguds la conservation de la quantité de marques
globale. Dans I'exemple précédent, on a globalemenéton de plus apres franchissement de la transi

Selon les poids attribués aux arcs liés a uneitamslonnée, les transitions sont : "Consommaltrice
"Génératrice" ou "Conservatrice" de marques.

Soit une transition T reliée a un ensemble de plpee n arcs amont et m arcs aval.

Soit Pré(i) le poids d'un arc amont i de la traasif. Soit Post(j) le poids d'un arc aval j dérkmsition T.

Si Z pre(i) < Z post(j), alors T est génératrice. Z pre(i) > Z post(j), alors T est consommatrice.
n m n m

Si Z pré(i) =Z post(j), T est conservatrice.
n m

Dans le RdP de la figure 1.5, la transition eségéinice de jetons :

> pré()=7. Y post()=8

Figure 1.5 : Cellule génératrice

R(2) Les propositions P(1) et P(3) ne posent aymableme, si ce n'est qu'elles sous-entendent les
notions de transition génératrice ou consommatdomc que cela implique la création ou la dispamitde
jetons. Il apparait alors que les jetons peuvemntbsyiser des objets physiques ou des états, destisits, des



validations...

R(3) La proposition P(2) est plus critique, puifigsfagit de conférer a une transition un temps de
franchissement nul, ce qui n'est acceptable quaotu de vue purement théorique et en dehors de téalité
physique.

R(4) Dans le principe initial des RdP, rien n'idiete franchissement simultané de deux transitidms
méme réseau. Or, la simultanéité de deux événemestspas cohérente pour le physicien.

1.4 Problémes pratiques

Les protocoles de franchissement et les conditilenganchissabilité décrites précédemment ne prénne
pas en compte la notion de temps. En effet, oréfaituer le marquage d'un RdP sans prendre en eamr#
chronologie ni la durée des événements. |l est datispensable, pour I'application, de fixer untagr nombre
de regles qui vont étre décrites plus loin. Cedesegont issues des contraintes temporelles impgs&eles
systémes physiques. Elles sont issues des deuiiémtsons suivantes :

- Tout événement a une durée non nulle.
- Deux événements indépendants ne peuvent étrdtaimés.

L'évolution du marquage dans un RdP, peut aloredémr du temps de séjour dans une place ou du
temps de franchissement d’une transition donnés.

1.5 Regles complémentaires

Les régles suivantes sont issues des remarqueéderément faites, regardant I'aspect temporel. Les
propositions essentielles concernant ces points aoordées ici, laissant délibérément de coté &mitons
plus spécifiques qui seraient utiles pour des apfitins bien particuliéres.

Occurrences externes

La possibilité est offerte de conditionner le fraissement d'une transition a un événement externe
(occurrence). Le nom de l'occurrence est alorsifipéen regard de la transition considérée. |l alstrs
nécessaire de proposer un chronogramme sur leguetiit toutes les occurrences en fonction du te(figpsre
1.6).

événemer

événement

| >
Figure 1.6 : Franchissement d’une transition soungsa un événement t

Deux occurrences externes sont attachées aux demsitions du réseau de la figure 1.7. Le
chronogramme associé fournit d’'une part la débnitiles deux occurrences et d'autre part, le suivhdrquage
des deux places qui s’ensuit, selon ces deux cawes ¢ et .

elA

— >
A ! : t

P1 e %2 | |
— >
T1 o t

mPL A A
P2 ©

] \ r >
T2 mE2 A R t
[ .

Lo t

Figure 1.7 Réseau de Petri et chronogramhmes de roage associés



Temporisations

Il est également possible d'adjoindre une temptimisaa une place, une transition ou un arc du RdP.
Ainsi les marques sont maintenues dans une plasdapé un certain temps avant tout franchissement de
transition amont. On parle de RdP P-temporisé, nptaisé, Arc-temporisé. Il faut noter que tout R@P
temporisé peut se traduire en RdP P-temporisécigtrogiuement. Ces réseaux de Petri nécessitefilaitibn
d’une unité d’horloge.

La temporisation est indiquée en regard de I'élértemporisé. Conventionnellement, on ne peut pas
trouver, au sein du méme RdP, des places et destioas temporisées.

Ainsi les temporisations permettent de rendre leslates effectivement compatibles avec la réalité
physique. Ce concept temporel est alors vu comreecanche complémentaire aux modeles initiaux.

Paradoxalement peut-étre, la notion d’'ordre matliéona, de chronologie, ne nécessitent pas a pri
définition d’horloge temporelle. Le temps devierlbra un attribut complémentaire qui n'interféere pas
nécessairement sur I'évolution des marquages.

Soit le RdP P-temporisé de la figure 1.8a. Ceadseété choisi suffisamment simple pour fournir un
exemple clair mais cependant significatif. Les pla®1, P2, P3 sont respectivement temporisées3ael,1
unités de temps, comme il est indiqué sur le modeéle

h ! [ 1 1 1
2 \’. : | | | |
mP1A | N
, | — NN
_I?i' Pz w : > Indisponible
os m(P2A : \:\\\: \: i_ t Disponible
1 W Py
Lo e
m(P3A | . |
T2 b
: : >

| |
Figure 1.8a Réseau de Petri P-temporisé et chr&> me de marquaget associé

Au début de la séquence, le jeton situé dans lkeeg?B y séjourne 1 unité de temps. T2 est franchie,
distribuant un jeton dans chacune des places FA2eDeux unités de temps plus tard, le jeton deeftl
disponible, mais ne peut franchir la transitionavant que le jeton de P2 soit disponible a son fblrest alors
franchie et I'on retrouve la situation initiale.

L'ordre des marquages est ici rigoureusement le engoe celui qui serait obtenu sans temporisation.
Cependant, une différence de comportement apparhétat de disponibilité des jetons est considgcé les
jetons des places P1 et P2 ne sont pas tout lesteimponibles : le jeton de P1 est rendu disporaulnt le
jeton de P2 (temps d’horloge 4). Ainsi, si ce résest intégré dans un modele plus important, les
comportements globaux peuvent différer (figuret).8

T3

T2
Figure 1.8b Réseau de Petri P-temporisé

Dans I'exemple de la figure 1.8b, le jeton qui apftadans la place P1 est capté par la transit®déux
unités de temps aprés son arrivée dans cette plz@es ce méme réseau qui serait démuni de toute
temporisation, la situation serait conflictuellen& que cela va étre présenté plus loin § 1.6)e eharquage
pourrait alors prendre deux évolutions différemegonction de la levée proposée pour ce conflit.

De maniére similaire, voici un RdP T-temporisé pettamt de présenter le principe de cette structige.



réseau a été choisi suffisamment simple pour fourmiexemple clair mais cependant significatif (fig 1.9).

h : | | | | |
=P I I I E—
mP1A | L
P1 T2 T b | |
T1 T * I ] : | : i 1: >
mP2a | L t
P3 o :
E i | i I I >
m(P3A | t
T3 1 .
— >

| |
| ! 1 1 . ,t
Figure 1.9 Réseau de Petri T-temporisé et chronagrae de marquage associé

Au début de la séquence, la transition T1 n'estyadisiée (pas de jeton dans P1). La transition 32 e
validée, mais temporisée a 3 unités. Lorsque les tunités sont écoulées, T2 est franchie et vestit
immédiatement le jeton a la place P2, tout en dainna jeton a la place P1. Les transitions T1 esdi alors
validées, mais cette fois, T1 est prioritaire puesga temporisation n’est que de 2 unités de tefpsst alors
franchie, fournissant un jeton a la place P3, jegany séjourne une unité de temps. T3 est alascfiie et

fournit un jeton en P2. Le cycle recommence.

Le méme réseau non temporisé serait maintenaniictaef, la place P2 comportant deux arcs de sortie
Le comportement serait alors peu intéressant : irpit étre systématiquement validée au détrindent 1,
générant ainsi un nombre sans cesse croissaniodes gn P1.

Diverses solutions sont maintenant abordées paffrasichir de ce type de probléme conflictuel. &'s
et déja, la temporisation peut étre une premicrgisa.

1.6 Situations conflictuelles

Ce probléme est directement issu de la structunmendes RdP et refléte parfaitement les situations
possibles des systémes que représentent les modeleefois, une distinction doit nécessairemend &ite
entre conflit structurel et conflit effectif.

Soient deux transitions T1 et T2 ayant en amontplaee commune P (Figure 1.10) Si une marque est
placée en P, elle valide immédiatement les dewsitians T1 et T2, qui doivent étre franchies instaément,
d'aprés la proposition P(2). La méme marque doitcdipanchir simultanément T1 et T2, ce qui n'est pa
acceptable. Il y a ici conflit structurel, tant @utune marque n'a été placée en P, puis confiittéfiors de
l'apparition d’'une marque en P. Par ailleurs, a&lit@st levé si 'une des deux places P1 ou P2areporte pas
de jeton.

P1 P

T1 T2

Figure 1.10 : Situation conflictuelle

Ce modéle peut effectivement évoquer une situatt@fle, représentant par exemple le conflit effecti
lors du partage d'une ressource commune entre eletibés (place P : robot sollicité par deux machifEaces
P1 et P2)). Le modele doit aider a trouver destiwols pour lever ce conflit.

2 Outils mathématiques

La description algébrique du RdP est maintenantds®y par I'intermédiaire de I'écriture de la megri
d'incidence. Cette écriture mathématique fait téautéchesse de I'outil en ce sens qu’elle va pémael’aborder
l'aspect évolutif du marquage. Ainsi, le marquagées séquences de franchissement propres a up®&drnt
étre écrites sous forme de vecteurs. Cette prdeentest faite a I'aide d’'un exemple de RdP rekent
simple.



Soit le cahier des charges suivant :

Une machine est tour a tour libre et occupée acartaine tache. Cette tdche nécessite un robotéiour
accomplie. De maniere générale, la machine peatodinsidérée comme « consommateur » de robotrebdd
comme « ressource » pour la machine. Ces notiorscd@sommateur » et de « ressource » se retrodesist
de multiples domaines de la production ou de liinfatique.

Le modele de ce systeme de production est repédigntre 1.11 qui est a rapprocher de celui de la
figure 1.2.

P1 P1
T1 T1

P2 P3 P2 P3
T2 T2

Figure 1.11 : a ; La machine est libre, le robottafisponible (marquage initial)
b ; La machine est occupée et utilise le robot (maage final).
2.1 Matrice d'incidence et vectorisation

Le réseau de Petri, objet initialement graphique pxploitable sous cet aspect malgré la convigiali
qu'il apporte, peut étre transcrit algébriquemdsat.matrice d’incidence qui va étre décrite, faisimthese de
tous les liens entre places et transitions du Rafte matrice est en général rectangulaire et gessé nombre
de colonnes égal au nombre de transitions du rés@ai qu’'un nombre de lignes égal au nombre degd du
réseau. Chaque élément de la matrice témoigne geetence ou de I'absence de lien entre chaque plac
chaque transition, ainsi que du poids attachéra €a question. La direction de cet arc est tréespar le signe
de I'élément en question.

En se référant aux définitions précédentes (8§ &dignt :

Matrice d'incidence avant, la matrice:

W = |w; | gaw; =pré(p.T)
Matrice d'incidence arriére, la matrice:

W+ = [WJ] ouWE =post(P,T)

Ainsi la matrice W fait le bilan des liaisons amont aux transitioes)a matrice W fait le bilan des
liaisons aval aux transitions. Pour le RdP dedarf 1.16, ou tous les arcs sont de poids 1, on a:

T1T2 T1T2
1 0]R 0 1]R
W =0 1|P, W*=[1 0P,
1 0|R, 0 1|R

Ces matrices peuvent étre lues ainsi :

D’aprés W, le tir de la transition T1 retire un jeton a clnae des places P1 et P3. Le tir de la transitioreTige
un jeton de la place P2.

D’aprés \/\7' le tir de la transition T1 ajoute un jeton daagplace P2. Le tir de la transition T2 ajoute uonre
dans chacune des places P1 et P3.

La matrice d'incidence W est la matrice:
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T

-1 17R
W=W*'-W =1 -1|P,
-1 1R

Cette matrice fait le bilan de l'action de toutes liaisons du RdP sur le marquage. Il faut cepginda

noter que les termes issus des matrices d'incicereng et arriere ne doivent pas se compenseropatraction.

Si tel est le cas, il y a perte d'information Idesla transcription du modéle sous la forme madiei Pour s'en
affranchir, on devra exclure d'une telle analyseReP tels qu'une place et une transition soidigisrpar deux
arcs, I'un amont et l'autre aval a cette transit®rcette condition est respectée, le RdP egtuditLa figure 1.9
présente un exemple de RdP impur, en ce sens glack P2 et la transition T2 sont un exemple dguteient
d’étre décrit.

Vectorisation

Cette écriture mathématique va permettre de suime évolution du marquage. Grace a cet outil, la
prédiction de I'état d'un systéme est possiblen Afe compléter I'outil, le marquage est écrit denigra
vectorielle, ainsi que la séquence de franchisserfaur le RAP précédent (figure 1.16), le marquagposeé
figure 1.16 a, appelarquage initialse note:

M, =(107)

le marquage proposé figure 1.16 b, appelé "MarqtiagE se note:

M = (O;LO)
Une séquence de franchissement s'écrit par exemple:
S=<T,T,,T, >

et signifie que le franchissement de ces deux itrans est validé dans cet ordre, validant la pegmia deux
reprises. La séquence S est également notée sous de vecteur :

2
S=
1
Chaque coordonnée de ce vecteur représente le aatalfois ou la transition a été tirée. Il fautenajue

la notion d'ordre des franchissements est alouger

Les propositions précédentes vont permettre dérddévolution du marquage :

Mf:Mi+d\/|

Dans cette expression,;Mst le marquage initial proposéy Eist le marquage final obtenudl est la
variation de marquage impliquée par I'exécutiodadeéquence de franchissement S.

Cette variation de marqua@®l se détermine en faisant le produdM = W.S

Il vient :
(1) Mg =M; +WS
En reprenant I'exemple précédent, a partir d'urqozage initial
M, =(101)
et la séquence de franchissement
S=<T,T,,T,>
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il vient:

-1 1 5
M=WS=|1 -1 (:J:(—l,l—l)
-1 1
d'ou:
M = (010)

La signification de la matrice W apparait ainsisptlairement : lel situé au croisement de la colonne T
et de la ligne Fsignifie: "enlever une marque dans la plaﬁ:éoFs du franchissement de la transitioyi. De
méme, unl en cette position signifie: " ajouter une marquesdé place Flors du franchissement de la
transition T".

2.2 Caractérisation du RdP
Vivacité du réseau

A partir du marquage initial, qui modélise I'étaitinl d'un processus, il doit étre observé queae®les
transitions du réseau sont toujours franchissabjieslle que soit I'évolution du systeme. Si tebinfmas le cas,
cela signifie qu'un sous-ensemble du modéle propssénaccessible au marquage a partir d'un ceptaiint
d'évolution du systéme, donc non vivant. Dans |geura partie des cas, il est alors estimé que lgéfeoa été
mal congu, puisqu'il devient en partie inutile atipal'un certain stade. Seule une réinitialisatittnce systéme
permet alors d'alimenter éventuellement ce sous-RdBt concepteur de réseau aura a coeur d’eneasisur
vivacité.

Bornitude du réseau

Un RdP est dit borné si le nombre de marques dedaes places a une limite finie. Ceci confirme pa
exemple qu'il n'y a pas accroissement pléthoriqu@ambre de piéces dans un stock. Cette étudebestée
lors de la détermination du P-invariant ou invarighaux places (8 2.3).

Exclusion mutuelle

Les systémes physiques présentent souvent unesmxcimutuelle des situations (position marche/arrét
ou une exclusion de I'existence ou la non existetior objet sur un site. Ce principe de I'exclusiontuelle se
traduit dans le modéle réseau de Petri par la pcésexclusive d’'un jeton dans une place au détitimieme ou
de plusieurs autres places. Ainsi, le modéle péuerga I'aide d’un jeton, la disponibilité d'unesseurce
(machine, robot, stock). Un jeton peut égalememergée partage d'une ressource (jeton tournant dans
modéele).

Réinitialisation
La réinitialisation est le fait de s'assurer quesystéme est apte a retrouver son état initialteCet
caractéristique est trés souvent essentielle, piibe garantit la possibilité de retour aux coiodis initiales

d'un équipement, quelle que soit I'évolution d&at'de celui-ci. Au niveau du modele qui représentsysteme,
ce probleme est abordé grace a I'étude des T-amtarou invariants de transitions(§ 2.3).

2.3 Les invariants
Les T-invariants

Soit un marquage initial Met un marquage final Missu de M aprés déroulement d'une séquence de
franchissement de transitions S. Ceci s’écrit pawention :

M, OS- M,

Par définitions, S est un T-invariant si et seulense:

Le vecteur T-invariant se note :
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S=(a,,..a,)

Chaque term @ est le nombre de fois que la transit T; 1est tirée au cours de la séquence S.

Donc, d’apregl) pour une telle séquence S, il vient nécessairement
WS=0

Autrement dit, S1 Ker W a droite, ou KerW est le noyau de la matricen découle alors qugest un
T-invariant (en se limitant ici aux valeung O IN, ensemble des entiers naturels).

Pour certains RdP, plusieurs T-invariants linéagenindépendants peuvent étre déterminés. Ceciidéfi
une base de T-invariants de DimKegn/@léments, dimension du noyau a droite de la neatic Ce point va étre

approfondi a travers I'étude des P-invariants.t@eseffet une étude duale de la premiere qui k& atordée
plus précisément.

Les P-invariants

Il s'agit de déterminer une pondération des plagegpermet d'étudier certaines caractéristiqudkgste
gue la bornitude des systémes.

Sur I'équatior(1), un produit vectoriel a gauche par un veci P" de pondération des places du RdP est
effectué. Ceci s'écrit :

@ P'™M, =P'M, +P'WS

Soit a présent un vecte P laissant invariant le vecteur de marquage ponpiér PT quelle que soit la
séquence de tir de transitions effectuée. Il vient

P™M ¢ = P’ M;
La relation précédente est réalisable si et seulesie
P'WS=00S
Ce qui implique que:
P'W=0

et donc que, par définition :

P OKerW & gauche.

Tous les marquages dont il est question dans celajgpement sont des éléments de I'enserhblies
entiers naturels. Déterminer les P-invariants dB,Rékest déterminer le noyau de la matrice W algauc

L'ensemble du noyau Ker W a gauche esZamodule. L'étude des RdP ne concerne que des éeiden
coordonnées toutes positives ou nulles dZ-grodule (le marquage ne peut étre négatif). Cast gar abus de
langage que l'on dit que I'ensemble des solutiepssente un espace vectoriel dont il s'agit derhéer une
base. La base de cet espace vectoriel KerW estaamble de vecteurs libres appelés P-invariants.

Le but est donc de déterminer une base de KerWgoadonnées toutes positives ou nulles, et la
dimension de KerW. La détermination de cette dinmnpermet d'affirmer que des solutions n'ont p&s é
omises. Il est nécessaire de connaitre le randa dwtrice W & lignes (Le RdP posséde al@rplaces). Il est
établi que

DimKerWg=p-r
Dim KerWp =t-r

Des méthodes pratiques pour déterminer la dimerdiiomoyau de W peuvent étre établies dans certains
cas, sans avoir nécessairement a développer lfoatthématique. Des moyens assez conviviaux sorg alo
disposition pour déterminer l'existence de telsn\Riants, ce qui facilite considérablement la éau
concepteur.
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Soit I:’lT,PZT,....,PnT une base de Ker W a gauche, tout P-invariant dB@ Récrit comme une

combinaison linéaire de ces vecteurs :
n
P= z/]i R
i=1
Chaque P invariant permet I'écriture d’une équatiermarquage.

Soit PT =(a,,a,,...a,) un P-invariant lié & places du réseau.

Soientm,,M,,.. M, les marquages respectifs de ces places :

©) > am =K

i=1

Dans cette expression, K est une constante dépendamarquage initial.

2.4 Dénombrement des invariants
A partir de la détermination du rang de la matkiéeil est établi que, de maniéere générale :
4) Dim Ker Wi — Dim KerWp = Card(P) - Card(T)

ou Card(P) = p est le nombre de places du résdawnemmbre de lignes de la matrice d’incidence WGard(T)
=t est le nombre de transitions du réseau etrebne de colonnes de la matrice d’incidence W.

Ceci permet de comptabiliser facilement le nombeePdinvariants de base a partir du nombre de T-
invariants de base et réciproquement. Ceci repr@ségalement un moyen de vérification des condhssio
émises par ailleurs d’aprés un décompte empirigsarariants.

2.5 Exemples

Soient a nouveau les deux modéles des figurestlLZBe ou les poids sont indiqués en regard des ar
lorsqu’ils ne sont pas égaux a 1.

P1
T1
2
P2 P3
2
T2
Figure 1.12 a Figure 1.12 b

Les matrices d’incidence respectives de ces deeari sont ;

1 T2 T1 T2 T3 T4
1 17p1 -1 1 0 0]P1
W= 2 -2|p2 W=7t 0 0 1P2
1 1 |p3 1 0 -1 0|P3

0 -1 2 -1/P4
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Ces réseaux sont caractérisés en dénombrant leuasaints. Cette caractérisation implique un certai
nombre de propriétés permettant I'évaluation eglaation du modéle sans aucune simulation pbeuad.

Les T-invariants
-- Pour le RdP de la figure 1.12 a :

Le vecteur S,; = (L) répond au probleme cMV,S,; = 0. Ceci signifie que le tir successif de T1,
puis T2 (séquence <S1, S2>), replace le systeme skanonfiguration initiale. D'autre part, DimKgyM 1, ce

qui signifie que tous les T-invariants de ce systétacriventS = ASal ol A est un nombre entier positif.

Il faut cependant noter que I'ordre des franchissasides deux transitions n’est pas géré par éettke.
C’est seulement le marquage initial du réseau §terchine les diverses possibilités de franchissénsénsi,
pour cet exemple, I'ordre de tir T2 puis T1 (séquerdS2, S1>) n'est pas possible a partir du maepagposé
alors que cette séquence est représentée par le wagteur de franchissement .

-- Pour le RdP de la figure 1.12 b

Le vecteurS,; = Ly répond au probléme ci,S,; = 0. Ceci signifie que le tir successif de T1,
T3, T2 puis T4 replace le systéme dans sa configurénitiale. D'autre part, la dimension du noyawroite
DimKerWp = 1, ce qui signifie que tous les T-invariantscdesystéme s'écriverdd = /150100 A est un nombre
entier positif.

Cette fois, le tir des transitions T2 et T4 peutfaiee selon les deux ordres. Ainsi, deux séquences
répondant au vecteub,; sont possibles : S = 4T3ToT4>, S =< {T3T4To>.

Les P-invariants
-- Pour le RdP de la figure 1.12 a :

Les pondérationsPy = (210) et P, = (0L2) répondent au probleme, en effeP;W, =0 et
PLW, =0. Les deux vecteursP,, et P,, forment une base de KerW & gauche, dont la dimensio

DimKerWg = 2. Ceci signifie que tout P-invariant de ce Ri#Xprime comme une combinaison linéaire des
deux précédents vecteurs libres.

Il reste alors a exprimer l'invariance de marqusges la forme de deux expressions (voir expression

3):
2m +m, =K,
m, +2m, =K,

ou

m,, M,, M, sont les marquages des platgsP, ,P;

K, K, sont des constantes dépendantes du marquage initia

D’aprés le marquage initial proposé, ces constatinségales a 2.

Il apparait ici que la dimension du noyau a gauddda matrice W est égale au nombre de boucles du
RdP. Ce point de vue est abordé un peu plus lodn3)§ Ceci signifie que, pour des configurationsnbi
spécifiqgues, mais déja plus élaborées que cellds-cioncepteur peut déterminer visuellement, dmeément
cette dimension. Ceci lui permet alors de connaitpegiori le nombre d'invariants de base qui carsgnt son
systeme.

Il est aussi intéressant de noter que I'écrituria dase d'invariants ne dépend pas du marquagesdau,
contrairement aux expressions de marquage qui eaubnt. L'écriture algébrique caractérise dona hae
structure sans prise en compte du marquage quéteefilors I'état instantané d'un systéme et non son
comportement général.

Les conditions initiales sont traduites par le magg initial qui peut impliquer un comportementufut
spécifique. Des structures dont le comportemeneaglon la quantité de marques initiales sont ddes plus
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loin (83.1).
-- Pour le RdP de la figure 1.12 b :

La pondérationP, = (L1,2,1) répond au probléme, en effeB,’W, = 0.
DimKerWg = 1. Ceci signifie que tout P-invariant de ce RdPde la form®" = /\PbT
Il reste alors a exprimer l'invariance de marquegss la forme de I'expression (voir expression (3))
m +m, +2m, +m, =K ou:

m,, m,, m;, M, sont les marquages des pladésP, ,P;, P,, K est une constante dépendante du marquage
initial. D’apres le marquage proposé, cette coretast égale a 2.

2.6 Arbre de marquage

Afin de suivre I'évolution du marquage au coursréétséquence de tir de transitions, I'arborescense d
marquages du réseau de Petri peut étre représept¥ir d'un marquage initial donné. Ce procédétva suivi
a travers les deux exemples précédents. Les anppedsentés ici explorent toutes les possibilitgmdir du
marquage initial. L’objectif d’'une telle exploratie@st la recherche d’accessibilité de marquage.

1,1,0
1,0,1 V Tl¢ w
n l TTZ 1,0,0 0,0,1 0,1,0
0.1,0 /Tz Vk T3¢ /TV4 T4
2,0,0 0,0,0 0,2,0

3 P-invariants et flux de marquage

3.1 Notion de flux de marquage

Dans un RdP se déplacent des marques (ou jetbes}.important de dissocier les notions de marguag
et I'existence ou non d'invariants, ceux-ci étanppes a la structure. Les invariants vont tradigréevenir d'un
systéeme a partir de conditions initiales imposégs @ marquage initial. Les notions, telles quechie du
systeme ebornitude vont dépendre du marquage initial. L'exemple ddidare 1.13 permet d'aborder les
diverses possibilités d'évolution d'un systemeprséd marquage initial, pour un méme RdP possédarf-

invariant ( ici, le vecteuP" = (20)).
Condition initiale 1 _’@_’:‘_’O_N:'—
P1 T1 P2 T2

Condition initiale 2 2 4 6 3
()PP

2 4 6 3
’—P@—N:I—PQ—N:

Figure 1.13 Différentes conditions initiales sur iméme réseau

Condition initiale 3
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Voici alors les arbres de marquage obtenus a mhtoes trois conditions initiales :

Condition initiale 1 :

(ml’ mz) = (1,0) - Le systéme est bloqué.

Condition initiale 2 :

(n‘bmz) = (2’2) - (0,6) - (3xo) - (l4) - Le systéme est bloqué.

Condition initiale 3 :

(nl’”h) = (4’0) - (2’4) - (0,8) - (32) - (16) Le systéeme oscille indéfiniment.
A |

Dans tous les cas les calculs fournissent l'inmar 2m, +m, = K, , avec les valeurs :

K,=2 K, =6 K, =8 pour les conditions initiales 1, 2 et 3 respectieet.

La notion de flux de marquage va a présent étmodnite. Ainsi, il apparait que, pour un tel RdP,
possédant un P-invariant (ici, le vecteur (2,1)peut y avoir une périodicité du marquage, dondlux moyen
constant de celui-ci, aprés une éventuelle phassitoire. Lorsque le coefficient K est trop pdatsysteme a
tendance a répartir les marques de maniére a bldgsigleux transitions. Dans le dernier exempledimn
initiale 3), il y a toujours assez de marques semé pour valider une transition.

C'est sur cette derniére configuration qu'il contide s’attarder. Au cours d'une période de marguag
chaque transition a vu passer le méme nombre dguesrlLa matrice d'incidence de ce modeéle s’écrit:

T1 T2
-2 3|k
W =
4 -6|P,
Le P-invariant es PT = (21) et le T-invariant esS = (32). Ce dernier signifie que la séquence

<T,T,T,,T,,T, > par exemple, laisse le marquage invariant. Er effe

PTW = (21)(_5 ) 2] = (00) WT = ('f _?é ]@ = (00)

Dans I'exemple de la figure 1.14, il apparait eranehe que le nombre total de marques contenuldans
structure, a partir du marquage initial (1,0), esse de croitre. Le systéme est non borné. Lenfloyen n'est
pas constant, mais croit indéfiniment. En obserdantmatrice d'incidence de ce systéme, linexigenc
d'invariants est constatée. Ainsi, pour le réseadadfigure 1.19, selon le marquage initial (1/)pe des
branches de I'arbre s’écrit :

(m,m) =10 - 02 - @) - (20) - @2 - 21) - (30) - ...

Le nombre de marques croit indéfiniment dans les géaces, I'arborescence est infinie.

Dans I'exemple de la figure 1.15, le systéeme cdndGessairement a un état de blocage, quel qukesoi
marquage initial. Le nombre de jetons ne fait gimeirtier au fil de I'évolution. 1l n'y a pas de Rmiant. Ces
notions de flux de marquage et d'invariants sdanngment liées.

Figure 1.14 Figure 1.15
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3.2 Cellule génératrice et cellule consommatrice

Par définition, une cellule est un ensemble caréstit'une place et d'une transition, reliées paaran
comme le représente la figure 1.16. Les arcs agtaatal portent les poids respectifs x &t iN.

P T

O——">
Figure 1.16 : Cellule élémentaire de RdP

L'étude qui suit a pour objet de traduire en pratidexistence d'un P-invariant en partant d'un éfed
constitué d'une seule boucle dglaces et transitions (figure 1.22) :

P1 X, Ty

Figure 1.17 : Boucle de n places et n transitions

Ce réseau peut également étre considéré commecétstitué den cellules élémentaires telles que celle
de la figure 1.16. La question de I'existence devBriant peut étre posée sous forme d’'une conjectu

Proposition 4:

Dans un RdP a une boucle (figure 1.22), il existplas un P-invariant de base (DimKegl¥ 0 ou 1).

Ce P-invariant existe si et seulement si le prode poids des arcs aval est égal au produit dds ges
arcs amont, soit :

X, =
(5) |:| k |:| yk
Le réseau de Petri de la figure 1.18 comporte imv&dant (et donc un T-invariant), car il vériflexpression
(5) 2x6=3x4).

Observation du flux de marques :

Considérant a présent que ce RdP est constitn&eltules de gailG, = L ,
Xi

Le gain total de la boucle s’exprime comme étamtrbduit :

G:ﬂq

Ce gain apparait commkamplification de la quantité de marques dans la boucle. A ptrésan
conservation de flux de marques se traduit en &ectifla boucle est alors de gain unitaire) :

n

N Yi
) GZDGiZ'—:l

Iin

Les relations (5) et (6) étant équivalentes, ceontne que les notions de conservation de flux et
d'existence de P-invariants sont intimement liées.

4 T-invariant et réinitialisation d’une boucle

Proposition 5:

Un RdP constitué d’'une seule boucle possede uwdriamt si et seulement si il posséde un P-invéarian
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Le nombre de places d’'une boucle semblable a della figure 1.22 est égal au nombre de transitilens
cette boucler( - p = 0. D’aprés (4) il en résulte que ce RdP constitumeal boucle comporte au plus un T-
invariant. Le T-invariant pouvant alors étre détedrreprésente la séquence de réinitialisatioradmucle. Ce
RdP a une boucle est donc réinitialisable si eeseent si le flux des jetons y circulant est péidoe.

5 Construction et caractérisation ascendante de RdP

A partir d’'un premier élément de base, un RdP ahmele vient d’étre caractérisé de maniére géeéral
En résumé, il peut étre maintenant dit que ce RelR posséder au plus un P-invariant et un T-ina&uEun
n‘allant pas sans l'autre). Si ce RdP possede imvdtiant et un T-invariant, il présente une péiddd du flux
de jetons et il est réinitialisable.

Si il ne présente pas de P et T-invariant, il candoit a une situation de blocage, soit & unelpction
sans limite de jetons dans le modéle. Il n'estsaias réinitialisable.

A partir de ces éléments, une démarche de carsatién de RdP plus complexes peut étre développée
par construction ascendante en déterminant qualtgsiétés vont pouvoir étre conservées lors desémblage
ou du désassemblage de structures élémentaires.

5.1 Invariants et chaines de RdP

D’aprés ce qui précéde, l'existence d'un P-invardans un RdP constitué d'une seule boucle est
conditionnée par les poids liés aux arcs reliaatgd et transitions. L'existence de T-invarianti@sslors la
possibilité de retrouver le marquage initial, apidésoulement d’une séquence de franchissement doQeei
exprime la possibilité de retrouver les conditiorisales, et donc de réinitialiser le systeme.

L'étude suivante permet de se pencher sur destsystaon rebouclés tels que ceux représentés sur la
figure 1.18, chaine ininterrompue de places etralsitions commengant par une place et se termpwmtine
place. Une telle chaine est dénommée chaine P<lalanite du document.

X1

Figure 1.18 Chaine P-P
Proposition 6 :

Une chaine P-P présente nécessairement un P-intvatian seul, quels que soient les poids affestés
arcs et aucun T-invariant.

Démonstration :

Il convient d’ajouter une transition a ce RdP, &elaux places Pet P ainsi que le propose la figure

1.19:
X1 Y1 Xn Yn Xng1 Y41
e > )1+
Figure 1.19

La condition d'existence d'un P-invariant s'écaitslce cas selon I'expression (5). Il convient glser a

préseni X,,; = Yn.1 = O (ce qui revient & dire que le RdP de la figure s@9améne a celui de la figure 1.18,

la chaine P-P). La condition (5) est alors toujaéedisée quelles que soient les valeurs des teasgxiés aux
arcs. Ceci démontre l'existence systématique dinvdtiant dans le RdP initial de la figure 1.1Bnitire a
celui de la figure 1.19, avec deux poids d’arcsnul

L'objectif de ce qui suit est de proposer I'écritu’un P-invariant de base pour la structure chBife

Proposition 7 :

Le P-invariant d’'une chaine P-P s’écrit :
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(7) PT:(nGi, nGi, ....... ,|L|G||Gnv1]

Démonstration :
o . . Yi
Ce RdP peut étre considéré comme une suite déecetle gainG, = =+

Soit Wn sa matrice d'incidence:

X
- X 0
- y2 \\\
Wn - \\ \\\\
N N
\\ \\
\\ \\
0 “Kn
\\
L Y

Wn est une matrice rectangulaire de n colonnes et mk+l lignes. Soit le P-invariant
cherchd®’ =(a,,Q,,..0,) tel que PTW, = 0. Cette derniére égalité impose:

alxl = 02 yl
aZXZ = aSyZ

En choisissant arbitrairemei@,,,; =1, il
vient :

puis, an—l = anGn—l =G
n

Par récurrence, il vient : a, = I_ll G,
|

Le P-invariant recherché peut donc s'écrire :

pT :(Ijei,ljei, ....... ,iﬂ:_lGi,Gn,lj

D’apres (4), un tel RdP ne présente pas de T-iamtri

Il faut alors déterminer un nombve tel que le P-invariant s'écrive P=AP T, dont toutes les
coordonnées sont des nombres entiers. Soit le RdR digure 1.18b, ou les arcs sont affectés dedspo
indiqués.

C)_l> 2 : 5 3 O

Figure 1.18b Exemple de chaine P-P
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Ce RdP présente nécessairement un P-invariantéguitsselon (7) :
P = (6/5,3/5,1), ou encore : P’ = (6,3,5).

En suivant I'évolution du marquage, il y a parns leranches de I'arbre de marquage et a partir dquage
(3,0,0) la branche :

(3,000 ———» (0,6,00 ——» (0,1,3)

En effet, I'équation (3) est vérifiée, avec K =:18
(3x6+0x3+0x5)=(0x6+6x3+0x5(8x6+1x3+3x5)=18

Ce réseau ne comporte pas de T-invariant.

Un raisonnement dual permet d'étudier ensuite d@nehsuivante, dite de type chaine T-T (figure .20

(O )

Figure 1.20 Chaine T-T

Proposition 8 :

Une chaine T-T présente nécessairement un T-imtaggun seul, quels que soient les coefficients
affectés aux arcs et ne posséde pas de P-invariant.

Démonstration :

Il convient de rajouter une place a ce RdP, reli@etransitions f et Ty :

Figure 1.19b

La condition d'existence d'un T-invariant s'écahsd ce cas selon I'expression (5). Il convient dser a

présent X,.; = Yo.1 = 0 (ce qui revient & dire que le RdP de la figure4h.2e raméne & celui de la figure

1.20, la chaine T-T). La condition précédente esfours réalisée quelles que soient les valeursteleses
associés aux arcs. Ceci démontre l'existence sgtitgma d'un T-invariant dans le RdP initial deiufe 1.20,
similaire a celui de la figure 1.19b, avec deuwdgai’arcs nuls.

Afin de mener a bien la démonstration qui va syivreest nécessaire d'utiliser le type de cellule
représentée figure 1.21, duale de la cellule diglse 1.16.

Yi :_ﬁ

Figure 1.21
Considérons de maniéere duale le rapport :
H =X
Yi

Proposition 9 :

Le T-invariant d’'une chaine T-T s’écrit :
(8) S:(u Hi,DHi,....ilz_ln_lHi,Hn,lj
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Démonstration :
Soit Wn la matrice d'incidence du RdP de la figlu2b :

Wn est une matrice rectangulaire de n+1 colonnesdetn lignes. Soit le T-invariant cherché
S=(B,,...5,.) tel queWS= 0. Cette derniére égalité impose:

By = Bo%
B:Y, = BsX,

X
ﬁn == |_ln
Y
Puis Bot = BHna
n
par récurrence, il vient : B = |_| H,

Le T-invariant cherché peut donc s’écrire :

S:Uj Hi,lei,....iﬂ:_lHi, Hn,lJ

Il faut déterminer ensuite le coefficiehtfaisant en sorte que le vecteur finalement exglhdét S’ soit a
coordonnées entieres :

S'=4AS

Cette fois, le choix de ce deuxiéme vecteur auirdétt du premier est indispensable, puisque la
signification méme du tir de transition impose dembres de tir entiers.

Soit le réseau de Petri de la figure 1.20b, oates sont affectés des poids indiqués :

1 4 2 5
:I—PO—N:I—PO—»:
Figure 1.20b
Ce RdP présente nécessairement un T-invariantégritsselon (8) :
S =(10, 5/2, 1), d'ou S’ = (20, 5, 2).

Afin de vérifier le bien fondé de ce résultat, dnwient de suivre I'évolution du marquage au calgda
séquence S’ a partir du marquage (0,0). Soit ailbgiment la séquence S’ consistant en 20 tirs d&Tits de
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T2, puis 2 tirs de T3 successivement. Il vient ;

(0,0) —» (2000 ——» (01000 ——>» (0,0
Cette séquence S’ raméne le modéle au marquaigé (8iD).

Ce réseau ne comporte pas de P-invariant, uneiéoutz type (3) ne peut pas étre écrite.

5.2 P et T-Expansions

Les constatations qui ont été faites présentenptemiére approche concernant I'étude de la sigidin
pratique des invariants. Il apparait que deux chements sont envisageables pour déterminer lesaPiants.
Soit développer Il'outil algébrique classique, sbiserver le flux de marques en en déterminantdaditions de
conservation.

Le propos peut étre généralisé, dans le but dplitr a des structures de Petri plus complexes. D
RdP obtenus paxpansiorvont étre observés et I'analyse des conditionsahservation d'invariants éventuels
va étre faite. Cette démarche permet la constmuctib la caractérisation ascendante de modéles. valle
permettre, lors de I'élaboration de modéles deésyss de production, d’assembler des modéles éléirenet
de suivre la conservation éventuelle de leurs pétds.

Expansion par les transitions ou T-expansiofffigurel.22)

Définition: Soit RdR, un Réseau de Petri initial constitué mlelaces et de transitions. Un ensemble
Exp de places {B+1,....Pq} et de transitions {1,...T;} tel que tout élément dexlfa n'est relié & R4Ryue par
des arcs attachés aux transitions dejRPa appelé T-expansion de RdBoit Wi la matrice d'incidence de
RdR et RdR le Réseau de Petri final obtenu aprés cette Tresipa. Sa matrice Wf s'écrit:

Tl Tt Tt +1 Tr

R
W 0
Pp
W, = P
A B
L i Pq

ou A et B sont des sous-matrices de Wf, et O laicganulle résultant de l'inexistence de liaisonge les
ensembles {{,1,T} et {P1,Pp}.

RIPL o ==

L]

o —

[ [SE—

T-expansio

RdP1lex

Figure 1.22 : T-Expansion

Proposition 10 :

Une T-expansion conserve les P-invariants de RdP1.
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Démonstration :
Soit PT = (@y,...,@,) , un P-invariant de RqPil vient: P™ O KerW = P'W, =0
soit P =(@y,.2,,0,.00 O N""%ilvient:  P/W, =0
Ceci démontre qu PfT est un P-invariant de RgP
Clest en ce sens que Con dit que le P-invariant est conservé aprés la T-expansion du RAP initial.

Expansion par les places, ou P-expansidgfigure 1.23)

Définition :
Soit RdR, un Réseau de Petri initial constituépplaces et dé transitions. Un ensemblq(g de places

{Pp+1....Pa} et de transitions {ky,...T;} tel que tout elément de,ds n'est relié a RdPque par des arcs
attachés aux places de Rdera appelé P-expansion de RdP

Proposition 11:

Une P-expansion conserve les T-invariants de RdP1.

_ @~ P-expansio
RdP]

RdP1le;

Figure 1.23 : P-Expansion

Soit Wi la matrice d'incidence de RdRSoit RdR le réseau de Petri final obtenu aprés cette Preipa
Sa matrice Wf s'écrit:

R
W A
W, - %
‘o P
0 B
i I

ou A et B sont des sous-matrices de Wf, et O laiosahulle résultant de l'inexistence de liaisonse
les ensembles {{,T;} et {Pp+1,Pq}.

En suivant un raisonnement similaire au précédiérgst établi qu'une P-expansion conserve les T-
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invariants du RdP initial.

5.3 P-Fusions et T-Fusions

P-Fusions

Les invariants d'un Réseau de Petri obtenu en fasiot une place de deux Réseaux de Petri
préalablement caractérisés sont maintenant étudiés.

Proposition 12 :

Une P-fusion conserve les T-invariants de chagsea¢dans le réseau résultant.

RdPié///

Figure 1.24 : P-fusion

RdP-

Proposition 13 :

La P-fusion de deux réseaux de Petri possédanushaic P-invariant, donne naissance a un nouveau
réseau de Petri dont un P-invariant peut étre ahétér

Les T-Fusions

L'étude porte a présent sur les invariants d’'ueaésde Petri obtenu en fusionnant une transitiothedie
autres réseaux de Petri qui ont été préalablenagatt@risés.

S N
R o

Figure 1.25 T-Fusion

RdP:

Proposition 14 :
Une T-fusion conserve les P-invariants de chagseat¢dans le réseau résultant.

La démonstration de cette proposition est similaicelle de la proposition 10.
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Proposition 15 :

La T-fusion de deux réseaux de Petri possédantuchan T-invariant, donne naissance a un nouveau
réseau de Petri dont un T-invariant peut étre déie.

Proposition 16

Soit un réseau de Petri deplaces en transitions ne possédant pas de T-invariant. FHasiBn, il est
toujours possible d’apporter un T-invariant au reawv RdP ainsi obtenu.

Démonstration :

Soit W la matrice d’incidence de ce réseau de Petri

a; & ay,
a21

W =
Ay = -

Soit Wy la matrice d'incidence obtenue en rajoutant a €seau une seule transition,J; liee
éventuellement a toutes les places :

a, &, Ay, Ay
a'21

W, =
am:l. amn am(n+l)

Soit le vecteur de tir de m dimensions S = (1, 1,1),. la résolution de I'équatio; S = 0 a toujours
une solution qui se caractérise par:

n

a'i(n+1) = _Z Ay i D{lm}

k=1

Alors, il vient que le vecteur S = (1, 1, 1, 1,....).€bt un T-invariant du réseau aprés fusion.
T3

P1 T1 P T P3

. A . T4
Figurel.26 : RdP initial ; RdP aprés P-fusion

La matrice d’incidenc&/ du RdP initial s’écrit :

-1 0 +1
w=1 -1 -1
0O 1 1
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L'équation WS = 0 n’a pas de solution, ce RdP estdans T-invariant.

La matrice d'incidenc&V du RdP apres P-fusion s’écrit :

-1 0 +1 0
W=1 -1 -11
O 1 1-2
L’équation WS = 0 a pour solution : S= (Q111).

Avec le marquage initial indiqué, une branche darbfe de marquage suivante, prouvant la
réinitialisation possible de ce réseau est obtenue:

T4 T3 T1 T2
(00,2) - (010) - (1L01) — (011) - (00,2)
Corollaire 1

Deux réseaux de Petri ne comportant pas de T-svapieuvent, par leur P-fusion, donner un réseau de
Petri possédant un T-invariant
Proposition 17

Soit un réseau de Petri deplaces en transitions ne possédant pas de P-invariant. Fasidn, il est
toujours possible d’apporter un P-invariant au reauwRdP ainsi obtenu.

T3 P4 T3
P1 T1 P T P3 P1 T1 P T P3
——» ——»

Figure 1.27 : RdP initial ; RdP aprés P-fusion

Le réseau de la figure 1.30 a été repris. La mattimcidenceVN du RdP initial s’écrit :

-1 0 +1
w=1 -1 -1
0 1 1

L'équation AW =0n4a pas de solution, ce RdP est donc sany&iant.

La matrice d'incidenc&Vp du RdP aprés T-fusion s’écrit :

-1 0 1
1 -1 -1
1o 1 1
0 0 -1

L'équation PW = 0 a la solutionP™ = (1111) . A partir du marquage initial indiqué, la branatesl’arbre de
marquage suivante est observée :

T3 Tl T2
(0101) -~ (101.0) -~ (0110) -~ (00.20)
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On note que I'équation de marquage m(P1) + m(P(R3) + m(P4) = 2 est vérifiée quel que soit leqnage
dans cette branche.

Corollaire 2
Deux réseaux de Petri ne comportant pas de P-antgoeuvent, par leur T-fusion, donner un réseau de

Petri possédant un P-invariant

Le double exemple de la figure 1.28 illustre lesodaires 1 et 2 a partir des deux mémes réseaux
(empruntés aux figures 1.19 et 1.20).

‘ 1 1 2 1
ee-——0~—

/D-Fusion T-Fusion\

Figure 1.28 : a) Deux réseaux de Petri initiaux by@sion de ces deux réseaux
c¢) T-fusion de ces deux réseaux.

Les deux réseaux de Petri initiaux n’ont ni P-imsat, ni T-invariant (I'expression (5) n'est pagifiée).
Le réseau de Petri de la figure b comporte 1 Triamaet zéro P-invariant.
S=(1,1,1,1)

Ainsi, a partir du marquage initial proposé fig@gb, I'une des branches suivante de I'arbre esoiat :

T1 T2 T3 T4
(110) -~ (012) - (003) - (1L0.2) -~ (110)
Cette séquence <T1, T2, T3, T4> est bien une ségumréinitialisation.
Le réseau de Petri de la figure 32c comporte IvBrAant et zéro T-invariant.
PT =(1,2,1,1)

A partir du marquage initial proposé figure 32ank des branches suivante de I'arbre est obtenue :

Tl T2 T2
(1100) -~ (0021) - (L011) - (2002)
Pour chacun de ces quatre marquages, la relaticeinsel peut étre écrite :
m(P1) + 2m(P2) + m(P3) + m(P4) =3

Pour ces deux réseaux, I'expression (4) est verifié

28



5.4 Exemples d'application

Voici quelques exemples illustrant les résultatenbs pour les expansions :

Dans le RdP1, le sous-ensemble R2 est une T-expmade R1, et le sous-ensemble R1 est une P-
expansion de R2. La présence de ce lien ne pertiathe pas I'existence du P-invariant éventuel dealRts que
ce méme lien perturbe I'existence du P-invariarR2&e

Dans le RdP2, le sous-ensemble R2 est une P-erpadsi R1, et le sous-ensemble R1 est une T-
expansion de R2. La présence de ce lien pertuelesténce du P-invariant éventuel de R1, alorsilgqoé
perturbe pas I' existence du P-invariant de R2.

Dans le RdP3, les sous-ensembles R1 et R2 sont-d&pansions l'une de l'autre, 'ensemble des P-
invariants de chaque structure est donc conservé.

Cet assemblage peut également étre considéré cameng-fusion.

Bk
5

R2 R2

R1 R1

R2 Figure 1.29 : RdP1, RdP2, RdP3

Les P-Fusions

Soient les deux réseaux de Petri RdPi et RdPj etsieau de Petri RAP résultant de la fusion déatzep
P5 de RdPi et P1 de RdPj (la nhumérotation des placété effectuée pour une meilleure interprétaties
écritures précédentes). Seul un arc du premieauésteun arc du deuxieme comportent un poids difitéde 1.

PdRi
P1 P5 P2 P P4
RdPj
P1 3 P2 P3 P4
Figure 1.30 aetb
RdP

Figure 1.30c
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D’aprés les propositions 6 et 7, le premier résdauPetri comporte un P-invariant et un seul :
F’lT = (2 111 2). Il est indispensable de bien suivre la numérmtatles places pour une bonne
interprétation.
. ) . . T _
Le deuxiéme réseau de Petri comporte un invartam seul :P, = (3 11 1)

Ceci permet d’écrire les deux invariants étendus :
PP=(2 111200 0
PL=(0 0 003111
D’apres la proposition 13, le PPCM concerné est&@a ll vient, pour le réseau final :

PP=6 33362 2 2

Les T-Fusions

Soient les deux réseaux de Petri RdPi et RdPj eédeau de Petri RdP résultant de la fusion de la
transition T4 de RdPi et T1 de RdPj (la numérotaties places a été effectuée pour une meilleeepidtation
des écritures précédentes).

D’apres les propositions 8 et 9, le premier résgaulPetri (figure 1.31a) comporte un T-invarianupt
seul: T, = (1 2 2 1)- Le deuxiéme réseau de Petri comporte un T invagaah seul T, = (1 3 3)

T1 T4 2 T2 T3
T13 T2 T3

OO

Figure 1.31aetb

T1 T4 2 T2 T3
3 T2 T3
Figure 1.31 ¢

Ceci permet d’écrire les deux précédents invariatesdus :
Tle=(122100) T2e=(000 1B 3

D’aprés la proposition 15, le PPCM concem@st égal a 1, ce qui permet d'écrire le nouveanvariant
résultant des deux premiers :

T=(122133)
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CHAPITRE Il

Modéelisation pour les systemes de production

1 Le partage de ressource
1.1 Introduction

Le partage de ressources est un theme récurrentlesrsystémes de production. Les réseaux de Petri

sont particulierement bien adaptés a sa représmmntates domaines d’application sont nombreux ddimers
domaines et la notion de ressource partagée esgriegsous plusieurs arguments en systémes decpoodul
peut s’agir d’'un robot ou de tout autre outil si#lisur plusieurs machines ou sur plusieurs ligeealatrication.
La représentation d’un probléme donné se compéebafisque le partage de ressources multiples|isentselon
certaines précédences doit étre représenté. katiin synchrone ou asynchrone de certaines deesssurces
nécessite le développement de modeles variés. Barsystéemes réels, toute ressource est partatype Lse
protocole prédéfini. Ainsi des priorités fixes dlisation de la ressource ou des cycles d'util@atie celle-ci
sont définis.

Le terme d’ordonnancement est trés exploité daddenaines de la production selon une définitiem bi
précise. Divers types de probléemes sont classés datte rubrique. Les réseaux de Petri apportant le
contribution dans un but de clarification des érésnet de choix de solutions.

Ce chapitre permet la mise en application des tasublu premier chapitre dans ces domaines. La
méthodologie est de construire des modéles a padigiéments simples aux caractéristiques connues po
élaborer des modéles plus complexes et en exteairaractéristiques a partir de celles des él&mimbase.

1.2 Quelques modélisations de base

Sites machine

O——O—1—0

Pentrée _ ____________________. P sortie

Figure 2.1 : Modélisation d'un site machine

Le modele de la figue 2.1 représente le site d’'maehine représentant un stock d’entRentrée
'emplacement de la machine proprement dite, dagréransitions Te et Ts, puis le stock de sditertie

Dans un deuxiéme temps, la validation de Te edfitonnée a la présence d’une ressource, par exempl
un robot dont la disponibilité est nécessaire papprovisionner la machine. Le modéle se complatesal

comme suit (figure 2.2).
O O,

P entrée P sortie

Machine

Robot

Figure 2.2 : Site machine nécessitant une ressource

Afin de représenter le partage d’un robot par deaxhines, le modéle de la figure 2.3 est développe.
sites des deux machines y sont représentés, emsstius les deux d’'une place d’entrée (stock Betd’'une
place de sortie (stock de sortie) et d’'une plaeehineproprement dite.
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Machine 1

©,

Pentrée:

")

Psortiel

0

Pentrée2

Machine2

Figure 2.3 : Site deux machines en concurrence
Partage complexe de ressources

Une ressource peut également étre partagée renttiésateurs, comme le montre la figure 2.5. Ici,
plusieurs consommateurs sont soit occupés, utilisaressource, soit libres. Ce réseau de Petgadtictuel.
En effet, si aucune régle de partage n’est impdsémssource libre peut étre dédiée a tout momeritaque
consommateur.

Le RdP possédetl P-invariants signifiant :
Chaque consommateur est soit libre, soit ocqmé-invariants)
La ressource est soit libre, soit utilisée par amsommateu¢l P-invariant).

Ce réseau de Petri compontd -invariants signifiant Lorsqu’un consommateur prend la ressource et la
restitue, le systéme revient a sa position d’oegin
La loi (4) est encore une fois bien vérifiée.

Consommateur 1 Consommateur 2 Consommateur n
; .) ( 0)

Figure 2.4 : Ressource partagée entre de multiptessommateurs

Ce réseau peut par exemple représenter le partagerabot entre plusieurs entités sur un site de
production, ou encore le partage d'un espace ménaaitre plusieurs processeurs.

L'exemple des philosophes
L'étude d’un modele trés utilisé en pédagogie rebfeme ditdes philosophe®st maintenant présentée :
Cabhier des charges :

Quatre philosophes sont rassemblés autour d’'urie &lpeuvent étre dans deux états fondamentaux :
penserou manger lls mangent avec des baguettes qui sont au nod@éiguatre en tout, posées sur la table,
chacune entre deux philosophes qui peuvent en sspBeux baguettes sont nécessaires a chaqusqggti®
pour manger : la premiére sera saisie a sa galglieuxieme a sa droite. Lorsqu'il a fini deanger il pose
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d’abord une baguette a sa gauche, puis une a ga.dda philosophe est en état glenserlorsqu’il a les mains
libres.

Analyse du modéle :
La figure 2.5 traduit ce cahier des charges : cbdmucle verticale représente I'activité d’'un psiphe.

Les places P13, 23, 33, 43 représentent I'étaptidssophes entrain dgenser Chaque philosophe n'a
plus de baguette en sa possession (il vient d’pos#¥ une a sa droite).

Chacune des places P14, 24, 34, 44 évoque leufai gphilosophe a pris la baguette située a salgauc

Chacune Les places P11, 21, 31, 41 évoque ledfaihghilosophe a pris la baguette située a sdaledi
gu'il est en état denanger

Chacune des places P12, 22, 32, 42 évoque leufaih philosophe a reposé une baguette a sa gauche.

Les places R12, 23, 34, 41 témoignent de la digidéides ressources (baguettes).

Figure 2-5 : Modéle des philosophes

Ce réseau de Petri posséde 20 places et 16 tomssifi’'étude compléte révele que le nombre de P-
invariants de base est de 8 et que le nombre dwariants de base est de 4 L'équation (4) du cleapiest
vérifiée.

L'étude de ces invariants permet de se prononadastvacité et lsbornitudede ce réseau.
Modification du cahier des charges

Afin d'éviter cette situation, il peut étre décré&ée chaque philosophe prend simultanément les deux
baguettes qui lui sont dédiées. Les modeéles desei.6 qui sont strictement équivalents, déctigemouveau
cahier des charges.

Les invariants de ce réseau de Petri sont ainsirdBres :

Figure 2.6 : Modéles des philosophes sans blocage
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Ces réseaux de Petri sont fortement conflictudlagae philosophe étant en conflit avec son voisin d
gauche et de droite. Ainsi, deux philosophes (guiost face) peuvent monopoliser les ressourcedéaiment
des deux autres qui se font également face. lréaalbrs imaginer des solutions pour lever ce domfh figure
2.7 représente une solution de protocole, par ajeut places complémentaires (boucle centrale pliiteede
protocole.

Ici, chaque consommateur ne peut pas bénéficieradssurces plus de deux fois consécutives sans que
les autres consommateurs les aient utilisées. Eaepce de deux jetons (et non un seul) dans laebdec
protocole assure la possibilité d’optimiser I'#tion des ressources (deux utilisateurs simultanfm

‘ ¢lmange

Figure 2.7 : Protocole de partage de ressource
1.3 Le séquencement simple, le séquencement complex

Principes de base

La modélisation de processus industriels (au sarge) nécessite bien souvent la représentation de
phénoménes séquentiels (par nature discrets). ésente alors une succession d’opérations, selgmincipe
souvent répétitif, générant ainsi une séquencequusoins longue. Ces problémes peuvent a la éoistsouver
dans le domaine de I'électronique, par I'étudeéd@ences binaires plus ou moins complexes, datsn&ine
de la production, par I'étude de la modélisatiorgdmmes de production ou encore, dans des domplings
variés, par l'étude de séquences pseudo-aléatbeesséquencements peuvent ainsi étre classées fdean
suivante :

Séquences simples, séquences simples aweacteurs séquences complexes, séquences pseudo-
aléatoires.

De maniére générale, une succession périodiquemibnes entiers est appel&&quencel'ensemble de
ces nombres appartient a une structure de gronpe fi

Une séquence pour laquelle chague nombre ne seivetqu'une seule fois par période (diagramme 1)
est appeléséquence simplée diagramme 1 présente une séquence de périgdies® note par convention :

@2 S =<02413>
@0 Y ocﬁlg 2 @ 3

e, A4

Diagramme 1.Séquence simple Diagramme 2.Séquence simple avec attracteur
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Une séquence simple pour laquelle certains élémeativent étre I'aboutissement d'une succession
d'autres éléments appartenant au méme groupepséapéquence simple avec attracteur

Chaque élément n'apparait qu'une seule fois dadmdgamme. La séquence évoquée diagramme 2 se
note par convention :

S =<124>,3.2,0-1

Dans cet exemple, l'attracteur est la partie dgraphe constituée de la boucle <124>.

Les séquences débutant aou0 comportent nécessairement un régime transitqii@ a un seul
élément) suivi d'un régime permanent (représentd @ifracteur évoqué précédemment).

Une séquence dans laquelle apparait plusieursufoisu plusieurs nombres au cours d'une période est
appeléeséquence complexgar exemple :

S =<0124213040>

ou ces nombres se succédent périodiguement daosdcet

Une séquence de ce type, de périmaifisamment longug@our permettre, en fonction de l'application, la
simulation de séquence aléatoire de nombres esiéagmseudo-aléatoireEn particulier, si le groupe est le
groupe binaire constitué des deux élémeénttl, il s’agit des séquences binaires pseudo-aléatoirés
exploitées dans le domaine de I'électronique osi dun choix exclusif binaire.

Par ailleurs, uneséquence pseudo-aléatoid®it étre vue comme le régime permanent dséguence
simple avec attracteut_e régime transitoire, de durée plus ou moinglem est la succession d'états rencontrés
depuis I'état initial jusqu'a l'arrivée a I'un dats du régime permanent (parmi les élémentsattealcteur). Ce
sont les notions deegime transitoireetrégime permanerde la physique classique.

Chaque séquencement, classé dans I'une de ceslgnéee rubriques, peut étre associé a un réseau de
Petri plus ou moins complexe dont la difficulté ldiéoration dépendra directement de la complexitdade
séguence.

Ce dernier réseau de Petri est ensuite intégréréseau de Petri plus étendu, modélisant I'ensedible
systéme de production a représenter.

Modéles de séquenceurs simples

Soit le modele de la figure 2.4 précédente, évaglgapartage d’'une ressource commune entre plissieur
utilisateurs, ceci sans protocole. Ce réseau edtictael, puisqu’il ne gére pas le partage dedasource. Le
conflit apparait a la sortie de la place R d’outsssus autant d’arcs qu'il y a de consommateurs.

Il suffit maintenant de compléter le modéle par séguenceur pour lever le conflit et distribuer la
ressource a chacun selon I'ordre choisi. Le séqmant est ici (figure 2-8) un séquencensmpledélivrant la
séquence S =<0123....n>

Figure 2.8 : Partage de ressource avec séquenceur

Le modeéle de la figure 2-4 est ainsi complété pe boucle séquenceur (en gras sur la figure 28). C
modele est analysable et I'outil algébrique clagsiegt utilisé pour le caractériser (déterminaties invariants).

35



La figure 2.9 présente la solution d’'un probléme égl@mt consistant a autoriser tour a tour la prise e
charge d’objets par une ligne de production paintg.d_e séquenceur a été représenté sur la paféigaure du
modele. Il s'agit ici d’'un séquencesimple

En fait, chaque ligne (assimilable a un consomnmatieaite des objets de maniére strictement éqglgitab
parmi 'ensemble des lignes selon un cycle périagliq

Ce type deséquenceur simplee pose pas de probléme majeur pour la modélsatisuffit de modifier
les liaisons en sortie des transitions TO a T4 puhtenir une autre séquence simple. A chaque rédeau
connexions va correspondre une séquence simplerdéée :

Si le consommateura comme successeur le consommajteilis’agit de relier par un arc, la transitidp

ala pIacer, pour tout et j{0,1, 2, 3, 4}.
Le jeton situé initialement dans le séquenceur goege initial représenté sur la figure), parcoum u

boucle en fait constituée de 20 places et 20 tiansiet constituant I'essentiel du réseau. Caitecle définit un
P-invariant signifiant que ce jeton se trouve ngagement dans I'une de ces places et de maniéraeaun

4

>

Figure 2.9 : Partage de taches entre cinq lignespteduction en séquence simple

Modeles de séquenceurs complexes

L'élaboration de séquenceurs complexes est pluficilif que la mise en place des précédents
séquenceurs : une méthodologie, qui n'est pas mkesdci, est développée pour élaborer le réseaBele
correspondant a une séquence. Il a été démontrtbgigeséquence complexe peut étre modélisée pagseau
de Petri. La méthode consiste a établir, par uorilgne, la matrice d’'incidence du séquenceur cexgl

Quoi qu’il en sait, il reste souvent possible destauire le modéle d’une séquence complexe de m@nie
empirique, a l'aide d’'un peu d’expérience.

Quelques modéles de séquenceurs complexes so@seapts ici. Ces séquenceurs permettent de partager
la ressource entre plusieurs utilisateurs selorpde®coles plus élaborés que précédemment. lIinfaigr que le
modele croit trés vite en dimension selon la corifede la séquence choisie, bien qu'il n'y ait pkeslien
direct entre complexité de la séquence et densitéskau.

Les exemples qui suivent montrent bien que la ®wluest rapidement complexe dés qu'il s’agit
d’entreprendre la modélisation de séquences uropginales.

Le séquenceur présenté sur les figures 22 b délivre la séquence notée S = <0 0 1> autorisant
I'avancée sur la ligne 0 deux fois plus souvent srela ligne 1.
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Ligne 1
Ligne 0
Sequenceur Sequenceur
Figure 2.10 a : Séquenceur sur les lignes Figurel@ b : Séquenceur <001>
Analyse :

Sur ces figures, le séquenceur ()14 été extrait du modéle initial (24)1 L'équation suivante, établie a
partir de I'équation 4 du chapitre |, peut étreitéaen comptant le nombre de places et de transitio

Dim Ker Wg — Dim KerWp = Card(P) - Card(T) =1
Il y a doncn P-invariants eb+1 T-invariants.

Les places de la partie haute du modéle ne pepaegtitiper a un P-invariant, étant contenues dass d
chaines T-T (voir chapitre I). Il peut donc étreréslqu’il n'y a ici qu’un seul P-invariant, conceamt les places
PO et P1 et donnant I'équation :

m(P0) + m(P1) =1
Il en résulte qua = 1 et qu’en conséquence, ce réseau possede 2 Tantsri

La séquence de franchissement 1 =<Tel, Ts0>
La sequence de franchissement o =5<Te0, T1, Ts0, TeO, TO, Ts1>

Ces deux séquences assurent la réinitialisationalgquage du réseau. Ceci peut étre confirmé,rsdst
besoin par le calcul en considérant la matricecitience du réseau et le vecteur des séquences ik ¢i S2.
La preuve est alors atteinte en constatant quedl’bien les équations :

WS =0 et W$=0
Lorsque le réseau de Petri du séquenceur est éntlagrs la structure globale (figure 2.11 a), I'étdés
invariants est a reconsidérer. En effet, il peutnteaant étre établi que :
Dim Ker Wg — Dim KerWp = Card(P) - Card(T) =
Ce réseau présente en effet 2 P-invariants, le ipreast relatif aux places PO et P1, qui est la

conservation de celui du réseau séquenceur. Lexdaxsi relatif a toutes les autres places ou @raunljeton et
un seul, quelles que soient les circonstances.

Le T-invariant est le tir de toutes les transitiame seule fois, exceptées les transitions Tsl,efda
transition propre a la ligne 0 qui sont tirées B,faeci réalisant le cycle choisi initialement slda cahier des
charges.

A titre d’exemples, les figures 2.2et b présentent les modéles de deux autres séquerdd@imsant
respectivement les séquences

S1=<0011223344> et S2 =<01020304>
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Bien entendu, ces deux modeéles peuvent figurersgeg®mes industriels réels et il est maintenant
possible d'imaginer d’autres cahiers des chargas pli moins exigeants qui auront toujours une isuiugn
terme de modélisation.

OD 0

3[Je-Og ] 3

N
g
N

E2|:| 2

_______________________________________

Figure 2.11 : Séquenceur S1 Figure 2.12 : SéquencS2

Ces deux modéles sont, au méme titre que le prété&etégrer dans un modéle représentant plusieur
lignes de production (ici au nombre de 5) se padagune charge de travail selon des protocolesisliéf
respectivement par les séquences S1 et S2. Cesldmigrs modeéles peuvent se substituer au séqueteda
figure 2.9.

2 Quelques éléments pour la construction de modéles
2.1 Aiguilleur d’objets

En corollaire des développements précédents, il égsliement nécessaire de définir I'accessoire
complémentaire qu’est l'aiguilleur.

La figure 2.13 représente la modélisation d’un dligwr. Les jetons arrivent sur la place E et smigntés
vers la place sortie S1 ou la sortie S2 selon lmmande exercée par C1 ou C2 qui sont des occusence
externes. Cette fonction peut étre généraliséesarties pour un objet en entrée.

Sl «——

S2

4—

<«
<

Figure_2.13 : Aiguilleur a deux sorties

Ce nouveau modéle est issu de la gamme des séguenCependant, les occurrences externes rajoutent
la notion de contrble de l'orientation des jetomsvant dans la place E. L'aiguillage de ces jetonss les
sorties S1 ou S2 est maintenant conditionnée gao@rurrences.

Il doit étre noté que ce réseau n'est pas pur (giedes deux places centrales est reliée a densitioms
par des arcs bidirectionnels). Ainsi, il n'est pasllement possible de parler de matrice d'incigedwn tel
réseau. Les transitions considérées restitueni apmntanément les jetons qui les franchissent @ages
émettrices.
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Cette derniére considération suggére que l'oriemtates jetons vers I'une ou I'autre des sortiesnpas
reconsidérée tant que lI'occurrence idoine n‘appgas. Ainsi, si le marquage initial proposé estsibéré, les
jetons sont aiguillés vers la sortie S1 tant quedurrence C2 n’est pas avérée. A noter que lesraces C1
qui pourraient apparaitre n'ont alors aucune imftgesur le fonctionnement, tant que I'occurrencen@at pas
apparue.

Aprés I'apparition de C2, les jetons sont orientéss la sortie S2. Un comportement dual au prédéden
est alors observé.

L'analyse d'un tel réseau est rendue délicate delgdait qu'il n'est pas pur. Il serait possibléed
envisager une étude partielle en déterminant saiamatd’incidence qui correspond exactement a lariosat
d’incidence du méme réseau ou seraient supprinséarts doubles. Un P-invariant concernant les géapes
centrales serait alors clairement mis en évidedoe. telle démarche n’est en général pas abordéeadatype
de réseau.

Un tel modéle présente 'avantage d’intégrer demuences externes pouvant représenter des actions
délibérées de changement d’aiguillage d’objets une chaine de fabrication. Ces occurrences peypant
ailleurs provenir d’'un autre sous-modéele.

2.2 Mesure de flux absolu

Sur les chaines de production, il est souvent sé@esd’évaluer les flux. Il s’agit alors (figurel2a) de
comptabiliser les jetons qui ont franchi une traosidu modéle et d’émettre un jeton lorsqu’un @erseuiln
de flux sera ainsi constaté (figure 2.14b). Il peaut ailleurs étre imaginé une remise a zéro duuzye de cette
place aprés un certain délai, réalisée par unerawe externe.

Ceci est réalisé trés simplement, comme le réwetie digure. C'est un exemple ou une information es
prélevée sans pour autant perturber le systémaliride ce point de vue, seule une interventiomigaau d'une
transition est envisageable a contrario d’une waetion sur une place qui capturerait un jeton.

v

Tf
) s

Pf
Ts
Figure 2.14 a : Mesure de flux absolu  Figure 2L b : prélevement d’information

Le plus délicat a réaliser est ensuite la captatierinformation dans la place Pf sans destructie
cette information. Cette place Pf contient en effieformation de quantité de jetons ayant antéeewent
circulée sur la ligne.

Pour capter cette information sans destructiomyila d’autre moyen que de restituer le jeton apres
l'avoir capté. Autrement dit, il s'agit d’'utilisein coupleplace-transitionuni par un arc bidirectionnel (figure
2.14 b). Il s'agit, pour ce probleme de fusionreer deux places Pf des figures 2aldth.

L'utilisation d’une cellule telle que celle de Igtire 2.14b comporte deux inconvénients :
En premier lieu, cette utilisation a pour conségeenue le réseau de Petri est non pur.

Par ailleurs, dans I'idéal théorique, la captaote retour d'un jeton dans la place Pf est instad Or,
si un logiciel est utilisé pour la validation owtilisation (simulation, par exemple), cette opémtcaptation-
retour prend nécessairement un temps d’horloge systémegue le concepteur doit considérer pour la
synchronisation des événements liés au modele.

2.3 Mesure de flux relatif

Par ailleurs, du point de vue de I'applicationgdt souvent intéressant de pouvoir comparer dexx fl
relatifs mesurés sur deux lignes de productionrmore le flux relatif observé a deux niveaux sue umeme
ligne de production.

La comparaison de deux ou plusieurs flux sur dgseb différentes du site en temps réel permet de
réajuster en amont le débit d’objets en fonctiorcdhier des charges en vigueur. Ainsi, la notiomédgilation
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des flux est abordée. Le réseau de Petri devienbutil d'aide a la décision permettant de faire cleoix de
conception a partir du modéle et de sa simulation.

La méthode de mesure de flux relatif s'appuie sunbddéele précédent de mesure de flux absolu. Il est
guestion de fusionner deux modéles identiqueswkeatbsolu au niveau de la transition de sdrtiéréception de
l'information sur les flux) pour obtenir une mesdteflux relatif. Ceci est présenté figure 2.15.

TfO
Ligne O ’D =© o | >
B |
: PO :
: Ts : C
| |
| |
| PL |
| |
Ligne 1 ,D R\ s |ﬁ_ _____ |
N\ U ”

Figure 2.15 : Mesure de flux relatif

Ces deux modeles ayant fusionné par Ts, le résedpetti obtenu est notamment constitué par une
cellule C (pointillés sur la figure 2.15) composgle-méme des places PO et P1 et de la transitorCette
transition a la particularité d'étre reliée aux xiglaces PO et P1 par des arcs amont sans avtaistn avec
une place par arc aval.

Le comportement obtenu est alors assez particydigsque tout couple de jetons apparaissant dans le
places PO et P1, disparait spontanément en valddranchissant la transition Ts. Cette spécéigiermet de
mesurer la différence des flux sur les deux lignes.

Soientg etd, les flux réels sur les lignes 0 et 1, avec pangledg > ¢1.
Proposition :
il vient, a la fin de la mesure :
m(PO) =g - d1 m(P1) =0
ot m(P0) et m(P1) sont les marquages respectifpldess PO et P1.

Démonstration :

La cellule C est un sous-réseau de matrice d’imcide

Ts
-1\PO
W =
-1/P1
Le vecteur P = (1,-1) est un générateur de Keg\Wl s’ensuit qu’en consequence, on peut écrire :
m(P0) - m(P1) =K

ou K est une constanfeZ.

Siily a initialementpg jetons dans PO ét; jetons dans P1 (correspondant a des flux antéjiecgci se note :

Mi = (0. 1)

ou Mi est le marquage initial.
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La transition Ts étant alors validédois, avecn = min(g, ¢1), le marquage final s’écrit d'aprés I'expression
(1) du chapitre I :

-1
Mf = Mi +WS = ($q, ¢1) “{_J (min(o. ¢1))

Soit, par exemplég > ¢4, alors mingg, ¢1) = ¢4, il vient :
Mf = (90, 91) — @1, ¢1) = @0 -1, 0)

ce qui vérifie la proposition. Par ailleurs :
K=6¢0-¢1
Soit, par exemplég < ¢4, alors mingg, $1) = dg
Il vient :
Mf = (60, $1) — @0 $0) = (0,91 - ¢0)

Ces deux résultats prouvent que la différence ldescfrculant sur les deux lignes apparait dansldae
correspondant a la ligne ou le flux a été le phasd.

La figure 2.16 représente une variante de la eellulen pointillés). La possibilité de surveiller temps
réel I'équilibre des flux sur les deux lignes estimenant offerte. Si les deux flux antécédents égaux, on a :

1) m(P,,) =m(P,) =K

K ayant été préalablement choisi ¢icE 3).

D Ligneo=O P_____‘_D_\_v _______ TO I:I O
O

- O _________

}_.

A O——F—O————0

Figure 2.16 : Mesure de flux relatif

La matrice d’incidence de ce sous-réseau S’écrit :

TO T1
-1 0)PO
w=|+1 -1|P01
-1 +1|P10
0 -1)RP

Cette matrice a les caractéristiques suivantes :
DimKerWG =2
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les deux vecteur®” = (1,1,0,-)etP; =(-10,11) forment une base de KerWG

Soit PT =P +P,; = (0,1,1,0), le vecteur obtenu par combinaison linéaire desteves de base et

traduisant le fait que la somme des nombres dagetontenus dans les deux places P01 et P10 régo@st
une constante. Cet invariant se traduit par I'esgion :

m(P01) + m(P10) = 2K
Les deux vecteurs de base permettent par aillééecsired les équations :
m(P0) + m(P01) - m(P1) =K
-m(P1) + m(P10) + m(P0) = K

En supposant maintenant qw}bo jetons aient circulé sur la ligne 0¢lt jetons sur la ligne 1 avec une
différence de flux telle que :

0<¢,-¢,<K
ou il est notég, — @, =A@, différence de flux entre les lignes O et 1,

le marquage initial du réseau avant la mesurewde(fi'est-a-dire avant le franchissement des tiansi TO et
T1) s’écrit :

M; = (8, K, K, ¢,)

La transition TO est alors franchissable et doandhie @, fois.

La transition T1 est alors franchissable et doandhie @, fois.

Ceci mene a exprimer le marquage final traduisaniésure de flux :

-1 0
— +1 -1 ¢o _ _
M= (8o K K g+ +1(¢1]—(O,K+A¢,K Ag,0)
0o -1

Aprés la mesure de flux, le marquage des placeeP@10 est déséquilibré, la place Pij, aveti{ 9,1}
Voit son marquage varier ctéi - ¢j jetons, ce qui permet de visualiser la différetedlux.
L'équilibre des flux est avéré lorsque I'équatidn €st vérifiée.

Il est & noter que ce modéle ne fonctionne comeete qu’a la condition que :
P~ ¢ =DP<K

Il est alors indispensable de choisir K suffisamtmgand en présumant de la différence de flux fbessi
entre les deux lignes.

Ce modéle présente I'avantage, par rapport au ge@cdfigure 2.15) de mieux visualiser I'évolution
dynamique du flux relatif.

2.4 Taux d’'occupation des sites

Il est tout aussi important de connaitre le tauxcdupation d'une partie du réseau, dans I'objetgif
prendre des décisions pour éviter les engorgemamties carences. Les méthodes de lecture de cgs tau
d’occupation sont assez intuitives et se décrivelativement simplement.
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Ainsi, a partir du modéle d’un site, possédaehtrées ein sorties, il s’agit de rajouter une place reliée a
I'entrée et a la sortie souhaitées par deux arege@lace va alors comptabiliser la différencgetiens entrés et
de jetons sortis dans le modéle.

Les modéles initiaux

Dans I'exemple de la figure 2.17a, la pldacccomptabilise le nombre de jetons sur le site (Bnidi a
la place P1 munie de son entrée Te et de sa Ss}ieUn site peut posséder plusieurs entrées osiepits
sorties, ce qui peut nécessiter des structuresédberées (figure 2.17 b et ¢).

Dans chacun de ces exemples, la plRoec comptabilise les jetons contenus sur le site (Ss@p
initialement vide). Le site étant dans cet exengaestitué d'une seule place P1, les deux placestPbcc
possédent couramment le méme nombre de jetons. @elx placePocc seront utilisés par ailleurs comme
source d’'information en temps réel.

Te P1 Ts Tel P1 Ts Tel P1 Tsl
Pocc Te2 Pocc Te2 Pocc Ts2
Figure 2.17a : Site une entrée b: Sieux entrées c : Site deux entrées, deux sorties

2.5 Controle de flux

Il s’agit a présent de modéliser un processus et'iittion d’acces sur I'entrée d'un site au-deland
certaine capacité d'accueil de ce site. Il est@a@ample question de la capacité d'un stock, aréentd’'une
machine, ou le nombre d’objets doit étre limité.dracipe qui suit est emprunté a celui dedtlule Kanban.

Le réseau de Petri de la figure 2.18 représenpeineipe couramment utilisé pour assurer le coatc#
flux sur une partie du modéle (ici les places P2, P4 sont contrélées dans leur ensemble). L'abjdetne
telle cellule, ditecellule Kanbanest de limiter le nombre de jetons dans unegdriréseau (représentant ainsi,
par exemple la limitation d’objets sur une lignefalerication ou dans un stock).

Ainsi, I'entrée sur le site n'est autorisée qu’ackandition qu’il y ait au moins un jeton dans lag#
Pcont Le marquage de cette pla@eontest incrémenté dés qu’un jeton sort du site cénéid

P5

Figure 2.18 : Contréle de flux d’entrée sur un sectr
Une analyse du RdP délimité par les pointillésladigure 2.19 montre qu'il posséde un P-invariant
PT=@1111
En considérant le marquage initial proposé suridaré 2.19, ceci permet d’écrire I'équation de
marquage :
m(P2) + m(P3) + m(P4) +m (Pcont) =5
d’'ou il est nécessairement déduit :
m(P2) + m(P3) + m(P& 5
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ce qui montre que le marquage dans I'ensemble slr@s places est limité a 5 jetons.

Il est ainsi possible de modéliser une contraintd’entrée du secteur, provenant d’'une informatssue
de la sortie de ce méme secteur.

Des modeles plus élaborés peuvent étre conguslusieyrs boucles de contréle sont imbriquées, ainsi
que le représente la figure 2.19. Dans ce modElg, d deux limitations de flux sur deux secteursitdo
l'intersection n’est pas vide.

Figure 2.19: Contréle de flux d’entrée sur deux gears imbriqués

Chacun des sous-réseaux délimités par des panéiiéendrent 1 P-invariant (selon ce qui vientre'ét
dit concernant la figure 2.18). Le reste du mod&se pour ces deux sous-réseaux, une T-expansi@m |
découle que ces deux P-invariants sont conservégesisemble du réseau. Ce RdP posséde donc deux P-
invariants qui aboutissent aux équations de maejsaivantes:

m(P1) + m(P2) + m(P3) + m(Pcont2) = 8
m(P2) + m(P3) + m(P4) + m(Pcontl) =5

Ainsi, il y a une double limitation des quantités jétons : au plus, 8 jetons sur les places P1PB2au
plus 5 jetons sur les places P2, P3, P4.

Cette méthode de contrdle peut étre généraliségesuproblemes plus complexes ou il s’agit de émnlig
nombre total d’objets sur un site plus importarmr, pxemple sur deux branches paralléles (figur@)2&insi,
dans cet exemple, le nombre d'objets comptabiliséajement dans les deux branches du RdP n'exaiste p

Un tel réseau (partie en pointillés) a pour varatde représenter la circulation d’objets dans une
structure. Toute transition, lorsqu’elle est fraegme délivre qu’un seul jeton. Cette structure wes graphe
d’états dont tous les arcs sont pourvus d’un poals.

Ce dernier résultat peut étre établi par le déymaoment du calcul de la matrice d’incidence et de la
recherche des vecteurs annulateurs a gauche (Ked&/Ggtte matrice.

Figure 2.20 : Contréle de flux d’entrée sur un sitedeux branches

Ces deux réseaux possedent chacun 1 P-invariant ;

les places P2, P3, PA¢contsont concernées et fournissent I'équation de naayeu
m(P2) + m(P3) + m(P4) + m(Pcont) =5

les places P2, P'3, P'®contsont concernées et fournissent I'équation de naayegu
m(P2) + m(P’3) + m(P’4) + m(Pcont) = 5
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2.7 Surveillance de flux

Il s'agit a présent de comptabiliser le nombre eterjs dans une branche donnée de RdP. Le RdP de la
figure 2.21 est tel que le nombre de jetons dapsalee Ps est égal au nombre total de jetons tarseimble des
places P2, P3, P4. Il n'y a pas ici de controldlae mais surveillance de flux. Il n’y a pas dearRariant (a
coefficients positifs).

P1 P2 P3 P4 P5
>; Ps :<

Figure 2.21 : Comptabilisation des jetons sur urigrie

Comme précédemment, le propos peut étre génémmisedes modeéles plus complexes (figure 2.22 et
2.23) ou sont comptabilisés les nombres d’objets dartains sous-ensembles du réseau dont le ngarnital
est nul.

Figure 2.22 : Comptabilisation des jetons sur uresi

m(Pc) = m(P2) + m(P3) + m(P4) + m(P’3) + m (P’4),

ce qui n'est pas une équation résultant d’'un Priama(a coefficients positifs).

Figure 2.23: Comptabilisation imbriquée sur une hg

m(Pc2) = m(P1) + m(P2) + m(P3)
m(Pcl) = m(P2) + m(P3) + m(P4)

Ces deux équations ne résultent pas de P-invafaeefficients positifs).
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3 Exemples d’assemblages
3.1 Séquenceur dynamique
Le séquenceur dynamique présenté maintenant, p&mpetmutation de deux séquences données :
S1=<01234> et S2 =<02134>

Grace a trois cellules aiguilleur (A1, A2, A3)eit possible de gérer la permutation des deux aégse
S1 et S2 choisies (figure 2.24). Les entrées deégeienceur sont sur la droite de la figure, lesesosont a
gauche, par souci d’homogénéité avec la structea éigure 2.10.

Il suffit alors de valider la transition TS1 pourgser de la séquence S2 a la séquence S1 et dier Vali
transition TS2 pour passer de la séquence Sléaglence S2. Il y a nécessité d'utiliser trois diguis, puisque
dans le présent exemple, trois couleurs (0, 1 einRun successeur différent selon la séquencdéaliS1 ou
S2). Les transitions grisées sont prioritairesrdseau de Petri obtenu reste relativement sim@a etéthode de
construction revét une forme relativement standéedi

Séquenceur Dynamique)

Figure 2.24 : Séquenceur simple dynamique RdP
3.2 Régulateur de flux par construction ascendante
Premiere phase construction d’'un séquenceur binaire, comptadtili; globale des objets.

La figure 2.25a représente cette premiere étapde®dyetons arrivant sur I'entrée E sont distribués
alternativement vers les lignes 0 et 1. Les deargd et les deux transitions centrales constiteesgquenceur
binaire.

TsO Ligne O TsO Ligne 0
E
Tsl Ligne 1 Tsl Ligne 1
Figure 2.25a : Séquenceur binaire gire 2.25b : Séquenceur avec comptage global desqs
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Le modéle précédent est maintenant complété (figideb). Une place C permet le comptage global des
jetons dirigés vers les lignes 0 et 1.

Deuxiéme phase construction d’un séquenceur binaire dynamique.

Le modele précédent est complété par I'ajout dex deansitions Ts'0 et Ts’l prioritaires et de deux
places Psup0 et Psupl (figure 2.26).

Tant qu’il 'y a pas de jeton dans I'une de cesxdglaces, le fonctionnement de ce modéle est igeati
au précédent. Si un jeton parvient en Psup&p(Psup0), le jeton de Pie6p P0O) est détourné et directement
rendu en POréspP1) faisant perdre ainsi la priorité a la lign@dspl).

Le séquenceur est donc maintenant dynamique, sarsequ’il permet la modification de la séquence de

répartition des jetons.
Psupl

Figure 2.26 : Séquenceur dynamique

Troisieme phase: construction du régulateur : jauge + séquenceur

La figure 2.27 représente le modéle final du régula Dans ce modéle, la perturbation proposée est
I'extraction de jeton sur la ligne 0. Il y a alghus de jetons qui circulent sur la ligne 1 que lauligne 0. I
s'ensuit a terme un déséquilibre de la jauge eftettune mesure différentielle des flux se traduigear un
accroissement du nombre de jetons en P10 au détradnenombre de jetons en PO1.

Si le nombre de jetons de la place P10 atteintud prédéfinik, un jeton est injecté dans la place Psup0,
ce qui a pour effet de donner une fois de plusrlarigg a la distribution de jetons vers la ligne far
l'intermédiaire du séquenceur binaire dynamique.

Psup .
¢ el O————O
Tsl Y ® Y T :
Ts0 ‘ i POE
q : '
E f‘l\\ T . pof % i
n ' %(
ogC o)-o | lises) sl
Ts ‘NI =511

“"\

TsO L W i P1
I - Q

Psup O

O HESO—fF—O—1—0

Figure 2.27: Régulateur
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CHAPITRE Il

Les réseaux de Petri colorés

1 Présentation des Réseaux de Petri Colorés (RdPC)

Dans les chapitres précédents, les réseaux decPHdtir caractérisation ont été abordés. Ces ugsemt
frequemment constitués de sous-ensembles présedémntstructures identiques entre elles ou de fortes
similitudes.

Si l'utilisation d’'une ressource commune par plusseutilisateurs dans des conditions similairesaest
représenter, le modele est ainsi constitué de sha#fturrents. Lorsque, par exemple, le nombre de
consommateurs est faible (2 ou 3), il est souvefitsant ou préférable de se cantonner a I'utigade ces
précédentes techniques de modélisation. En revasche nombre des consommateurs est plus imporant
modele construit avec des réseaux de Bafinaires s’alourdit sensiblement, comportant alors un n@mb
important de structures redondantes.

Lorsque les modéles deviennent ainsi volumineuxamplexes et qu'ils contiennent des sous-modéles
présentant des similarités structurelles, il devietéressant d'utiliser le principe de coloration.

La coloration des modéles comporte une autre fadeds intéressante qui consiste en ce fait que les
jetons gagnent une identité. Lors de leur circatatians la structure, les jetons sont toujourstifil@les, ceci
assurant leur suivi en temps réel. Par ailleuraplaraitra dans les paragraphes suivants quetoes jpeuvent
changer de couleur, permettant ainsi la représentde multiples situations dans les domaines dieajons
précités.

Les réseaux de Petri colorés sont trés utiliséss dandomaine de linformatique. Les multiples
applications des RdPC ont conduit a développernd&thodes de colorations spécifiques et treés varssms
gu’il ne soit ici question de toutes les inventarik ne sera en fait question que d’en présergsrprincipes
généraux, ainsi que quelques méthodes de colosgtidisentées a titre d’exemples.

L'exemple proposé a présent va permettre une grenapproche de la démarche de coloration.

Il s’agit d’étudier la modélisation de I'état d®is machines similaires traitant tour a tour deypes de
piéces @ et @. La premiere modélisation (figure 3.1) se basd'stilisation de réseaux de Petnidinaires Ce
RdP se présente sous la forme de trois boucledasiesi et totalement indépendantes. Le marquadilini
indique que les machines 1 et 2 sont entrain dtertnane piece de type 1, alors que la machinaitune piéce

de type 2.
PC1 PC1 PC1
PC2 PC2 PC2

Machine 1 Machine 2 Machin

Figure 3.1 : Réseau de Petri pour trois machines

Si maintenant il est question de représenter latsitn den machines identiques, il apparait que le graphidme
modele va se dupliquer et qu'il serait souhaitajule I'information soit alors plus condensée.
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La figure 3.2 modélise le méme probléme par unawéske Petri coloré. Le principe des RdPC va étre de
traduire l'idée suivante: En fait, dans le RdPiahite méme modéle est utilisé, dupliqué 3 foisedt alors
intéressant de concentrer toutes les informatians dne seule boucle.

PC1

PC:

Figure 3.2 : Réseau de Petri Coloré

Dans ce nouveau type de réseau de Petri, les jetoriditscolorésde par le fait qu’ils ont maintenant
chacun une identité propre. Chaque jeton de ce madprésente a présent une machine spécifiqued&es
premieres machines, symbolisés par les couleursetk2>, sont entrain de traiter des piéces de GhelLa
machine 3 traite une piéce de typg. Ces jetons <1>, <2> et <3> sont alors respecter@nsitués dans les
places PC1, PC1 et PC2.

Les transitions représentent, pour chaque machéngpdssage d'un type d'usinage a l'autre. Ces
franchissements sont indépendants pour chaque woule RAPC est plus synthétique, mais les marques
contiennent plus d'information puisqu'elles poseédee identité. Les couleurs sont dites ici, @ dimension,
couleur de chaque machine.

Il faut noter que, pour cet exemple de coloratlen,couleurs restent toujours identiques a elleswesé
Autrement dit, elles ne sont pas amenées a émsftranées, elles sont simplement déplacées damedele,
occupant tour a tour, soit la place PC1 ou la pRC2 selon leur état de travail.

Il sera vu plus loin que des fonctions peuvent attebuées aux arcs d’un réseau coloré. Ces fometi
ont pour role de transformer les couleurs des gten sont indiquées en regard de l'arc concerné. En
'occurrence, pour cet exemple, les jetons n'étloric pas transformés, les fonctions appliquéeseasirarcs
seront les fonctions diteklentité Par défaut, la mentiddentité(Id), pourra étre éludée.

Dans ce réseau, les jetons <1>, <2>, <3> circuteldpendamment les uns des autres, transcrivamt bie
ainsi le cahier des charges initial.

Il est encore possible de colorer a un niveau segerce RAPC, en redonnant une dimension
supplémentaire adspace des couleur€e RAPC est a nouveau coloré erelgliant et obtenant le RdPC de la
figure 3.3.

’_V_‘

Figure 3.3 : Coloration bidimensionnelle
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L'unique place de ce réseau se substitue aux dewes précédentes PC1 et PC2. Chaque jeton coloré,
de type <m G> représente une machine et spécifie son étatollegr a deux dimensions Fng;> indique que

la machine mtraite une piéce de typg.des marques, colorées a deux dimensions, possaftas toute
l'information concernant I'état de fonctionnemertachaque machine. La quantité d'information corgesans
chaque marque est accrue. Le franchissement danisitton entraine cette fois un changement deecoutout

au moins sur l'une de ses dimensiongjitaension pieéceUne fonction différente de la fonction identitst e
maintenant affectée a I'un des deux arcs, transfotrinsi les couleurs. La fonction f est définiesa:

f<m;,c1> = <m,c>
f<m;j,co> = <m,c1>

Oi Cy1,2,3)

Pour toute représentation par RdPC, il convientiéfinir les fonctions attachées aux arcs, en paétis
quelles transformations impliquent chaque fonctimaa-vis de chaque couleur.

Lors de I'élaboration du RdAPC, il faut égalemspécifier pour quelle couleur chaque transition est
franchissable. Cette spécification peut étre cotiwenellement portée sur le graphe, en regard deueh
transition concernée. Ainsi pour cet exemple, dadition est franchissable pour toute couleur ge y.G>

telle que i ] {1,2,3}, j [1{1,2}.

2 Fonctions arcs aval, fonctions arcs amont

Ce premier paragraphe avait pour objet de présémtprincipe de la coloration a I'aide d'un premier
exemple d’utilisation. Il est maintenant nécessdealéfinir plus précisément une fonction sur unaaal a une
transition. C'est la fonction qui transforme unailear aprés franchissement de cette transiti@r, cette
définition est encore insuffisante pour traitersdes cas possibles et il est nécessaire d'int@dainotion de
fonction attachée a un arc amont aux transitiorissiAla manipulation des couleurs bénéficie des piie
souplesse.

La figure 3.4 représente quelques exemples deliissement d'une transition par plusieurs couleurs
Les arcs amont et aval a la transition portenfalestions.

Dans ce réseau de Petri a quatre places et ursitivarcirculent des jetons de trois couleurs défées
<a>, <b>, <c>. Les arcs sont affectés de quatrestgafonctions f, g, h et Ifonction Identité).

Il convient de définir ces fonctions, par leur antsur chacune des couleurs du réseau. Ces fosstion
ainsi définies dans I'exemple qui va étre traité :

f<a> = <b> g<a> = <c> h<a> = <a> Id<a> = <a>
f<b> = <a> + <b> g<b> = <b> h<b> = <a> + <b> ld<b><b>
f<c> = <b> + <c> g<c> = <a> h<c> = <c> ld<c> =>=<c

2.1 Conditions de franchissabilité de la transition

Pour qu'une transition T soit franchissable poue gouleur <c>, il faut trouver dans chaque place P
amont a T, un ensemble de couleursi{t} que f<c> = {C}i ; ou f est la fonction portée par I'arc amont reliant

la place Pa la transition T. Dans I'exemple traité, les tomsf, g eth sont définies sur les trois couleurs <a>,
<b>, <c>.

2.2 Franchissement de la transition

Lorsque les conditions de franchissabilité précédent évoquées sont remplies, la transition esthian
par la couleur x>, captant dans les places amont les jetons ayantip la franchissabilité et donnant dans
chaque place avale a la transition, les jetpas>, ou { est la fonction portée par I'arc amont reliartraasition
T ala place P
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La figure 3.4 représente la situation avant et@fgdranchissement de la transition pour chaquéeco
indépendamment. Les définitions précédentes destidms f, g, h, ont été utilisées. Ici la transiti@st
franchissable pour les deux couleurs <a> et <b>s man pour la couleur <c > : la place amont dechawne
comporte pas les 2 jetons <b> et <c> nécessairfamthissement de la transition.

Remarque :

La symbolique empruntée aux opérations d'additibilee multiplication est en fait ici une notation
ensembliste, puisqu'il n'y a pas de structure aigée de I'ensemble des couleurs. De méme, pddspace des
couleurs est un abus de langage.

Franchissement pour <a> Franchissement pour <l»fildachissement pour <c>
Figure 3.4 : franchissement de transition pour t®icouleurs différentes a, b, c.

De maniere générale, chaque fonction est préciséméfinie, et ceci spécifiquement pour chaque
couleur. L'action des fonctions attachées aux ament est plus délicate a interpréter que pourucea@ncerne
les arcs aval. Ainsi, la configuration de la fig@r& permet de clarifier le principe de ce fonctiement.

Ici, le réseau est constitué d’'une transition eel#@deux places, une en amont, une en aval. Les arc
portent chacun une fonction ainsi définie :

f<a> = <b> g<a> = <c>
f f
g g
Figure 3.5a : Avant franchissement Figure 3.5kAprés franchissement

La transition est franchissable pour la couleur,<a# n'apparait cependant pas dans le réseau.dwors
franchissement de la transition, la couleur <b>captée dans la place amont, selon la définitiola denctionf.
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Aprés le franchissement de cette transition, lagpamont est vide, alors que la place avale estpgecpar un
jeton <c> résultant de la transformation de la eouka> par la fonctiog.

Ce mode de traitement des couleurs, qui peut & jiitsé paraitre paradoxal, permet de résoudre des
problémes complexes de modélisation dans les dewmaliapplications déja cités précédemment.

Quelques fonctions standard sont cependant couratréfinies, ceci permettant d'éviter les lourdeurs
d'écriture des définitions de fonctions spécifiquéss fonctions standard, qui sont peu nombrepsgmettent
de modéliser les situations les plus simples. tagraphe suivant en propose la définition.

2.3 Les fonctions courantes

Les fonctions appliquées sur un ensemble de caulgnidimensionnellesont ainsi définies de maniére
courante :

Fonction Symbole Définition
L'identité Id Id <G> = <g>
La décoloration Dec Dec <> = <e>
Le successeur Succ Succ <¢> = <G41>/n
Le prédécesseur Prec Prec <¢> = <G_1>/n

La description de la fonction identité a déja ébbrdée. Conformément au principe énoncé, il est
fréquent que l'indication de cette fonction soiid#e sur les arcs des réseaux. |l s’agit doncetfinéter comme
tel tout arc non accompagné d’une indication.

La décoloration permet de dépersonnaliser un jefinsi, <e> représente le jeton décoloré. Cette
fonction permet par exemple de dédier une ress@utaas les utilisateurs potentiels.

L'ensemble des couleurs sur lequel s’appliquentdesx fonctions suivantesSccet Preg est par

-----

Il est nécessaire d'introduire a présent la notimmdre dans cet ensemble de couleurs en les imdpgE
un nombre de 1 a n. La notion d'ordre utilisée lashotion classique d’ordre dans I'ensemble deseent
naturels.

L'écriture/n se litmodulo n La fonction successeuregpprédecesseur) transforme chaque couleur en la
suivante (esp précédente) selon la notion d'ordre établi. Lecsgseur de la couleur g€ est la couleur

<cp>.Le prédecesseur de la couleurxe@st la couleur g¢>.

Les fonctions appliquées sur un ensemble de calgdimensionnellesont ainsi définies de maniére courante :

Fonction Symbole Définition
Le successeur sur la dimension 1 Succl Sucd<c,c; >=<¢,,C >/n
Le successeur sur la dimension 2 Succ? Suc2 <¢;,¢; >=<¢,C, >/m
Le prédecesseur sur la dimension 1 Precl Pred<c;,c, >=<¢,C; >/n
Le prédecesseur sur la dimension 2 Prec2 Pre2<c;,c; >=<¢,¢;, >/m
La projection 1 Projl Profl<c;,c; >=<g; >
La projection 2 Proj2 Pro2 <c;,c; >=<¢ >
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Les définitions relatives aux fonctions successstysrédécesseur découlent directement des défisitio
précédentes. L'ensemble des couleurs sur la dimeriscomporten éléments et I'ensemble des couleurs de la
dimension 2 comportm éléments.

Le principe de la projection consiste a ramener woeleur bidimensionnelle a une couleur
monodimensionnelle.

Ces notions peuvent se généraliser suespace multidimensionnde couleurs. Par ailleurs, la fonction
décoloration peut participer a I'élaboration d'doaction appliquée aux couleurs multidimensionrelle

Il faut noter que, de maniere générale, le conceple RAPC peut compléter ces ensembles par des
fonctions nécessaires a une application précise.

3 Application au partage de ressource

La représentation du partage d’'une ressource anitdisateurs a déja été partiellement abordée tans
chapitre 2 en utilisant les réseaux de Ratlinaires Ainsi, il a été vu que la représentation de adage sans
protocole pouvait se faire selon le réseau dedardi 3.6. La ressource est dédiée sans distinétiohaque
consommateur.

Il apparait que chacune des boucles représentantivité d’'un consommateur est identique. Le ppaci
de coloration est recommandé, surtout si le nombreonsommateurs est grand.

Par ailleurs, la ressource libre n’a pas d'idergitépre et le modéle doit traduire qu'elle n’ess pgdiée
spécifiquement a I'un des consommateurs, quellesgitd’évolution du marquage. En revanche, lagds la
ressource par un consommateur lui donne momentariéme identité.

Consommateur 1 Consommateur 2 Consommateur n

Figure 3.6 : Partage de ressource sans protocole RdP

La coloration proposée est celle de la figure 3.7.

~_ Dec L~ Dec
oy ©pel

Dec Dec
] ]

Figure 3.7 : Partage de ressource sans protocole RdPC

a) Ressource libre b) Ressource utilisée par lesmmmateur G,

Chaque consommate@; appartient & un ensemble deéléments {Ci},. La boucle de gauche ne
mentionne pas de fonction. Les arcs sont donc agrés de fonctions identité : les couleurs reptéseres
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consommateurs ne sont pas altérées durant I'égoldli marquage. Initialement, tous les consommsiteamt
inactifs et sont préts a utiliser la ressource mmwenir actifs (figure 3.7a). Ce réseau est octoiil.

En effet, la ressource, représentée par un jetoolal®, est disponible pour toutes les couleura: L
fonctionDecattachée a I'arc aval a la place ressource pesaneapture pour chaque couleur.

Si le consommatel€,, se saisit de la ressource, celle-ci quitte lagpRet le marquage devient celui de
la figure 3.7b, ou apparait un jetd@}), indiquant que le consommateQy, utilise la ressource. La place
supérieure ne possede plus gukjetons.

Afin de lever le conflit effectif de ce réseauest indispensable d'instaurer un protocole deilision

de la ressource. Ainsi, le protocole le plus simplmsiste a se faire succéder dans l'ordre tous les
consommateurs, et ceci cycliguement (protosalecesseyr Le modéle précédent est ainsi modifié (figui@ 3.

] ]
Suc Suc( Suc
]
al b q

Figure 3.8 : Partage de ressource avec protocokuecesseur » par RAPC

Le marquage initial (figure 3.8a) prévoit la priske la ressource par le consommateur 2 (les
consommateurs sont ici simplement repérés pamleonéro d’ordre). Le consommateur capte alors lsotgse
qui n'est plus disponible pour les autres consoramrat (figure 3.8b) Le consommateur 2 est le seukqit
occupé, tous les autres sont libres, comme l'ingligumarquage de la place supérieure.

Enfin, lorsque le consommateur 2 a fini d'utilidarressource, il retourne a la position libre, itestla
ressource qui est dédiée maintenant au consomngtgtéce a la fonctioBucc(figure 3.8c).

Tout autre fonction pourrait se substituer a lacfmm Succdans I'objectif de représenter une autre
séquence simple au sens ou elle a été définieleahapitre 11).

4 Ecriture mathématique
4.1 La matrice d’incidence

A partir de I'exemple du réseau de Petri de larfig8.8 (repris figure 3.12) pour trois consommatgor= 3),
et par analogie avec ce qui a été énoncé pourd€siRest a présent proposé une transcription math§oeat
des RdPC. Ainsi va étre défini un ensemble F detfons. Il s’agit de définir une matrice d'incidengV de ce
RdPC, a coefficients dans F

Sur cet ensemble sont définies deux opérations :
La loi o, dite de composition des fonctions telleed o g (C) = f(g(C)).

La loi +, dite d’addition ensembliste des coule(gsmplétée par la notation de soustraction desecosil(-),
telle que C - C £

Par ailleurs, la fonction Identité (Id) est I'élémaeutre pour la loi o :
fold=Idof=f

De maniére analogue aux RdP, les fonctions attachér arcs amont et aval aux places forment les
coefficients des matrices d’incidence avant etéeeri Leur soustraction permet l'obtention de la rivat
d’incidence W. Ainsi est obtenue pour le RAPC :
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T1 T2

-1d Id \P.
W=ld —1d |po PL

-ld Succ R

Figure 3.9 : Partage de ressource avec protocoluecesseur » par RAPC
4.2 Modele de la pile FIFO

Les applications du modele

Le modele qui est présenté est commun a plusieppdications. Son origine et son appellation
proviennent de I'application a I'informatique ousilagit de représenter I'empilage et le dépilagend’pile de
données (ou ensemble de cases mémoires) selootbegie dit de First In First Out. Ainsi, la premgédonnée
entrée est la premiére a sortir de la pile. Saésgmtation classique est donnée figure 3.10 a.

Les figures 3.10b et 3.10c sont les représentatiespectives du registre a décalage (domaine de
I'électronique) et du convoyeur (domaine des systede production). Ces applications peuvent étrdéiisges
par les mémes RdP.
Chargement
parallele sortie d’objet entrée

pointe_u> mT Chargemen’ VVVVYVYYVY

e T NN

Entrée serie |4 03 of - —>
d’'objet

Figure 3.10 a : Pile FIFO b : Registre a déege ¢ : Convoyeur

Sur cette figure, le pointeur indique la positioémoire ou se trouve le message 2. En incrémerdant |
position du pointeur, le message 3 est pointégatétrémentant, c’'est le message 1 qui est pdiatéegistre a
décalage de la figure 3.10b est a chargement pkxraill série. Il véhicule des bits 0 ou 1 qui seabint ici de la
gauche vers la droite. Le convoyeur de la figutE08.est chargé de déplacer divers objets (ici,tdbja 4)
d’emplacement en emplacement. Les objets sont eérgléchargés a une extrémité (ici, a gauche) eiaigés
a l'autre extrémité (ici a droite). Cependant, st envisageable de venir prélever ou déposer dgtsosur
chaque emplacement du convoyeur. Certains emplatsmpeuvent étre inoccupés.

Présentation du modéle

Il s'agit de représenter ici les déplacements d@tshjau nombre de quatre, a titre d’exemple, sur un

P1

convoyeur a huit emplacements, ainsi que I'évoqueglre 3.25a.

S1 S2 S3 S4 S5 S6 S8

01|01 04 O3 a2

Ts

<0i, S8>

Figure 3.11 : Convoyeur a 8 emplacemetpta

Figure 3.12 : RAPC modele du convoyeur
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Te est la transition d’entrée sur le convoyeur

Ts est la transition de sortie du convoyeur

T est la transition qui gére les déplacements bgten interne, d’emplacement a emplacement.
P1 est la place qui regroupe les emplacementse(gsgtibres (ici S1, S4, S7).

P2 est la place qui regroupe les secteurs occugrésrpobjet. Ainsi, les couleurs bidimensionnelies
s'y situent indiquent en premiére dimension la retle I'objet et en deuxiéme dimension, le seabéuse situe
cet objet.

La transition d’entrée Te est franchissable pouttetccouleur du type <Oi, S15i D{l,...4}), ce qui
signifie que tout objet (O1 a O4) qui parvienténtrée du convoyeur est déposé sur ce premierusekie

De maniére duale, la transition de sortie Ts peli@eacuation de tout objet (O1 a O4) qui se siuele
secteur 8.

La richesse et la complexité du présent modéleraftpars de I'étude des conditions de franchissgme
des trois transitions du réseau. Ainsi, en pretigeril est nécessaire d'analyser I'action des dige fonctions
sur les couleurs. C’est ce qui est maintenant @®patravers quelques exemples.

La transition T est franchissable pour toute cauledimensionnelle <Oi, Sj> signifiant que le sett§j,
ot j O{1,... 8} est occupé par un objet 0i, 6i1{0,..4}.

Action des diverses fonctions sur la couleur <G8z S

Id <03, S6> = <03, S6>

Succ2<03, S6> = <03, S7>

Proj1<03, S6> = <S6>

ProjloSucc2 <03, S6> = Proj1<03,S7> = <S7>

Ces propositions sont faites d’aprés les défingidannées en début de chapitre.

Dans |'état actuel du marquage présenté figureb3.Bbtransition Te est franchissable pour la aaule
<0Oi, S1>: le secteur 1 est libre pour recevoit tihjet.

La transition Ts est franchissable pour la couke@2, S8>, ce qui signifie que I'objet O2 actuellene
sur 'emplacement 8 va étre évacué.

La transition T est, entre autres, franchissablé e couleur <O3, S6>, ce qui signifie que I'ob{E? va
étre déplacé de I'emplacement S6 a I'emplacemenES effet :

Les deux arcs entrant sur T, issus de P1 et P2rmides fonctions précédemment étudiées. La place P
renferme la couleur <S7> et la place S2 renfermepldeur <O3, S6>, ces deux éléments suffisenhdreeT
franchissable pour la couleur <O3, S6> (ProjloSH€&2S6> se trouve initialement dans P1 et 1d<O3 &8s
P2).

Lorsque T est franchie, <S7> disparait de P1 et,<&53 disparait de P2. Par ailleurs, les fonctions
portées sur les arcs de sortie de T vers ces mplaess font que la couleur <S6> apparait en Pluetlg
couleur <03, S7> apparait en P2.

La transition a bien géré le transport de I'obj&t d&s secteurs S6 a S7. Ce transfert a été popsible
fait que I'emplacement S7 est libre (se référend’'part au modéle de la figure 3.25b et a la reptétion du
convoyeur de la figure 3.25a).

De proche en proche, ce modéle est en mesure tésesper le déplacement des objets sur le convoyeur
Le modéle qui vient d’étre présenté est susceptitd¢re intégré a un modéle plus ample de systeme d
production manufacturiére.

5. Autres types de coloration

La présentation proposée précédemment est unetidéfistandard de la coloration. Il peut étre géli
d’autres systemes de coloration, ceci dépendatypmud’application qui doit étre développé. A tittexemple,
deux formes sont maintenant proposeées :

L'une plus spécifiquement dédiée a la représematioséquencement, l'autre plus spécifiquementaédi
a la tracabilité des produits.
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5.1 Couleurs algébriques

L'inconvénient majeur de la précédente solution @ste I'ensemble des couleurs n'est pas
mathématiquement structuré. Il s’ensuit qu'il n'esis possible d’agir sur les couleurs a l'aide agdrateurs
classiques (addition, multiplication). La transfation des couleurs est donc alors tributaire dilisation de
fonctions qui doivent alors étre définies par aile (Id, Succ, Proj,...). A noter que la fonctioedest plus
spécifique, puisqu’elle fait correspondre a touteleur de I'ensemble de départ, une seule et uniquéeur
(jeton décoloré), atypique vis-a-vis des autredeaos.

Cette technique de coloration implique nécessainérde définir au coup par coup une fonction pour
chaque probléeme de séquencement si celui-ci ne&isutdécrit par une fonction simple (par exemplech
Ainsi, en imaginant par exemple qu'il y ait & géleeséquence simple répétitive <S1, S3, S2, S5588,(voir
chapitre 11, 81.3), il sera indispensable de ctédonction spécifique f ainsi définie :

f<S1>=<S3> ; f<S3>=<S2> ; f<S2>=<S5> ; f<S5>=<SFxS6>=<S4> ; f<S4>=<S1>

Ceci peut se présenter sous forme de table dess@uars :

S1 S2 S3 S4 S5 Sp

S3 S5 S2 Sl S6 Sa

Le probléeme est bien plus difficile s'il s’agit deaiter une séquence complexe telle qu'elle a été
précédemment définie (chapitre II).

Pour répondre a ce type d’application, il est paddte d'utiliser une structure algébrique de cordeu
Chacune de ces couleurs, en nombre fini, est repi@s par un nombre entier sur lequel peuvent lagir
opérateurs habituels. La structure qui est utilisgtela structure d’anneau finipAé p éléments muni des lois

d’addition (+) et de multiplication.

Les fonctions qui opérent sur chaque couleur peauakms étre des polyndmes a coefficients dans cet
anneau qui représentent ainsi une séquence cgcliqu

Soit {0, 1,...... , p-1} 'ensemble de ces couleurs.dd#ion se définit par récurrence tel que (p-1) = Q
A chaque couleur correspond, par le polyndbme, lecesseur de cette couleur dans I’ensemb’@ A

Généralement, le nombre p est choisi premier, AB a ZlpZ.

Il est ainsi possible de valuer les arcs d’'un rési=a Petri par des polyndémes. Les couleurs quileint
alors dans les réseaux sont des élémentspdetAont transformées par ces polyndmes. La figukd est un

exemple de ce qui est ainsi proposé. Le mondmepdesente la fonction unité, le polyndme P(X) faiparaitre
dans la place inférieure, le successeur de la goirgialement positionnée dans la place supéeieur

P(X)

Figure 3.13 : RdPC a couleurs dansl/p[J

Ainsi, par exemple, il est possible d’obtenir Iégjgences suivantes grace aux polyndémes corresgsndan
dans le corps Z/5Z.

S =<01234> P(X) = X+1
S =<02413> P(X) = X+2
S=<142>3 2,0- P(X) = X2 + X +1
1
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Les divers exemples de séquenceurs abordés lorshdpitre Il peuvent étre remplacés par des
séquenceurs colorés (figure 3.14). Le modéle y gagncompacité.

Dualité Séquence-Polyndme

La recherche du polyndme correspondant a une ségudamnnée nécessite I'utilisation d'une matrice de
passage pour aller du vecteur séquence au vextefiicients du polynéme. Inversement, I'utilisatide la
matrice de passage inverse permet d’obtenir laesémgucorrespondant a un polyndéme donné.

Figure 3.14 : Séquenceur coloré

Le vecteur de séquence est établi par simple eckeiia table des successeurs. Ainsi, a titre diple la
séquence S = <142>.2, 0- 1 se représente par le vecteur des successeurs :

S5=(1,4,1,2,2)
ou il apparait bien que le successeur de 0 estslidcesseur de 1 est 4, le successeur de 2eést. 1,

Le vecteur des coefficients du polyndme prend tefficients par ordre décroissant. Ainsi, le polyre
P(X) = 2X2 + X + 1 se représente par le vectey=GQo, 0, 2, 1, 1) dans le corpg5(], affectant ainsi un

coefficient 0 aux deux premiers termef &t X3.

Il est démontré que, quelle que soit la séquencepéésenter les vecteurs S et C sont liés par les
relations :

(14) C=5M, et s=ciy!

ou Mp est une matrice de passage carrée @’tll‘dst sa matrice inverse. Il existe une matric& paur
chaque caractéristique p du corps.

Ainsi, pourp=5,ona:

40001 01111
4 4 4 40 01324
Mg=|4 3 1 2 OM=|01 4 4 1
42130 0123 4
414 1 0 11111

A partir de I'exemple précédent, il est vérifié qGg = S M, et S =C.M.*
5.2 Couleurs mots binaires

La tracabilité des produits est un probléme impurtapertorié dans I'ensemble des thémes évoqués po
I'étude des systémes de production manufacturibsgagit, a tout instant sur le site, de pouvapérer I'état
d’'un objet (d’un produit) et d’avoir une informatigur son origine et son cheminement.

L'objectif est a présent de représenter le suigb{gt sur une chaine de production en dédiant algjet
une couleur bien adaptée. L'idée qui est maintedéneloppée est relativement simple en ayant comrage
le code barre que pourrait éventuellement porteshjet sur un site de production. Ce code barrewesteptible
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de donner une information sur I'origine de I'ob@ttsa nature. L'information peut étre prélevéean point de
la ligne de production, assurant ainsi le suivi.

L'image comparative du code barre dans les modaglesuivent est le mot binaire, dont la longueurtpe

Afin de répondre au mieux aux besoins, en parécidn termes de tracabilité, il est nécessaire que
I'outil développé réponde a certains critéres :

L'objet doit étre au départ étiqueté de maniéres&iper son origine et sa nature.

Le code généré au départ est susceptible de chamgefonction des transformations ou de
I'acheminement du produit qu'il représente.

Etiguetage : Coloration d'un jeton
L'étiquetage proposé est un mot binaire de n Bititre d’exemple, ce mot peut étre sous forme tibc
m = [00111010]

Ce mot peut constituer l'identité, la provenance lemplacement de I'objet. Il peut aussi indiquer
I'orientation que doit prendre I'objet sur le siteest alors nécessaire, pour en assurer le sigvinodifier ce
code en fonction des déplacements sur le site, dans le modéle.

Franchissement de Transition : Aiguillage des jetosn

Chaque arc amont a une transition peut étre valiod $e type de jeton que cette transition esteqisile
de prélever dans la place correspondante en avhimisi. la couleur du jeton oriente celui-ci versdastination
qui lui a été préalablement attribuée.

Soit le probléme suivant : le cahier des chargete di'orienter tous les jetons dont le code comragrar
[0011... et finissant par ..0] selon la direction &, tous les jetons dont le code commence par [00%t...
finissant par ..1] selon la direction B. Le modeééela figure 3.15a donne la solution a ce problénespécifiant
que les bits marqués X sont indéterminés. Cettdadét revient a filtrer par un masque les jetonersédur
code.

Par ailleurs, chaque arc peut aussi porter plusieatuations, autorisant ainsi le franchissement de
plusieurs types de couleur (figure 3.15b).

[0011XXX0 [0011XXX1] %38% [X011]
A B A B

Figure 3.15 a et b : Filtrage de jetons
Ainsi, le jeton dont le code m a été mentionné plast est orienté dans la direction A (figure 3)28a

Les jetons dont le code se termine par 000] ou %&6} dirigés vers A figure 3.28b et les jetonstden
code se termine par 011] sont dirigés vers B.

Changement de couleur d'un jeton : changement d’étad’un objet.

Selon I'orientation de I'objet, son étiquetage pétue modifié : ceci est réalisé par une valuaties arcs
du modéle (figure 3.16). Un arc valué par exempéX{X1XXX] force le cinquiéme bit a 1 sans interversiur
les autres qui sont donc inchangés.

Cette transformation du jeton peut étre commandéeipe action externe ainsi que le montre la fiui®.

Forcage a 1 du cinquiéme bit Forcage a 0 du prdoitier

Figfta(réw :Xl%%rg e du bi S[XXXXOXXX]
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CHAPITRE IV

Elaboration de modeéles

L'objectif de ce chapitre est de se familiarisee@la construction de modeles, a partir d’'un caties
charges. A travers divers exemples, il est questmrs’orienter vers un type de modéle donné. Limmales
divers modeles n'est en revanche pas présentégrafeénent. Il est nécessaire de compléter I'enserdbk
outils développés en abordant I'aspect tempordispensable a I'élaboration de modéles dédiés psiérmes
de production manufacturiers.

1 La couche temporelle
1.1 RdP temporisés, RdP temporels

Le premier chapitre a présenté la possibilité oertduction de la notion de temps dans les modélas
suite de l'ouvrage a décri I'outil réseau de Pefrivue de la modélisation des systemes de produstios
aborder la notion de temps.

Délibérément, la notion d’ordre assurant une chagie des événements a été disjointe de la notion
temporelle en tant que telle. C'est seulement poerapplication de la pile FIFO a la fin du chapitf qu'a été
évoquée la notion d’horloge, impliquant ainsi inogément 'idée de représenter le temps.

Le principe des RdP temporisés (soit par les plase# par les transitions) demeure cependant
généralement insuffisant. En effet, il apparait tpeedifférentes étapes de la fabrication nécessite valider
des transitions, non pas a une date fixe, mai$tpadlon un intervalle de temps au cours duquélalasition
peut (ou doit) étre validée. Il est méme envisalgediintégrer dans les modéles le fait que cessd@teverture
et fermeture de l'intervalle) sont incertaines, ddefinies de maniére floue.

1.2 Les réseaux de Petri temporels

L'une des solutions possibles pour modéliser immartement des systémes est d'affecter aux places
un intervalle de temps de séjour du jeton. Ainsr, I8 modeéle, un intervalle, ouvert ou fermé esligné en
regard de chaque place concernée. Pour des raisofeilité de lecture, ces intervalles peuverg @idiqués
dans une table annexe au modele.

Ainsi, un modéle tel que celui de la figure 4.1 ebtenu. Le jeton arrivant dans la premiere plaog& d
impérativement y séjourner 1 unité de temps avaradyuitter, il doit séjourner entre 35 et 45 ésitle temps
dans la deuxieme place. [, o[ (35, 45]

——

Figure 4.1 : Modeéle de réseau de Petri temporel

2 Structure linéaire

Convoyeur A | Machine Machine2

BB

Machine 3

a—
77~
2 i

Figure 4.2 : Chaine linéaire de traitement d’objets
Convoveur / Machine 1 Machine : Machine 3 Machine 4

R
Conv.12 o_7% A
O

Figure 4.3 : Modélisation de la chaine linéaire da figure 4.2

Convoyeur B
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Convoveur /  M1[14] M2 [30,35] M3[12,18] M4 [6,10]

T "Convoyeur B

Figure 4.4 : Ajout de contrainte et de couche tenelte
3 Structure engageant des partages de ressource

3.1 Partage de machines

Convoyeur A

ZZZA4

L 7Y 7 e

(

K A
B 2onvoyeur D o
[ — LZ70nvoyeur C
(0 =
(0

Figure 4.5 : Lignes de traitement de deux typespi&ces avec partage de machines

Convoveur / Machine 1 Machine : ngne 1 Machine 3 Machine 4

Convoyeur B

Figure 4.6 : Modéle de I'atelier de la figure 4.%8s protocole de partage

Convoveur / Machine 1 Machine : ngne 1 Machine 3 Machine 4

Figure 4.7 : Modele de I'atelier de la figure 4.5/ac protocole de partage
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Convoveur / Machine 1 Machine : Ligne 1 Machine 3 Machine 4 Convoyeur B
1

Convoyeur D

Ligne 2

Figure 4.8 : Modele de l'atelier de la figure 4.6/ac protocole de partage<221> Convoveurc

3.2 Partage de robot

La figure 4.9 représente la configuration d’uresitaitant le méme type d'objets sur deux lignes
paralleles.

Convoyeur ADb |machine 1 Machine 2b| | machine 3b Machine Jb

¥

{

Robot

A
Somoyedr 2 e

Machine 2a]

Machine

Q

Figure 4.9 : Partage d’un robot par deux machines

Convoveur Al Machine 1 Machine 2| Machine 3b Machine 4b

Convoveur A

Figure 4.10 : Modéle de l'atelier Convoyeur B

4 Structures impliquant un ségquencement

Les postes de travail 0 et 4 sont sur la ligne atwidation A. Les postes 1 et 3 sont sur la ligee d
fabrication B. Le poste 2 est un poste d'initidiisa ou le robot se situe en position de repos)’mactivité.
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Q > ()/

Figure 4.11 : Atelier a cing sites partageant unbrot

Utilisation d’un séquenceur simple
Le premier cahier des charges définit les réglesastes :

-- En régime permanent, le robot est partagé delaycle <0143>, alimentant ainsi alternativemers deux
lignes.

-- Initialement, le robot est positionné en <2xeatburne dans cette position lorsqu’il y a réitigiaion, c'est-a-
dire, a partir de toute position (0 ,1 ,3 ,4) larsme sollicitation externe intervient. Le cyclenemence par
I'utilisation du robot par le poste de travail 0.

Ce cahier des charges se traduit par les séqusnosmtes, qui sont des séquences simples (toutewoa
toujours le méme successeur) : Ces séquences sentlaidresser la table de successeurs qui suit.*

QQJSL OQM 0 1 2

L S F A,

Diagramme 1.Séquence de fonctionnemddingramme 2.Séquence de réinitialisation

Coul Séqu.l| Séqu.2

AIW|IN|F
w|o|o|h~
NINININ

L'option qui a été prise est d'utiliser un ensemidéecouleurs algébriques isomorphZ/&Z. Les regles
de calcul des polyndmes ont été établies au courshdpitre Ill. Les coefficients du polynéme P(X@ th
séquence de régime permanent s’obtiennent aing gatcul du vecteur C dans ce corps:

4000 1) (2
4 4 4 4 0| |4
C=(1 4 00 343120/=3
421 30| |4
41410 1
Il vient : P(X)=2X"*+4X3+3X?+4X +1

Il peut étre vérifié que ce polynébme donne bierslecesseur voulu (colonne Séqu.1l) pour chaque woule
initiale (colonne Coul). Bien que le polyndme dmité@alisation R(X) soit trivial, il peut étre calié@ par la méme
méthode. Ainsi, il vient :
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4 0 0 0 1 0
4 4 4 4 0| |0
c=(2 222 2)4 31 2 0|=0
4 21 30 0
4 1 4 10 2
Il vient : R(X)=2
P(X) X e
NIHIU&“S&HOH
X R(X)

Figure 4.12 : Modéle coloré d'utilisation du robgiar séquencement <0143> avec réinitialisation
possible a <2>.

Utilisation d’un séquenceur complexe
Le second cahier des charges relatif a I'ateliés@nté figure 4.11, définit la régle suivantes :

-- Le robot suit le méme cycle <0, 1, 4, 3> maig dette fois retourner a la positon <2> aprés deaq
opération.

Cette régle se traduit par I'établissement de dmsgce cycligue complexe :
S$=<0,2,1,2,4,2,3,2>

Figure 4.13 : Modeéle d'utilisation du robot par g@éiencement <20212423>
5 Application de la Pile FIFO

Il est maintenant question d’'étudier la repréd@nad’un site d’usinage constitué d’'un convoyeur s
lequel les emplacements sont repérés. Chaque esnpdat est dédié a un poste de travail ou s’effattdes
opérations. Les objets sont véhiculés sur ce canwogt subissent sur chaque poste des transformaiies
transformations s’effectuent en une ou deux étdpesnage, transformant I'objet initial O1 en ob{g2, O3 ou
04. Ceci est symbolisé figure 4.14

UsiW @

@ Usinage A et 802 > @
o4

(OX}
Usm 03

Figure 4.14 : Description des objets O1, 02, O3, O4
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Le cahier des charges spécifie que 50% des piabegfiées doivent étre au final de type O3, 25% de
type 02, 25% de type O4. La figure 4.15 représémtsite d’'usinage, constitué de deux machines et d’

convoyeur.

I ‘ :::::: 111 m
f ] ]ff (]
111 “ |IIIII
1 2 3 4 5 6
Figure 4.15 : Site d’'usinage

e om]) 25%
UsiW @\
—7 \

~
~
S~

A 2%

Usinage B

- ™

Diagramme 3.Transformation des objets

P1

<01,S1>

<0i, S6>

<01,S2

<01,52>

<Ol,S5><OZ'SS>

Figure 4.16 : RAPC a pile FIFO représentant I'apgtation

6 Suivi d'objet, tracabilité

L'exemple qui suit étudie la possibilité de représe spécifiquement le suivi d’objet sur une chaine
production. Le cahier des charges peut étre daiost : Une piéce subit deux opérations successivesvenant
dans un ordre immuable. Ces opérations sont cabiesd et contrblées systématiquement. Il est plaues
supposé qu'il y a une possibilité de retouche degumsi de ces piéces pour corriger un éventuehdéfTrois
possibilités sont ainsi offertes aprés chaque oipéradécréter que la piéce est bonne ou a retwuch non
récupérable.
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Usinage A Usinage B

Sortie
— 7 > [ Ceomesed —> —>
’
A\ \\\\ /"\\\ /" ’/
\ S~ (~——a  ___-- - \\\5@ ) — - e
~ . Tv=——_—les MIr———_—,—_——— el

Retour des piéces a retoucher
Figure 4.17 Orientation des piéces selon leur état

La figure 4.17 présente les diverses occurrencssilges. Aprés chaque usinage (A et B), la piéte es
contrblée et placée dans l'une des trois catéggBesine, & Retoucher, a Ecarter). Qu'elle soit lsono a
retoucher, la piece subit le cycle complet avaétrd’ éventuellement reprise. Sur cette figurepfEsations non
conformes sont repérées en blanc.

Avant d’étre sortie, la piéce est réorientée erutiéle chaine si elle est classée dans la catéBosier
I'un des deux tests de conformité.

A son deuxiéme passage, la piéce doit éviter ke sitr lequel elle avait passé le test avec succes
antérieurement : d’ou I'argument de la tracabilité.

Modélisation par RDP

Le choix a été fait d'utiliser une coloration d@éymot binaire de deux bits. Chaque bit corresgonith
usinage (A ou B). Chaque bit est a 0 tant querdagé n’est pas réalisé ou est non conforme aweeegs du
cahier des charges. Le bit passe a 1 lorsque Btipérd’usinage est réussie.

Dans un premier temps, il est nécessaire de camestroe cellule de base représentant le suivi deep
sur I'un des deux sites d'usinage. Ceci est reptéskgure 4.18 ou le modele est dédié au prensarage.
L'opération de contrdle est supposée restituerinfogmation du type B, piéce Bonne, R, piece a Reter, E
piece a écarter.

e Sortie

(@)

Entrée  Usinage Contr

Figure 4.18 : Cellule élémentaire
Modélisation du site de production par RDPC

A partir de ce modéle de base, la synthese du maigbal pour les deux usinages va étre élaboraes D
ce modele, le fait qu’'une piéce évite le site diagie qu’elle a déja subi avec succes est représeamtailleurs,
la réorientation des piéces arrivant en sorti€agtamt pas subi avec succeés toutes les opératgimgé&vue dans
le modeéle.

Dans ce type de modéle, le cheminement des jefipwrait clairement. Ce chemin est tributaire det’é
des piéces que représentent les jetons en questi@pparait également que la nature des coulests e
susceptible de changer lors du franchissementidessds transitions.
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Us.A

Controle Us.B

[XX] [I‘ {[00] [01] [10]}

Figure 4.19 : Modéle du site de double usinage
7 Surveillance, supervision d’'un systéme de producin

La figure 4.20 représente un tel modéle, constuiaide d'un réseau de Petri non coloré. Les jgton
entrent alors sur le site des machines dont I'aétivécessite I'utilisation d’'un robot, ressourcenenune. Son
occupation est régie par un autre séquenceur giéidee a I'une ou 'autre des deux machines sefopratocole
défini par ce séquenceur.

Contr6le du stock d’entr:

Ligne O
l O]

Mesure de flu

I Sequenceur Sequenceur
Robo

Surveillanc

Figure 4.20 : Modele d’un site de production
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