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Les méthodes intervalles permettent la résolution
numérique mais garantie de problèmes non-
linéaires, comme par exemple

� l’optimisation globale de critères non convexes,

� la résolution de systèmes d’égalités et/ou inégal-
ités,

� intégration d’équations différentielles.

� preuve de théorème, � � �



Elles ont été utilisées en automatique et en robo-
tique

� estimation de paramètres et d’états,

� path planning,

� commande robuste, � � �



Projection de contraintes

Soient 3 variables %c +c 5 telles que
% 5 d�c Do

+ 5 d2c eo

5 5 dSc �fo

5 ' % n +

Les valeurs � pour % et �f pour 5 sont dites
inconsistantes.



Projeter une contrainte (ici, 5 ' %n+), c’est calculer
les plus petits intervalles qui ne contiennent que
des valeurs consistantes. Pour notre exemple, cela
revient à projeter 3 fois (suivant %c +c puis 5) le
sous-ensemble de U� donné par
V 'iE%c +c 5� 5 d�c Do� d2c eo� dSc �fo m 5 ' % n +j







Propagation de contraintes

Soient les trois contraintes suivantes
E��� G + ' %2

E�2� G %+ ' �

E��� G + ' �2% n �

A chaque variable on effecte le domaine o�4c4d.

Une propagation de contrainte consiste à projeter
les contraintes jusqu’au blocage.













Cas où ça marche moins bien

;A?
A=

E��� G + ' %

E�2� G + ' �%
% 5 d��c �oc + 5 d��c �o



Décomposition en contraintes primitives

Pour les contraintes plus complexes, il nous faut
effectuer une décomposition. Par exemple,

% n t�?E+�� %5 � fc

% 5 d��c �oc + 5 d��c �oc 5 5 d��c �o

se décompose en;AAAA?
AAAA=

@ ' t�?E+�

K ' % n @

S ' %5

K� S ' _

c

% 5 d��c �o @ 5o�4c4d

+ 5 d��c �o K 5o�4c4d

5 5 d��c �o S 5o�4c4d

_ 5o�4c fo



Exemple (estimation à erreurs bornées)



Contraintes :
� ' .U( . ' E-� n-2� U(

L� ' -�U( L2 ' -2U( . ' L� n L2�

Domaines initiaux
-� 5 o�4c4dc -2 5o�4c4dc

. 5 d2�c 2Soc U 5 dec Hoc L� 5 d�fc ��oc

L2 5 d�ec �.oc � 5 d�2ec ��foc

Domaines contractés
-� 5 d��Hec 2���o c -2 5 d2�DHc ���Doc

U 5 de�..c D�e2o c L� 5 d�f( ��o c L2 5 d�e( �So c

. 5 d2e( 2So c � 5 d�2ec ��fo �



Résolution d’équations nonlinéaires

Cherchons par exemple à résoudre
� t�?E%� ' %c % 5 U�

Cette équation se décompose en+
+ ' � t�?E%�

+ ' %
% 5 U, + 5 U�

















Prouver qu’un ensemble de contraintes
est toujours satisfait

(pour montrer la stabilité robuste, par exemple)

Idée : On complémente l’ensemble des contraintes.

Par exemple, montrer que
;% 5 d%o,;+ 5 d+oc sE%c +� � f et }E%c +� � fc

revient à montrer que
iE%c +� 5 d%o� d+o m sE%c +� : f ou }E%c +� : fj ' >

c’est-à-dire que
iE%c +� 5 d%o� d+o m 4@ EsE%c +�c }E%c +�� : fj ' >.



k� 5 dH�H( b�2o c k2 5 d2�H( ��2o c k� 5 df�H( ��2o c

� 5 d��H( 2�2o c & 5 d���2(�2�Ho

Polynôme caractéristique : @�r� n @2r
2 n @�r n @f

avec
@� ' � n k�&c @2 ' k2& n 2k� n �c

@� ' k� � k�� n 2k2c @f ' �k� n k2



La table de Routh :
@� @�

@2 @f
@5@4�@6@3

@5
f

@f f

Ainsi, le système est stable si @�c @2c @5@4�@6@3@5
et @f

sont de même signe.



On a la stabilité robuste si
; Ek� 5 dk�o c k2 5 dk2o c k� 5 dk�o c � 5 d� o c & 5 d&o� ,

@�c @2c
@5@4�@6@3

@5
et @f sont de même signe.

c’est-à-dire
< Ek� 5 dk�o c k2 5 dk2o c k� 5 dk�o c � 5 d� o c & 5 d&o� ,

4@ 

3
EEEEC4�?

3
EEEEC

@�

@2
@5@4�@6@3

@5

@f

4
FFFFD c�4@ 

3
EEEEC

@�

@2
@5@4�@6@3

@5

@f

4
FFFFD

4
FFFFD � f

est fausse.



Prouver la stabilité robuste revient donc à montrer
que le CSP

Y ' i@fc @�c @2c @�c k�c k2c k�c � c &jc
G ' idkfo c dk�o c dk2o c dk�o c dk2o c dk�o c d� o c d&oj c

F '

;AAAA?
AAAA=

@� ' � n k�& ( @2 ' k2& n 2k� n � (

@� ' k� � k�� n 2k2(

@f ' �k� n k2 ( K '
@5@4�@6@3

@5
(

4@ E4�? E@�c @2c Kc @f� c�4@ E@�c @2c Kc @f�� � f�

<AAAA@
AAAA>

possède un ensemble solution vide. La preuve est
obtenue en moins de �f�� seconde par UhdoSdyhu.



Variables
a0 in ]-oo,+oo[,
a1 in ]-oo,+oo[,
a2 in ]-oo,+oo[,
a3 in ]-oo,+oo[,
alpha1 in [8.8,9.2],
alpha2 in [2.8,3.2],
alpha3 in [0.8,1.2],
tau in [1.8,2.2],
k in [-3.2,-2.8],
$b in ] -oo,+oo[•

Constraints
a3 = tau + alpha3*k,
a2 = alpha2*k + 2*alpha3 + 1,
a1 = alpha3 - alpha1*tau + 2*alpha2,
a0 = alpha2 - alpha1,
b = (a2*a1 - a3*a0)/a2,
0 >= max( min(a3,min(a2,min(b,a0))),

-max(a3,max(a2,max(b,a0))))•



Calibration du robot Säubli rx90

^ 'Ew�c ���c wS� 5 U
S coordonnées articulaires

(mesuré).
T 'Ekfc _fc ofc ���c k.c _.c o.c wfc wH� 5 U

2S

paramètres géométriques (à calibrer).
 'E%c +c 5� 5 U

� coordonnées de l’organe
terminal (mesuré).
On a :

 ' uETc^�

Avec u : fonction donnant le modèle géométrique
direct (Khalil Klein• nger)



A chaque corps du robot est associé un repère
E�c �c!�.
On dé• nit la matrice de changement de repère,
entre les corps liés :
2A� ' -J|E�2c k��Ao@?rE�2c _��-J|E!2c w��Ao@?rE!2c o��

Et celle entre les corps f à . :
fA. '

f A��
�A2�

2A��
�Ae�

eAD�
DAS�

SA.

D’où la contrainte matricielle :

 '

3
EC � f f f

f � f f

f f � f

4
FD �fA��

�A2�
2A��

�Ae�
eAD�

DAS�
SA.�

3
EEEEC

f

f

f

�

4
FFFFD



Méthode
1) Positionner le robot dans différentes con• gura-
tions ^E��c ���c^EDf�
2) Mesurer les positions  E��c ���c EDf�
3) Générer les contraintes :  E&� ' uETc^E&��c & �
Df
4) Propagation.



Ce problème est un CSP (constraint satisfac-
tion problem) contenant HD2S variables et H2ff
contraintes.



Résultats

Domaines Valeurs

initiaux 2f points Df points nominales

of dfc �fo df�2Hc f�.2So df�eb.c f�Df�o f�D

_� dfc �fo df�2Dc f�.��o df�eb.fc f�Df�o f�D

oe dfc �fo df���c f�SeDo df�ebHc f�Df2o f�D

oS dfc �fo df�2�c f�ef�o df�2bbc f��f�o f��

_. dfc �fo df���Dc f�2So df��bbc f�2f�o f�2

o. dfc �fo df�fec f��D�o df�fbbc f��f�o f��

temps �2��r �2�er

Résultats sur un pentium 2 avec 64mo de ram



Localisation d’un satellite

;AAAAAAAAAAAAA?
AAAAAAAAAAAAA=

%�E& n �� ' %�E&� n f�D %�E&� n��E&�

%2E& n �� ' %2E&� n f�D %eE&� n�2E&�

%�E& n �� ' %�E&�� f�D %4E&�s
%
5

4
E&�n%5

5
E&�

6 n��E&�

%eE& n �� ' %eE&�� f�D %5E&�s
%
5

4
E&�n%5

5
E&�

6 n�eE&�

+�E&� ' %2E&�*%�E&�

+2E&� ' %�E&�%�E&� n %2E&�%eE&�

+�E&� ' %2�E&� n %22E&�



Fichier en entrée dans le solveur (Uhdosdyhu)

x1_0 in [-oo,oo],
x2_0 in [-oo,oo],
x3_0 in [-oo,oo],
x4_0 in [-oo,oo],
w1_0 in [-0.01,0.01],
w2_0 in [-0.01,0.01],
w3_0 in [-0.01,0.01],
w4_0 in [-0.01,0.01],
y1_0 in [0.107,0.307],
y2_0 in [-0.710,-0.510],
y3_0 in [16.117,16.317],
...

Constraints
x1_1=x1_0+0.5*x3_0+ w1_0,
x2_1=x2_0+0.5*x4_0+ w2_0,
x3_1=x3_0-0.5*x1_0/

(sqrt(x1_0^2+x2_0^2))^3+w3_0,
...



Fichier en sortie du solveur

x1_0 in [3.89 , 4.01]
x2_0 in [0.41 , 0.95]
x3_0 in [-0.41 , -0.14]
x4_0 in [0.20 , 0.93]
y1_0 in [0.10 , 0.25]
y2_0 in [-0.71 , -0.51]
y3_0 in [16.11 , 16.31]

...
x1_200 in [4.38 , 4.88]
x2_200 in [-10.84 , -10.61]
x3_200 in [-0.14 , 0.54]
x4_200 in [-0.00 , 0.32]
y1_200 in [-2.42 , -2.22]
y2_200 in [-0.92 , -0.72]
y3_200 in [136.61 , 136.81]

...
Elapsed time: 810 ms



Positions du satellite générées par simulation
pour & allant de f à 2ff



Pavés générés par Uhdosdyhu

Ce problème est un CSP (constraint satisfaction
problem) contenant HH�D variables et DSf. contraintes.



Path planning











FIN



Ce qui suit présente la partie faite au tableau



Méthode de calcul des trois projections de V suivant %c +
et 5

5 ' % n + , 5 5 dSc �fo _ Ed�c Do n d2c eo�

' dSc �fo _ d�c bo ' dSc bo

% ' 5 � + , % 5 d�c Do _ EdSc �fo� d2c eo�

' d�c Do _ d2c Ho ' d2c Do

+ ' 5 � %, + 5 d2c eo _ EdSc �fo� d�c Do�

' d2c eo _ Ed�c bo� d�c Do� ' d2c eo



Calcul pour démontrer l’inconsistence du système des 3
équations à deux inconnues

E���, + 5 o�4c4d2 ' dfc4d

E�2�, % 5 �*dfc4d ' dfc4d

E���, + 5 dfc4d _ EE�2� �dfc4dn��

' dfc4d _ Eo�4c �o� ' dfc �o

% 5 dfc4d _ E�dfc �o*2 n �*2�

' dfc �*2o

E���, + 5 dfc �o _ dfc �*2o2 ' dfc �*eo

E�2�, % 5 dfc �*2o _ �*dfc �*eo ' >
+ 5 dfc �*eo _ �*> ' >


