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3 Théorèmes de Comparaison
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Simulation ensembliste de modèle à temps continu

ẋ(t) = f(p, x(t),u(t))
x(t0) ∈ X0, p ∈ P0, u(t) ∈ U(t)
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Simulation ensembliste de modèle à temps continu

ẋ(t) = f(p, x(t),u(t))
x(t0) ∈ X0, p ∈ P0, u(t) ∈ U(t)

Preuve de vérification de propriété
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Simulation ensembliste de modèle à temps continu

ẋ(t) = f(p, x(t),u(t))
x(t0) ∈ X0, p ∈ P0, u(t) ∈ U(t)

Observation ensembliste
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Simulation ensembliste de modèle à temps continu

ẋ(t) = f(p, x(t),u(t))
x(t0) ∈ X0, p ∈ P0, u(t) ∈ U(t)

Intégration numérique garantie : Deux objectifs

1 Vérifier existence, unicité de la solution

2 Calcul de [xj ] ⊇ X(tj ), t1 < t2 < . . . < tn
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Simulation ensembliste de modèle à temps continu

ẋ(t) = f(p, x(t),u(t))
x(t0) ∈ X0, p ∈ P0, u(t) ∈ U(t)

Deux types d’approche

Encadrement de l’erreur de troncature, Méthodes intervalles
- méthodes à un pas ⇒ modèles de Taylor intervalles
- méthodes multi-pas ⇒ relaxation et propagation de contraintes

Théorèmes de comparaison, théorèmes de Kamke-Müller

- théorie des systèmes dynamiques monotones
- théorème de Müller
⇒ Hybridation non linéaire
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Développement en série de Taylor

ẋ (t) = f (x (t)) , x (tj ) = xj

xj+1 = xj +
k−1∑
i=1

hi f [i ] (xj ) + hk f [k] (x (tξ))

Les coefficients de Taylor

f [1] = x(1)

f [2] = 1
2x(2)

f [i ] = 1
i!x

(i) i > 2
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Encadrement de la trajectoire
Encadrement du reste du développement en série de Taylor

Grille temporelle → t0 < t1 < t2 < · · · < tN
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solution

vraie x*(t)

[x̃j ] ⊇ {x(t) | t ∈ [tj , tj+1]}

[xj+1] = [xj ] +
k−1∑
i=1

hi
j f

[i ] ([xj ]) + hk
j f [k] ([x̃j ])
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z 

solution

vraie x*(t)

Expressions analytiques des frontières de l’ensemble atteignable

∀τ ∈ [tj , tj + hj ] x(τ) ∈ [x(τ)]

[x(τ)] = [xj ] +
k−1∑
i=1

(τ − tj )
i f [i ] ([xj ] , [p]) + (τ − tj )

k f [k] ([x̃j ], [p])

R([t0, t] ; [x0]) ⊆ ∪τ∈{t0, t} [x(τ)] ⊆ ∪j∈{0, t}[x̃j ]
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Les coefficients de Taylor

f [1] = x(1) = f
f [2] = 1

2x(2) = 1
2

df
dx f

f [i ] = 1
i!x

(i) = 1
i

df [i−1]

dx f, i > 2
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Génération automatique des coefficients de Taylor

f
[i ]
j = 1

i!x
(i)(tj )

Flexible Automatic Differentiation with FADBAD++
(http ://www2.immm.dtu.dtk/˜km/FADBAD/)

(fj ± gj )
[i ] = f

[i ]
j ± f

[i ]
j

(fj gj )
[i ] =

∑i
r=0 f

[r ]
j f

[i−r ]
j

(
fj

gj
)[i ] = 1

gj

(
f
[i ]
j −

∑i
r=1 g

[r ]
j (

fj

gj
)[i−r ]

)
...

Nombre d’opérations O(k2) fois le coût de f
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Existence et unicité de la solution

Théorème du point fixe de Banach

{X, d} espace métrique complet non vide.
Φ : X→ X.
Si Φ satisfait une condition de Lipschitz

d (Φ (z1) ,Φ (z2)) 6 γd (z1, z2)

∀z1, z1 ∈ X, et 0 6 γ < 1, alors Φ possède un et un seul point fixe.
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Existence et unicité de la solution

Opérateur de Picard-Lindelöf

U : ensemble des fonctions continues

Φ (ν (t)) = νj +

∫ t

tj

f (τ, ν (τ))dτ

ν (tj ) = νj et ν (t) ∈ U, t ∈ [tj , tj+1]

Propriété

Φ (ν?) = ν? ⇔ ν̇? (t) = f (ν? (t))

solution a priori [x̃j ]

si Φ ([x̃j ]) ⊆ [x̃j ] alors [x̃j ] ⊇ {x(t) | t ∈ [tj , tj+1]}
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Existence et unicité de la solution
Algorithme (Moore, 66)(Lohner, 94)

a priori enclosure (entrée : [xj ], h, α ; sortie : [x̃j ])

1 Initialisation : [x̃j ] := [xj ] + [0, h] f ([xj ]) ;

2 tant que ([xj ] + [0, h] f ([x̃j ]) 6⊂ [x̃j ])

[x̃j ] := [x̃j ] + [−α, α] |[x̃j ]|
h := h/2

fin

An Effective High-Order Interval Method for Validating Existence and Uniqueness of the Solution of an IVP for an ODE,

Nedialko S. Nedialkov, Kenneth R. Jackson, and John D. Pryce, Reliable Computing 7(6) :449 - 465, 2001.
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Réduction de la solution

Grille temporelle → t0 < t1 < t2 < · · · < tN 
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Réduction de la solution
Forme centrée pour les coefficients de Taylor

f [i ]([xj ]) = f [i ](x̂j ) + J
(

f [i ]; [xj ]
)

([xj ]− x̂j )

[xj+1] = x̂j +
k−1∑
i=1

hi
j f

[i ] (x̂j )+hk
j f [k] ([x̃j ])+

{
I +

k−1∑
i=1

hi
j J
(

f [i ]; [xj ]
)}

([xj ]− x̂j )
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Réduction de la solution

Mean Value (entrée : [xj ], x̂j , hj , [x̃j ] ; sortie : [xj+1], x̂j+1)

1 [vj+1] = x̂j +
k−1∑
i=1

hi
j · f [i ] (x̂j ) + hk

j · f [k] ([x̃j ]) ;

2 [Sj ] =

{
I +

k−1∑
i=1

J
(
f [i ]; [xj ]

)}
;

3 [xj+1] = [vj+1] + [Sj ] ([xj ] − x̂j )

4 x̂j+1 = m ([vj+1])
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Phénomène d’enveloppement
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Contrôle du pessimisme
Méthode de Lohner (Krückeberg, 69), (Eijgenraam, 81) (Lohner, 87)

[xj+1] = {x̂j+1 + Aj+1rj+1 | rj+1 ∈ [rj+1]}
Chapter 3. Taylor Series Methods for IVPs for ODEs 36
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Figure 3.3: (a) The set
�
r j r 2 [r]

	
.

(b)
�
Ar j r 2 [r]

	
enclosed by A [r].

(c)
�
Ar j r 2 [r]

	
enclosed in the coordinate system induced by Q.

(d)
�
(Q�1

A)r j r 2 [r]
	
enclosed by (Q�1

A) [r].

(e)
�
Ar j r 2 [r]

	
enclosed in the coordinate system induced by bQ.

(f)
�
( bQ�1

A)r j r 2 [r]
	
enclosed by ( bQ�1

A) [r].

(Nedialkov, 1999)

(A, r) := {Ar | r ∈ [r]} ⊆ A [r] 9 [A [r]]

.
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Contrôle du pessimisme
Méthode de Lohner (Lohner, 87)

Algorithme : Lohner’s method (entrée : hj , [x̃j ] , [xj ] , [rj ] , Aj ;

sortie : [xj+1] , [rj+1] , Aj+1 )

1 [zj+1] = hk
j f [k] ([x̃j ])

2 sj+1 = m ([zj+1])

3 x̂j+1 = x̂j +
k−1∑
i=1

hi
j · f [i ] (x̂j ) + ŝj+1

4 [Sj ] =

{
I +

k−1∑
i=1

J
(
f [i ]; [xj ]

)}
5 choisir la matrice Aj+1

6 [xj+1] = x̂j+1 + ([Sj ]Aj )[rj ] + [zj+1]− sj+1

7 [rj+1] = A−1
j+1 ([Sj ] Aj ) [rj ] + A−1

j+1 ([zj+1]− sj+1)
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Contrôle du pessimisme
Choix de la matrice Aj+1

⇒ A−1
j+1 ([Sj ] Aj ) ≈ I

[rj+1] = A−1
j+1 ([Sj ] Aj ) [rj ] + A−1

j+1 ([zj+1]− sj+1)

[rj+1] ≈ [rj ] + A−1
j+1 ([zj+1] − sj+1)

1 La méthode parallélépipédique (Eijgenraam, 81), (Lohner, 88)

Aj+1 = m ([Sj ] Aj ).

2 La méthode par factorisation QR (Lohner, 88)
1 choisir Ãj+1 ∈ [Sj ] Aj

2 permutation : Âj+1 = Ãj+1Pj+1

3 factorisation QR : Âj+1 → Qj+1Rj+1

4 choisir la nouvelle matrice : Aj+1 = Qj+1
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Contrôle de l’effet d’enveloppement
Factorisation QR sans permutation

Chapter 3. Taylor Series Methods for IVPs for ODEs 36
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Figure 3.3: (a) The set
�
r j r 2 [r]

	
.

(b)
�
Ar j r 2 [r]

	
enclosed by A [r].

(c)
�
Ar j r 2 [r]

	
enclosed in the coordinate system induced by Q.

(d)
�
(Q�1
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enclosed by (Q�1

A) [r].

(e)
�
Ar j r 2 [r]

	
enclosed in the coordinate system induced by bQ.

(f)
�
( bQ�1

A)r j r 2 [r]
	
enclosed by ( bQ�1

A) [r].

(Nedialkov, 1999)

Nacim Ramdani (INRIA/LIRMM) 22 / 68



Contrôle de l’effet d’enveloppement
Factorisation QR avec permutation
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Méthode de Rihm (Rihm, 94)

Algorithme : Extended Mean Value
(entrées : [x̃j ] ,[xj ] , x̂j , [vj ] , [pj ] , Aj , hj ,
sorties : [xj+1] , x̂j+1 , [vj+1] , [pj+1] , Aj+1 )

1 [vj+1] = x̂j +
k−1∑
i=1

f [i ](x̂j )hi + f [k]([x̃j ])hk

2 [Sj ] = I +
k−1∑
i=1

J(f [i ]; [xj ])hi

3 [qj+1] = ([Sj ]Aj )[pj ] + [Sj ]([vj ]− x̂j )

4 [xj+1] = [vj+1] + [qj+1]

5 Aj+1 = m([Sj ]Aj ) ou factorisation QR

6 [pj+1] = A−1
j+1([Sj ]Aj )[pj ] + (A−1

j+1[Sj ])([vj ]− x̂j )

7 x̂j+1 = m([vj+1])
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Autres méthodes d’intégration à un pas

Modèles de Taylor implicites (Rihm, 1998)

Série de Hermite-Obreshkoff (Nedialkov, 1999)

Performances

- Incertitudes numériques → Plus performantes que Taylor explicites

- Incertitudes physiques → ...
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Méthode d’intégration multi-pas
(Janssen, Van Hentenryck et Deville 2002)

Principe

1 Relaxation via interpolation garantie par polynômes d’Hermite

2 Forme centrée

3 Filtrage global par propagation de contraintes
(évaluation à pas de temps successifs)

Performances

- Incertitudes numériques → Plus performante que Taylor intervalles ou
Hermite-Obreshkoff.

- Incertitudes physiques → Aucun résultat connu.
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Implémentation numérique

- C++ Class Libraries

- Calculs intervalles → Profil/BIAS

- Coefficients de Taylor et différentiation → FADBAD++

- Intégration d’ensembles par modèles de Taylor intervalles →
Nedialkov’s VNODE
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Modèle de Taylor intervalle - Méthode de Rihm
Application : Système affine
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Modèle de Taylor intervalle - Méthode de Rihm
Application : Système affine incertain
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Modèle de Taylor intervalle - Méthode de Rihm
Application : Lotka Volterra
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Modèle de Taylor intervalle - Méthode de Rihm
Application : Lotka Volterra
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Autre exemple : système affine incertain

ẋ =


a1 a2 0 0 0
−a2 a1 1 0 0

0 0 a3 a4 0
0 0 −a4 a3 0
0 0 0 0 a5

 x + u

Incertitudes

a1 = [−1.1,−0.9] i = 1, ..., 5
a2 = [−4.1,−3.9] xi (t0) ∈ [0.8, 1.2]
a3 = [−3.1,−2.9] ui ∈ [−0.1, 0.1]
a4 = [0.9, 1.1]
a5 = [−2.1,−1.9]
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Autre exemple : système affine incertain

Méthode de Taylor intervalle → x1
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Autre exemple : système affine incertain

Méthode de Taylor intervalle → portrait de phase
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Systèmes dynamiques monotones préservateurs d’ordre
(Smith, 1995), (Hirsch, 2005)

Définition

x(t0) ≺ y(t0)⇒ ∀t > t0 x(t) ≺ y(t) ≺∈ {<,≤,≥, >}

Définition : Systèmes coopératifs

ẋ(t) = f(x,p, t), x(t0) ∈ [x0] ⊆ D ⊆ Rn

{f,X0} est coopératif sur D si

∀i 6= j , t ≥ 0 et ∀x ∈ D,
∂fi (x,p, t)

∂xj
≥ 0

Un système coopératif est monotone
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Systèmes coopératifs pour systèmes englobants

t0 ≤ t ≤ tN

ẋ(t) = f(x,p, t), x(t0) ∈ [x0] ⊆ D ⊆ Rn,p ∈ [p]

ẋ1(t) = g1(x1,p,p, t), x1(t0) ∈ D, coopératif sur D
ẋ2(t) = g2(x2,p,p, t), x2(t0) ∈ D, coopératif sur D

Théorème de comparaison

if ∀x ∈ D, ∀t ≥ t0, g1(x,p,p, t) ≤ f(x, [p], t) ≤ g2(x,p,p, t)
et x1(0) ≤ x0 ≤ x2(0)

⇒ ∀t ≥ t0, x1(t) ≤ x(t) ≤ x2(t)

⇒ est une fonction d’inclusion pour [x(t)] = ConvexHull[x1(t), x2(t)]
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Fonctions englobantes

ẋ(t) = f(x,p, t), t0 ≤ t ≤ tN , x(t0) ∈ [x0] , p ∈ [p]
f coopératif sur D

Expression formelles de f i

Analyse de la monotonicité →
Analyse des signes des dérivés partielles de fi

pour k = 1, ..., np, si ∂fi
∂pk
≥ 0 alors remplacer pk ← pk

sinon remplacer pk ← p
k

Répéter for i = 1, ..., n, ⇒
{

ẋ(t) = f(x,p,p, t), x(t0) = x0

ẋ(t) = f(x,p,p, t), x(t0) = x0
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Systèmes monotones
(Smith, 1995), (Hirsch et Smith, 2005), (Angeli et Sontag, 2003)

Changement d’orthants

si ∃ ,D = diag [(−1)ε1 , ..., [(−1)εn ], εi ∈ {0, 1}

t.q. x(t, x0, t0) et y(t, y0, t0) satisfont

Dy0 ≥ Dx0 ⇒ Dy(t, y0, t0) ≥ Dx(t, x0, t0) ∀t ≥ t0.
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Systèmes monotones
(Smith, 1995), (Hirsch et Smith, 2005), (Angeli et Sontag, 2003)

Test graphique de monotonie

1 Si ∂fi
∂xj

(., .) > 0 ∀x ∈ X ∧ ∀p ∈ [p],

tracer un arc positif ei ,j orienté du nœud xj vers le nœud xi .

2 Si ∂fi
∂xj

(., .) < 0 ∀x ∈ X ∧ ∀p ∈ [p],

tracer un arc négatif ei ,j orienté du nœud xj vers le nœud xi .

3 Sinon, ∂fi
∂xj

(., .) = 0 ∀x ∈ X ∧ ∀p ∈ [p],

pas d’arc entre les nœuds xi et xj .
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Systèmes monotones
(Smith, 1995), (Hirsch et Smith, 2005), (Angeli et Sontag, 2003)

Définitions : Graphe d’incidence

Chemin orienté C de longueur l :
Toute séquence finie de nœuds xk0 , xk1 ...xkl

, dans laquelle chaque
nœud xki

i = 0, ..., l est apparu au plus une seule fois et pour chaque
deux nœuds successifs il existe un arc ei ,j qui les relie.

Cycle du graphe (non nécessairement orienté), est un chemin tel que
xk0 = xkl

.
Signe du cycle = le produit des signes des arcs.
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Systèmes monotones
(Smith, 1995), (Hirsch et Smith, 2005), (Angeli et Sontag, 2003)

Proposition (Kunze, 99)

Une EDO est monotone par rapport à une certaine relation d’ordre SSI son
graphe d’incidence ne contient aucun cycle négatif

Exemple
ẋ1(t) = −2x1 + u(t)
ẋ2(t) = 2x1 − x3

ẋ3(t) = −2x1 − x2.

Graphe d’incidence ?
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Exemple
Modèle de biologie moléculaire (Mitogen-Activated Protein Kinase cascades)

1 Ce système est il monotone ?
Toutes les grandeurs sont positives

ẋ1 = − v2x1
k2+x1

+ v0u + v1

ẋ2 = v6(ytot−x2−x3)
k6+(ytot−x2−x3)

− v3x1x2
k3+x2

ẋ3 = v4x1(ytot−x2−x3)
k4+(ytot−x2−x3)

− v5x3
k5+x3

ẋ4 = v10(ztot−x4−x5)
k10+(ztot−x4−x5)

− v7x3x4
k7+x4

ẋ5 = v8x3(ztot−x4−x5)
k8+(ztot−x4−x5)

− v9x5
k9+x5

u = gx5

2 Trouver le changement d’orthants qui le rend coopératif
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Théorème de Müller
(Müller, 27) (W. Walter, 97) (Kieffer et E. Walter, 06)

ẋ(t) = f (x,p, t), t0 ≤ t ≤ tN , x(t0) ∈ [x0] , p ∈ [p]

Théorème d’existence de Müller

f (x,p, t) continue sur Z :


ω(t) ≤ x(t) ≤ Ω(t)
p ≤ p ≤ p
ta ≤ t ≤ tb

ω(ta) = xa

∀i , ωi (t) continue sur [ta, tb]

∀i , D±ωi (t) ≤ minZ i (t)fi (x,p, t)

Z i (t) :


xi = ωi (t),
ωj (t) ≤ xj ≤ Ωj (t), j 6= i ,
p ≤ p ≤ p,
t = t


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Théorème de Müller
(Müller, 27) (W. Walter, 97) (Kieffer et E. Walter, 06)

ẋ(t) = f (x,p, t), t0 ≤ t ≤ tN , x(t0) ∈ [x0] , p ∈ [p]

Théorème d’existence de Müller, (suite)

Ω(ta) = xa

∀i , Ωi (t) continue sur [ta, tb]

∀i , D±Ωi (t) ≥ maxZ i (t)fi (x,p, t)

Z i (t) :


xi = Ωi (t),
ωj (t) ≤ xj ≤ Ωj (t), j 6= i ,
p ≤ p ≤ p,
t = t



Nacim Ramdani (INRIA/LIRMM) 46 / 68



Théorème de Müller
(Müller, 27) (W. Walter, 97) (Kieffer et E. Walter, 06)

ẋ(t) = f (x,p, t), t0 ≤ t ≤ tN , x(t0) ∈ [x0] , p ∈ [p]

Théorème d’existence de Müller, (suite 2)

Alors ∀xa ∈ [xa, xa], ∀p ∈ [p,p], il existe une solution x(t)

qui reste dans le domaine Ξ :

{
ta ≤ t ≤ tb

ω(t) ≤ x(t) ≤ Ω(t)
et t.q. x(ta) = xa

De plus, si ∀p ∈ [p,p], f (x,p, t) est Lipschitz en x sur D,
alors la solution est unique pour tout p.
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Systèmes englobants

ẋ(t) = f (x,p, t), t0 ≤ t ≤ tN , x(t0) ∈ [x0] , p ∈ [p]

Expression formelle de f i

analyser la monotonicité → Analyser les signes des dérivés partielles fi

for l 6= i , if ∂fi
∂xl
≥ 0 then remplacer xl ← Ωl , in fi

else remplacer xl ← ωl

for k = 1, ..., np, if ∂fi
∂pk
≥ 0 then remplacer pk ← pk

else remplacer pk ← p
k

Répéter pour i = 1, ..., n, ⇒
{

ω̇(t) = f (ω,Ω,p,p, t), ω(t0) = x0

Ω̇(t) = f (ω,Ω,p,p, t), Ω(t0) = x0
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Exemple
Modèle de biologie moléculaire (Mitogen-Activated Protein Kinase cascades)

Système non linéaire incertain

ẋ1 = − v2x1
k2+x1

+ v0u + v1

ẋ2 = v6(ytot−x2−x3)
k6+(ytot−x2−x3)

− v3x1x2
k3+x2

ẋ3 = v4x1(ytot−x2−x3)
k4+(ytot−x2−x3)

− v5x3
k5+x3

ẋ4 = v10(ztot−x4−x5)
k10+(ztot−x4−x5)

− v7x3x4
k7+x4

ẋ5 = v8x3(ztot−x4−x5)
k8+(ztot−x4−x5)

− v9x5
k9+x5

u = gx5

Application des méthodes de Taylor intervalles
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Exemple
Modèle de biologie moléculaire (Mitogen-Activated Protein Kinase cascades)

Enveloppe du tube de trajectoire
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Exemple
Modèle de biologie moléculaire (Mitogen-Activated Protein Kinase cascades)

Système non linéaire incertain

ẋ1 = − v2x1
k2+x1

+ v0u + v1

ẋ2 = v6(ytot−x2−x3)
k6+(ytot−x2−x3)

− v3x1x2
k3+x2

ẋ3 = v4x1(ytot−x2−x3)
k4+(ytot−x2−x3)

− v5x3
k5+x3

ẋ4 = v10(ztot−x4−x5)
k10+(ztot−x4−x5)

− v7x3x4
k7+x4

ẋ5 = v8x3(ztot−x4−x5)
k8+(ztot−x4−x5)

− v9x5
k9+x5

u = gx5

Trouver les systèmes englobants et utiliser le théorème de Müller ?
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Exemple
Modèle de biologie moléculaire (Mitogen-Activated Protein Kinase cascades)

Enveloppe du tube de trajectoire → Système couplé

ẋ1 = − v2x1
k2+x1

+ v0u + v1

ẋ2 =
v6(y

tot
−x2−x3)

k6+(y
tot
−x2−x3)

− v3x1x2
k3+x2

ẋ3 =
v4x1(y

tot
−x2−x3)

k4+(y
tot
−x2−x3)

− v5x3
k5+x3

ẋ4 =
v10(ztot−x4−x5)

k10+(ztot−x4−x5)
− v7x3x4

k7+x4

ẋ5 =
v8x3(ztot−x4−x5)

k8+(ztot−x4−x5)
− v9x5

k9+x5

ẋ1 = − v2x1
k2+x1

+ v0u + v1

ẋ2 =
v6(ytot−x2−x3)

k6+(ytot−x2−x3)
− v3x1x2

k3+x2

ẋ3 =
v4x1(ytot−x2−x3)

k4+(ytot−x2−x3)
− v5x3

k5+x3

ẋ4 =
v10(ztot−x4−x5)

k10+(ztot−x4−x5)
− v7x3x4

k7+x4

ẋ5 =
v8x3(ztot−x4−x5)

k8+(ztot−x4−x5)
− v9x5

k9+x5
u = gx5

u = gx5
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Exemple
Modèle de biologie moléculaire (Mitogen-Activated Protein Kinase cascades)

Enveloppe du tube de trajectoire

 0

 50

 100

 150

 200

 250

 300

 0  500  1000  1500  2000  2500  3000

x2

temps (s)

Enveloppe du tube de trajectoire

 10

 20

 30

 40

 50

 60

 70

 0  2  4  6  8  10

s

time (s)

 10

 20

 30

 40

 50

 60

 70

 0  2  4  6  8  10

s

time (s)

Nacim Ramdani (INRIA/LIRMM) 49 / 68



Systèmes englobants

ẋ(t) = f (x,p, t), t0 ≤ t ≤ tN , x(t0) ∈ [x0] , p ∈ [p]

Analyse de la monotonicité de f

Signes des dérivées partielles changent avec le temps

→ Hybridation : Automate hybride pour systèmes englobants
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Hybridation non linéaire

Exemple : ẋ = f (x , p1, p2, t) x(t0) ∈ [x0, x0] ⊂ R, pi ∈ [p
i
, pi ]
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Hybridation non linéaire

Exemple : ẋ = f (x , p1, p2, t) x(t0) ∈ [x0, x0] ⊂ R, pi ∈ [p
i
, pi ]

g(.) = ∂f
∂p (.)
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Hybridation non linéaire

Exemple : ẋ = f (x , p1, p2, t) x(t0) ∈ [x0, x0] ⊂ R, pi ∈ [p
i
, pi ]

gi (.) = ∂f
∂pi

(.), [g̃i ]j = gi ([x̃j ], [p1], [p2], [tj , tj+1])
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Hybridation non linéaire

Exemple : ẋ = f (x , p1, p2, t) x(t0) ∈ [x0, x0] ⊂ R, pi ∈ [p
i
, pi ]

Commutation de mode

mode tout intervalle q = 0 → mode par encadrement q 6= 0

→ commuter et continuer

mode par encadrement → mode tout intervalle q = 0

→ commuter et recalculer pas de temps
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Hybridation non linéaire

Exemple : ẋ = f (x , p1, p2, t) x(t0) ∈ [x0, x0] ⊂ R, pi ∈ [p
i
, pi ]

Grille temporelle → t0 < t1 < t2 < · · · < tN

Hybrid Bounding algorithm

1 Initialize (select bounding systems)

2 Do loop

3 Integrate one step ahead → [x̃j ], [xj+1]

4 Check Switching ← sign( ∂f
∂xl

(.)), sign( ∂f
∂pk

(.)), [x̃j ], [tj , tj+1]

5 Switch mode if necessary (change bounding systems)

end Do
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Système coopératif non linéaire incertain

équations différentielles

ẋ1 = α1(x2 − 2x1 + u0 + u(t))
ẋ2 = 2α1(x1 − (1 + ρ1

ρ2
)x2 + ρ1

ρ2
x3)

ẋ3 = 2p1(x4 − x3 + p2
δ2

ρ2
(x2 − x3))

ẋi = p1(xi+1 − 2xi + xi−1) i = 4, . . . , 9
ẋ10 = 2p1(x9 − x10 + p2

δ2

ρ2
(x11 − x10))

ẋ11 = 2α2(x12 − (1 + ρ3

ρ2
)x11 + ρ3

ρ2
x10)

ẋ12 = α3(x13 − 2x12 + x11)
ẋ13 = 2α3(x12 − (1 + ρ3

ρ4
)x13 + ρ3

ρ4
u0)

u(t) =
∑

l=1...5 ul sin(2l−1ω0t + φ0)
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Système coopératif non linéaire incertain
Simulation intervalle, logiciel VNODE, δp = 0.5%

Evolution de la température de la sortie :
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Système coopératif non linéaire incertain

Paramètres et état initial incertains

p ∈ [0.7, 1.23]× [0.23, 0.64], x0i ∈ [9, 11].

Théorèmes de comparaison + Hybridation non linéaire

→ Analyse des signes des dérivées partielles ∂fi
∂pk

Fonctions d’encadrement

→ automate hybride avec 1 + 210 modes d’encadrement
seulement 1 + 24 modes activés
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Système coopératif non linéaire incertain
Hybridation non linéaire, δp = 50%

Etat discret Etat continu
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Système coopératif non linéaire incertain
Hybridation non linéaire, δp = 50%

Portrait dans le plan x1x12
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Système coopératif non linéaire incertain
Hybridation non linéaire, δp = 50%

Sur approximation ?
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Système dynamique non monotone incertain

Modèle de Haldane pour les bio-réacteurs{
ẋ = fx (x , s) = (µ0

s
s+ks+s2/ki

− αd)x

ṡ = fs(x , s) = −kµ0
s

s+ks+s2/ki
x + (sin − s)d

Concentration biomasse : x ,

Concentration substrat : s,

Concentration du substrat en entrée : sin(t) = s0
in + 15cos(1/5t),

Paramètres incertains : µ0 = 0.75± 1%, s0
in = 65± 1.5%.

Etat initial : x(t0)× s(t0) = [9.5, 10.5]× [36, 44].

Coefficients : k = 42.14, ks = 9.28mmol/l , ki = 256mmol/l , α = 0.5, d = 2.
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Système dynamique non monotone incertain

Modèle de Haldane pour les bio-réacteurs{
ẋ = fx (x , s) = (µ0

s
s+ks+s2/ki

− αd)x

ṡ = fs(x , s) = −kµ0
s

s+ks+s2/ki
x + (sin − s)d

Appliquer la règle de construction et trouver les systèmes englobants ?
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Modèle de Haldane pour les bio-réacteurs{
ẋ = fx (x , s) = (µ0

s
s+ks+s2/ki

− αd)x

ṡ = fs(x , s) = −kµ0
s

s+ks+s2/ki
x + (sin − s)d

Signes des dérivés partielles

∀t > t0,
∂fx/∂µ0 > 0 ∧ ∂fs/∂x < 0 ∧ ∂fs/∂µ0 < 0 ∧ ∂fs/∂s0

in > 0

sign(∂fx/∂s) = sign(kski − s2)
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q = 0. Système original incertain{
ẋ = fx (x , s) = (µ0

s
s+ks+s2/ki

− αd)x

ṡ = fs(x , s) = −kµ0
s

s+ks+s2/ki
x + (sin − s)d

q = 1, s >
√

ks k2, ∂fx/∂s < 0

8>>><>>>:
ẋ = µ

0

s
s+ks +s2/ki

x − αdx

ṡ = −kµ0
s

s+ks +s2/ki
x + d(s in − s)

ẋ = µ0
s

s+ks +s2/ki
x − αdx

ṡ = −kµ
0

s
s+ks +s2/ki

x + d(s in − s)

q = 2, s <
√

ks k2, ∂fx/∂s > 0

8>>><>>>:
ẋ = µ

0

s

s+ks +s2/ki
x − αdx

ṡ = −kµ0
s

s+ks +s2/ki
x + d(s in − s)

ẋ = µ0
s

s+ks +s2/ki
x − αdx

ṡ = −kµ
0

s
s+ks +s2/ki

x + d(s in − s)
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Evolution de s
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Evolution de s
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Références

Hybridation non linéaire
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