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RESUMO

Esta tese considera um cenario onde as incertezas estao presentes no sis-
tema de otimizagao multi-objetivo. Um parametro que representa as in-
certezas no sistema foi inserido na férmula de otimizac¢ao produzindo uma
expressao robusta para o vetor de fungoes objetivo. Nesse contexto, a tese
introduziu trés métodos de busca para encontrar solugoes para os Proble-
mas de Otimizagao Robusta Multi-Objetivo que foram formulados utilizando
a filosofia do pior caso. Nessa filosofia, as solugoes robustas sao aquelas que
tem os melhores piores casos segundo os valores das fungoes objetivo obtidos
da computacao das interferéncias das incertezas. Dentre os métodos desen-
volvidos, dois utilizam somente métodos intervalares. O terceiro trata-se de
um método hibrido entre algoritmos evolucionarios e técnicas intervalares.
Os algoritmos sao descritos em detalhes. As caracteristicas, vantagens e
desvantagens de cada sao discutidas.

A Tese também apresentou: a) uma técnica de nichos, baseada em in-
tervalos, util para manter diversidade nas populagoes em algoritmos evolu-
cionarios; b) uma métrica para medir uniformidade na distribuigao de pon-
tos em fronteiras Pareto; ¢) um conjunto de fungdes teste, adaptadas para
otimizagao robusta; e d) a descri¢ao e resolu¢do de um problema de otimi-
zagao robusta multi-objetivo envolvendo sintonia de controladores PID. Em
adicao, a tese apresentou e discutiu as fontes de incertezas, as interpretagoes
probabilistica e deterministica da interferéncia das incertezas no sistema de
otimizacao e outros assuntos relacionados aos topicos principais.
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RESUME

Cette thése considére un scénario ol les incertitudes sont présentes dans
un systéme d’optimisation multi-objectif. Un vecteur de paramétres qui
représente l'incertitude dans le systéme a été inséré dans la formule d” optimi-
sation. Il en résulte une expression robuste du vecteur des fonctions objectif.
Dans ce contexte, la thése a introduit trois méthodes de recherche pour trou-
ver les solutions des Problemes d’Optimisation Robuste Multi-Objectif qui
ont été formulés en utilisant la philosophie du pire cas. Dans cette philoso-
phie, les solutions robustes sont celels qui sont les meilleures dans les pires
situations selon les valeurs des fonctions objectifs obtenues par le calcul des
interférences des incertitudes. De plus parmi, les algorithmes développés,
deux utilisent uniquement des techniques basées sur I'analyse par intervalles.
Le troisiéme, est une hybridation entre un algorithme évolutionnaire et des
techniques intervalles. Les algorithmes sont décrits en détails dans la these.
Leurs caractéristiques, advantages et inconvénients sont discutées.

La thése présente aussi: a) une technique de niche, basée sur les mé-
thodes intervalles, utile pour maintenir la diversité dans la population des
algorithmes évolutionnaires; b) une métrique pour mesurer 'uniformité de
la, distribution des points formant les frontiéres de Pareto; ¢) un ensemble
de fonctions tests adaptées a I'optimisation robuste; et d) la formulation et
la résolution d'un probléme multi-objectif pour la synthése des controleurs
PID. De plus, la thése discute des fontaines d’incertitudes, des interpréta-
tions probabilistique et déterministes de l'interférence de l'incertitudes sur le
systéeme d’optimisation et d’autres sujets autour des principaux thémes de la
these.
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ABSTRACT

This thesis considers a scenario where uncertainties are present in a multi-
objective optimization system. An parameter that represents the uncertain-
ties in the system was inserted in the optimization formula producing a robust
expression to objective functions’ vector. In this context, the thesis intro-
duces three search methods to solve the Robust Multi- Objective Optimization
Problems which were formulated using the worst case philosophy. This phi-
losophy considers the robust solutions the ones have the best function evalu-
ation values when the uncertainties’ interference are computed. Considering
the algorithms developed, two of them were developed using only interval
methods. The third approach is an hybrid technique that used evolutionary
and interval framework. The algorithms were described in details. Their
characteristics, advantages and disadvantages were discussed.

The thesis has also presented: a) a niche technique, interval based, useful
to maintain the population’s diversity in evolutionary algorithms; b) a metric
to measure the uniformity of the points’ distribution in Pareto fronts; ¢) a
set of test functions, adapted to robust multi-objective optimization; and d)
a formulation and a resolution of a robust multi-objective problem involving
PID controllers tuning. In addition, the thesis presents and discusses the
uncertainties’ sources, the probabilistic and deterministic interpretations of
the uncertainties’ interference and other subjects around the main topics.
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a classificacao das regioes no espaco dos objetivos em “acima” da fronteira
robusta e “abaixo” da fronteira robusta (Sec¢ao [3.3); e d) os métodos inter-
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Meétodos
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[[]RMOEA (Interval Robust Multi-Objective Evolutionary Algorithm),
Secao [3.6
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MBII] (Métrica por Bisseccao Intervalar), Subsegao [3.7.1]

Aplicacao

No capitulo destinado a resolucao de um problema real via algoritmos
propostos, foi escolhido como tema a otimizagao de sintonia de controladores
PID. De fato, existem trabalhos cientificos que tratam deste problema. O que
se acredita ser novidade é a abordagem robusta multi-objetiva e restrita apre-
sentada. Foram desenvolvidas duas formulagdes: a) uma geral , onde o
pesquisador interessado pode utilizé-la para definir seu problema especifico;
b) um formulagao detalhada para um estudo de caso especifico.
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Essa Tese contribui para o Programa de P6s-Graduagao em Engenharia
da Universidade Federal de Minas Gerais através da introdugao de duas lin-
has de pesquisa ainda nao investigadas por outros trabalhos desenvolvidos
no programa. Sao elas: Otimizagao Robusta Multi-Objetivo e Analise Inter-
valar.



vii

NOTACAO

A notagao empregada foi baseada em padroes de representagdo normal-
mente encontrados nas literaturas matematica e de engenharia. Entretanto,
mesmo nestas areas, é comum encontrar trabalhos cientificos utilizando no-
tagoes distintas para denotar, por exemplo, um mesmo parametro, grandeza
ou operagao matematica. Nestes casos, foram escolhidos padroes de nomen-
clatura que pudessem também atender a simbologia adotada para os para-
metros especificos deste trabalho. Em alguns casos, o leitor pode discordar
quanto & escolha da notacao. Justifica-se que as defini¢oes e escolhas de
simbolos nao se deram por facilidade e conveniéncia, e sim pela tentativa de
descrever os algoritmos, formulacao e outras partes do texto de forma clara,
objetiva e nao ambigua. Infelizmente, devido & grande quantidade de simbo-
los, talvez o leitor considere que as metas acima nao tenham sido atingidas.
Os critérios de notacao e algumas nomenclaturas bésicas empregados neste
texto estao descritos logo abaixo. Uma lista mais completa dos simbolos com
sua descrigao esté apresentada nas ultimas paginas desse trabalho. Registra-
se que essa lista nao cobre os parametros e constantes que auxiliam de forma
local a explicacao de equacgoes, métodos e processos considerados 6bvios e
desnecessarios.

Como de costume, R é utilizado para representar o conjunto dos nmeros
reais; TR, os ntmeros intervalares reais; 7, os numeros inteiros; e IB, o
conjunto booleano intervalar . O uso de expoentes numéricos nesses simbolos
denota a ordem do espago matematico que eles representam, por exemplo
IR?. Outros conjuntos, que representam parte dos conjuntos anteriores, sao
apresentados com letras maitsculas em negrito, como em A. KEssa mesma
notagao é empregada para matrizes. O contexto descarta a possivel confusao
entre conjuntos e matrizes. O negrito em letras minusculas denota vetores
como ¢é o caso de X, e listas encadeadas de vetores como em Q[yj, que significa
uma estrutura de dados tipo fila cujos elementos sao vetores intervalares. O
acesso aos elementos de listas encadeadas é feito com o uso de chaves, como
em Qu{1}. Todas as estruturas de dados do tipo fila sao iniciadas por Q
(Queue) e as estruturas do tipo pilha, por S (Stack).

Os termos em inglés estao em parénteses e em fonte normal. Os termos
em latim, em italico. O itdlico também é reservado para apresentagao ini-
cial de termos técnicos dentro do texto corrente. Vocébulos ou trechos em
destaque no texto ou que representam uma linguagem menos formal se en-
contram entre aspas. Os intervalos sao delimitados por colchetes, como na
fungao de inclusao [f]. Os limites inferiores de intervalos sdo denotados pelo
acréscimo de grifos acima e abaixo simbolo, como em f e f;. Asletrasi, j, k
e t denotam iteragoes de processos, identificam elementos de conjuntos e par-
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ticularizam termos de vetores, entre outros usos. Por exemplo, f; ; significa
o0 j-éstmo termo da fungao objetivo f quando avalia o i-ésimo individuo x* de
uma populagao. O expoente ’ é utilizado como uma notagao suplementar ou
de transformagao do termo assinalado. Por exemplo, X é o espaco de busca;
X’ é 0 espago de busca apds a exclusao da regidao nao viavel. O expoente
* indica a informacao de otimalidade da base que o acompanha, como X*
simboliza o conjunto de solugoes do problema de otimizacao.

Finalmente, fugindo um pouco dos padroes, algumas expressoes literais
foram acrescentadas ao vocabulério técnico para explicar melhor dado pro-
cesso. Por exemplo, examine o uso dos termos “estreita”’ e “envelope” no
seguinte texto:

Funcgoes intervalares em R resultam em dois nimeros; um para o
limite inferior e outro para o limite superior. Uma func¢ao inter-
valar “estreita” significa funcao intervalar onde os limites inferior e
superior estao proximos. Além disso, um “envelope” dessa mesma
funcao intervalar significa uma regiao no espaco das funcoes que
contém intervalo resposta da funcdo intervalar.
Assim, apés a descricao de termos novos como feito acima ou por meio de
definicao formal, considerou-se que uma frase que utilize os verbos “estreitar”
e “envelopar”, ou outras formas similares dos termos, podem ser empregadas
no texto corrente com significado técnico.

Provavelmente, existam excec¢oes que fujam as regras apresentadas. Nestes
casos, espera-se que o contexto e o rigor das defini¢oes sejam suficientes para
deixar claras quaisquer outras classes de nomenclatura nao cobertos aqui ou
na lista completa apresentada no final deste trabalho.
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1. INTRODUCAO

Os métodos de otimizagao tém sido utilizados como suporte a tomada de de-
cisoes em diferentes aplicagoes reais. Em muitos casos, os problemas de oti-
mizagao podem ser dificeis de resolver, como por exemplo, quando o modelo
matemético do problema for composto por parametros multi-dimensionais,
com imagem multi-modal, nao linear ou nao convexa. A tarefa de otimi-
zacao pode complicar-se quando o contexto for multi-objetivo. Em adigao,
considere um cenario onde o sistema de otimizagao esta corrompido por varios
tipos de incertezas as quais podem prejudicar o real desempenho das solugoes
supostamente 6timas. O tomador de decisao pode eventualmente valer-se de
métodos que nao computem incerteza e em seguida encontrar solugoes con-
fiaveis acreditando em sua experiéncia e intuicao, ou ainda empregar técnicas
de analise de sensibilidade para ajudar em suas escolhas. Alternativamente,
os tomadores de decisao podem criar uma versao robusta para as fungoes ob-
jetivo através da insercao de um parametro que simule a acao das incertezas.
Certamente, a melhor maneira de resolver depende do caso. Para ilustrar
o problema multi-objetivo robusto, considere o problema de minimizagao de
custos descrito abaixo

min  f1(x) = e} + cp13;
x€R?2
fa(x) = c3x1 + cazo.
(1.1)
s.a. :
L g(X)ZIl—i‘ZEQSO.
Sendo ¢y, ..., cy4, 0s coeficientes; x1 e xq, as variaveis; fi(x1,z2) e fo(xy, x2),

as fungdes objetivo; e g(z1, x2), a unica fungao de restri¢ao de desigualdade.
A otimizacao multi-objetivo, aplicada a problemas como em , tem como
finalidade encontrar um conjunto de pontos solucdo viaveis tais que: a) haja
diversidade entre os pontos; b) nenhum ponto dentro do grupo seja consi-
derado pior que qualquer outro em todos os objetivos; e ¢) nenhum ponto
fora do grupo seja melhor que qualquer outro dentro do grupo em todos os
objetivos. Neste contexto, suponha que se aplique um algoritmo de otimiza-
¢ao sobre um problema multi-objetivo cujas variaveis representem medidas
de pecas, e as funcoes, o desempenho do equipamento. Suponha ainda que se
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obtenha sucesso nos itens (a), (b) e (¢), e com o conjunto de pontos solugao
disponivel, o tomador de decisao defina-se por uma solucao que melhor atenda
aos interesses da empresa. Assuma também que a confecgao das pecgas seja
realizada. Se o equipamento para executar tal tarefa nao oferecer a precisao
necessaria, entao um novo grupo de medidas deveria ser encontrado. Certa-
mente, a precisao do torno pode ser embutida na formulagao ou estrutura de
dados do problema. Mas, isto é desnecessario se for utilizado um algoritmo
para otimizacao robusta que leve em conta a imprecisao de x.

Considere o conjunto de pontos solucao para o problema . A escolha
do tomador de decisao pode levar em conta a sensibilidade da solugao. Por
exemplo, imagine que uma pequena alteracao do ponto solucao escolhido
implique em uma indesejével variacao nas fungoes objetivo, ou equivalen-
temente, permita que haja um eventual ajuste nos valores dos coeficientes
para deixar o modelo descrito em ([1.1]) mais correto. Nestes casos, uma outra
solucao pode surgir como melhor alternativa simplesmente se ela apresentar
mais estabilidade. As técnicas de anéalise de sensibilidade podem ajudar nas
decisoes que envolvem estabilidade. Por outro lado, se o problema for re-
formulado do ponto de vista de otimizagao robusta, a estabilidade pode ser
garantida por defini¢ao.

A presenca de incertezas pode deixar a expressao vulneravel e su-
jeita a falhas, sendo necessaria a aplicacao de métodos suplementares para
resolucao do problema. Entretanto, a introducao das incertezas no sistema
de otimizacao deve ser realizada com cautela, observando-se por exemplo, sua
procedéncia e sua provével intensidade. A correta inser¢ao das incertezas na
formulacao produz o sistema de otimizacao robusto, sendo a versao multi-
objetivo o objeto de estudo desta tese.

1.1 Justificativa

Considere inicialmente x € R™ o vetor de variaveis ou o parametro de pro-
jeto, e f(x) : R"™ — R™ o vetor fungoes objetivo. Um problema de otimiza-
¢ao multi-objetivo irrestrito poderia ser escrito como:

min f(x

min - f(x) (1.2)
Agora, assuma que o sistema de otimizacao esteja sujeito a presenca de in-
certezas, sejam elas vinculadas aos parametros ou as fungoes objetivo. Cer-

tamente, a expressao (|1.2) nao representa um modelo mateméatico que con-

temple a interferéncia das incertezas e portanto, o vetor de fungoes objetivo
em (|1.2]) deve ser, de alguma forma, alterada.



1. Introducgao 4

As fontes de incerteza sao diversas. Por exemplo, usualmente os proble-
mas de otimizagao envolvem calculo numérico com variaveis reais que nao
podem ser representadas exatamente por um equipamento computacional,
porque ha limite de memoria para discretiza-las. Em algum ponto, niimeros
muito grandes ou muito pequenos sao arredondados e com isso ha perda da
precisao. Além disso, as incertezas estao presentes ao medir e ao construir
x. Claramente, a formulagao em (|1.2]) ndo cobre estes casos. Por tudo isso,
assuma x impreciso. O parametro de projeto atualizado X, dependente ou
independente de x, poderia ser escrito como

X =x(€) oux =x =+, (1.3)

sendo € € R interpretado como um parametro de tolerancia, por exemplo.

O ambiente no qual o sistema de otimizacao esta imerso também é fonte
de incertezas. Por exemplo, fatores como umidade, temperatura, pressao e
vibracao podem afetar a avaliagao das fungoes objetivo. Uma alternativa se-
ria acrescentar um novo parametro que quantifique esta interferéncia. Assim,
o vetor de fungoes objetivo poderia ser reformulado como

f=1(x,¢), (1.4)

com £ € R simbolizando o parametro dependente da influéncia do ambiente.
Similarmente ao vetor de variaveis de projeto, as incertezas podem estar

presentes na medigao de parte dos argumentos de f. Assumindo-se o desvio

entre os valores medido e real como fixo, uma possivel interpretacao seria

f =f(x,¢), (1.5)

sendo € € R o valor da imprecisao na medida de f.
Substituindo-se todas as fontes de incerteza acima, representadas pelos

parametros €, £ e e, por unico parametro p, as expressoes (|[1.3]), (1.4) e ((1.5)

podem ser reescritas como
f(x,p) =f(x,¢,6,8), peR™. (1.6)

Neste trabalho, f(x, p) representa a forma robusta de f(x), ou seja, o vetor de
fungdes objetivo robustas f(x, p) incorpora todas as incertezas identificadas
no sistema de otimizacao.

A discussao em torno de f(x, p) poderia considerar ainda que a intensi-
dade das incertezas variasse no tempo; ou que o projetista, por desconheci-
mento ou descuido, criasse um modelo falso para o sistema de otimizagao. No
entanto, decidiu-se por limitar a discussao porque a expressao atende
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aos propositos deste trabalho. Neste momento, o mais importante é regis-
trar que as incertezas estao, mesmo sendo despreziveis, sempre presentes no
sistema de otimizacao. Por outro lado, desconsiderar as incertezas em um
problema onde elas realmente sao relevantes, leva os métodos tradicionais a
encontrar solugoes falsas, o que é indesejado. O interesse em resolver pro-
blemas de otimizacao envolvendo incertezas foi a principal motivagao deste
trabalho.

1.2 Objetivos

A otimizacao robusta multi-objetivo pode ser considerada como uma linha
de pesquisa pouco explorada, mas que recentemente, tem recebido crescente
atencao da comunidade cientifica. Existem diversas questoes em discussao
que vao desde a interpretagao do significado do termo robusto até os algorit-
mos para resolvé-la. Neste sentido, este trabalho contempla varios aspectos
de otimizacao robusta e busca ser um ponto de partida para outros estudos
no mesmo tema.

1.2.1 (eral

Considere o parametro de projeto x € X C R"™ e o parametro de incerteza
p € P C R™. O proposito principal deste trabalho é desenvolver algoritmos
que utilizem métodos intervalares para encontrar o conjunto solugao X* C
X para os problemas de otimizacao multi-objetivo robusto do tipo

i ax f(x,
mg max f(xp) o

sit. g(x,p)<0, peP,
sendo f(x,p) : R™ x R™ — R™, o vetor de fungbes objetivo; e g(x, p) :
R™ x R™ +— R™, o vetor de fungoes de restricao de desigualdade.

Trés algoritmos intervalares foram desenvolvidas para resolver , sendo
dois deles puramente deterministicos e o terceiro hibrido, usando processos
estocéasticos para busca de solugoes e processos deterministicos para com-
putagao das incertezas.

1.2.2 Especificos

Concomitantemente ao desenvolvimento de algoritmos para otimizagao ro-
busta, este trabalho tem como objetivos secundéarios:

e revisar Otimizagao Multi-Objetivo, Analise Intervalar e os Algoritmos
Evolucionéarios Multi-Objetivos, pois estes temas sao suporte aos algo-
ritmos propostos;
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apresentar outras formulagdes para otimizacgao robusta, e com isso posi-
cionar a formulagao adotada neste trabalho;

desenvolver técnicas intervalares para os algoritmos robustos propostos
e estender seu uso para outros algoritmos de otimizacgao;

propor problemas teste para os algoritmos robustos, facilitando a com-
paracao entre métodos em outros estudos;

validar os algoritmos robustos propostos com problemas teste;

analisar a aplicabilidade dos algoritmos robustos em um problema real.

1.3  Escopo

Existem diferentes abordagens para investigar e interpretar os problemas de
otimizacao robusta. Conseqiientemente, o desenvolvimento de métodos para
resolver problemas desta natureza fica dependente da abordagem escolhida.
Por isso, julgou-se importante e necessério apresentar as principais decisoes
empregadas nesta pesquisa. O escopo deste trabalho se limita a:

apresentar e discutir os problemas de otimizacao no formato apenas de
minimizacao - isto facilita a padronizacao e o entendimento sem perda
da generalidade; as expressoes para maximizagao podem ser obtidas de
forma anéloga as de minimizacao;

empregar somente o conjunto dos Ntumeros Intervalares Reais - inter-
valos complexos, como os intervalos circulares e retangulares nao serao
tratados;

considerar somente o intervalo como um conjunto onde o valor dese-
jado, que é pontual, estd contido - a abordagem de intervalos como
uma entidade matematica isolada nao sera utilizada. No entanto, a
diferenciacao entre as abordagens sobre intervalos é realizada;

apresentar apenas conceitos basicos sobre a Otimizacao Multi-Objetivo,
Anélise Intervalar e Algoritmos Evolucionarios Multi-Objetivo que su-
portem o desenvolvimento tedrico e pratico das propostas deste tra-
balho - referéncias estao disponibilizadas ao longo do texto para con-
sultas mais aprofundadas;

utilizar problemas teste para os algoritmos robustos cuja formulagao
seja composta de fungoes elementares - desenvolveu-se biblioteca inter-
valar apenas para fungoes com operagoes elementares, ou seja fungoes
que envolvam operacoes do tipo 4+, —, X, =+, exp, sin, cos, etc;
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desenvolver algoritmos que nao necessitem informacao do gradiente
para realizar o processo de busca - algoritmos intervalares tipo New-
ton e similares sao abundantes. Além disso sdo limitados a resolver
problemas onde o céalculo de derivadas seja possivel;

desenvolver algoritmo evolucionédrio robusto com estrutura tipica de
Algoritmos Genéticos - a diversidade dos algoritmos evolucionarios di-
ficulta a adaptacao de muitos métodos dentro do prazo desta pesquisa;

empregar métodos tradicionais de sele¢ao, cruzamento e mutacao com
parametros fixos - testes exaustivos de busca por melhores conjuntos
de parametros e métodos nao serao realizados;

utilizar cadeia de caracteres binaria para representar as variaveis de
busca no algoritmo evolucionario proposto - variaveis com codificagao
real nao serao investigadas.

1.4 Metodologia

A metodologia cientifica consistiu principalmente nas fases:

levantamento do “estado da arte” dos objetos de pesquisa;
desenvolvimento de biblioteca intervalar;

elaboracao de padroes, definigoes e do modelo de otimizacao multi-
objetivo robusta;

desenvolvimento de algoritmos;
definicao de fungoes teste robustas para validacao dos algoritmos;

aplicagao dos algoritmos propostos em um problema real.

A busca por referéncias bibliograficas sobre otimizacao robusta multi-
objetivo nao foi tarefa trivial visto que o tema tem, segundo a pesquisa
realizada, limitado acervo bibliografico. Os trabalhos encontrados foram su-
ficientes para dar suporte aos conceitos de otimizagao robusta propostos nesta
tese. Similarmente, a comunidade cientifica que estuda e aplica intervalos em
algoritmos de otimizagao multi-objetivo ainda é numerosa quando comparada
a seus concorrentes evolucionarios. Entretanto, as teorias e algoritmos apre-
sentados nas bibliografias estudadas foram referéncias importantes para a
criacao e implementacao dos métodos deste trabalho.
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Sobre a codificagao, hd na Web diversas bibliotecas disponiveis gratuita-
mente que computam a aritmética intervalar. No entanto, decidiu-se por
desenvolver a propria, pelos seguintes motivos: a) utilizar padrao proprio de
codificagao; b) construir codigo mais portavel para integra¢do com os algo-
ritmos desenvolvidos; e c¢) liberdade para disponibilizar o codigo. Quanto
a ferramenta computacional, optou-se pelo MATLAB por sua versatilidade,
pela sua biblioteca disponivel, pelos recursos graficos e pela facilidade de
programagcao.

Descrever o problema robusto e resolvé-lo via algoritmos intervalares
exigiu um formalismo matematico objetivo, coerente e completo para evi-
tar ambigiiidade. Assim, primeiramente foi escolhido o modelo matematico
para o problema robusto, foco dessa tese, e em seguida foram desenvolvidos
os algoritmos para resolver tais problemas. As atividades de criac@o, correcao
e adequagao de padroes para as nomenclaturas se estenderam durante todo
o tempo restante do trabalho.

A implementacao de algoritmos para otimizagao multi-objetivo robusta
foi realizada gradativamente. Primeiramente, foram criadas e testadas as
bibliotecas intervalares. Em segundo lugar, foi implementado um algoritmo
genético multi-objetivo que se tornou a base para o método evolucionério
robusto. Posteriormente, varias tentativas foram realizadas para integrar al-
goritmos evolucionarios e métodos intervalares, resultando em um algoritmo
evolucionario-intervalar. Em seguida, os métodos deterministicos foram im-
plementados.

Nao foram encontradas fungoes teste especificas para tratar otimizacao
robusta multi-objetivo conforme a formulagao Por isso, decidiu-se por
criar algumas fungoes teste para otimizagao robusta através da adaptacao de
outras fungoes de casos nao robustos.

A resolucao de um problema de engenharia pelos algoritmos propostos
teve como meta verificar a aplicabilidade dos métodos. Por isso, julgou-
se necessario descrever todo um processo de otimizacao, contextualizando a
concepgao tedrica do problema, a formulagao (fungoes objetivo e de restri-
¢ao), o desenvolvimento das fungdes objetivo, o tratamento das restrigoes,
e finalmente a resolucao do problema robusto via os métodos apresentados
nessa Tese. Os resultados obtidos foram comparados entre si, demonstrando
as caracteristicas de cada um.

1.5 Organizacao do 'Trabalho

No Capitulo 2, apresentam-se os nimeros intervalares com suas propriedades,
sua origem, defini¢bes importantes, seméanticas associadas a intervalos, re-
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lagoes e operagoes aritméticas. O capitulo cobre também algumas questoes
relacionadas a otimizagao multi-objetivo, abordando os conceitos e formu-
lagdo, e os métodos para encontrar as solugoes Pareto. Ainda, estdo apre-
sentadas descricoes de alguns algoritmos evolucionarios multi-objetivos exis-
tentes na literatura, assim como funcgoes teste, métricas e técnicas de nicho
para valida-los. O Capitulo 3 trata da descrigao completa dos algoritmos
robustos propostos. Sao apresentados os [[[RMOA I e [[JRMOA II que sao
deterministicos, e o [IJRMOEA que é estocastico-deterministico. O Capi-
tulo 4 valida os métodos robustos via utilizacao de fungoes teste robustas.
No Capitulo 5, os algoritmos robustos sao empregados para resolver um pro-
blema real. Finalmente, o Capitulo 6 traz as conclusoes.

1.6 Consideragoes Finais

Os problemas de otimizacao reais sao, em grande parte, de natureza multi-
objetivo e estao sujeitos a diferentes fontes de incerteza. O projetista do
sistema de otimizagao deve avaliar se as incertezas afetam os resultados. Em
caso afirmativo, alguma acgao deve ser tomada. Por exemplo, se o projetista
definir robustez como a capacidade de uma solugao candidata manter o nivel
de desempenho frente as perturbacoes originadas pelas incertezas, ele pode
agir a posterior: utilizando técnicas de analise de sensibilidade e buscar pelas
solucoes mais estaveis a essas perturbagoes. Por outro lado, ele pode agir a
priori inserindo o parametro de incerteza na definicao do problema e utilizar
algoritmos para otimizacao robusta para encontrar as solu¢oes que resolvem
o problema proposto. Considerou-se a segunda opgao mais interessante para
este trabalho.

Existem diferentes defini¢oes para problemas de otimizacao robusta multi-
objetivo. Aqui, adotou-se que o problema robusto deve ser equacionado de
forma a permitir que os algoritmos busquem as melhores solugoes, segundo a
avaliagao dos objetivos, quando observado a pior interferéncia do parametro
de incerteza, conforme descrito em .

Os algoritmos [[[RMOA I, [I[]JRMOA II, [[[RMOEA para resolver o pro-
blema robusto proposto em constituem o foco principal desta tese.
Observa-se que todos algoritmos utilizam métodos intervalares. Os dois
primeiros sao puramente intervalares, o tultimo ¢é algoritmo hibrido desen-
volvido a partir de um algoritmo genético multi-objetivo. No entanto, nos
capitulos seguintes pode ser observado que este trabalho também contribui
através do desenvolvimento dos métodos auxiliares aos algoritmos principais,
da discussao sobre as diversas formas de se interpretar a otimizagao robusta,
da forma de se tratar as restrigoes, por exemplo.



2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

A decisao de formular e resolver o problema de otimizagao robusta conforme
proposto no Capitulo 1 envolve duas grandes linhas de pesquisa: a) os Al-
goritmos Evolucionérios Multi-Objetivo; e b) a Analise Intervalar. Por isso,
este capitulo foi dedicado pra introduzir padroes de nomenclatura, apresen-
tar defini¢coes e conceitos de cada um destas linhas. Entretanto, por razoes
didaticas, decidiu-se por extrair do item a) algumas questoes bésicas sobre
a Otimizacao Multi-Objetivo deixando a se¢ao dos algoritmos evolucionérios
mais voltada para descricao do processo evolutivo. A secao enderecada &
Analise Intervalar, cobre questoes fundamentais, como por exemplo ha uma
parte destinada ao ao histérico da computagao intervalar. Justifica-se esta
decisao porque o emprego de métodos intervalares é recente e trata-se de uma
técnica ainda nao tao difundida na comunidade cientifica, principalmente no
Brasil.

2.1 Otimizacao Multi-Objetivo

Em engenharia, otimizar significa buscar pelo melhor conjunto de parame-
tros que modelam um problema matemético, que é definido em termos de
ganho em desempenho e/ou diminuigao de custos nos objetivos ou critérios
propostos como quesitos de avaliagao. Os critérios estao organizados em
funcoes objetivo e a sua avaliacao pode ser obtida diretamente da imagem
destas fungoes. Entretanto, nos problemas de otimizacao multi-objetivo a
imagem isolada de um critério nao permite afirmar que uma solugao é a
melhor dentro de um grupo. Geralmente, todos os objetivos devem ser con-
siderados durante o processo de otimizacao e o resultado é um conjunto de
solugoes onde nao h& uma hierarquia entre elas, a menos que seja declarada
alguma regra de preferéncia. A escolha dos métodos de otimizagao considera
o momento em que é feita esta preferéncia. Elas podem ser inseridas antes,
durante e ap6s o processo de otimizacao conforme apresentado por Marler e
Arora [80] e Andersson [4]. Alternativamente, pode-se optar por nao infor-
mar a preferéncia por critérios. Portanto, a escolha do método para resolver
dado problema multi-objetivo depende da decisao sobre como sera feita a
preferéncia critérios.
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Esta secao aborda aspectos fundamentais da otimizagao multi-objetivo
que sao importantes no decorrer do trabalho. Mais detalhes e informacoes
sobre o tema multi-objetivo podem ser obtidas em Sawaragi et al. [100],
Miettinen [84] e Yu [I25]. No entanto, nenhuma destas referéncias trata os
problemas multi-objetivos sujeitos a presenca de incertezas.

2.1.1 Fundamentos e Defini¢oes

Usualmente, as variaveis de busca ou de projeto sao os parametros que se de-
seja otimizar. Entre outras classifica¢oes, elas podem ser: a) independentes;
b) dependentes; e ¢) de ambiente. As variaveis de projeto sao independentes
quando isoladamente caracterizam algum aspecto do projeto. Dependentes,
quando a variavel esta vinculada a outro parametro, ou seja, seu desempenho
modifica-se com a alteragao de outra variavel. Finalmente, as varidveis de
projeto podem ser classificadas como variaveis de ambiente. Elas nao fazem
parte do sistema de otimizacao diretamente, mas podem interferir nos resul-
tados. Por exemplo, num dado problema a temperatura pode alterar variaveis
independentes e dependentes. Andersson [4] ainda classifica as variaveis de
projeto como de estado e de operacao. Neste trabalho, as varidveis de projeto
independentes, dependentes ou de ambiente sao freqiientemente notadas por
x, e definidas no espago de projeto ou espago de busca X,

sendo n, o numero de variaveis de projeto. Adiante, a relacao de continéncia
(2.1) reaparece toda vez que for julgado que isso deixaréd o texto mais claro.

As fungoes objetivo sao expressoes mateméticas para avaliar ou medir
os critérios estabelecidos pelo projetista utilizando-se como argumentos as
variaveis de projeto. Considerando-se um problema multi-objetivo com ny
critérios, as fungoes sdo definidas como f(x) : R"™ — R"™. No entanto, o
vetor de fungoes objetivo também pode representar uma notacao de conjunto,
€como

£(X) = {f(x) | x € X}. (2.2)

A comparagao entre vetores tem papel essencial na otimizagao multi-
objetivo. Uma solucao s6 é considerada melhor que outra depois de com-
pararadas as avaliagoes de todas as fungoes objetivo do problema. Os opera-
dores necessarios para fazer esta comparagao sao descritos abaixo. Considere
x1,X2 € X e o vetor de fungoes objetivo f(x) : R"™ — R™. O operador de
comparacao = ¢é definido como

f(x1) < f(x2), sef(x;) <f(xa), f(x1)# f(x2). (2.3)
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Por analogia, define-se > e os casos estritos < e >. Adicionalmente, A sig-
nifica nao dominéancia do primeiro para o segundo operador. No contexto
de minimizagao, a expressao f(x;) < f(x2) é lida como f(x;) domina f(x,),
f(x5) é dominado por f(x;) ou ainda, x; ¢ eficiente em relagao a x3. O uso
dos termos “eficiéncia” e “dominancia” pode gerar confusao dependendo do
contexto. Aqui, emprega-se o conceito de ponto eficiente para tratar o vetor
de varidveis X no espago das variaveis e, o de dominancia esté voltado para
o vetor das fungoes f(x) no espago das fungoes.

Os objetivos de um problema real sao normalmente diversos em sua na-
tureza e em seus valores quantitativos. Quando o uso de alguma ponderagao
nas fungoes objetivo nao é realizada ou nenhum agrupamento de critérios é
feito, usualmente utiliza-se métodos de comparagao aos pares para separar
as solucoes eficientes. As solugoes eficientes sao definidas abaixo.

Definicao 1 Considere x* € X e f(x) : R™ — R"™. A solug¢io x* € ponto
eficiente ou Pareto dtimo, se fx € X, f(x) < f(x*). O conjunto de pontos
eficientes € simbolizado por X*.

2.1.2 Problema de Otimizagao Multi-Objetivo

Considere X C R™ o espago de busca e x a variavel de projeto, tal que
x € X. Se f(x) : R™ — R™ representa o vetor das fungdes objetivo e
g(x) : R™ — R"s expressa as restri¢oes sobre as variaveis de projeto, entao,
o problema de otimizagao multi-objetivo pode ser escrito como

Héi)l{l f(x)
sl g(x)<0. (24)

O vetor de fungoes de restrigdes define sobre X o espago viavel X',

X' ={xeX|g(x)<0}. (2.5)
Resolver , significa encontrar um conjunto X*,

X*={x" e X'| fx € X', f(x) < f(x*)}, (2.6)

sendo x* o ponto Pareto 6timo, como anteriormente. Como conseqiiéncia da
Def. [I] a fronteira de Pareto Y* é definida como

Y* = £(X5). (2.7)

A Fig.[2.1]apresenta graficamente um problema multi-objetivo de forma geral.
O lado direito ilustra a regidoes no espaco dos objetivos e o lado esquerdo,
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Fig. 2.1: Os espagos de busca e dos objetivos em um problema de otimizagao multi-
objetivo convencional: o espago vidvel X’ e um minimizador xj; a fron-
teira de Pareto Y*; as imagens de X' e x§,.

o espago de busca. Ainda, um minimizador x estabelece relacao entre os
espagos de busca e dos objetivos.

Algumas formulagoes multi-objetivo, por exemplo em [92] e [74], utilizam
a informacao da imagem da solucao ideal para minimizacao u™® € R™ para
criar uma fung¢do de transformagao sobre f(x). Formalmente, u™" é expres-
sado por

w;"" = min f;(x), Vx € X. (2.8)

i=1,...,n¢

Importante observar que, usualmente u™® ¢ f(X) quando os critérios
sao conflitantes. Na pratica, u™" ¢ uma estimativa baseada nos pontos
x disponiveis. Como o préprio nome diz, a solucao ideal seria tnica que,
indiscutivelmente, otimizaria todos os objetivos. No entanto, ela raramente
existe e, portanto alguma outra solugao que esteja proxima da ideal pode vir a
atender satisfatoriamente aos requisitos. Esta solu¢ao é denominada solucdao
de compromisso. A proximidade até a solucao ideal pode ser medida, por
exemplo, através da aplicacao da norma euclidiana.

2.1.3 Classificacao dos Métodos Multi-Objetivos

Em um problema multi-objetivo, existem critérios que sao mais importantes
que outros? Questoes desta natureza dependem freqiientemente do ponto
de vista do projetista e/ou do tomador de decisdo. Eles podem responder
que sim e alterar o desempenho calculado pelas fungoes objetivos. Contrari-
amente, eles podem otimizar o problema e em seguida escolher dentre as
solucoes Otimas, uma solugao que resulte em um mais alto nivel de esta-
bilidade. Assim, alguns trabalhos (p.e. [80] e [4]) classificam os métodos
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multi-objetivos de acordo com a ordem da articulacao das preferéncias no
processo de otimizagao e tomada de decisao. Se o método multi-objetivo
realizar alguma manipulagao dos objetivos antes da sua execucao, ele seré
classificado como técnica de preferéncias a priori. Por outro lado, ele partici-
para do grupo de métodos de preferéncias a posteriori quando a escolha por
solugoes acontece apo6s a busca pelos pontos 6timos. Ha ainda métodos com
apresentacoes de preferéncias progressiva e sem articulacoes de preferéncia.

A caracteristica principal dos métodos a priori é a articulacao das pre-
feréncias pelos critérios antes de aplicar os procedimentos para encontrar
as solucoes Pareto. Métodos classificados nesta categoria, utilizam geral-
mente coeficientes, expoentes e outros tipos de parametros para enfatizar
quais objetivos sao mais importantes naquele problema em questao. O pa-
pel do tomador de decisao é fundamental para a escolha destes valores, que
muitas vezes, sao definidos de forma empirica baseados em sua experiéncia.
Os parametros conectam as fungoes objetivo, criando uma nova funcao a ser
otimizada chamada de fun¢do de utilidade. Como exemplos de métodos desta
classe citam-se: a) Soma Ponderada [128]; b) Critério Global Ponderado [124]
e [126]; e ¢) método Lexografico [122].

Os métodos da categoria de preferéncias progressivas tem sido aplicados
com freqiiéncia na area de pesquisa operacional. O ajuste das preferéncias
é feito de forma dinamica ao longo da busca pelas solugoes eficientes. O
primeiro passo é conhecer uma solugao pertencente a fronteira de Pareto. Em
seguida, utilizam-se métodos para determinacao de direcoes de busca para
encontrar outros pontos. Como nao necessidade de se fixar as preferéncias
no inicio do processo, o tomador de decisao pode fazer ajustes locais de
preferéncias durante o processo, diminuindo as chances de cometer erros.
Alguns exemplos: a) método da Relaxacao dos Objetivos [117]; b) método
STEM [9]; e ¢) método Steuer [114].

Muitas vezes o projetista esta em duvida sobre como manipular os para-
metros sobre os objetivos antes de iniciar o processo de otimizacao. Nestes
casos, ele pode utilizar-se de métodos para descobrir, dentre as solucoes en-
contradas, quais sao Pareto. Por isso, métodos de otimizagao deste grupo
tém o papel principal de elencar varias solugoes ao longo de toda a fronteira
de Pareto. Algoritmos Algoritmos evolucionarios, principalmente os Algorit-
mos Genéticos, tém sido muito utilizados para solucoes a posteriori. Esta
classe de métodos tem se mostrado muito eficiente para encontrar pontos
sobre a fronteira de Pareto. Detalhes destes algoritmos sao apresentados no
proximo capitulo. Dentre os algoritmos nao evolucionérios utilizados a poste-
riori citam-se: a) Programacao Fisica [83]; b) método da Restricdo Normal
[82]; e ¢) método de Interseccdo Normal a Fronteira [28]. As referéncias
sobre os algoritmos evolucionarios é apresentada na proxima secao, dedicada
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somente a esta classe de métodos.

Alguns métodos foram desenvolvidos para permitir que as fungdes ob-
jetivo sejam avaliadas sem interferéncia direta de pesos. Neste modelo, um
método simples sem articulagao das preferéncias tem como funcao a ser mini-
mizada a soma direta dos objetivos. Como a ordem de magnitude das fungoes
objetivo podem ser diversas, os métodos a seguir prometem suavizar essa dis-
tancia numérica entre elas. Este métodos tem sido pouco utilizados, mas para
aqueles interessados em aprofundar sugere-se: a) Nash Arbitrario [30]; e b)
método Rao [95].

Algumas metodologias multi-objetivo contém versoes em grupos diferen-
tes de manipulacao das preferéncias. Por exemplo, o método da Programacao
Fisica foi inicialmente empregado a priori em [81] e a formulagao utilizada
para a Soma Ponderada também é usada em algoritmos a posteriori. Os
algoritmos propostos neste trabalho se enquadram na categoria a posteriori.

2.2 Algoritmos Evolucionarios Multi-Objetivos

Os sistemas naturais sao assuntos multi-disciplinares e recentemente varias
analogias em sistemas artificiais tém sido realizadas. Por exemplo, existem
contextos em que etapas do processo evolutivo sao redefinidas, adequadas e
modeladas & otimizacao. Otimizacao baseada nos processos de colonizagao
de formigas [37], do voo de passaros [69] e da caga de predadores [76] sdo
exemplos. Em cada modelo artificial os termos sao importados da biologia e
adaptados ao ambiente computacional. Uma vez que todas estas analogias
dependem, entre outros detalhes, de uma estrutura de dados, da codificacao
e computagao destes dados para simular os processos naturais, elas estao su-
jeitas & tecnologia vigente. Talvez por este motivo, os métodos de otimizacao
baseados em mecanismos naturais se tornaram realidade somente nas tltimas
décadas.

Grande parte das primeiras técnicas de otimizagao utilizam informagoes
do gradiente. Nestes modelos, freqiientemente chamados métodos deter-
ministicos, o procedimento de pesquisa pelos pontos solucgao é pré-determinada,
a busca é local e, para encontrar novas solugoes, outros pontos de partida
devem ser lancados. Em algumas técnicas, detalhes como descontinuidade,
deixavam o modelo sem funcionalidade. Por outro lado, os métodos estocasti-
cos utilizam procedimentos probabilisticos para guiar a pesquisa para regiao
de otimalidade. Dentro do grupo estocastico, destacou-se uma classe de algo-
ritmos que agrupara as seguintes caracteristicas: a) eficiéncia em encontrar
as regioes otimas; b) flexibilidade para adaptar em diferentes problemas; c)
independentes do uso de derivadas; e d) permite encontrar pontos 6timos
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em uma Unica execucao. KEstes e outros itens caracterizam os Algoritmos
Evolucionarios. Algumas terminologias como Computacao Evolucionaria e
Estratégias Evolucionérias, Programagao Genética e Vida Artificial tém sido
fortemente associadas a esse assunto.

Algoritmos Evolucionarios tém sido cada vez mais aplicados para resolver
problemas multi-objetivos. Dentre inimeros trabalhos cientificos dedicados a
tratar deste assunto, dois tém sido citados com freqiiéncia: Deb em [32], em
2001; e a tese de doutorado de Knowles [72], em 2002. Nestas referéncias, ha
uma excelente diversidade conceitos, comparacoes e reflexdes sobre diversos
processos de algoritmos evolucionarios multi-critérios. Alguns topicos dos
trabalhos citados foram motivadores para realizacao dos estudos deste capi-
tulo por se identificarem como possiveis investigacoes da tese de doutorado.

2.2.1 Estrutura Geral dos Algoritmos Evolucionarios

Véarios métodos de otimizagao tentam reproduzir artificialmente algum pro-
cesso natural. O fator motivador para realizar a analogia é que, se determi-
nado mecanismo esté presente e é eficaz na natureza, entao ha expectativa
para seu sucesso quando aplica-lo em modelos artificiais. O custo computa-
cional muitas vezes determina a viabilidade do método. Em especial, grande
parte dos Algoritmos Evolucionarios sao baseados no processo evolutivo das
espécies descrito por Darwin. No entanto, o termo “evolucionéarios” é mais
amplo e pode ser aplicado aos métodos que desenvolvem solugoes a partir
da melhoria das solugoes da iteragao anterior. O mais importante é que os
Algoritmos Evolucionarios sao similares no proposito de desenvolver solugoes
de forma evolutiva. De forma geral, os Algoritmos Evolucionarios tém estru-
tura algoritmica apresentada na Tab2.1] Os parametros de entrada variam
de método para método, mas estao sempre relacionados & detalhes de for-
macao da populacao e as probabilidades dos operadores evolucionarios. Os
passos anteriores ao lago evolutivo, passos 1—2, sao destinados ao langamento
da populacao de solugoes candidatas e sua avaliagao pelas funcoes objetivo.
No lago evolutivo, passos 3 — 8, os processos de sele¢ao, recombinagao e de
diversidade agem sobre a populagao até que algum critério de convergéncia
seja atingido. No passo 9 a populagao corrente contém a solugao que deveré
ser escolhida pelo decisor.

Os GAs(Algoritmos Genéticos) constituem a classe de algoritmos evolu-
cionarios mais popular. Um modelo basico de Algoritmos Genéticos é mos-
trado na Tabf2.2] A analogia ao processo evolutivo das espécies inicia-se nos
passos 1 e 2, com inicializacao do contador de geragoes e com a criagao dos
primeiras solugoes candidatas. Cada solugao é chamada de individuo, e seu
grupo, de populagao. No passo 3, os individuos recebem uma nota de desem-
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Tab. 2.1: Estrutura tipica de algoritmos evolucionarios.

entrada (pardmetros)
saida(solugoes candidatas)

inicialize as soluc¢oes candidatas com pardmetros.

compute o desempenho das solucoes candidatas.

se critério de parada ¢é atingido siga para 9.
aplique método de selecao sobre a solugoes candidatas.
aplique operador de recombinacao sobre o resultado da selecao.
aplique operador de diversidade sobre o resultado da recombinacao.
compute o desempenho do novo grupo de solugoes candidatas.
siga para 4.

retorne as solugoes candidatas.

© 00 1O UL W N

penho obtida da funcao objetivo que simula um ambiente de sobrevivéncia.
O ciclo evolutivo, marcado pelos passos 4 — 10, prossegue com a selecio de

Tab. 2.2: Estrutura tipica de Algoritmos Genéticos.

entrada (pardmetros)
saida(populagao)

inicialize t com 0.
inicialize a popula¢ao com parametros.
compute o desempenho populacao.
se critério de parada ¢é atingido siga para 11.
incremente t.
aplique método de selecao.
aplique método de cruzamento.
aplique método de mutacao.
compute o desempenho da nova populagao.
siga para 4.
retorne a populacao corrente.
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individuos para gerar a proxima populagao. Os métodos de selecao tentam
preservar, durante as geracoes, os individuos considerados mais aptos para a
evolugao. Os individuos selecionados participam do processo de propagacao
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de informagao genética cruzamento, segundo uma dada probabilidade. Sobre
o resultado do cruzamento, aplica-se o operador de diversidade e finaliza-se
a geragao com a nova populacgao. Os passos anteriores se repetem até que al-
gum critério seja satisfeito. Termos como populacao, cruzamento e mutacao
variam de algoritmo para algoritmo. No entanto, o mais importante é que
esta estrutura atende aos passos principais de um algoritmo evolucionario.

O primeiro GA foi apresentado por Holland [57] em 1975, porém, s6 foi
popularizada por Goldberg [45] em 1989. Goldberg apresentou o SGA (Sim-
ple Genetic Algorithm). Neste algoritmo a popula¢do tem tamanho fixo e
os individuos sao codificados por cadeia de caracteres binaria. As probabili-
dades dos operadores de cruzamento e mutagao sao definidas previamente e
passada por meio dos parametros de entrada. Apos a etapa de definigoes, o
mérito de cada individuo é avaliado. Um processo de sele¢ao, chamado pelo
autor de roleta, é acionado. Neste método, a probabilidade de escolha de
cada individuo é proporcional ao desempenho dele na populagao. O cruza-
mento é realizado aos os pares e, a troca de material genético é feita a partir
de um corte na cadeia binéria. Os novos individuos substituem os anteriores
e ficam sujeitos & mutacao de seus bits. Termina-se a geracao. O algoritmo
prossegue ciclicamente a partir dessa nova populagao e s6 termina quando
algum critério de convergéncia é alcancado, como por exemplo quando um
nimero maximo de geragoes ng.,, seja atingido. Observe que os passos citados
acima estao de acordo com o algoritmo da Tab[2.2] Durante muito tempo o
SGA foi padrao de comparagao para outros GAs. Depois dele surgiram outros
comprovadamente superiores. Uma referéncia que aborda muitos aspectos
topologicos de GAs voltado exclusivamente para otimiza¢ao mono-objetivo,
foi desenvolvida por Soares em [I07]. Mesmo que o interesse nesta tese seja a
estrutura multi-objetiva, os GAs mono-objetivo contém passos fundamentais
para o entendimento dos mecanismos evolucionarios.

2.2.2 Algoritmos Evolucionarios para Problemas Multi-Objetivo

Mas por que empregar EAs (Evolutionary Algorithms) para tratar proble-
mas multi-objetivos? Entre outros motivos ressalta-se que trabalhar com
populagoes é vantajoso, pois a busca é feita segundo informagoes obtidas
por um grupo de pontos, e ainda, podem-se listar mais solug¢oes na fron-
teira partindo de uma tnica execucao. Estes detalhes deixam os EAs mais
versateis e eficientes na resolucao de problemas multi-objetivos. Para esta
classe de problema os EAs, a partir de agora, sdo chamados de MOEAs(Multi-
objective Evolutionary Algorithms). Segundo Gao et al. [44], os algoritmos
evolucionarios podem ser divididos em vérias categorias, tais como: a) abor-
dagens por planos de agregacao; b) abordagens por populagdao nao Pareto;
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c¢) abordagens por Pareto; e d)Abordagens por Técnicas de Indugao a Nicho.
O texto a seguir descreve cada uma destas estratégias.

Os algoritmos que empregam abordagens por planos de agregacao tém
a finalidade de resolver o problema multi-objetivo do ponto de vista mono-
objetivo. Trata-se da versao evolucionaria para o caso de se tratar as prefe-
réncias a priori. As fungoes objetivo sao ponderadas e agrupadas em uma
apenas uma funcao. A partir dai qualquer GA otimiza a funcao objetivo e en-
contra apenas uma solugao. Se houver oscilagoes nos pesos, mais solugoes di-
ferentes sao encontradas. Entretanto, ha muitos casos em que a variacao dos
pesos produz os mesmos resultados. Agregar objetivos parece natural mas
fragiliza a busca por varios pontos nao dominados. Por exemplo, quando a
fronteira de Pareto é nao convexa, os pontos sobre esta regiao podem nao ser
encontrados. No entanto, esta agregacao fornece resultados satisfatorios se o
responsavel pela execucao conhecer o comportamento das fungoes objetivo.

Os métodos por abordagem por populagao nao Pareto em subpopulacoes,
sendo cada uma encarregada de uma fun¢ao objetivo. Um exemplo da abor-
dagem por populagao nao Pareto é o VEGA (Vector Evaluated Genetic Algo-
rithm) apresentado em 1985 por Schaffer [I0I]. Este método realiza a ope-
racao de selecao para cada objetivo separadamente. A populacao é dividida
igualmente de acordo com o ntmero de objetivos. Os operadores genéticos
sao executados como de costume. O resultado final oferece freqiientemente
pontos nao dominados encontrados paralelamente em cada uma das subpop-
ulagoes. O VEGA tem dificuldades para mapear todos os pontos da fronteira
quando o espago das fungoes é nao convexo.

Diferentemente do VEGA, 0o MOGA (Multi-Objective Genetic Algorithm),
apresentado pela primeira vez por Fosenca e Fleming [42], faz uso do princi-
pio da nao dominéncia sobre as solugoes. A idéia é conduzir a busca para
a fronteira de Pareto ponderando aleatoriamente os objetivos cada vez que
os individuos sao selecionados para o cruzamento. O MOGA de Murata e
Ishibuchi [89] distingue-se por separar numa populagao externa, a cada gera-
¢ao, os individuos eficientes. Apos o ciclo evolutivo, as solugoes da populacao
externa sao comparadas, sendo selecionadas aquelas que sao eficientes dentro
deste grupo. O MOGA de Murata ¢é apresentado na Tab[2.3

GAs bem interessantes sao aqueles que utilizam técnicas de nicho. Em
1994 Horn et al. em [58] publicaram o primeiro trabalho sobre formacao de
nichos na area multi-objetivo, sendo o primeiro estudo na area mono-objetivo
atribuido a Goldberg e Richardson [46] em 1987. A meta principal da for-
magcao de nichos é manter a diversidade e com isso elencar pontos distintos
sobre a fronteira eficiente. Em poucas palavras, o processo inicia-se encon-
trando a “vizinhanca” entre individuos, pois elas indicariam a distribuicao
da populacao no espaco. Vizinhos préximos formam uma subpopulacao que
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Tab. 2.3: MOGA - Adaptado de Morata et al. [89]

entrada (pardmetros)
saida(populacao)

inicialize t com 0.
inicialize a popula¢ao com parametros.
compute o desempenho populagao.
se critério de parada ¢é atingido siga para 14.
set>1
atualize populacao externa.
aplique de estratégia elitista.
incremente t.
aplique método de sele¢ao.
aplique método de cruzamento.
aplique método de mutacao.
compute o desempenho da nova populacao.
13 siga para 4.
14 selecao de populacao dentro de populacao externa pelo usuério.
14 retorne a populacao selecionada.
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¢ a chave da diversidade. Em um segundo momento, as técnicas de nicho
tentam manter as subpopulacgoes através de fungoes de partilha, cuja finali-
dade ¢é degradar a fung¢ao de mérito proporcional ao nimero de individuos
da vizinhancga. Apos esta etapa, faz-se a selec@o, cruzamento, etc, ou seja, o
algoritmo continua normalmente. Vale a pena registrar que a vizinhanca é
definida como alguma medida de distancia entre dois pontos e por isso estes
algoritmos demandam um custo de méquina alto.

2.2.3 Diversidade de Algoritmos Evolucionarios

Existe uma imensa variedade de algoritmos evolucionarios multi-objetivo pro-
postos na literatura. Qualquer um que partindo da estrutura da Tab[2.3]
alterando o operador de recombinacao e fixando todos os outros procedi-
mentos, valida o algoritmo transformado como um novo método. Seguindo
este raciocinio, pode-se modificar o tipo de mutagao, selecao, estratégia de
recolocacao da populacao, etc. Se for realizado um calculo combinatorial,
contabilizando todas as variagoes propostas pelos pesquisadores existem cer-
tamente milhares de algoritmos. A possibilidade de alteragoes em métodos e
parametros é tao extensa que ha necessidade de cautela para apresentar uma
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novidade. E verdade que muito ja se publicou sobre os MOEAs, mas como
véarias linhas de pesquisa, o assunto esta longe da maturidade e, uma idéia
que pode parecer 6bvia, talvez ainda nao tenha sido apresentada.

O NSGA (Non-Sorting Genetic Algorithm) inicialmente proposto por Srini-
vas e Deb em [I13] tem duas finalidades principais: a) gerar as solu¢oes nao
dominadas; e b) manter diversidade destas solu¢oes. A cada geragdo os
Npop iNdividuos sao agrupados em subpopulagoes que se distribuem em fron-
teiras nao dominadas. Técnicas de nicho buscam desenvolver estas subpopu-
lacoes espalhando solugoes sobre cada fronteira nao dominada. Segundo, Deb
et al. [34], os modelos de MOEAs que utilizam mecanismos de classifica¢ao
baseados em nao dominancia e partilha tem sido criticados principalmente
por causa do custo computacional O(n * n;’mp), abordagem nao elitista e a
necessidade de se especificar um parametro para partilha. No mesmo tra-
balho, Deb et al. amenizam estes pontos negativos lancando o NSGA-II.
Para resolver o custo relacionado a classificagao da populagao em fronteiras
de pontos eficientes, o NSGA-II associa a cada solucao candidata um con-
tador para o nimero de solugoes que a dominam, e outra contendo indices
das solugoes dominadas pela solucao candidata. As solu¢oes nao dominadas
pertencem & 1* fronteira e sao separadas do grupo. O processo continua, e
as fronteiras vao sendo separadas uma a uma. Para preservar a diversidade,
o NSGA-II substituiu a func¢ao de partilha por uma abordagem de compara-
¢ao de multidao E] Sendo que esta nova aproximacao nao requer qualquer
definicao de parametro feita pelo usuério para manter a diversidade entre os
membros da populagao. O elistimo ¢é introduzido comparando as melhores
solugoes da nova geracao com a anterior. Os vencedores sao mantidos nas
primeiras fronteiras.

Coello e Sierra [2I] apresentam a co-evolu¢ao como a mudanga na com-
posicao genética de uma espécie como resposta para mudanca genética de
uma outra. O relacionamento entre duas espécies diferentes pode ser des-
crito considerando todos os possiveis tipos de interagao. Partindo desta
idéia, as abordagens de MOEAs envolvem troca de material genético en-
tre individuos de populagoes diferentes. O desempenho individual depende
dos individuos de diferentes populagoes. Ainda segundo Coello e Sierra,
existem duas classes de algoritmos co-evolucionérios: a) baseados em rela-
cionamento de competigao; b) baseados em relacionamento de cooperagao. O
CO-MOEAutiliza tanto da competicao quanto da colaboragao dentro de sua
estrutura. Os autores do CO-MOEA dividem a execugao em quatro estigios,
sendo que cada um deles permanece ativo durante 25% das geracoes:

1. Na primeira etapa, explora-se o espac¢o de busca com a finalidade de

! Termo original: crowded-comparison
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encontrar regioes promissoras. Para isso, emprega-se o esquema de ran-
queamento Pareto proposto por Fonseca e Fleming em [42] ou a grade
adaptativa de Knowles e Corne [73]. Ao final desta fase, sdo identifi-
cados individuos que possivelmente podem contribuir para encontrar a
fronteira Pareto.

2. Os individuos selecionados no estagio anterior sao marcos para as regioes
especificas que vao ser investigadas neste momento. Para cada regiao,
uma subpopulacao é definida. Faz-se processamento paralelo e ao fi-
nal os individuos competem e cooperam segundo a grade adaptativa
formando uma tnica fronteira eficiente.

3. Na terceira etapa, a finalidade é determinar quais solu¢oes permanecem
e quais devem ser eliminadas. Populagoes presumidamente boas podem
ser divididas e retornar ao estagio 1, para encontrar outras regioes
promissoras.

4. Por ultimo, ha um refinamento na fronteira eficiente.

O CO-MOEA foi comparado com o NSGA-II, com o MuGA [20] e com
PAES [72] e seus resultados foram considerados competitivos.

Soares et al.[112] apresentaram o EEA (Election Evolutionary Algorithm).
O EEA possui a estrutura bésica semelhante aos mais tradicionais algoritmos
genéticos, ou seja, os individuos sao codificados binariamente, o cruzamento
é feito com apenas um ponto de corte e, a mutagdao ocorre como evento de
mudanca de um bit, segundo dada probabilidade. O que ha de diferente no
EEA sao os processos de selecao e de separagao de fronteiras: a dominancia
de um individuo nao é medida em relacao a todos os outros membros da
populacao e sim com & maioria da populacao, sendo a definicao de maioria
dependente dos vérios tipos métodos eleitorais. O parametro maioria tem
papel fundamental para distribuicao de fronteiras e conseqiientemente para
convergéncia do algoritmo. O EEA utiliza estratégia elitista para formagao
da nova populagao, ja que mantém os elementos das primeiras fronteiras das
duas ultimas populagoes.

O algoritmo PSO(Particle Swarm Optmization) foi proposto por Ken-
neth e Eberhart [69] em 1995. Trata-se de um algoritmo baseado no voo dos
passaros quando estao em bando, ou similarmente, o movimento de peixes
em cardumes. O lider dita a velocidade e conduz todos os companheiros.
Se ele muda o rumo, todos o acompanham. Em alguns momentos hé es-
palhamento e subitamente voltam a se reagrupar. Ainda segundo Kenneth
e Eberhart, zodlogos criaram modelos sobre esta movimentagao, nos quais
as distancias inter-individuais e velocidade sao caracteristicas importantes.
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Mas porque eles se movimentam subitamente? Provavelmente para evitar
predadores, procurar comida, impressionar a fémea para acasalar, otimizar
a temperatura ambiente, etc. Analogamente, cada péssaro ou peixe poderia
ser uma particula (solugdo). O espalhamento teria a finalidade de investi-
gar o espago, o agrupamento apontaria a melhor solu¢ao dentro do grupo.
Trazendo essas idéias para o contexto da otimizacao, o espalhamento entre
solugoes ajuda a mapear pontos ao longo da fronteira eficiente e, a veloci-
dade de aproximacao, trata da convergéncia local. A cada iteragao, a melhor
particula pnor € guardada (estratégia elitista) e, caso ela fosse classificada
como melhor global recebe um nome especial gpeinor- Tanto Ppeinor quanto
Imelhor fazem o papel do lideres. As demais solu¢oes caminham na direcao
dos lideres. A velocidade v; e a posicao x; de cada particula sao calculadas
de acordo com as equacgoes

Vi+1 = Y; +cpxry (pmelhor - xz) + Co x 7o (gmelhor - xz) (29)
Tiy1 = X “+ v; (210)

Como qualquer outro MOEA | ha parametros que devem ser definidos, neste
caso ¢; e ¢o. Por outro lado, r; e 79 sao ntmeros aleatorios.

Descrevendo o PSO em poucos passos, primeiramente uma populagao
de particulas ¢ introduzida aleatoriamente. Em seguida, o desempenho de
cada uma ¢é calculada e, com esta informacao, encontram-se o Ppeihor € O
Imelhor- Pelas equagoes e calcula-se novas posicoes e velocidades.
Novamente calculam-se os desempenhos individuais. O ciclo continua até
que seja atingido algum critério. Este é o primeiro modelo de PSO. Varias
alteragoes ja foram propostas.

Ha diversos outros MOEAs que tém sido freqiientemente citados nos pe-
riodicos de computacao evolucionaria e que nao foram descritos neste tra-
balho. Uma lista nao exaustiva destes métodos pode ser composta pelos
algoritmos: a) ENORA (Evolutionary Algorithm of Non Dominated Sorting
with Radial Slots); b) DRMOGA (Divided Range Multi-Objective Genec-
tic Algorithm); ¢) MuGA(Multi-objective MicroGA) [20]; d) PAES(Pareto
Archived Evolution Strategy) [72]; e e)SPEA(Strength Pareto Evolutionary
Algorithm) [129].

2.2.4 Pardmetros Gerais

Toda vez que um novo algoritmo é apresentado, seu desempenho é testado
frente a outros ja consagrados na literatura. Bons exemplos para estas com-
paragoes podem ser encontrados em Deb et al. [34], Knowles [72] e Zitzler
et al. [I30]. Nestes trabalhos, os autores propoe algoritmos com estruturas
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diferentes, sendo que as particularidades sao assistidas por uma série de pa-
rametros. Dependendo da variagao introduzida em um destes parametros o
desempenho geral do algoritmo fica afetado. Até mesmo a escolha do nimero
de execucgoes pode gerar uma estatistica de convergéncia diferente, visto que
os MOEASs sao estocasticos. Por esses e outros motivos, torna-se importante
analisar quais aspectos interferem na comparacao de algoritmos.

MOEAs baseados em populacoes e codificagao binaria tem como ponto
de partida discretizar o espago de busca. Se ny;s € o numero de bits para
cada faixa de variavel, entao o ntiimero de cadeias de caracteres possiveis é
2™its para cada varidvel. Uma forma de comparar erroneamente é discretizar
0 espago com ny;s diferentes. Veldhuilzen [I19] em 1999 ao comparar qua-
tro MOEAs utilizou discretizacao total de 224 cadeias binarias. Em 2000,
Zitzler et al. [I30] registraram resultados divergentes de Veldhuizen, mas
discretizando o espaco de busca em cadeias binarias maiores que 23°,

O tamanho da populagao n,., interfere em praticamente todos os as-
pectos do MOEA. Deixado outros parametros fixos, populagao grande tem
mais diversidade, é mais lenta para convergir, a realizacao de processos como
selecao e separacao de fronteiras é mais cara, despende-se mais memoria
para armazenamento e aumentam as chances de mapeamento de mais pon-
tos na fronteira eficiente. Logo, ao comparar-se algoritmos com populagoes de
tamanhos muito diferentes pode-se esconder a real situagao entre um método
e outro. Uma maneira de amenizar este erro é contabilizar o niimero de cél-
culos de fungao em cada caso.

A probabilidade de operadores de recombinagao p, e de diversidade p,, al-
tera consideravelmente os resultados finais de execuc¢ao. Fato verificado em
Soares [I11I]. Muitas vezes, novos algoritmos trazem consigo diferentes ope-
radores. Uma pratica comum é aplicar os operadores como proposto pelos
autores de cada algoritmo e ajustar a probabilidade de seus novos opera-
dores segundo o melhor desempenho adquirido em testes empiricos. Testes
como os realizados em 1986 por Grefenstette [47] que encontrou p. = 0.60 e
pm = 0.001 para os Algoritmos Genéticos descritos em seu artigo.

A maneira de selecionar individuos para recombinagao afeta, por exemplo,
a convergéncia dos MOEAs. No entanto, em muitos casos o processo de
escolha faz parte da novidade do novo algoritmo. Portanto, querer ser justo
quando na comparagao de algoritmos, quanto aos processos de selecao pode
ser inviavel.

O ntmero ny de fungoes objetivo e o nimero n, de varidveis tém sido
fatores determinantes de desempenho. O motivo é que em problemas multi-
objetivos o calculo de dominancia e as técnicas de nicho exigem comparacao
aos pares de individuos. Logo, para que a comparacao seja justa entre al-
goritmos, os valores de parametros como n; e n, devem ser préximos. Para



2. Revisao Bibliografica 25

manter esses parametros constantes basta adotar as mesmas funcoes teste
durante as comparagoes.

Comparar tempo computacional nao é tarefa facil. Nos trabalhos cienti-
ficos, geralmente sao detalhadas as explicagoes sobre os algoritmos, mas nem
sempre sobre as implementacoes realizadas. Talvez por nao ficar elegante ou
por ocupar espaco. No entanto, durante a implementacao, solu¢oes numéri-
cas criativas dao resultados significativamente menores em termos de custo
computacional. Rump [99] multiplicou duas matrizes A e B de dimensoes
200 x 200 de quatro formas diferentes, no MATLAB, utilizando um Pentium
[300Mhz. A diferenca entre a implementagao melhor e a pior foi 2265 vezes!
Portanto, para comparar tempo computacional é necessario cautela.

Os MOEAs sao sensiveis a mudanga dos valores de seus parametros. Ao
realizar um confronto entre algoritmos deve-se analisar cuidadosamente que
conjunto de parametros atribuir a cada método.

2.2.5 FElitismo

Quando Zitzler [129] propos SPEA ele o comparou com outros sete algorit-
mos, entre eles o NSGA, o NPGA(Niched Pareto Genetic Algorithm) e o
MOGA. O desempenho do SPEA foi significativamente melhor porque era o
tnico que tinha em sua estrutura uma estratégia elitista. Na mesma pesquisa,
foi introduzido elitismo nos demais algoritmos. Todos melhoram o desem-
penho. Este fato nao traz nenhuma surpresa para algoritmos evolucionarios
multi-objetivos. Um vez encontrado um ponto eficiente, ele nao pode ser
descartado e, por outro lado, nao se pode permitir que ele funcione como
um atrator para toda populacgao. Dificil afirmar qual estratégia é melhor. A
seguir algumas implementacoes de elitismo.

Rudolph [97] descreveu um MOEA elitista que mantém varias solugdes
nao dominadas para a proxima geracao. Quando um valor limite de solugoes
eficientes, fixado anteriormente, é atingido, nao hé espago para novos pontos.

O elitismo no NSGA II é mantido simplesmente realizando comparacoes
de dominancia entre a populagao anterior e a atual. Os n,,, primeiros ele-
mentos nao dominados formam a proxima populagao. Novos pontos podem
ser adicionados em toda geracao, mas ha um acréscimo no custo computa-
cional com a comparacao de duas populagoes.

Por outro lado, o SPEA realiza elitismo simplesmente mantendo uma po-
pulagao externa. Desde as primeiras geragoes os pontos nao dominado sao
armazenados numa populacao de tamanho fixo. A cada iteragdo as novas
solugoes eficientes sao classificadas junto as da populacao externa. A diversi-
dade é controlada por meio do calculo da distancia via hipercubos. Solugoes
muito proximas sao eliminadas da populagao externa.
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Inserir elitismo foi um passo evolutivo e definitivo dentro dos MOEAs.
Nao ha como afirmar que existam trabalhos que divergem desta afirmacao.
Mas nas bibliografias mais citadas ¢ indiscutivel que as melhores solugoes
devam ser guardadas de alguma forma.

2.2.6 Métricas para Medir Desempenho

Quando deseja-se comparar MOEAs ou medir sua eficiéncia em resolver os
problemas de otimizagao, uma pratica freqliente em muitos estudos é apre-
sentar os resultados em graficos bi ou tridimensionais, onde observa-se com
facilidade o comportamento e talvez até mesmo o desempenho dos algoritmos
em questao. Nao hé davidas que se o resultado visual for de alguma forma,
quantificado e confirmado, ha suporte cientifico para distinguir qual a melhor
opg¢ao. No entanto, se o problema de otimizacao possuir varios objetivos se-
ria complicado apresentar os resultados de forma grafica. Com a intengao de
investigar esse assunto, pesquisadores como Czyzak [24], Deb [32], Hansen
e Jaszkiewicz [51], Schott [102], Veldhuizen [119], Zitzler [129] e Zitzler et
al. [I30] apresentaram trabalhos relevantes para construgao de métricas para
MOEAs. Algumas delas estao descritas nesta secao.

Em Zitzler et al. [130], os algoritmos evolucionarios multi-objetivos tem,
além dos objetivos propostos no problema, mais outros trés objetivos:

1. encontrar o seu conjunto de solugoes nao dominadas o mais proximo
possivel da Fronteira de Pareto;

2. possuir solugoes uniformemente espagadas ao longo da fronteira;

3. maximizar pontos nos extremos da fronteira nao dominada para cada
objetivo.

Em seu livro, Deb [32] enfatiza, em varios momentos, como meta para os
MOEAs apenas os dois primeiros itens anteriores. Logo, foram desenvolvi-
das algumas métricas para quantificar o desempenho dos algoritmos nesses
quesitos. Antes de apresenta-las alguns conceitos importantes devem ser in-
troduzidos.

Considere inicialmente os conjuntos de solugoes nao dominadas A C R™
e B C R™ de dois algoritmos MOEAs quaisquer. Agora, considere o ope-
rador Y~ represente uma fungao que retorne o subconjunto de pontos nao
dominados de um conjunto “” (a definigdo formal de Y~ ¢é apresentada
na Subsegao [3.2.1]). De acordo com Hansen e Jaszkiewicz [5I], o conjunto
solugdo A pode ser declarado melhor que B em trés niveis: a) A <y B (A
¢ fracamente melhor que B); b) A <r B (A ¢ fortemente melhor que B);
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ec) A <¢c B (A é completamente melhor que B). Abaixo, encontram-
se as expressoes que definem essas conclusoes sobre A e B, e na Fig.
encontram-se exemplos gréficos.

A<;B & T(AUB)=A NA#B (2.11)
A<rB & T (AUB)=A AB\T<(AUB)#0 (2.12)
A<cB & T(AUB)=A ABNT(AUB)=10 (2.13)
O (o]
Jie o fie o Jo e
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Fig. 2.2: Relagdo de desempenho entre os conjuntos de solugao A(e) e B(o). No
primeiro caso, A <¢ B. Na seqiiencia, A <r B e A <y B. O simbolo
* representa ponto comum em A e B. Nota-se claramente que se A <¢
B=A<rBAA<;B.

As meétricas para comparar os resultados de algoritmos multi-objetivos
podem nao estar em sintonia com os conceitos apresentados em ([2.11]), (2.12))
e (2.13). Por isso dois critérios de compatibilidade foram propostos no mesmo
estudo.

Definicao 2 Compativel fracamente: uma métrica de comparacao € fraca-
mente compativel com a relagio de desempenho <;, 1 € {f,F,C} se para
cada par de conjuntos nao dominados A e B, tal que A <; B, a métrica
avalia A como nao pior que B.

Definicao 3 Compativel: uma métrica de comparacao € compativel com a
relagao de desempenho <;, i € {f, F,C} se para cada par de conjuntos nao
dominados A e B, tal que A <; B, a métrica avalia A melhor que B.

As métricas apresentadas a seguir sao avaliadas quanto a compatibili-
dade com <¢, <r e <y, quanto a utilizarem mecanismos para classificar
as solugoes, quando a necessidade de comparacao com conjunto que contém
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as solugoes de Pareto e quanto ao custo computacional. O estudo destas
métricas esta suportado principalmente pelo livro de Deb [32] e pela tese de
doutorado de Knowles [72]. Informagoes complementares foram obtidas nas
referéncias originais.

Taxa de Erro: Com a finalidade de contabilizar a propor¢ao de pontos
eficientes, Veldhuizem [I19] elaborou a métrica TE (Taxa de Erro) que é
baseada no conhecimento prévio dos pontos eficientes Y* como mostrado na
equacao abaixo.

TE = &=i=17% (2.14)
| A |

sendo | A | o nimero de solugoes de A, e contador de erros e; é tal que:

{ ei=1, see; € A\YY (2.15)

e; = 0, caso contrario. '
Para concluir se um ponto pertence ou nao a Y*, definiu-se uma distancia
Euclideana minima com relagao a qualquer um dos elementos pertencentes
ao conjunto referéncia erp. Em outras palavras, erp representa a precisao
da métrica TE medida em termos de distancia Euclideana.

Trata-se de uma métrica simples de implementar, com poucos parametros
e é simétrica, ou seja, (1 — EF'R) contabiliza o ntiimero de pontos pertencentes
a Y*. Como desvantagens, tém-se: a) o custo computacional associado &
comparagao de proximidade com ponto eficiente em Y*; b) ndo mede uni-
formidade espacial das solugoes em A; c) penaliza conjuntos solu¢oes com
muitos pontos em Y*, se também existirem muitos pontos fora; e d) a métrica
é fracamente compativel com <¢.

Importante observar que a métrica TE foi definida acima para ser aplicada
no espaco dos objetivos. Analogamente, ela mede proximidade do conjuntos
solucao encontrado em relacao ao conjunto solugao referéncia, no espacgo de
busca.

Meétrica C: A métrica C, apresentada em ([2.16]), proposta por Zitzler [129],
compara dois conjuntos de solu¢oes nao dominadas A e B quanto & domi-
nancia. Formalmente,

beB|JacA:a=<b
CA,B:|{ €B| IGB?I a2 b} | (2.16)

Considerando-se o dois conjuntos A e B quaisquer, observa-se que nao nec-
essariamente Ca B = C A.
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O custo computacional é baixo quando comparado as demais métricas
desta se¢ao, mesmo sendo preciso calcular CAg ¢ Cg o. Também é uma
métrica simples de implementar e de interpretar, nao exigindo a classificagao
do conjunto solu¢ao e nao hé necessitando da informacao do conjunto Y.
No entanto, essa métrica é compativel apenas com < e ainda ela nao mede
uniformidade da distribuicao das solugoes.

Meétrica do Espacamento: Diferentemente da finalidade das métricas an-
teriores, Schott [102] elaborou um mecanismo para medir a qualidade da
distribuicao dos pontos ao longo da fronteira nao dominada. Considerando
novamente que | A | representa o ntumero de solugoes de A, observe abaixo
como o calculo de uniformidade é feito.

S = |A|Z (2.17)

O termo d; é a menor distancia, no espaco dos objetivos, a qualquer outro
ponto pertencente a A e d é a média de todos os d; calculados. Esta for-
mulacao simplesmente calcula o desvio padrao das menores distancias entre
solucoes. Logo, quanto menor o desvio padrao mais uniformemente estao
espalhados os pontos.

Como vantagens, a métrica de Schott nao depende de comparagao com
conjunto Pareto e nao necessita classificar o conjunto A. E como desvanta-
gens, a métrica nao mede a proximidade com a fronteira eficiente, tem custo
computacional relativamente alto e ainda nao é possivel definir relacao de
compatibilidade com <;, <p ou <¢.

Meétrica do Espalhamento : Trata-se de outra métrica destinada a medir
qualidade na distribuicao das solucoes foi desenvolvida Deb et al. e descrita
em [32] é mostrada a seguir.

A zml ‘ z'AUd-—J | (2.18)

Sendo A o valor da métrica, d; é a distancia até algum outro ponto na
vizinhanca, d ¢ a média de todos os d; calculados e d¢, ¢ a distancia entre
os pontos extremos de A e Y* em cada objetivo. Portanto, sao investigadas
tanto a uniformidade de distribuicao dos pontos quanto o quao extensa é
essa distribuicao na fronteira. Na implementagao desta métrica realizada
neste trabalho calculou-se d; como a menor distancia entre uma solucao i a
qualquer outra do conjunto solucao.
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Uma vantagem desta métrica é a penalizagao de conjuntos nao dominados
com solugoes dispersas e longe dos extremos em cada objetivo. Por outro
lado, s@o consideradas como desvantagens: a) a necessidade de se conhecer
Y*; b) o custo com classificagdo tanto de A quanto de Y* para todos os
objetivos; ¢) a incompatibilidade com as relagoes de desempenho e; d) a nao
medicao de proximidade com a fronteira de Pareto.

Meétrica do Hipervolume: Essa métrica é enderecada tanto para analisar
proximidade de conjuntos solugao a fronteira de Pareto quanto para quali-
ficar a uniformidade da distribuicao dos pontos sobre a fronteira. Cada ponto
do conjunto solugao A é um vértice de um hipercubo hc¢;. O outro vértice,
tomando-se a diagonal principal, ¢ um ponto fixo que pode ser definido como
o pior valor para cada objetivo. Considerando um conjunto solucao A, a
uniao das regioes de cada hipercubo gera um hipervolume HV que é norma-
lizado com um hipervolume HVR construido a partir de Y*. Observa-se que
o indice é acrescentado para denotar o conjunto sobre o qual age a métrica
do hipervolume. As equacoes e deixam claro como o calculo do

hipervolume é feito.

HV = volume( Ul’ill he;) (2.19)
HVyp

HV R, = 2.20

2=V (2.20)

Pelas expressoes acima, conclui-se que hipervolume maior significa melhor
proximidade da fronteira eficiente.

A métrica do hipervolume tem custo computacional relativamente médio
quando comparado as outras métricas, é de facil implementacao e interpre-
tacao e quantifica tanto dispersao quanto proximidade de Y*. Entretanto,
necessita realizar a classificacao das solugoes e a escolha do ponto fixo pode
nao ser tarefa facil. Adicionalmente, é dificil de analisar compatibilidade com
<f, <F Ou <¢.

Como descrito, todas as métricas apresentam vantagens e desvantagens
para medir a proximidade com a fronteira de Pareto e uniformidade das
solugoes. Fica claro que mais de uma métrica é necessario para julgar con-
juntos solugoes. Para interessados em conhecer outras métricas vale a pena
consultar Knowles [72].

2.2.7 Técnicas de Nicho

Diversidade com qualidade é umas das caracteristicas chaves buscadas pelos
MOEAs. Héa algum tempo, época do primeiros MOEAS, como o SGA para
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problema mono-objetivo, a convergéncia prematura para uma determinada
solugao ja nao era desejada. O motivo principal é que a perda da diversi-
dade dificulta a explorar novas regioes e, conseqiientemente o algoritmo pode
ficar preso naquele ponto. Técnicas de manutencao de diversidade, conheci-
das como técnicas de nicho, foram sendo desenvolvidas para tentar resolver
problemas desta natureza. A seguir, sao descritos trés modelos destes pro-
cedimentos.

A primeira técnica de nicho para os MOEASs foi desenvolvida por Goldberg
e Richardson [46] em 1987. A idéia era alterar, o valor da funcdo objetivo
de acordo com o nimero de individuos que estivessem na vizinhanga. Uma
fungao de partilha, como por exemplo (2.21]), mede a proximidade entre duas
solugoes.

d
(1 - )a7 s€ dij < O partilha
Sd” =

Opartilha

o (2.21)
0, caso contrario.

Sendo d;; a distancia entre as solugoes i e j. O somatorio de todas as fungoes
de partilha, define o quanto o desempenho f; do individuo ¢ sera degradado.
O novo desempenho f; segundo a técnica de nicho é dado por f{ = fi/ > sq,;-

A funcao de partilha de Goldberg e Richardson foi adaptada para proble-
mas multi-objetivos em alguns algoritmos, como é o caso do WBGA (Weight-
Based Genetic Algorithm). Nesta abordagem o valor dos pesos sao definidos
via . Algoritmos multi-objetivos baseados em pesos tem problemas
quando a fronteira de Pareto é nao convexa. Mas em casos convexos WBGA
consegue distribuir pontos ao longo da fronteira.

O NSGA II substitui a funcao de partilha por um modelo onde o parametro
Opartilha 120 necessita ser determinado. Em primeiro lugar uma estimativa
de densidade populacional é calculada, através do calculo de um “cubdide”
formado com vértices nas solugdes mais proximas. O perimetro do cubdide é
denominado de distdncia de agrupamento. Em seguida um operador de com-
paracao de agrupamento guia o processo de sele¢ao levando em conta uma
classificacao de nao dominancia e na distancia calculada no procedimento de
estimativa de densidade.

Além das técnicas de nicho, um algoritmo que cria aglomerados (clus-
tering) foi proposto por Zitzler e Thiele [I31] com a mesma finalidade de
dificultar a concentracao de solugdes muito proximas. Segundo os autores,
os resultados apresentados também foram satisfatorios.

2.3 Analise Intervalar

Intervalos sdo mesmo necessarios? Hayes [53] e Daumas [29] relataram alguns
acidentes ocorridos com equipamentos de tecnologia avancada que resultaram
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em vitimas fatais. Foram registrados como causa, os erros em rotinas de cal-
culo numérico, devido por exemplo, a propagacao desastrosa de arredonda-
mentos. Qualquer um, ciente apenas dos fatos, poderia dizer que as rotinas
numeéricas aplicadas pudessem ter sido construidas descuidadamente ou que
os hardware utilizados devessem ter sido mais precisos e confidveis. Sabendo-
se que hardware trabalha com grandezas discretas, conclui-se que ele tem
limites finitos para tratar valores precisos. O nimero de acidentes desta na-
tureza pode aumentar com a crescente aplicacao de tecnologia de precisao,
habitualmente empregada em conjunto com a automacao de processos. Em
contra-partida, novos mecanismos tém sido criados para aumentar a segu-
rancga, oferecer um nivel mais alto de confiabilidade diminuindo os riscos de
danos materiais e humanos. Algumas destas solu¢oes sao baseadas em méto-
dos intervalares, definidos em novo conjunto numérico proéprio, o conjunto
dos Numeros Intervalares Reais IR. Este conjunto manipula incertezas con-
siderando as grandezas numeéricas, como entidades compreendidas dentro de
uma faixa de valores.

A Analise Intervalar, area que estuda o conjunto dos Numeros Inter-
valares, comegou com Moore [85] justamente para tratamento de erros de
arredondamento em computacao numeérica. Atualmente, ela tem sido efi-
cientemente utilizada em aplicacoes que envolvem parametros de incerteza,
veja Jaulin et al. [63] e Kearfott e Kreinovich [68]. Uma manipulagao segura
destes intervalos resulta em um intervalo no qual se pode garantir a presenca
da solucao pontual. Entretanto, os métodos intervalares sofrem algumas
criticas quanto a lentidao, em termos de tempo computacional. Hansen e
Walster [50] rebateram a maioria das criticas e destacam as vantagens dos
métodos intervalares: a) a possibilidade de obter solugoes de certos pro-
blemas que nao podem ser resolvidos por métodos nao intervalares, como
por exemplo, os problemas que envolvem operagoes de divisao por zero em
sua formulagdo; b) a convergéncia, pois as etapas dos processos internos dos
métodos intervalares sao finitas; e ¢) a confiabilidade dos resultados. Uma
outra caracteristica importante a ser inserida no conjunto de vantagens: a
usual globalidade dos métodos intervalares.

Anélise Intervalar tem sido empregada em diversas areas como por exem-
plo: Carreras e Walker [15] e Morales e Son [88] em robotica; Soares et al.
[109] e Siouris et al. [104] em rastreamento por radar;

2.3.1 Breve Historico

E dificil precisar onde os primeiros indicios sobre intervalos surgiram. Alguns
estudos apontam que provavelmente o primeiro documento onde aparece a
presenca de intervalos foi elaborado por Arquimedes, registrado no livro de
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Healt [54] em 1897, onde Arquimedes buscava calcular o valor de 7. No en-
tanto, existe divergéncia entre os pesquisadores da area de Anélise Intervalar
quando dissertam sobre quem efetuou os passos concretos iniciais. Alefeld e
Mayer [2] registraram alguns estudos isolados na area de Computagao Cien-
tifica, na década de 1950. Sunaga [115] em 1958, apresentou as primeiras
regras sobre operagoes aritméticas intervalares simples e também para ve-
tores e matrizes. Sunaga ainda tratou da resolucao de equagoes intervalares
e calculo de fungoes integrais. Em 1965 Hansen [48], realizou manipulagao de
intervalos com a algebra linear e, no mesmo ano, um grupo de pesquisadores
alemaes incluindo Alefeld, Krawczyk e Nickel desenvolveram varios aspectos
de implementacoes computacionais. Embora todos os estudos acima sejam
relevantes, o primeiro trabalho consistente, reconhecido por todos os pesqui-
sadores como uma contribuicao real para a Analise Intervalar foi o livro de
Moore [85] em 1966. Durante quase duas décadas, a Anélise Intervalar nao
foi um tema muito investigado pela comunidade cientifica. Talvez, simples-
mente porque ainda nao existia necessidade para sua utilizagao. No fim deste
periodo, trabalhos interessantes foram realizados por Neumaier [90], em 1985,
sobre o conjunto solugao de equagoes lineares e nao lineares e, Kearfott [67]
sobre otimizacao, em 1989. Nos anos 90, a Anélise Intervalar tornou-se po-
pular com a adesao de varios grupos de pesquisa nas mais diversas partes do
mundo.

Retornando a 1966, o mérito maior de Moore [85] foi devido a organizacao
realizada na pesquisa sobre intervalos até aquele momento, fundamentando
e transformando a Aritmética em Analise Intervalar. No entanto, situagoes
que envolviam intervalos contendo 0 e limitados por 00 nao tinham solucgao.
Para resolver este problema, Hanson [52] e Kahan [66], ambos em 1968, em
pesquisas independentes, descreveram incompletas extensoes nas quais os li-
mites para os intervalos pudessem ter valor 00. Estes estudos marcaram o
inicio do Sistema Intervalar Fechado, que é uma extensao do Sistema Inter-
valar Finito proposto por Moore [85]. Mais tarde, Walster, Pryce e Hansen
em [I21] descreveram um sistema que representasse completamente uma ex-
tensao do sistema de Moore. Neste modelo, a resolugao de problemas que

0 +

envolvam as operagoes 5, o0 — 00, 0 X oo e == foi definida.
0 ’ Foo

2.3.2 Relagoes Algébricas de Conjuntos

Nimeros Intervalares sao definidos como conjuntos, e portanto, ele herda as
operacoes e relagoes para esse tipo de dado. A seguir, uma revisao baseada
em Jaulin et al. [63] sobre relagoes basicas entre conjuntos é apresentada, e
na seqiiéncia, as operagoes baseadas nessas relagoes.

Considere dois conjuntos numéricos A e B quaisquer. Sao validas as
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seguintes operacoes, relagoes e defini¢oes:

Intersecgao : ANB={a|a€ AANacB}. (2.22)

Unido : AUB={a|a€ AVaecB} (2.23)
Complemento : A\B={a|a€ AAa¢B}. (2.24)
Produto Cartesiano : A x B = {(a,b) |a € AADb <€ B}. (2.25)
Inclusao : ACB & Vae A a€B. (2.26)

Igualdade : A=B< ACBABCA. (2.27)

SeZ =A xBeZ; CZ, entao a projecao de Z; sobre A, com respeito a B,
¢ dada por:

proja(Z,) ={a € A,3b € B | (a,b) € Z,}. (2.28)

A Fig[2.3]ilustra o produto cartesiano e a projegao de conjuntos.

A A

XXY Z

Fig. 2.3: Operagoes sobre conjuntos: produto cartesiano e projegao.

Novamente, considere dois conjuntos A e B e uma funcao f : A — B. Se
A, C A, a imagem direta de A, por f é:

(A1) ={f(a) | a € As}. (2.29)
Se B1 € B, a imagem reciproca de By para f é

f7i(B1) ={ac Al f(a) € Bi}. (2:30)
Se () representa o conjunto vazio, entao:

f0)y=f"1=(0) =0 (2.31)



2. Revisao Bibliogréafica 35

Partindo das expressoes (2.29)), (2.30) e (2.31) e definindo A; e Ay como

subconjuntos de A, infere-se que:

fAT N A,) C f(A1) N f(A2).

fATUAS) = f(A)) U f(Ay).

JTHALINA) = f7HA) N fTH(A).

FTHALUA,) = f7HA) U fTH(Ay).

f(F7H(A)) C A (2.32)
fH(f(A) 2 A

A, C A= f(A)) C f(A).

A CAy= fH(A)) C fH(A).

2.3.3 Fundamentos e Defini¢oes

Algumas defini¢oes sobre conjuntos apresentadas por Hickey et al. [56] para
suportar a teoria de intervalos sao apresentadas a seguir.

Definicao 4 Um conjunto aberto bdsico de reais € da forma {z € R | a <
x < b}, sendoa € R eb e R. Un conjunto A é aberto se para cada ponto
x € A existe um conjunto aberto basico Ay tal que x € Ay C A.

Definicao 5 O conjunto A € fechado se seu complemento é aberto. Por
defini¢ao, () conjunto € fechado.

Definicao 6 Um conjunto de nimero reais A € dito conectado se nao exis-
tem conjuntos separados, abertos nao vazios A e Ay que intersectam A e
para 0s quais A C Ay U Ay. Por defini¢do, o conjunto () é conectado.

Definigao 7 Um intervalo conectado fechado [x] € definido por
2, 7] ={zreR|z<2x<T}, zcRexeR, (2.33)

sendo x e T os limites inferior e superior do intervalo [x] respectivamente.
O conjgunto de todos os intervalos do tipo ¢ IR.

Em se tratando de intervalos, alguns casos especiais sao:
e intervalos tais que T = z sao ditos degenerados ou pontuais;
e intervalo que nao contém niimero ¢ denominado de intervalo vazio;

e notagoes de intervalo como [0, 00| e [0, 00 tem o mesmo significado;
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e as formas [00, 00| e [—00, —o0| ndo correspondem a intervalos.

Estes casos sao excegoes que, se nao forem previstos e tratados adequada-
mente, deixam invalidos os teoremas, as relagoes e as operacoes intervalares
que estao apresentadas adiante.

Em [I18], Vaccaro descreve duas seméanticas para interpretar e tratar
intervalos. Na primeira, os intervalos sao descritos conforme a Def. [7| e na
segunda, como Numero Intervalo. A definicao formal de nimero intervalo
é suprimida para evitar confusao e adicao de nomenclatura desnecesséria.
Mas informalmente, o ntmero intervalo é um tipo de dado constituido por
todos os nimeros reais pertencentes no intervalo. Assim, o intervalo [—1, 3]
representa todos os nimeros reais compreendidos entre —1 e 3, inclusive —1
e 3. Como conseqiiéncia, um ntmero intervalo difere dos reais por poder
assumir simultaneamente valores negativos, positivos e nulos. Os ntmeros
intervalos nao sao objeto de estudo deste trabalho e por isso o termo intervalo
estara sempre vinculado ao tipo de dado da Def. [7]

2.3.4 Operagoes Aritméticas Elementares

Uma vez diferenciadas as seméanticas sobre intervalo, o préximo passo é a
definicao das operacoes intervalares.

Definicao 8 Considere o um operador bindrio que represente as quatro ope-
ragoes cldssicas da aritmética real +, —, x e /. Entdo

[z]ofyl ={zoy |z elz], y €y} (2.34)

Por simplicidade, optou-se por descrever as operacoes aritméticas para
I[R. Similarmene, algumas outras defini¢oes seguem o mesmo caminho. Por
analogia, o espaco IR pode ser estendido a um espaco IIR" qualquer.

Cada intervalo nao degenerado contém infinitos nimeros. Logo, opera-
¢Oes aritméticas, como soma e multiplicagao, devem ser diferentes daquelas
utilizadas para niimeros reais. Da mesma forma que os argumentos, a res-
posta também é um intervalo. Adiante, os procedimentos para célculo das
operagoes basicas sao descritos considerando dois intervalos [z] e [y] quais-
quer. Os resultados das operagoes devem compreender todas as possiveis
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instancias dos intervalos [z] e [y]. Assim, define-se as operagbes como

[#]+[y] = [z+y T+ (2.35)
[zl -] = [z-7.7-yl (2.36)
(2] *[y] = [min{z*y,z*7,T+y T*7, (2.37)
max{z * y, L *J,T *y, T * J}] (2.38)
[=]/lyl = []*(1/[y]) (2.39)
sendo
1y =0, se [y] = [0,0];
= [1/5,1/yl, se0¢[y];

ool/y] sey <0 A y=0;

[
[1/y,00], sey=0 A y>0; (2.40)
(-
[~00,00], sey<0 A 7>0.

Observe que a operagao divisao foi construida sobre a multiplicacao do nume-
rador pelo inverso do denominador. Segundo Hickey et al. [56], na literatura
¢ indiscutivel a aplicagao de para os operadores 4+, — e %, indepen-
dente dos valores reais que os limites podem assumir. No entanto, existem
divergéncias sobre a divisao de intervalos, quando o denominador contém zero
entre seus limites inferior e superior. Definindo-se intervalos como fechados,
a associacao das equacoes e tem sido usualmente empregada.

Computacionalmente, algumas operacoes aritméticas anteriormente des-
critas podem ser implementadas mais eficientemente que no formato apre-
sentado nas formulagoes. Por exemplo, se antes da operagao multiplicacao
identificar a negatividade dos limites de cada intervalo, haveria apenas dois
produtos para se calcular, e ainda, nao seriam necessarios utilizar as funcoes
min e max. Por motivos de simplicidade, preferiu-se apresentar as operagoes
conforme acima. Para exemplificar as operagoes aritméticas descritas até
entdo, observe os casos no Exem. [I]

Exemplo 1 (Operagoes intervalares)

[—2,4] 4 [1, 6] [—1,10]
[—1,5.4] — [-3,-2.1] = [1.1,84]
[—4,—1] % [-2,3] = [-12,§]
2,3]/12,5] = [0.4,1.5]
[1,3]/[0,0] = 0
[1,4]/0,3] [1/3,09]
2,5]/[-3,0] = [—o0,—-2/3]
[1,2]/[-2,1] = [-00,00]
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2.3.5 Funcoes Intervalares Elementares

Uma funcao intervalar f é uma fungao cujos argumentos e resultados sao
intervalos. Assim, se f : [R — IR, entao

fl2]) = {f(2) [ = € [«]}] (2.41)

As operagoes aritméticas intervalares sao suportadas pela . Simi-
larmente, as fungoes intervalares precisam de apoio tedrico para definicao de
seus escopos. Moore [87] descreve um teorema sobre as fungoes intervalares,
cujas conseqiliéncias sao descritas a seguir.

Considere uma fungao real f(xy,...,2,) — y e uma funcao intervalar
f'([x1], - .., [xn]) — [y] com a mesma expressao formal da funcao f real. Se
f(xy,...,z,) = f(x1,...,x,) para quaisquer argumentos reais, entao f’ é

denominada uma func¢ao extensdo intervalar de f. Entretanto, na pratica é
possivel que se compute apenas uma fun¢ao intervalar f” O f’, considerando
as multiplas ocorréncias de seus argumentos e/ou os arredondamentos real-
izados nos limites dos intervalos ao longo da computacao da fungao intervalar.

Além das operagoes matematicas elementares, a expressao de [f] pode
ser composta de fungoes matematicas como cosseno, seno, quadrado, log, etc.
Na implementagao computacional, os algoritmos de fungoes intervalares sao
desenvolvidos para evitar que o dominio seja violado. Veja o caso da fungao
poténcia intervalar para n nao negativo.

[z]" = 1], se n = 0;
se x > 0V n impar;
se T < 0 A n par;

)
,max(z",T")], sexz <0 <7ZAn par.

[
- { (2.42)
[

O Exem. [2| trata numericamente algumas fungoes matematicas.

Exemplo 2 (Algumas funcgoes intervalares)

1,3 = [0,9]

[—10,4] = [0,2]
log([-2,-1]) = 0

exp?? = [7.39,148.41]
seno([0,7]) = [0,1]

Algoritmos para fungoes como seno precisam de uma atencao especial. De-
pendendo do intervalo, os valores da funcao f podem passar por varios mé-
ximos e minimos locais que nao sejam obteniveis apenas pela avaliacao da
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funcdo em z e 7. O Tab2.4] mostra os passos basicos para construgao da
fungao seno([z]). A extensao, em termos de linhas de codigo, do algoritmo

Tab. 2.4: Calculo de f([z]) = seno(]z]) (Jaulin et al. [63]).

entrada ([z])
saida(f([x]))

se Ik € Z | (2kr —7/2) € [x],

entdao f([z]) = —1.

senao f([z]) = min (seno(z), seno(T)).
se k€ Z | (2kn +7/2) € [],

entao f([z]) = 1.

sendo f([z]) = max (seno(z), seno(T)).

S U = W N =

do céalculo do seno de intervalos é um exemplo para a principal critica sobre
os métodos intervalares: o tempo computacional.

2.3.6 Dependéncia

As operagoes aritméticas e fungoes intervalares enfrentam problemas quando
ha repeti¢do de uma mesma variavel intervalar, como por exemplo em [z] —
[z] e [z]/[z]. Para ntmeros reais, os resultados da subtracao e da divisao
de um ntmero por ele mesmo ¢ 0 e 1 respectivamente. No entanto, para
numeros intervalares estes mesmos resultados sao obtidos somente em casos
particulares. Observe a subtracao [x] — [z]:

z—7,T—z]=0&2="7.

Este problema que surge com a multiplas ocorréncias de varidveis intervalares
¢ denominado de dependéncia e tem como conseqiiéncia principal o alarga-
mento do intervalo resultante, deixando-o menos preciso. Para reduzir a
dependéncia, deve-se inicialmente reorganizar as expressoes matemaéaticas de
forma a reduzir o niimero de vezes que uma mesma varidvel aparece. Veja
como fazer isso através do Exem. 3 e do Exem. [l

Exemplo 3 (Tratando a dependéncia) Considere a fun¢ao f([z]) = [z]/(1+
[x]). O walor de f para o intervalo [1,3] pode ser computado como:

a) substituindo [1,3] em f([x]), tem-se

£(a]) = 23

=" _ =10.25,1.50];
1+[1,3] [ ’ J
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b) reorganizando f([x]) obtém-se f'([z]) = ﬁ, ou seja, foi extraida a ocor-
[z]

réncia extra da varidvel [x] mantendo-se uma expressao equivalente a fungao
original. Assim

1
Flla]) = 5 = = [0.50,0.75).
1,3

Ambas fungoes f([x]) e f'([x]) estao corretas. Mas, f'([x]) é mais precisa e
portanto deve ser aplicada no lugar de f([x]).

Exemplo 4 (Tratando a dependéncia) Considere a funcao f([z]) = [z]*—
[z]. O wvalor de f para o intervalo [x] = [—1, 3] pode ser computado como:

a) substituindo [—1,3] em f([z]), tem-se
[—1,3]* = [-1,3] = [0,9] — [-1,3] = [-3,10];

b) reorganizando f([z]) obtém-se f'([x]) = ([x] —3)*—3. Substituindo [—1, 3]
em f'([x]), tem-se

([~1,3] — 0.50)* — 0.25 = [~1.50, 2.50]* — 0.25 = [—0.25, 6].

Novamente, as duas solugées sao verdadeiras porém a) € tida como solugao
pessimista.

Caso nao seja possivel eliminar a multiplicidade de ocorréncias de vari-
aveis, pelo menos deve-se buscar diminui-las. Adicionalmente, uma outra
forma de tratar a dependéncia, descrita em Hansen e Walster [50], ¢ redefinir
operacoes aritméticas para os casos de dependéncia. A subtracao dependente
¢é definida por

oyl =T -7,z -yl (2.43)

As operacoes de dependéncia foram desenvolvidas de forma que seja real-
mente a operacao inversa daquela que remove uma variavel dependente. Por
exemplo, dados [z] e [y], calcula-se [z] por [z] = [z] * [y]. No entanto, é
possivel que [y] # [z]/[z], pois * e / ndo sdao operadores que resolvem de-
pendéncia. Definido-se @ como divisao dependente, [y] = [x| @ [z] recupera
[y] completamente.

Para maiores informagoes sobre a construgao de fungoes de inclusao mais
precisas e a questao do pessimismo, sugere-se a consulta a Benhamou e Older
[10] e Chabert e Jaulin [I7] respectivamente.
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2.3.7 Vetores Intervalares

Em muitas situagoes, é preciso agrupar mais de um intervalo para representar
um parametro. A maneira formal é feita via vetores intervalares ou caizas,
que sao descritos a seguir.

Definigao 9 Uma caiza [x] € um vetor intervalar em IR™ definido como o
produto cartesiano de n, intervalos fechados

[x,X]| = [21] X ... X [2,), (2.44)
sendo x e X os limites inferior e superior de [x].

Como conseqiiéncia da defini¢ao dos vetores intervalares, todas as definigoes
descritas anteriormente sobre intervalos em IR sao estensiveis a TR".

Muitos métodos intervalares utilizam medidas relacionadas aos limites
inferiores e superiores de uma caixa como medida de incerteza de seus paréa-
metros. Esta medida é denominada de largura é definida a seguir.

Definigao 10 Considere uma caiza nao vazia (x| € IR™ e que nao seja
formada somente intervalos degenerados, entao sua largura w([x]) : IR"™ —
R ¢ dada por

w([x]) = max w([z;]). (2.45)

i={1,...,nq
Ainda, por defini¢ao w(f)) = —oo.

Como dito anteriormente, um intervalo real representa um ntmero real e
sua incerteza. Uma estimativa habitual do niimero que a caixa representa ¢é
o seu centro, cuja definicao vem a seguir.

Definigao 11 Considere uma caiza nao vazia [x] € IR™, entao seu centro

c([x]) : IR™ — R" ¢ dado por
a(x)) =@ +x;)/2, i={1,...,n.}. (2.46)

Além da largura pode-se introduzir uma outra medida para caracterizar
os vetores intervalares, o volume.

Definigao 12 Considere uma caiza nao vazia [x| € IR"™, n, > 2. Entao, o
volume v([x]) : IR"™ — R ¢ dado por

o(ix)= ][ w(ld). (2.47)
i={1,...,ng}

Por definigao, a) se x € R, v([z]) = w([z]); e b) v(D) = —o0.
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Se w([x]) # 0, entdo existe pelo menos um plano de corte que divide [x]
em duas outras caixas. E chamado de plano principal aquele originado no
maior lado da caixa. A operagao que divide a caixa é chamada de bissec¢aio.

Definigao 13 A bissecgdo reqular é uma operagao que divide uma caiza [X]
em duas outras simétricas [x|; e [X],, tais que

mlzhﬂ»”u%%;@w”mu¢ (2.48)
mzz[mx“»qﬁgﬁ@ﬂxmxpm (2.49)

sendo j = min{i | w([z;]) = w([x])}.

Neste trabalho, a bissec¢ao ¢ utilizada em todos os algoritmos intervalares.
O exemplo a seguir, mostra como ela funciona na pratica.

Exemplo 5 (Operagao de bissec¢ao) Considere a caiza [x] = [-2,3] %
[2,4] x [0,3]. A operagdo de bissec¢io inicia-se com o cdlculo da largura da
caira

w(lx]) = w([—=2,3] x [2,4] x [0,3]) = 5. (2.50)

Finalmente, utilizando o intervalo de maior largura como plano principal de
corte a bissec¢cao produz:

x|, = ([—2,0.5] x [2,4] x [0,3])
x], = ([0.5,3] x[2,4] x[0,3])

2.3.8 Funcoes de Inclusao

Segundo Jaulin et al. [63], um dos objetivos principais da Anéalise Intervalar
¢ oferecer, para uma grande classe de fungoes f, funcoes de inclusio f([x])
que possam ser avaliadas rapidamente. Em outras palavras, as fungoes de
inclusao sao formulagoes equivalentes, consistentes e que resultem em solugao
mais rapida que o modelo inicialmente proposto.

Definigao 14 Considere a fungao f : R™ — R"™. A funcao [f] : IR™ —
IR" € uma funcgao de inclusao para f se:

V[x] € IR™, f([x]) C [f]([x]) (2.51)
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A fungao de inclusao [f] comporta-se como uma caiza intervalar e portanto
¢é possivel contornar algumas situagoes como descontinuidade e nao conve-
xidade da fungao f, que dificultem o seu manuseio. Analise a Fig. e
observe como uma func¢do de inclusdo mapeia uma caixa [x] para o espago
das funcgoes. As fungoes de inclusao podem ser classificadas como estreita,

r'y 'S

f([x])

_;_, | /\
[x] (1] ([xD)

I
=
[
[
=

|~
=
X

A

Fig. 2.4: Imagem da caixa [x] via fungoes de inclusao.

convergente, monoténica ou minima. Estreita quando

Vx € [x], f(x)=I[f](x). (2.52)
Considerando que o indice k represente o niimero de bissec¢oes realizados
sobre uma caixa [x], a funcao de inclusdo é convergente quando

lim w(fx)y) = 0 = lim w([£)((x))) =0, (2.53)

k—o0

e monotonica quando
xle € [Xlo-1 = [f]([x]&) < [F]([x]5-1)- (2.54)

Finalmente, a fungao de inclusao é dita minima, com notagao [f]*([x]), quando
ela mapear a menor caixa que contém a imagem de f. A Fig.[2.4] apresenta a
agao de f, [f]* e [f] sobre a caixa [x]. As figuras Fig. 2.5 e Fig. [2.6| mostram
fungoes de inclusao convergentes, monotonicas e nao monotonicas.

As fungoes de inclusao podem ser construidas baseadas em polinémios,
algoritmos e equagoes diferenciais. Este trabalho aborda somente as fung¢oes
de inclusao naturais, as quais descritas a seguir.

Definicao 15 Considere a funcao f : R"™ — R, expressada como uma com-
posicao finita dos operadores +, —, % e | e de fungdes elementares (seno, exp,
quadrado, ... ). A fun¢ao de inclusio natural pode ser obtida pela substitui¢ao
de cada operador e funcao elementar pelo seu modelo intervalar equivalente.
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Fig. 2.5: Fungoes de inclusao monotoénica e convergente.
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Fig. 2.6: Fungoes de inclusao ndo monotonica e convergente.

Em Jaulin et al. [63], pp 30, um teorema sobre as fungdes de inclusao naturais
diz que quando a fungao natural [f] envolve apenas operadores e fungoes ele-
mentares continuos, entdo [f] é convergente. Ainda, se cada variavel ocorrer
no maximo uma vez, [f] ¢ minima. A caracteristica de ser minima esta dire-
tamente ligada a precisao da fungao de inclusao [f]. Em geral as fungoes de
inclusao naturais nao sao minimas por causa, por exemplo, da dependéncia.
Entao, em alguns casos, a expressao matematica da funcao de inclusao pode
ser rearranjada de modo a reduzir as ocorréncias extras de varidveis.

Os algoritmos de otimizagao que utilizam intervalos necessitam de infor-
magoes das fungoes de inclusao para garantir que redugoes no espago de busca
nao conduzam & perda do ponto 6timo. Por isso é importante que se con-
strua fungoes de inclusao com caracteristicas de serem minima, convergente
e monotonica.
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2.3.9 Logica Booleana Intervalar

A légica booleana intervalar tem papel fundamental nos métodos intervalares.
Por exemplo, ela auxilia em testes de continéncia entre intervalos. O conjunto
booleano intervalar IB possui, além elementos verdadeiro (1) e falso (0), as
opgdes impossivel (B) e indeterminado ([0, 1]). Pela notac¢do de conjuntos,

IB = {0,0,1,[0,1]}. (2.55)

O elemento indefinido [0, 1] de 1B, é empregado quando ha duavida no jul-
gamento de alguma expressao. Por outro lado, () é utilizado, por exem-
plo, quando nao existe interseccao entre intervalos. Pelas equacoes acima,
([0,1] V1) A([0,1] A1) = 1A[0,1] = [0,1]. Da mesma forma que os operado-
res logicos, os operadores relacionais também aplicam-se a intervalos. Veja
alguns casos abaixo.

2] <[y] — B=1, se T <.
[z] <[y] — B=0, sex >7.
Z)<ly] — B=[0.1, sc@>y A z<7) (256)
[z]=[y] — B=1 se(z=y A T=7),
— B =0, caso contrario

Se operadores como A e V associam-se a conjuntos e intervalos, entao
podem ser estendidos para o conjunto IB. As expressoes que seguem tratam
destas definigoes.

[Z]Vy] = {zVylzelz]yey} (2.57)
[l Ay = {zAylze(r]yelyl} (2.58)

—fz] = {-z|we 2]} (2.59)
[z]My] = [max(z,y), min(z,7)]. (2.60)
[z]U[y] = [min(z,y), max(7,7)]. (2.61)

Outros relacionais podem ser obtidos por analogia. Veja o Exem. [0]

Exemplo 6 (Valores das expressoes booleanas)

([-1,2] < [2,3]) 1
([—1,2] = [4,6]) 0
(1,2] = [-1,0) =1
((-1,2] €[0,6]) = [0,1]
([-1,2]n[3,5]) = 0
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Os relacionais descritos acima foram implementados em um formato esten-
dido para comparacao de caixas intervalares. Expressoes booleanas, inter-
valares ou nao, sao empregadas em diversas situagoes, como por exemplo para
direcionar passos de métodos e algoritmos. Entre os usos mais freqiientes na
Analise Intervalar esté a aplicagao nos testes de inclusao.

2.3.10 'Teste de Inclusao

Um teste ¢ uma fungao ¢(x) : R™ — B. Similarmente, um teste de inclusao
¢ uma funcao de [t](][x]) : IR™ — IB tal que para qualquer [x] € IR"*,

t(x])=1 = Veelx], t 1,

[tl([x]) =0 = Vzelx|, t(x)=0.

O teste de inclusao [t] é estreito se [t](x) # [0,1] para qualquer x € R", e
minimo se

Vx| € IR™, [t)([x]) = {t(x) | x € [x]} (2.62)

Um teste de inclusao minimo ¢é necessariamente estreito. O Exem. [7| a seguir
apresenta uma funcao para teste de inclusao.

Exemplo 7 (Teste de inclusao) Considere o teste t(x) = x1 + 3, 0.5 <
112 + 292 < 1. Um teste de inclusio [t|([x]) para este problema pode ser
escrito como

1, se [1]” + [z2] € [0.5, 1];
L(x]): 4 0, se ([z1]? + [22)? N [0.5,1]) = 0 (2.63)
[0,1], caso contrdrio.

Um teste de inclusao pode ser formado pela composicao de vérios outros
testes de inclusao utilizando-se de operadores booleanos para efetuar a inte-
gragao.

2.3.11 Subpavimentos

Substituir uma func¢do f([x]) por uma correspondente func¢do de inclusao
[f]([x]) facilita a realizagdo de célculos sobre ela, mas perde-se precisao de-
vido & porgao extra de espac¢o nao vinculada a fungao, que surge da com-
putacgao de intervalos. Este problema pode ser amenizado se os argumentos
intervalares forem decompostos em caixas menores. Jaulin et al. [63] definem
a caixa inicial [x] como pavimento e caixas que surgem da decomposigao de
subpavimentos [x]; e [x]o. O método utilizado para dividir as caixas ¢ a
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bisseccao. Neste trabalho, a bissecdo é realizada conforme e
produzindo duas caixas simétricas e conseqliientemente com mesmo volume,
por isso os subpavimentos sao ditos regulares.

Os métodos que empregam subpavimentos executam bissec¢oes continu-
amente até que algum critério de parada seja satisfeito. Ao longo das etapas,
os subpavimentos sao convenientemente armazenados e organizados em es-
truturas de listas encadeadas do tipo filas FIFO (first in first out) e pilhas
LIFO (last in first out). Os métodos desenvolvidos aqui fazem uso destas
listas e por isso uma pequena revisao das operacoes em uma FIFO e em uma
LIFO sao apresentadas no Exem. [§ e no Exem. [J

Exemplo 8 (Operagoes em fila FIFO) Considere a fila Qg de pardme-
tros [x] e o banco de dados com as caizas [X]; e [X]a.

1 inicializar Qg com ) & Qg =10

2 insira [x]; em Qg & Q= {[xI}

3 insira [X]y em Qg & Qg = {[x]1, [x]2}
4

retire elemento de Qi & Qpg = {[x]2}

Exemplo 9 (Operagoes em pilha LIFO) Considere a pilha Sy de pard-
metros [x| e o banco de dados com as caizas [X]; € [X]a.

inicializar Spy com ) < Spg
empilhe [x]; em Sy < Spg = {[x|1}
empilhe [x]s em Sy & Sy
desempilhe de Spy & Sy

=~ O DN =

A utilizacao de listas ou pilhas para armazenar os subpavimentos regulares
traz vantagens no controle e na organizacao dos elementos pertencentes a
elas. Para manter a regularidade dos subpavimentos, o método intervalar
deve garantir que todas as caixas numa dada iteracao passem pelo mesmo
nimero de bisseccoes ny;s. Uma rodada de bisseccao ry;s se completa quando
todos os elementos da estrutura de dados sofrem uma bisseccao e o resultado
sempre serd composto por caixas simétricas com metade do volume da das
caixas da rodada anterior. Ao final de ry;; rodadas de bisseccao ter-se-a 2"
subpavimentos, se nao houverem exclusoes.

2.3.12 SIVIA

O algoritmo SIVIA  (Set Inversion Via Interval Analysis) [63] (pg 56) é
método que classifica subpavimentos quanto a pertinéncia ou nao em fungoes
de inclusdo [f]. Em poucas palavras, SIVIA busca pelo dominio, dada a
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imagem da funcado [y]. SIVIA tem como entrada o espago de busca [x],
o intervalo-imagem [y] que deseja encontrar o dominio, e o parametro de
precisao € para limitar a discretizagao dos subpavimentos de [x]. Com relagao
ao processo, SIVIA bissecta [x] até classificar todos os seus subpavimentos.
Usualmente, SIVIA produz como resultado trés listas encadeadas: a) uma
lista contendo as caizas solugdo [x|s que satisfazem [f]([x]s) C [y]; b) uma
lista formada pelas caizas nao-solugio [x]n, tais que [f]([x]n) N [y] = 0; e
¢) uma outra lista constituida pelas caizas de fronteira [x]; que nao foram
classificadas quanto ao critério (a) e nem quanto ao critério (b). SIVIA foi
amplamente utilizado neste trabalho para eliminar porcoes nao viaveis do
espaco de busca, usando nestes casos, fungoes de inclusao para tratar as
restricoes do problema.

2.3.13 Inequacoes Intervalares

Apo6s abordar varios aspectos da mateméatica para intervalos importantes
para o tratamento de funcoes objetivo e de restrigao nos algoritmos de otimi-
zacao intervalares, resta apresentar, mesmo que sucintamente, as tnequacgoes
intervalares.

Uma inequagdo que contenha varidveis e/ou coeficientes intervalares é
denominada de inequacao intervalar. Por exemplo, considere o parametro
[x] € IR™, uma fungao ¢([x]) : IR"™ — IR e o intervalo [y] € IR. Uma
inequagao intervalar pode ter a forma

9([x]) < [yl. (2.64)

O conjunto solugao para a inequacao (2.64) pode ser dado por
(X" = A{x]" € IR™ | g([x]") < y}- (2.65)

Claramente, Vx € [x]|* é a solugdo real de ([2.64). Agora considere um sis-
tema de ny inequagoes intervalares formado pela composicao de inequagoes
gi([x]) <lyli, i ={1,...,ny}. O conjunto solucdo pode ser reescrito como

XI"= (] { eIR™|g(x") <y} (2.66)

i={1,...,ng}

Como exemplo de aplicacao, as inequagoes intervalares podem ser utilizadas
no auxilio a resolugao de sistemas de equagoes intervalares. Veja o Exem[I0]
A caracterizacao de um sistema de equacoes intervalares é intuitiva e por
isso a defini¢ao formal nao sera realizada. A Fig. apresenta os intervalos
solugao.



2. Revisao Bibliografica 49

Exemplo 10 (Sistema de equacgoGes intervalares) Considere o sistema
proposto por Hansen e Walster [50], pp 87:

{ (2, 3] * [z1] + [0, 1] * [xo] = [0, 120]
[1,2] * [x1] + [2,3] * [x2] = [60,240]

Para resolver este problema € necessdrio analisar separadamente cada qua-
drante. Se por exemplo (x| estiver no primeiro quadrante, os limites inferiores
de [x1] e [x2] s@o maiores iguais a 0 e portanto o sistema pode ser reescrito
como:

{ [2 % [21] , 3% (1] + [22] ] = [0, 120]
[[z1] +2 % [xo] ,[z1] +3x[xo)] = [60,240]

Os wvalores dos limites inferiores do lado esquerdo do sistema nao podem ul-
trapassar os limites superiores do lado direito. Por outro lado, os limites
superiores do lado esquerdo nao podem ser menores que os limites inferiores
do lado direito. Matematicamente:

2 x [11] <120 3 [11] 4+ [12] >0
Resolvendo as inequagoes estabelece-se os limites para [x1] = [—120,90] e
[zo] = [—60,240]. Observa-se que, se os intervalos solugdo forem inseridos

nas equacgoes, a resposta € mais larga que o lado direito do sistema.

Defini¢oes e métodos para resolver equacgoes intervalares podem ser encon-
trados em Vaccaro [I18]. Adicionalmente, os interessados em sistemas de
equagoes, podem ser suportados pelo livro de Hansen e Walster [50)].

2.4 Otimizacao Multi-objetivo Intervalar

Dentre os primeiros indicios da otimizagao utilizando intervalos destaca-
se um relatorio técnico da Universidade de Stanford em 1962 descrito por
Moore. Neste estudo, os intervalos eram reduzidos conforme a monotonici-
dade das fungoes intervalares e quando eram satisfeitas algumas condigoes
para aplicacao do método de otimizacao de Newton. Além disso a subdivisao
de intervalos ja estava prevista. Mais tarde, o contetido deste relatério foi
inserido no livro [85], também de Moore em 1966, considerado por muitos
autores como a primeira referéncia de Analise Intervalar. In 1974, Skelboe
[105] desenvolveu um método para computar as formulagoes propostas por
Moore e deixar a subdivisao de intervalos mais rapida. Atualmente, este
método é conhecido como o algoritmo de Moore-Skelboe. Moore [86], in-
fluenciado pelo trabalho de Skelboe e pela versao do método de Newton
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Fig. 2.7: Solucoes de equagOes intervalares com duas equacoes e duas varidveis.
A parte acinzentada mais escura representa o intervalo correspondente &
analise do primeiro quadrante. A parte em destaque restante corresponde
ao resultado completo do sistema.

elaborada Krawczyk desenvolveu um algoritmo para otimizagao global. O
método de Krawczyk e outras variantes do método de Newton intervalar po-
dem ser encontradas em Alefeld [I]. No entanto, o emprego da terminologia
otimizagao global utilizando-se de algoritmos intervalares foi primeiramente
realizada por Hansen em [49], por Skelboe [I06] e por Ichida e Fujii [60],
sendo todos os trabalhos no ano de 1979.

Mesmo com inicio da década de 1960, a otimizacao intervalar foi abor-
dada em relativamente poucos trabalhos quando se compara com niimero
de publicagoes com outras classes de métodos, como a classe dos métodos
evolucionarios. Os motivos da nao preferéncia pelos métodos intervalares
normalmente envolvem questoes de custo computacional, mesmo tendo co-
nhecimento que a garantia de convergéncia para a regiao de otimalidade pode
compensar esse suposto esforco. Hansen e Walster [50] defendem o uso dos
métodos intervalares e sao referéncia quando o assunto é otimizacgao inter-
valar. Os métodos intervalares aplicados & otimizacao tem usualmente a
mesma filosofia de busca: eliminar regides onde seguramente a solugao ou o
conjunto solucao nao esta. Assim, as regioes restantes certamente contém
o(s) 6timo(s) do problema. Por outro lado, os algoritmos intervalares tam-
bém podem ser estendidos de métodos de otimizacao que utilizam variaveis,
constantes e fungoes definidas em R. Nestes casos, os algoritmos equivalentes
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podem ser obtidos através da substituicao dos termos R por intervalos IR
que os contém e da adequacao de métodos e das operagoes aritméticas para
intervalos.

Ichida e Fujii [61], em 1990, também estiveram entre os primeiros pesqui-
sadores a utilizar-se de métodos intervalares para resolver problemas multi-
objetivos. Neste estudo, as relagoes classicas de dominancia foram contex-
tualizadas para realizar comparagoes entre intervalos; intervalos dominados
significam auséncia de solucao e permissao para descartéd-lo. Comparagoes
desta natureza sao freqiientemente encontradas nos algoritmos intervalares
multi-objetivo atuais. No entanto, a comparacao e posteriormente escolha
entre dois intervalos depende da opiniao do projetista. Por exemplo, um pro-
jetista pode ser considerado “otimista” quando ele declara preferéncia a um
intervalo segundo uma dada vantagem posicional entre o intervalo preferen-
cial e o outro intervalo. Por outro lado, um projetista é classificado como
“pessimista” quando a preferéncia por intervalo a outro é clara posicional-
mente; todos os pontos contidos no intervalo preferido dominam o todos os
pontos contidos no outro intervalo. Os pontos de vista otimista e pessimista
sao claramente explicados por Mahato e Bhunia [78]. A Fig ilustra uma
configuracao onde a estratégia pessimista resulta em menor exclusao de in-
tervalos. Na figura, assuma que [x] € IR" represente qualquer uma das

Iteragdo n Iteragdo n+1 - otimista Iteragdo n+1 - pessimista
A 4 A

fz . otlmlsmo extremo fz ﬁ
" pessmismo extremo :

a o

il il

Ji Ji S

Fig. 2.8: O grafico a esquerda representa a iteragao n onde 9 intervalos devem ser
comparados para compor a iteracdo n + 1. A fronteira de Pareto deveria
ser formada pelos pontos “e”; caso fosse considerado o otimismo extremo,
ou pelos pontos “B 7, no caso de pessimismo extremo. Os graficos no
centro e a direita mostram os intervalos nao dominados segundo as
visoes otimista e pessimista respectivamente.

caixas. Definiu-se por “otimismo extremo” utilizar como referéncia para do-
minancia o ponto X, e por “pessimismo extremo” o ponto X. Otimismo e/ou



2. Revisao Bibliografica 52

pessimismo nao extremos definem usualmente valores estimados da solugao
como os pontos de referéncia, como por exemplo o centro de cada caixa.
Existem outras formas de se comparar intervalos. Dentre os trabalhos que
discutem a comparagao de intervalos podem ser citados Casado et al. [16],
Csallener et al.[23] e Sengupta e Pal [103]. Ainda pela Fig[2.8| nota-se que
a estratégia pessimista é conservadora. Como conseqiiéncia, ha garantia de
encontrar todas as solugoes do problema.

Ichida e Fujii [6I] desenvolveram versoes intervalares para os métodos
multi-objetivo soma ponderada e método min max. O uso de derivadas foi em-
pregado para direcionar a busca. Ruetsch [98] propds um algoritmo hibrido
onde a busca ¢é global mas guiado por dire¢coes apontadas pelo gradiente.
Os testes foram realizados utilizando-se de fungbes objetivo convexas, nao
convexas e com fronteira de Pareto multi-modal. Barichard e Hao [6] de-
senvolveram um algoritmo multi-objetivo intervalar baseado em populacoes.
Diferentemente dos outros algoritmos, a bissec¢ao ocorre no espaco dos ob-
jetivos. Como conseqiiéncia, as bissec¢oes causam redundancias no espaco
de busca que sao eliminadas por técnicas ICP (Interval Constraint Propaga-
tion), consulte Benhamou e Older [10] e Jaulin [62] para maiores informagoes
sobre técnicas ICP.

2.5 Consideragoes Finais

Os problemas de otimizagao reais sao, em sua maioria, multi-objetivo. E,
a existéncia de critérios conflitantes motiva aos responsaveis pelo sistema
de otimizagao indicar suas preferéncias. Os métodos multi-objetivo citados
foram classificados segundo a ordem de se articular as preferéncias. No en-
tanto, outras classificagoes sao possiveis, com por exemplo os métodos podem
depender ou nao de calculo de derivadas e ainda, os métodos pode ser de-
terministicos ou estocasticos. O fato é que nao existe nenhum algoritmo que
seja declarado como melhor. De maneira geral, os problemas de otimizacao
possuem suas particularidades, as quais definem os algoritmos a serem uti-
lizados. Neste trabalho, a otimizacao multi-objetivo apresentada até agora
sofre mudancas com a inser¢ao do parametro de incerteza. Logo, a definicao
do problema multi-objetivo ¢ alterada para a nova realidade, a otimizacao
robusta multi-objetivo.

Em muitos casos, os algoritmos evolucionarios mantém uma estrutura
basica de funcionamento, diferenciando-se uns dos outros por detalhes de
implementagao nos métodos evolucionarios como os de selecao e técnica de
nicho.

A representacao de um pardmetro x € R™ por seu correspondente in-
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tervalo [x] € TR"* traz mudangas profundas nos métodos empregados para
tratamento do referido parametro. Por isso, julgou-se necesséario realizar a
apresentacao de defini¢oes basicas sobre alguns aspectos da algebra intervalar
como operacoes aritméticas, funcoes e inequagoes que contemplem o tipo de
dado intervalar. Importante registrar que a algebra intervalar é usualmente
classificada como conservativa ou pessimista, propagando todas as instan-
cias dos intervalos que participam do processo. Exatamente por esse motivo
escolheu-se os métodos intervalares para suportar a construgao de algoritmos
para otimizacao robusta: a propagacao da incerteza deve ser realizada com-
putada em problemas onde a resposta robusta é tinica realmente desejada,
observando é claro a precisao oferecida pelos intervalos solucao.

Considerando que os métodos intervalares podem substituir métodos pon-
tuais em diversos problemas de engenharia e ainda proporcionar garantia de
envolver a solucao do problema, surge a questao: Porque eles nao tém sido
freqiientemente utilizados? Dentre as respostas, o ponto mais levantado esté
relacionado ao tempo computacional. Realmente, em grande parte dos pro-
blemas a aritmética real é muito mais répida e precisa que a intervalar.
No entanto, ha situagoes onde o tempo computacional é equivalente e, em
outros momentos, até mesmo mais rapida. Como a velocidade dos proces-
sadores esta cada vez maior e com a construcao de compiladores proprios
para resolver problemas via Analise Intervalar, provavelmente os algoritmos
apresentados neste capitulo tenham mais uso.



3. ALGORITMOS INTERVALARES E )
EVOLUCIONARIO-INTERVALAR PARA OTIMIZACAO
ROBUSTA MULTI-OBJETIVO

O termo “robusto” tem sido empregado em diferentes contextos. Por exemplo,
Kitano [71] define robustez como a manutencao de especificas funcionalidades
de um sistema contra perturbacoes do ambiente. Em engenharia de software,
De Vale e Koopman [35] usaram robustez como sinénimo de tolerancia a erros
em software. Para Du and Chen [38|, em engenharia de projeto, o vocabulo
robustez esté ligado a escolha do melhor modelo que relaciona compromissos
com atributos tipo média e a variancia, por exemplo. Nas aplicacoes em en-
genharia, robustez significa confiabilidade do sistema quando, eventualmente,
falhas ocorrem ou na presenca de incertezas. Mesmo quando o significado
muda, intuitivamente, a palavra robustez faz lembrar caracteristicas como
forca, resisténcia, flexibilidade e adaptabilidade.

No contexto de otimizagado, Parkinson et al. [93] apresentaram uma
metodologia robusta baseada no pior caso de projeto. Similarmente, Kou-
velis e Yu [75] definiram o problema da otimizagao robusta como a mini-
mizacao do maximo desvio de uma solugao candidata frente as incertezas
aos quais o sistema esta sujeito. Outras definicoes de robustez categorizam
as solugoes robustas. Neste sentido, Roy [96] definiram andlise de robustez
como o processo de encontrar conclusoes robustas que podem ser perfeita-
mente robustas, aproximadamente robustas e pseudo-robustas. Em [30], Dias
and Climaco classificaram as conclusoes robustas em robusto absoluto, ro-
busto bindrio relativo e robusto undrio relativo. Classificacoes como as feitas
acima sao uteis principalmente quando as incertezas sao dificeis de computar
e/ou quando nao é possivel predizer aproximadamente sua intensidade. Isto
motivou varios pesquisadores a concentrar sua atencao em métodos proba-
bilisticos. No ponto de vista deste trabalho com relagao a otimizagao robusta,
as solucoes robustas sao aquelas que tem a melhor desempenho para o pior
caso da interferéncia de incerteza. Desse modo, observando dado grau pre-
cisao, uma solucao é declarada robusta ou nao.

Na Segao [2.1 a otimiza¢do multi-objetivo apresenta-se como uma area
de pesquisa madura, onde diversos métodos de otimizacao estao disponiveis.
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Por outro lado, o modelo de otimizagao robusta multi-objetivo tem um longo
caminho pela frente. Sao vérias as questoes a considerar para o desenvolvi-
mento dos algoritmos. Primeiramente, a filosofia robusta a ser adotada. Por
exemplo, Calafiore e Campi [14] compararam duas filosofias: a) o pior caso
de projeto, onde a influéncia das incertezas é maximizada; e b) a aprozima-
cao probabilistica, onde o termo robusto é definido por um nimero fixo de
amostras. Similarmente, Soares et al. apresentaram uma aproximacao prob-
abilistica para o pior caso de projeto e utilizaram o modelo para otimizar um
equipamento SMES (Superconducting Magnetic Energy Storage System).
Em segundo lugar, a natureza das incertezas e a maneira de inseri-las no
modelo matematico também devem ser levadas em consideragao no modelo
robusto. Para Beyer e Sendhoff [12], as incertezas estdo nas condigoes opera-
cionais, no espaco dos parametros, na medicao da saida do sistema e na cons-
trugao do modelo. Quanto a inser¢ao nos modelos robustos, Jin e Branke [65]
apresentam expressoes para funcoes objetivos que incluem ruido, erros por
aproximacoes devido arredondamento, erros na medicao e as incertezas em
sistemas dindmicos. Finalmente, Beyer e Sendhoff [12] apresenta trés cam-
inhos diferentes para modelar incertezas: a) deterministicamente; b) prob-
abilisticamente; e c¢) possibilisticamente. Claramente, a otimizagao robusta
pertence a um grupo diferente da otimizacao tradicional. No entanto, alguns
trabalhos trataram os problemas de otimizacao robusta com métodos que sao
extensoes de versoes nao robustas de algoritmos evolucionarios, determinis-
ticos e hibridos, por exemplo Deb e Gupta [33] e Soares et al. [108]. Nesta
tese, decidiu-se por desenvolver métodos construidos especificamente para
otimizagao multi-objetivo robusta, segundo um modelo min max, onde as in-
certezas ocorrem em qualquer parte do modelo robusto, sendo a computacao
de incertezas realizada utilizando-se de técnicas intervalares.

3.1 Breve Historico da Otimizacao Robusta

Entre os primeiros trabalhos onde se reconhecem os indicios de busca de
robustez citam-se Fisher [41] em 1951 que desenvolveu um experimento es-
tatistico para melhorar a produgao agricola. Em outro estudo, Dantzig [20]
em 1955 formulou problemas onde as incertezas do sistema dependem dos
valores de demanda obtidos em etapa inicial do processo de otimizagao. Em
1959, Charnes e Cooper [18] apresentaram o modelo probabilistico para oti-
mizagao robusta denominado Chance-constrained programming. No entanto,
muitos autores convergem em indicar que a teoria da otimizacao robusta ini-
ciou com Taguchi, também no final dos anos 50, cujo trabalho teve como foco
o desenvolvimento de produtos de alta qualidade mesmo considerando a pos-
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sivel influéncia de fontes de ruido. Taguchi [I16] apresentou uma metodologia
em trés estagios: a) projeto de sistema; b) projeto de parametro; e ¢) pro-
jeto de tolerancia. Sucintamente, os requisitos de qualidade sao definidos em
(a), segundo as tecnologias vigentes com comprovada maturidade industrial,
em um formato de uma func¢ao de perda de qualidade. Em (b), o objetivo é
estabelecer niveis de otimalidade dos parametros de projeto independente do
ambiente em que esté imerso ou das condi¢oes de uso. Em outras palavras, os
parametros devem ser “robustos” aos fatores de ruido. Em (c), sdo definidas
estratégias para reduzir a variacao de desempenho ou aumentar a tolerancia
do produto quando este estiver submetido as possiveis fontes de incerteza.
Existem diversos trabalhos que utilizaram a metodologia robusta de Taguchi
em diferentes dreas como economia, eletronica e na industria automotiva, por
exemplo.

Os conceitos definidos por Taguchi relativos a interferéncia de alguma
forma de ruido na desempenho dos pardmetros de projeto influenciaram o
desenvolvimento da otimizacao robusta atual. Diferentemente de outros pes-
quisadores, Taguchi tratou ruido como como um parametro a parte. Ben-Tal
e Nemirovski também simulou a acao das incertezas como um parametro
independente, nos seus trabalhos sobre otimizagao convexa robusta [7] e [8].
Em sistemas dindmicos, El Ghaoui et al. [40] e El Ghaoui e Calafiori [39]
estiveram entre os precursores. Em outra diregao, Kouvelis e Yu [75] e Bert-
simas e Sim [II] estenderam a metodologia robusta para sistemas discretos.
Técnicas de analise de sensibilidade tem sido empregadas apds procedimentos
tradicionais de otimizagao para simular o ambiente de incertezas e encontrar
solugoes robustas. Como exemplos Mareschal [79] e [36].

3.2 Conceitos e Notagoes

3.2.1 Comparacgao de vetores reais e intervalares

As metodologias multi-objetivo freqiientemente definem relagoes de domi-
nancia baseadas em avaliagoes de fungoes objetivo para comparar, classi-
ficar, selecionar e rejeitar solucoes candidatas em seus procedimentos. Em
otimizagao robusta, realizar as tarefas acima torna-se mais complicado pois
o valor da funcao objetivo varia dependendo da intensidade das incertezas.
Por isso, para afirmar que uma solugao domina outra, é necessario computar
todas instancias das func¢oes objetivo sobre as solugoes que se deseje con-
frontar. Decidiu-se neste trabalho, substituir as relacoes de dominéancia por
operadores descritos pelas defini¢oes a seguir.
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Definicao 16 Considere u € R"™, v € R", [t] € IR™ e [z] € IR"™. O
operador de comparac¢ao =X € redefinido como seque

u<v & u<v, u#v; (3.1)
u=<ft] & u=t; 3.2)
2] X [t] & zZ=t 3)
O operador de comparagao para o caso estrito < € expressado como
u<veu<v. (3.4)

Por analogia estende-se 0s operadores = e >.

A expressao u < v deve ser lida como u é menor que v ou v &€ maior que
u, adicionando-se estritamente quando for o caso. Similar leitura também se
aplica as demais variacoes destes operadores.

Empregando os operadores de comparagao acima, os pontos internos a
conjuntos reais podem ser classificados nos subconjuntos dos mazores vetores
e menores vetores do conjunto a que participam. Essa distingao é importante
nos métodos de otimizacao multi-objetivo. As defini¢bes formais destes con-
juntos sao apresentadas a seguir.

Definigao 17 Considere o conjunto de vetores U = {uy,uy,...,u,}, U C
R™. Os menores vetores de U definem o conjunto Y < descrito como

Ts(U)={uecU|H €U <u}. (3.5)

Analogamente, os maiores vetores de U formam o conjunto T expresso por

To(U)={uecU|p € Unu=u}. (3.6)

Definigao 18 Considere o conjunto de vetores U = {x,y,...,z} € R". O
ponto ideal para mazimizagcao ™ € R™  do conjunto U €

1

umaX(U) :m.ax{mhyiw"vzi}? 1= ]-7"-7nn- (37)

Teorema 1 Considere x € X C R", f(x) : R"™ — R™ e U = {u € R" |
vx € X,u=f(x)}, U+#0. Entao,

T-(U) # {u™(U)} = u™(U) ¢ U. (3.8)
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Prova: Assuma u™*(U) € T (U). Usando e conclui-se que
T (U) é o conjunto unitario YT (U) = {u™*(U)}. Por definigao, usando
apenas (3.7) conclui-se que Yu € U, u™*(U) > u. Logo, se u™*(U) &
T+ (U) entao u™*(U) ¢ U.

Observagao: O Teoll] traz conseqiiéncias diretas na formulagao de otimi-
zagao robusta e nos algoritmos apresentados nas préoximas segoes, pois a ro-
bustez de uma dada solucao candidata é medida utilizando-se u™®*, mesmo
sabendo-se da possibilidade de u™® nao pertencer & imagem das funcoes

objetivo.

3.3 Problema Multi-Objetivo Robusto

Considere as variaveis de projeto x € X C R"™ e o parametro de incerteza
p € P C R™. Definindo-se o vetor de fungoes objetivo por f(x,p) : R" X
R"™ +— R™ e o vetor de fungoes de restrigdo por g(x,p) : R™ x R™ +— R,
o problema de minimizacao robusta multi-objetivo pode ser escrito como

i f
TR e o) (39)

st. g(x,p) <O0.
Definindo o espago vidvel por
X'={xeX|VpeP,g(x,p) <0}, (3.10)

resolver ([3.9) consiste em encontrar o conjunto minimizadores robustos X* C
X’ para o pior caso da acao das incertezas. Formalmente,

X* = {x* € X' | #x € X', max f(x,p) < max f(x*,p/)}. (3.11)
peP p'eP
A proxima etapa é apresentar as imagens do espago de busca sujeito a agao

das incertezas. Considere as imagens das fungdes y = f(x,p) e Y' =
f(X',P), sendo

f(X',P)= [J f(xp) (3.12)

xeX’ peP

No entanto, como conseqiiéncia do Teo[l] se para alguma solu¢ao x* o pro-
cesso de maximizagao em resultar em u™>(f(x*,p)) € T» (f(x*,p)),
entdo pode ocorrer que u™(f(X* p)) ¢ Y'. Portanto, para representar
a imagem robusta de todas as solugoes X* do problema ([3.9)) ¢ necessério
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definir um espago que contenha u™*(f(x*, p)), Vx* € X* e Vp € P. Isso é
feito substituindo-se a imagem f(X', P) pela caixa [Y]" definida como

;| = max filx,p), VxeX' i={l,...,ns}; (3.13)
pe

VI min fix,p), vxeX, i={l,...,ns}. (3.14)
] pe

Agora, seja Y* representar a fronteira Pareto robusta; Y™ e Y~  as

por¢oes acima e abairo da fronteira robusta, respectivamente. As imagens
Y* Yt e Y™ associam-se como

Y=Y uY', Y"CYT, (3.15)
sendo:

Y ={y*e[Y]'|3xeX,Vpe P f(x,p) Xy"}; (3.16)

Y ={y elY'|yelY],ygY} (3.17)

Y ={y' e[Y]'|dyeY" y=<y} (3.18)

Na Fig. o lado direito ilustra as regices de Y*, Y e Y ; o lado esquerdo,
apresenta o espacgo de busca e o espaco das incertezas. A titulo de exemplo, o
par (x§,p;) estabelece relagao entre os espagos de busca e de incertezas com
o espago dos objetivos. Na seqiiéncia, sao apresentados dois exemplos.

Exemplo 11 Problema com solucoes robustas pertencentes a ima-
gem Y'.

min max x,p) = 22 + 22 + py,
x€[—2,2] pe[0,1] fi(x,p) ! 2T h (3.19)

fo(x,p) = (1 — 1)* + 23 + po.

Problema irrestrito, logo X = X'. O espaco dos objetivos estd plotado na
Fig. [3.9(a). Os minimizadores robustos estio localizados em z1 € [0,1] e
x9 = 0. O pior caso acontece quando p =1. FEste exemplo apresenta as
regioes robustas claramente separadas.

el



3. Algoritmos Intervalares e Evolucionério-Intervalar para Otimizagao Robusta Multi-Objetivo 60

f(X",p,)

A
X, p._ P P f

. >
>

X; fi

Fig. 3.1: Os espagos de busca, de incerteza e dos objetivos no problema de otimi-
zagao multi-objetivo robusto.

v
LR
LA
£(x,=(0.4,0.0),P)

0 8 1 L5 2

(a) Problema onde Y* C Y. (b) Problema onde Y* ¢ Y'.

Fig. 3.2: Exemplos de problema multi-objetivo robusto. Observe em (b) que toda
a fronteira robusta esta fora da imagem das fungdes objetivo.

Exemplo 12 Problema com solugoes robustas nao pertencentes a
imagem Y.

min max z, = -2+ p1,
e = (3.20)

fo(z,p2) = = + p2.

Problema irrestrito, logo X = X'. O pior caso acontece quando || p ||= 1 para
qualquer instante da varidvel x. Como mostrado na Fig. ( b), a fronteira
robusta Y* ¢ Y'.
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3.4 Algoritmo Intervalar Multi-Objetivo Robusto I

3.4.1 Preliminares

Encontrar a fronteira de Pareto robusta Y* e o conjunto de minimizadores
X* pode ser uma tarefa dispendiosa em termos de esforco computacional e,
dificil de ser concluida com éxito. Entretanto, computar precisos envelopes
que contenham Y* e f(X* P) é mais facil e considerou-se uma contribuigao
importante. O primeiro método robusto desta tese computa estes envelopes,
e sua precisao depende diretamente da representacao de Y* que é descrita
nas proximas definigoes.

Definigao 19 Considere U = {uj,us,...,u,}, U C Y. Entdo, a repre-
sentacao computdvel de Y~ associada com U €

K ={ue[Y]|FueT(U),u < u}. (3.21)

Analogamente, se V.= {vq1,va,..., v}, V. .C YT, entao a representagio
computdvel de YT associada com V €

Kt ={v e[Y]|IveTi(V),v v} (3.22)

Definigao 20 A fronteira superior de K~ e a fronteira inferior de Kt sao
definidas como

K- = {ueK | cK  ,u=xu}; (3.23)
K" = {veK" | e K" v <v}. (3.24)

Definigao 21 Simbolizando \ como operador complemento, as por¢oes nao
computdveis diretamente de Y~ e YT sao definidas por

AK™ = (Y \K )UOJK; (3.25)
AKT = (YT\K'") UOK'. (3.26)

Teorema 2 (Envelope sobre a fronteira Pareto robusta) Dada a pre-
cisao para computacao de K= e Kt a sequinte inclusao é sempre verdadeira

Y*c AK- UAKT. |
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Prova: De (3.15), [Y]' = Y- UY™. De (3.25) e (3.26), Y- = K- UAK™,
K NAK =0K e YT =KTUAK", Kt N AK" = 0K™'. Substituindo
Y e Y em (3.15), resulta em

Y] = (K"UAK")U(K"UAKY).
Mas, K- NAK™ = 0K~ e KT N AK" = JK™ e portanto, h4 ocorréncias
extras de 0K~ e K™ que podem ser removidas. Entao,

Y] = (K \0K )UAK")U ((K"\0K") UAK");

Y] = (K" \0K)U(K"\0K")) U (AK UAKY).

As expressoes (3.18)), (3.21)) e (3.22) asseguram que Y* % (K~ \ 0K™) e
Y* % (K*\ 9K*). Entao,

Y* Cc AK, sendo AK = AK~ UAK™. |

De fato, (3.18) garante que Y* C AK™. Mas AK™ sozinho nao pode ser
diretamente envelopado. A Fig. [3.3]ilustra a representacao das aproximagoes
das regioes robustas.

A

e

/i

Fig. 3.3: Representacao computavel das regides robustas.

Teorema 3 (Envelope sobre os minimizadores robustos) A seguinte in-
clusao € sempre verdadeira

f(X*,P) C K- UAK™ UAK". n
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Prova: De (3.15), [Y] = Y- UY*. De (3.16), f(X*,P) ¢ Y*. Desse
modo, f(X*,P) C [Y]'\ YT. Como Y = K* UAK™ e somente K™ pode
ser diretamente computéavel, entao é também verdade

f(X,P) C [Y]'\K";
f(X*,P) ¢ K UAK UAK";
f(X*,P) ¢ K UAK, sendo AK=AK UAK*'"N

Estes dois teoremas suportam o algoritmo apresentado na préxima sub-
secao a envelopar a fronteira de Pareto robusta, segundo dada precisao. A
validacao é feita no capitulo seguinte.

3.4.2 [IJRMOA I

O primeiro algoritmo para otimizagao robusta proposto aqui, [[[RMOA I (In-
terval Robust Multi-Objective Algorithm) [110], é uma técnica heuristica
baseada inteiramente em Analise Intervalar desenvolvida para envelopar Y*.
Em poucas palavras, o algoritmo inicia com um conjunto de amostras uni-
formemente distribuidas no espacgo de busca e aleatoriamente no espaco das
incertezas. As solugoes sao avaliadas pela fungao f(x,p) e seus resultados
sao armazenados em uma lista encadeada tipo fila. Cada elemento desta
fila ¢ testado se ele pertence & K~ ou K*. Apods a classificacao completa,
[[[RMOA T tem informagao suficiente para encontrar AK. Por exemplo,
AK = [Y]'\ (K* UK"™), e conseqgiientemente AK O Y*. Em adicdo, a
regiao definida por K~ e AK contém f(X*, P).

Considerando a existéncia de suporte computacional para a aritmética
dos métodos intervalares apresentados na Sec@o [2.3] a implementacao do
[[JRMOA I foi dividida em duas partes: a) o algoritmo principal e; b) o
algoritmo para as fungoes FPS (feasible point searcher) e CSC (computable
sufficient conditions). FPS e CSC foram introduzidas por Jaulin et al. em
[64] para dividir intervalos e resolver aplicagoes na area de controle. Aqui,
estas fungoes sao usadas no contexto de otimizacao. O pseudo codigo do
[IJRMOA T esta na Tab[3.1] e seus simbolos na Tab[3.2] Neste método, a es-
trutura de dados principal sao filas. A precisao final do método é assegurada
por dois pardmetros ¢ declarados na entrada. O passo 1 contém as inicializa-
coes das filas. No passo 2, o espaco de busca é amostrado pela funcao grade,
que divide cada dimensao do espaco de busca em fatias de tamanho méximo
ex#. Para cada amostra x, um valor de incerteza p é escolhido aleatoria-
mente. Todos os pares (x,p) da fungdo grade sdo avaliados pelas fungoes
objetivo e inseridos em Qgxp. O laco principal do algoritmo, entre os passos
3 e 14, se mantém ativo enquanto Qgp for nao vazio. Nos passos 4, 5 e 6
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Tab. 3.1: Algoritmo [I[RMOA 1.

entrada ([X],[P],ex,e1x)
saida(K~,K™)

1 inicialize Qgp, Qr+,Qk- com ) e Qp com [X]
2 grade([X], exy,[P]), avalie as amostras usando f(x, p)
e armazene os resultados em Qgxp
3 se Qup = 0 entdo siga para 15
4 retire f(x,p) de Qgxp
5  seexiste um v em Qg+ tal que v <X f(x, p) entdo siga para 3
6  se existe um u em Qgk- tal que f(x,p) < u entao siga para 3
7 chame FPS([P],[X].f(x,p),c[x)
8  se FPS retornar x*
9 descarte todos v em Qg+ tais que f(x,p) < v

10 insira f(x,p) em Qg+

11 senao

12 descarte todos u em Qk- tal que u < f(x, p)

13 insira f(x,p) em Qk-

14 siga para 3

15 compute K~ usando os elementos de Qg- em (3.21

16 compute K™ usando os elementos de Qg+ em (3.22
17 retorne K=, K*

os pontos sao avaliados e comparados com todos os elementos em Qg+ e/ou
Qk-. Se f(x,p) é maior que algum ponto em Q-+, ele certamente pertence
a KT e pode ser descartado. Também, se f(x,p) é menor que algum ponto
em Qg- ele certamente pertence a K~ e pode ser descartado. No inicio, as
filas Qg+ and Qg- sado vazias e o algoritmo é dirigido a 7. Os procedimentos
5 e 6 evitam esfor¢o computacional extra no passo 7, A fun¢ao FPS e sua
subfuncao CSC dividem o espago de busca armazenado em Qy e a incerteza
[P] para encontrar um minimizador para f(x,p). Se o teste retorna “x*”,
entao f(x,p) tem que ser inserido em Qg+ (passo 10), por outro lado, FPS
retorna “sem solucao” e f(x,p) tem que ser inserido em Qg- (passo 13).
Antes da inserc¢ao, novas comparagoes sao executadas entre f(x, p) com sua
respectiva fila para eliminar pontos redundantes (passos 9 e 12). O passo 14
marca o final da insercao de uma iteragao e conduz o algoritmo para o passo
3. Depois da classificacdo de todo elemento em Q, [[[RMOA I sai do lago
principal retorna os pontos que definem K~ e K™ (passos 15 e 16). As versoes
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Tab. 3.2: Simbolos nos algoritmos [[[RMOA I, FPS e CSC.

Simbolos Descricao Contetido Tipo

[X] espago de busca inicial IR"

[P] espago de incerteza inicial IR"»

[p] parametro de incerteza IR"

] parametro de busca IR"

x* minimizador para f(x, p) R™

f funcao objetivo R"

[f] fungao de inclusao para f IR"f

Ext minima precisao para a funcao grade R

Elx] minima largura para [x] R

Qxp amostras avaliadas da funcao grade Fila: R™f
Qi subpavimentos do parametro de busca Fila: TR""
Q copia de Q[ Fila: TR"~
Qi+ pontos que definem K* Fila: R™f
Qk- pontos que definem K~ Fila: R™
Sip) subpavimentos do parametro de incerteza Pilha: TR"?

originais do FPS (Tab[3.3)) e do CSC (TabJ3.4) em [64] foram adaptadas para
[[]JRMOA I. Detalhes técnicos e provas de convergéncia sdo encontradas na
referéncia citada. Por agora, FPS bissecta o espaco de busca e tenta encon-

Tab. 3.3: Algoritmo FPS.

entrada ([P]a[X]>Y>€[x})
saida(x* ou “sem solugao”)

inicialize Q com [X]

retire (x| de Qx

se w([x]) < ey siga para 9

chame CSC([x],y,[P].ex))

se CSC retornar x* entao insira [x] em Qp e retorne x*. Fim.
se CSC retornar “sem solugao” entao siga para 8

bissecte [x] e insira as duas caixas em Qg

se Q[x € nao vazio entao siga para 2

retorne “sem solucao”. Fim.

© 00 O Ul Wi

trar um minimizador para f(x,p), considerando as incertezas. Entao, FPS
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comega com a primeira caixa [x] de Qpx e [P] e chama CSC exaustivamente
até CSC retornar um ponto solucao “x*” ou “sem solug¢ao”. Se CSC retornar
“sem conclusao” entao FPS bissecta [x] e o processo é repetido. A precisao
deste procedimento ¢ definida pelo usuério na escolha de 5. Na subrotina
CSC, um processo similar a FPS acontece, mas somente o parametro de in-
certeza [P] is bissectado. Quando CSC retorna um ponto solugao “x*” ou
“sem solugao” para FPS, FPS reenvia a informagao para [[[RMOA I e o lago
principal recomeca.

Tab. 3.4: Algoritmo CSC.

entrada ([X],y,[P],é[X]>
saida(x* ou “sem conclusao” ou “sem solugao”)

empilhe [P] em Sp,), prossiga < verdadeiro

desempilhe de Sp,; em [p]

se [f]([x], ¢([p])) = y entdo retorne “sem solugao”. Fim.

se [f](c([x]), [p]) =y entdo siga para 7

se w([p]) < e entdo prossiga < falso e siga para 7

bissecte [p] e empilhe em Sp,) as duas caixas resultantes

se Spp) € nao vazio entao vai para 2

se prossiga = verdadeiro entao x* < c([x]) e retorne x*. Fim.
retorne “sem conclusao”. Fim.

© 00 O Tl Wi -

A qualidade das fungoes de inclusao e o parametro de precisao e[y sao
os responséaveis pelo resultado correto algoritmos FPS e CSC, e conseqiien-
temente, do [IJRMOA I. Usualmente, se as relages e < w([P]) e e < £
puderem ser asseguradas o resultado de FPS e CSC é satisfatorio. A primeira
condicao garante bissecgoes no espago de incertezas e a segunda permite
caixas menores que a precisao da amostragem inicial sejam analisadas.

Se a memoria de maquina for disponivel, garante-se que [[[RMOA T con-
verge (Tab. porque todos os processos sao finitos. A fungdo grade no
passo 2 é um processo finito baseado na divisao do espaco de busca. O lago
principal no passo 3 e seus lagos internos 5, 6, 9 e 12 sao baseados em filas
com finitos elementos. Finalmente, os detalhes de convergéncia no passo 7
sao discutidos pelos autores de FPS em [64].
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3.5 Algoritmo Intervalar Multi-Objetivo Robusto 11

A expressao formal que define o problema robusto deve ser interpretada
como a maximizacao da interferéncia das incertezas sobre as fungoes objetivo,
seguida pela minimizagao destes resultados. Neste sentido, o problema multi-
objetivo robusto se assemelha a resolucao de dois problemas multi-objetivos.
Mas existe uma particularidade & comentar: para cada ponto viavel x, usual-
mente a fase de maximizacao resulta em conjunto de pontos, sendo o ponto
ideal para maximizacao deste conjunto considerado como a imagem robusta
para x. Assim, considerando a computacao de incertezas sobre todo o espago
de busca viavel, o conjunto Pareto robusto é formado pelo menores pontos
ideais para maximizagao. O [[[RMOA II (Interval Robust Multi-Objective
Algorithm II) computa os pontos ideais levando vantagens de conceitos da
Analise Intervalar. O calculo dos pontos ideais e outros detalhes que supor-
tam o [[[JRMOA II séo explicados nas proximas subsegoes.

3.5.1 Preliminares

Tratamento de restrigoes: O desenvolvimento desse topico considera que
as funcgoes de restrigao sao escritas no formato g < 0. Sendo utilizadas,
para intervalos, a notacdo [g] < 0 ou equivalentemente [g] C [—o0,0]. O
[I]RMOA II exclui espago de busca nao viavel empregando testes de inclusao
[t] sobre o vetor de fungoes de restri¢ao [g]. Assim, considerando os parame-
tros de busca e de incerteza no formato de intervalos, o teste de inclusao foi
expressado como

1, caso [g]([x], [p]) € [-o0 0]
A6 =4 0, caso [g]([x]. [p]) € [0. 0] (3.27)

[0,1], por outro lado.

Assim, Vx € [x], x é viavel se [t]([x]) = 1 e nao viavel se [t]([x]) = 0. Por
outro lado, nada se pode concluir sobre os elementos de [x], e ele devera
ser encaminhado a bisseccao. As caixas resultantes da bisseccao sao tam-
bém submetidas ao teste [t]([x]). Um parametro de esfor¢o ep, por exem-
plo w([x]) < €}x, marca o fim das bisseccoes e o tomador de decisdo deve
decidir sobre o futuro de todas as caixas [x] tais que w([x]) < €. Para o
[[]RMOA II, optou-se pela exclusao de todas as solugdes cuja condigao acima
nao tenha sido satisfeita. Observe que o procedimento acima foi baseado no
método SIVIA (veja . Para exemplificar o tratamento de restrigoes,
considere o espago de busca [X] = [—4,4] x [—3, 3] e o seguinte conjunto de
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fungoes de inclusao de restri¢oes

[91] : —[x1]? — [22]? + 1 C [—00,0]

[g2] : [w2] — [21] =3 € [-00,0

9] : —[w2] + [21] = 3 C [—00,0] (3.28)
[94] : [22] + [21] — 3 C [~00,0]

9o+ —[s] ~ 1] — 3 € [—o0,0].

O parametro de incerteza foi omitido por motivos de simplicidade. O espaco
viavel [X] é apresentado na Fig|3.28|

Fig. 3.4: O cinza claro representa o conjunto viével; o cinza escuro os intervalos
de fronteira; e em branco os intervalos nao vidveis. A figura foi obtida
usando-se o algoritmo SIVIA (veja , com parametro de precisao
¢ = 0.05, para resolver as restrigoes propostas.

Processo de maximizagao e ponto ideal: O algoritmo [[][RMOA II ma-
ximiza a acao das incertezas sobre os pontos viaveis com a finalidade de
descobrir o ponto ideal de maximizagao. O processo para computar o ponto
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ideal inicia com a divisao do dominio das incertezas P, convenientemente des-
crito na forma intervalar por [P], em n,, subpavimentos sem sobreposi¢ao

[Pli,

P = J [k (3.29)

1=1,...,nsp

Apos a subdivisao em subpavimentos, assuma que todos os [p]; sejam ar-
mazenados na fila Qpp), que x seja uma varidvel de busca viavel e que
[f](x, [P]) represente sua fungdo de inclusdo. Assim, considerando a re-
presentagao de [P] por subpavimentos [p] armazenados em Qp, a rotina
MIF(x, Qp)) (Minimal Inclusion Function), que representa [f], é computada
como

[l = max TG fpD, 6= {1 ng); (3:30)
], = min [£]Gc[P), i = {1 ongh (3.31)
pIEQp)

Analogamente, a rotina MIF (x|, Qp)) computa a funcéo de inclusao minima

para o intervalo [x]. O ponto ideal para maximizagao, expressado por [f]i, é

a imagem robusta de x. Similarmente, m?x] ¢ a imagem robusta do intervalo
[x]. A Fig. ilustra a computacao do ponto ideal para maximizagao de um
intervalo [x] € IR"™ e de um de seus pontos internos xy € [x|. Em alguns
casos, a funcao de inclusao minima pode ser computada de uma tnica vez.
De acordo com a Subsecao [2.3.8, se cada varidvel ocorre no maximo uma vez
na formulagao que vai ser computada, entao a fun¢ao natural é minima.

Exclusao de regioes nao robustas: No algoritmo [[[RMOA II, os pontos
ideais sao armazenados na fila Qy-. Agora considere qualquer [x], avaliado
pela fungao objetivo [f]([x], [p]), sendo [p] € Qpp como anteriormente. A

fungdo de inclusio minima [f]; ¢ obtida conforme (3-30) e (3.31). Desta

forma,

— %

[x] é descartado < Jy* € Qv+, y* = [f]E‘X]. (3.32)

Portanto, a existéncia de pelo menos um elemento em Qy+ menor que [f] Fx],
é suficiente para excluir [x] sem risco de se perder nenhuma solugao robusta.
3.5.2 [IJRMOA II

O algoritmo [[]JRMOA II é apresentado na Tab[3.5] As entradas sdo as caixas
[X] e [P] com seus respectivos parametros de precisao ey € £p]. Observando
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[f]*(x,[P]) _
% e e
/

(f]([x].[p].)

X;

[x]

[£f1([x].[p] L)
X, £

>
>

Fig. 3.5: Computagdo dos pontos ideais de maximizagao para intervalos [f]’["x] e
para pontos [f]; quando sujeitos & incerteza [P].

a largura minima e, [P] ¢ dividido em subpavimentos nao sobrepostos que
sao armazenadas na fila Q). Em seguida, [X] ¢é inserido na fila Q. En-
quanto Q[ permanecer nao vazio, o processo de encontrar solugoes robustas
continua ativo. A primeira caixa retirada de Qpq, chamada de [x], é sub-
metida aos testes de restri¢ao descritos por [g]([x], Qpp)). Por agora, suponha
que os testes nao possam assegurar que as caixas sao viaveis ou nao. Neste
caso, a caixa [x]| deve ser bissectada e as duas caixas resultantes sdo inseri-
das em Qg e o laco recomega. De modo similar, se [g]([x], Qpp)) retornar
que [x] é nao viavel, entao [x] é descartado e outra caixa é retirada de Q.
Por outro lado, se [x] é viavel, os proximos passos sao computar a fungao
de inclusao minima [f]f, e comparar com os elementos na fronteira robusta
em Qy-. Se existe pelo menos um ponto em Qy+ menor que [f]rx] entao (x|
¢ descartado; senao [x] ¢ inserido em Qg e [f][; em Q). Para o préximo
estagio, c([x]) ¢ avaliado por MIF(c([x]), Q[p)) € a saida é armazenada [f]

*
x*

. entao c([x])
nao ¢ solugao ro robusta e o laco é reiniciado. Se nao existe pontos menores que
[f]i, entao o [f] faz parte da fronteira de Pareto robusta atual e ¢ inserido
em Qv+ e c([x]) to Qx+. O processo ciclico se mantém até que todas as
caixas factiveis [x] (w([x]) > e[x) sejam investigadas. Ao final, é esperado
que Q[ envelope todas as solugoes do problema robusto; Qx- ¢ Qy+ sao es-
timativas do conjunto solucao e da fronteira robusta respectivamente. Como
mostrado no Exemplo talvez as supostas solugoes de Qv+ nao pertencam
a f(X',P). Portanto, outro método deve ser executado para validar os pontos
em Qy+, por exemplo o PROJ2D [27] que computa projegao de conjuntos. A

—%
Uma vez mais, se existe elementos em Qv+ menores que [f]



3. Algoritmos Intervalares e Evoluciondrio-Intervalar para Otimizagao Robusta Multi-Objetivo 71

projegao de conjuntos esta definida em (2.28)) e a Fig. 2.3 ilustra um exemplo
de projecao.

Tab. 3.5: Algoritmo [I[RMOA II.

entrada ([X],[P],eq.6[p))
saida(Qpj, Qx+,Qy-)
1 inicialize Qx~, Qy-, Q) com 0, Qx com [X] e Qp) com [P]
2 sew(Qp{l}) > ep)
3 retire [p] de Q)
4 bissecte [p], insira as duas caixas resultantes em Q) e siga para 2
5 sew(Qp{l}) < e siga para 20
6 retire [x] de Qp
7 se [g]([x], Q) C [0, 00] entao siga para 5
8  se [g]([x], Q) C [—00,0] entdo siga para 12
9  sew(x]) > Elx]
10 entao bissecte [x], insira as duas caixas resultantes em Qp e siga para 5
11 sendo insira [x] em Q) e siga para 5
12 chame MIF([x], Q[p)), insira seu resultado em [f]}
13  se existe um y em Qy- tal que y < [f]fx] entdo val para 5
14 insira [f]}; em Q) e insira [x] em Qp
15 chame MIF(c([x]), Q(p)), insira seu resultado em [f]}
16 se existe um y em Qv tal que y < m:( entao siga para 5
17 descarte todo y em Qv+ tal que m; =y e seus respectivos elementos em Qx-«
18 insira mi em Qy- e insira c([x]) em Qx-
19  descarte todo [y] em Q) tal que [f] =< [y] e suas respectivas caixas em Qpy
20 retorne Qpj, Qx+ e Qy-

3.6 Algoritmo Evolucionario Intervalar Multi-Objetivo Robusto

Os algoritmos evolucionarios utilizam processos estocasticos para guiar a
busca pelas solugoes 6timas. Contrariamente, algoritmos de otimizagao inter-
valares utilizam geralmente processos deterministicos. Considerando o mo-
delo de otimizacao robusta descrito pelas expressoes —, apresenta-se
nesta se¢ao um algoritmo que mescla conceitos evolucionarios e intervalares.
Enquanto que a aritmética e algumas fungoes intervalares sao empregadas
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para computar as incertezas sobre as solugoes candidatas, os mecanismos
evolucionarios como selegao, recombinacao e diversidade conduzem o método
a convergéncia para a fronteira robusta. Denominou-se este algoritmo de
[[[RMOEA (Interval Robust Multi-Objective Evolutionary Algorithm).

3.6.1 Preliminares

Formacao da populagao: O parametro de busca [X]Z corresponde a figura
de um dado individuo ¢ no [I[JRMOEA, sendo formado pela concatenacao
de intervalos pertencentes ao espago de busca [X] € TR"*, escrito na forma
intervalar por conveniéncia. Algebricamente,

]’ = [z1]" % [za])" X ... x [z, ]', [x]' € [X], (3.33)

sendo ¢ o identificador individual dentre os n,,, individuos da populacao. Na
seqiiéncia, numa geracgao t, a populagao ¢ dada por

pop, = {[X]l, S (x]"7 }, (3.34)

sendo pop,(i) a forma de acesso ao i-ésimo membro.

Avaliagao a populagao: A cada geracao t, o desempenho da populagao
des; frente a presenca do espago das incertezas é representado por [f](pop;, [P]).
A computacao de [f] é feita utilizando-se de métodos intervalares, similar-
mente ao [[[RMOA II conforme mostrado a seguir. Em primeiro lugar, as-
suma que Qpp) armazene todos os n,, subpavimentos de [P], como ja descrito
anteriormente. Em segundo lugar, o desempenho de cada individuo [X]Z é um
envelope sobre uma regiao que considera a computagao dos subpavimentos
sobre [x|". Finalmente, des; ¢ definido como o ponto ideal de maximizagao
de cada [f];,;i, ou seja

des; = {[f]pgr -+ [Flagis - Eligroon - (3.35)

O acesso ao i-ésimo membro ¢é feito de forma andloga a pop,. O algoritmo
da Tab[3.6) apresenta como é calculado o desempenho da populagao.

Tratamento de restrigoes: A eliminacao da regioes nao viaveis ocorre de
maneira analoga aquela apresentada na Subsecao diferenciando apenas
na variavel de busca que no [[JRMOEA ¢é real. Assim, o teste de inclusao
que representa as fungoes de restricao torna-se

1’ €aso [g](X, [pD - [_00’0]7
[tl(x) =4 0,  caso[g](x,[p]) C[0,00], e (3.36)
[0,1], por outro lado.
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Tab. 3.6: Computacao de [f](popy, [P]).

entrada (pop,,Qp)) % [P] = Qpp
saida(des;)

1 parai = 1 até n,., faca

2 chame MIF(pop, (i), Q[p)), insira seu resultado em [f] Fx]i
3  fim para

4 armazene {m?x]l, e m;li, e ,m;]npop} em des;

5

retorne des;

Meétodo de selecao: A selegao dos individuos para o cruzamento é realizada
de acordo com o método Roleta, sendo no caso mono-objetivo, o percentual
de escolha do individuo dependente do desempenho perante a populacao.
Aqui, o método Roleta foi adaptado para o caso multi-objetivo avaliando o
desempenho com o auxilio da técnica de nicho baseada em intervalos e da
posicao individual nas fronteiras de nao dominéncia da geracao atual. A téc-
nica de nicho ¢é descrita na proxima secao, mas para o momento, assuma que
ela disponibilize informagoes sobre os nichos formados e 0s 7ch, individuos
neles contidos. Entao o desempenho de um individuo ¢ segundo o nicho que
ele participa é f!, .. = TNnicho- Suponha também que todos os individuos
tenham sido classificados em fronteiras. O desempenho f},,,, ¢ fixado em 1
caso o individuo 7 pertenca & primeira fronteira, 2 para a segunda fronteira,
etc. O resultado ¢ o desempenho 1itil des;(i) : R medido como

1 1
des;(z) = o

7 .
nicho ffront

(3.37)

O método da Roleta usa des;(i)/¥;”7 des;(j) para computar a probabilidade
de cada individuo 7 ser escolhido. O método Roleta permite que alguns indi-
viduos sejam escolhidos vérias vezes e outros nenhuma. Logo, considerando
a transicao da geracao t para geracao t + 1, é possivel a perda de solugoes
pertencentes a fronteira eficiente. Por isso, tornou-se necessario aplicar uma
técnica de elitismo para assegurar a permanéncia dos individuos considerados
melhores que aqueles gerados na geracao vigente.

Meétodo de elitismo: Os métodos de elitismo tém a finalidade de impedir
que solucoes avaliadas como “melhores” ou ‘“nao piores” deixem de partici-
par da proxima geragao. A estratégia elitista utilizada aqui foi baseada na
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estratégia empregada no NSGA IT em [32]. Em poucas palavras, o método
une a populacao na geragao corrente pop, com a populacao recém surgida
da aplicagao dos operadores genéticos pop,,,. Em seguida, compara todos
os integrantes, separando os primeiros n,,, individuos da primeira fronteira
para compor a nova populacao pop,,;. Enquanto o niimero de integrantes
da primeira fronteira for menor que n,,, a técnica de nicho do [[[RMOEA é
exatamente a mesma do NSGA II. Entretanto, quando a uniao de pop, com
pop,,, resultar em uma populacao na primeira fronteira maior que 7, en-
tao a técnica de nicho novamente é acionada, e a populagao na primeira
fronteira é dividida em nichos. Os nichos sao percorridos, e a cada visita um
de seus integrantes é selecionado aleatoriamente e retirado para compor a
nova populagao. O processo continua até a selecao dos n,,, individuos.

3.6.2 Técnica de Nicho por Bissec¢ao Intervalar

As técnicas de nicho foram desenvolvidas para preservar diversidade. Elas
degradam a funcao objetivo conforme a distancia entre as solucoes, medida
por uma fung¢ao de partilha. Se ha comparagoes entre todas as n,,, solugoes
com ny objetivos ¢é facil perceber que o custo computacional é elevado. O
custo ¢é ainda mais critico para algoritmos que classificam as fronteiras. Se-
gundo Deb [34], enquanto MOEAs desta natureza despendem esfor¢o na or-
dem de O(nyxn, ), seu NSGA II gastava apenas O(ny*n2,,). Nesta secao é
proposto uma técnica de nicho em que o custo nao depende de comparacgoes
entre as n,,, solucoes e os ny objetivos, ¢ a técnica de Nichos por Bissecgao
Intervalar.

Em poucas palavras, a técnica NBJI| (Nichos por Bissec¢ao Intervalar)
bissecta o espago dos objetivos diversas vezes formando os nichos. A cada
bisseccao o volume dos nichos cai pela metade, e as solugoes candidatas sao
classificadas nas sub-regices acima e abaixo do ponto de corte. O resultado
final fica disponivel para o processo de sele¢ao, onde as solu¢oes tém seus de-
sempenhos penalizados segundo o numero de individuos de seu nicho. A téc-
nica de nicho NBJ[I] é pontual podendo ser utilizada diretamente em algorit-
mos evolucionérios tradicionais ou indiretamente nos algoritmos intervalares
utilizando-se algum ponto de referéncia de intervalos para a classificacao de
pertinéncia aos nichos. Aqui, decidiu-se pela descri¢ao do método conforme
o emprego no algoritmo evolucionéario-intervalar e utilizou-se o ponto ideal
para maximizacao como o ponto de referéncia do intervalo.

A descrigao da técnica de nichos, inicia-se assumindo uma populagao com
Npop Individuos [x]". Na iteracao ¢, considere que o desempenho des; de cada
[x]" seja calculado conforme mostrado na Tab.. Entao, é sempre verdadeira
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a seguinte inclusao

F;= min [filg e F;j= max [f]. (3.39)

—J i —
i=1,...,npop 1=1,...,npop

Em toda geracao, [F]y representa o nicho inicial contendo toda a populagao.
O proximo passo é bisseccionar [FJy em uma de suas ny funcoes objetivo,
escolhida aleatoriamente. Por exemplo, assuma que a fungao objetivo j seja
sorteada. O resultado s@o dois novos nichos [F]; e [F|s tais que
F,+F;
[Fl, = [F]x...x[E; JT] X .o [F,l, (3.40)
[F]Q = [Fl]x...X[T, FJ]XX[an] (341)

Assim, a classificacdo de cada [x]’ é dada por

{ m?x]i € [F]1, caso W?x]i < =, (3.42)

—k

[f]x: € [Fl2, por outro lado.

Apos o processo de classificacao, se algum nicho for vazio, ele é eliminado.
O processo de bissecgao continua enquanto algum critério de parada seja
atingido, como o nimero mdzrimo de rodadas de bissecgao 2", A Fig. |3.6
mostra quatro primeiras bissecgoes num problema genérico com dois obje-
tivos.

Analisando o grupo de graficos da Fig. [3.6] percebe-se que o processo de
agrupar pontos vizinhos é simples. Decidiu-se por implementa-lo usando a
estrutura dados baseada em listas encadeadas FIFO para armazenar os nichos
e os indices dos individuos que cada um contém. O algoritmo da Tab[3.7]
apresenta a técnica NBI|I| e a TabJ3.8| descreve a simbologia empregada no
algoritmo.

Como qualquer método de nicho, NB[I] também contém parametros criti-
cos que interferem na qualidade da formacao dos nichos. Estes parametros
sao ligados ao critério de parada escolhido. Por exemplo, a Fig. mostra
os nichos resultantes da técnica NB|I| para diferentes valores para r}/%*. Se
muitas bissec¢oes ocorrerem, os nichos limitam apenas um ponto isolado,
veja Fig. |3.7(a). Por outro lado, se poucos cortes forem feitos, a técnica
de nicho falha em agrupar somente solugoes vizinhas. Considerando o caso

onde o critério baseia-se em ry ¢, percebe-se que ha necessidade descobrir
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Fig. 3.6: NBJI]: primeiras bissec¢oes sobre uma popula¢ao com 13 individuos. As-
suma que “+” denote m?x]i. Observe que entre (c¢) e (d) ha exclusao das
regioes que nao contém solu¢ao. No canto direito superior de cada regiao
hé indicacao da ordem de classificagdao das caixas para bissecgao.

um valor satisfatorio de bissec¢oes que permita explorar a informacao de
proximidade entre os individuos. Uma solucao seria deixar o valor de ;"
variar, por exemplo, segundo um valor de uma densidade populacional. Mas
isso significa acréscimo de mais um parametro critico. A Fig.|3.7(b) mostra
outro aspecto importante: solugoes préoximas que estao em nichos diferen-
tes. Este problema pode ser amenizado executando NBJ[I| mais vezes, porém
utilizando-se de espagos de busca iniciais diferentes. No final, o desempenho
seria calculado empregando-se uma média aritmética entre as densidades
populacionais que dada solucao participa.

O algoritmo NBJI| pode ser facilmente adaptado para outros critérios de
parada, como por exemplo, o NBJI| pode encerrar as bissec¢oes impedindo
que o volume do nicho seja menor que o volume de nicho minimo, fixado
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Tab. 3.7: Algoritmo NBJ[I].

entrada (des;,r}'%")

Saida(Q [F]» Qind)

1 inicialize 73, com 0, Q) com 0 e Qina{1} com os indices 1,..., My
2 usando des; em e compute [F], e insira em Qg
3 se Tyis > et siga para 14
4 adicione 1 a 74,
5 retire o primeiro elemento de Q) e armazene em [F|
6 retire os indices de Qina{1l} € armazene em QE]d
7 bissecte [F| e armazene o resultado em [F|; e [F|;
8 usando (3.42)), classifique os indices em Q?jd
e armazene o resultado em Qﬂ; e Q?‘;lf

9 se QIFI = ¢ siga para 11
10 insira [F]; em Qg e QE; em Qjina{(0ltima posi¢ao) + 1}
11 se Q2 —  siga para 3
12 insira [F]z em Qg e Qgﬂ]dz em Qina{(altima posigao) + 1}
13 siga para 3
14 retorne Qgj € Qjina

(a) 7797 = § e nys = 49. (b) 7197 = 4 e nyyy = 10.

Fig. 3.7: Técnica NBJI| - problemas com bissecgdes. Em (a), NB[I] falha pois os
nichos contém apenas um individuo cada. Em (b), individuos proximos
se situam em nichos diferentes.

previamente.
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Tab. 3.8: Simbolos no algoritmo NBJIJ.

Simbolos Descrigao Contetido Tipo

Nopop tamanho da populacao R

This contador de rodadas de bisseccao R

T nimero maximo de rodadas de bissec¢ao R

des; desempenho da populacao R"s

[F| caixa do nicho corrente IR"f

[F|1, [F]2 caixas dos nichos recém bisseccionados IR"f

Qi Lista FIFO com nichos ativos Fila: TR"/
QEﬂL Lista FIFO com indices dos individuos de Qg {1} Fila: R
QEE‘, Qﬂf Lista FIFO com indices de nichos correntes Fila: TR"/

Qina{.} Lista FIFO com indices dos individuos de Qg{.} Fila: R

3.6.3 [JRMOEA

O algoritmo [[JRMOEA apresentado na Tab[3.9| tem estrutura semelhante
a de outros algoritmos genéticos multi-objetivo, no entanto, a estrutura de
dados e as operacoes genéticas sao baseadas em parametros reais e inter-
valares. A entrada contém todos os pardmetros utilizados no [[[RMOEA,
cuja descri¢@o estd mostrada na Tab[3.10] Parte deles sao utilizados nas ini-
cializagoes descritas nos passos 1 e 2. Nos passos 3 — 5 os subpavimentos
do parametro de incerteza sao gerados e armazenados em Qp. Em 6 as
solucoes sao testadas quanto a viabilidade; as nao viaveis sao substituidas.
Em 7, a populacao é submetida a avaliacao de desempenho expressa pelas
fungbes objetivo. O resultado ¢ armazenado em des;. O desempenho des;
é utilizado na separacgao de fronteiras no passo 8. O passo 9 marca o inicio
do lago principal. O critério de parada foi definido como nimero méximo
de geracoes. Segundo sua conveniéncia, o decisor pode inserir outro critério.
O contador de geragoes é atualizado e em seguida, no passo 11 a técnica de
nicho NBJI] ¢ aplicada e o resultado f’,, torna-se suporte para sele¢io na
etapa subseqiiente. Nos passos 12—14, as operagoes genéticas para criagao da
nova geracao comecam com a selecao de individuos para o cruzamento. Apos
a fase de troca de material genético, todos os individuos sao sujeitos ao ope-
rador mutac¢ao e nova avaliacao de desempenho é realizada. Em 15, os testes
de restrigao avaliam a nova populacao. Em 16 — 19, As populacoes pop,_;
€ POpP,,., € 0s desempenhos des;_; e des,,, sao acoplados, e fronteiras ro-
bustas separadas pelo método do elitismo. Os primeiros n,,, elementos das
primeiras fronteiras formam pop,. O restante dos individuos sao excluidos.
Os demais passos marcam o fim do lago principal e fim do algoritmo. Clara-
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Tab. 3.9: Algoritmo [[[RMOEA.

entrada (nbits T Mpop s Tgen sPesPm s [X] ) [P] 75[p] )
saida(pop,,des;)

inicialize ¢ com 0 e Qpp) com [P]
inicialize pop, com s, nf, Npop € [X]
se w(Qp{1}) > epp)

retire [p] de Q)
bissecte [p], insira as duas caixas resultantes em Qpp e siga para 3

substitua todo individuo x € pop, tal que [g](x, Q) C [0, o0]
por outro gerado aleatoriamente tal que [g](x, Qpp)) € [—00, 0]
7 compute o desempenho [f](pop,, Qpp)) e armazene-o em des;
8  separe as fronteiras e armazene o resultado em [},

9  set > nge, siga para 21

O UL = W N+~

10 incremente 1 a t

11 chame NBI e armazene o resultado em f*, ,

12 utilize para computar des;

13 utilize des; para selecionar casais para cruzamento

14 realize cruzamento; mutacao segundo a probabilidade p,,,
armazene o resultado em pop,,.

15 substitua todo individuo x € pop,,, tal que [g](x, Qp)) C [0, o]
por outro gerado aleatoriamente tal que [g](x, Qpp)) € [—00, 0]

16 compute o desempenho [f](pop,,,, Qp]) € armazene-o em des,,,

17 armazene pop,_; U pop,,, €M Pop,,,; des;_; U des,,, em des,,,

18 separe as fronteiras e armazene o resultado em f7,,.,

19 finalize a populacao para a préoxima geracao
COM 08 7y, Primeiros individuos de f},,,,

20 siga para 9

21 retorne pop, e des;

mente, o algoritmo descrito acima se assemelha a um MOEA tipico, que nao
leva em conta o tratamento de incertezas. Contudo, as diferencas estao nos
detalhes: a) as fungdes objetivo contém o parametro de incerteza [P]; e b)
os métodos intervalares sao empregados para computar a incerteza e para
classificar os individuos na técnica de nicho.

Como dito anteriormente, os algoritmos evolucionarios buscam pelos pon-
tos 6timos via mecanismos estocésticos. Portanto, o desempenho destes al-
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Tab. 3.10: Parametros do [[[RMOEA

Parametro Descrigao Contetido Tipo
Nbits namero de bits da cadeia binéaria Z
Ngen ntmero de geragoes Z
Npop nimero de individuos da populacao 7
ny numero de fungoes objetivo Z
De probabilidade de cruzamento R
D probabilidade de mutagao R
Fhront desempenho do individuo ¢ segundo sua fronteira 7
~ icho desempenho do individuo 7 segundo seu nicho Z
des; desempenho da populacao na geracao ¢ Vetor: R"/
pop, populagao na geragao ¢ Vetor: TR"f
des .. desempenho da populacao auxiliar Vetor: R™f
POP s populacao auxiliar Vetor: TR"f

goritmos esté associado a escolha correta dos parametros de controle destes
mecanismos.

3.7 Métricas para Medir Desempenho Revisadas

Na Secao foram apresentadas algumas métricas utilizadas para testar
desempenho dos MOEAs. Agora, apresenta-se a Métrica por Bissecgao de
Intervalar que é empregada para avaliar algoritmos propostos nesta Tese com
relacao a aproximacao da fronteira robusta.

3.7.1 Métrica por Bissecgao Intervalar - MBJI|

A meétrica foi desenvolvida para qualificar a uniformidade de um conjunto
de solugoes nao dominadas de um espaco bidimensional em relacao ao con-
junto Pareto Y*. Os casos n-dimensionais podem ser obtidos por analogia.
Seguindo a idéia basica da técnica de nicho NBJI|, esta métrica subdivide o
espago dos objetivos escolhendo, a cada iteracao, a imagem de uma solucao
como ponto de bisseccao para as duas novas regioes. As bissec¢oes vao ocor-
rendo até nao haja mais solucoes internas as regioes restantes dos processos
de bisseccao. A Fig. ilustra quatro etapas do processo.

A descrigao formal do método MBJI| inicia-se por considerar o desem-
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