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Résumé

Le travail présenté dans cette thèse concerne d’une part, le problème de séparation aveugle de sources et
d’autre part, celui d’estimation de paramètres en aveugle. Pour ces deux problèmes, une nouvelle classe
de modèles de mélanges est étudiée, celle des mélanges inversibles, décrits par des équations différen-
tielles.
Pour le problème de séparation aveugle de source, nous définissons la notion de séparabilité selon un
modèle d’entrées fixé, puis proposons des méthodes de séparation basées sur des statistiques des signaux
et de leurs dérivées.
Pour le problème d’estimation aveugle de paramètres, nous définissons la notion d’identifiabilité en
aveugle selon un modèle d’entrées fixé et présentons une méthode d’estimation exploitant également
les résultats sur les dérivées de signaux.
Les techniques d’analyse par intervalles sont exploitées afin d’obtenir des solutions garanties.
Cette étude, principalement théorique, est illustrée par de nombreux exemples simples.

Mots-clés : Séparation aveugle de sources, Mélange inversible, Estimation aveugle de paramètres, Ana-
lyse par intervalles, Dérivées de signaux aléatoires, Séparabilité, Identifiabilité en aveugle

Abstract

This dissertation presents the problem of blind source separation and the problem of blind parameter
estimation. For these problems, a new class of mixture models is considered : invertible mixtures, de-
scribed by differential equations. For the blind source separation problem, respectively blind parameter
estimation problem, we define the concept of separability, resp. of blind identifiability, according to an
input model. Then, we propose a separation, resp. an estimation, method based on new results con-
cerning random signal derivative. Interval analysis methods are exploited in order to obtain guaranteed
solutions. Although our study is mainly theoretical, many illustrative examples are proposed.

Keywords: Blind source separation, Invertible mixture, Blind parameter estimation, Interval analysis,
Derivative of random signal, Separability, Blind identifiability
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Notations
P(Ω) : ensemble des parties de l’ensemble Ω.

R = R ∪ {−∞, +∞} .

V : ensemble des variables aléatoires.

RR : ensemble des signaux déterministes défini sur R à valeur dans R.

S : ensemble des signaux aléatoires.

S : ensemble des signaux aléatoires stationnaires, ergodiques et lisses.

In (ou In
s ) : ensemble des n signaux aléatoires statistiquement indépendants.

Gn (ou Gn
s ) : ensemble des n signaux aléatoires mutuellement gaussiens.

Mu : ensemble des moments d’un vecteur de signaux aléatoires u(.).

Au : algèbre des moments d’un vecteur de signaux aléatoires u(.).

F : ensemble des fonctions définies sur RR à valeurs dans R.

F i : ensemble des fonctions définies sur
(
RR

)i à valeurs dans R.

F : ensemble des fonctions définies sur RR à valeurs dans RR.

Fi : ensemble des fonctions définies sur
(
RR

)i à valeurs dans RR.

L : ensemble des fonctions linéaires définies sur RR à valeurs dans R.

Li : ensemble des fonctions linéaires définies sur
(
RR

)i à valeurs dans R.

L̃ : ensemble des fonctions affines définies sur RR à valeurs dans R.

L̃i : ensemble des fonctions affines définies sur
(
RR

)i à valeurs dans R.

L : ensemble des fonctions affines définies sur RR à valeurs dans RR.

Idn : matrice identité.

D : ensemble des matrices diagonales.

P : ensemble des matrices de permutation.

C1 : ensemble des fonctions continuement différentiables (continues, dérivables, de dérivée conti-
nue) .

Sm : ensemble des permutations de {1, . . . ,m}.
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Introduction
Le traitement du signal est une discipline dont l’objectif est principalement d’extraire les informa-

tions utiles sur des phénomènes physiques à partir de mesures généralement perturbées. Le modèle for-
mel utilisé pour représenter les problèmes considérés est dessiné sur la figure 1. Les signaux u et y sont
respectivement les entrées et les sorties du système H. Par exemple, les signaux considérés peuvent être
des signaux sonores et H représente alors le filtrage dû à la propagation dans le milieu.

Figure 1 – Système H d’entrées u et de sorties y.

A partir du modèle représenté sur la figure 1, on peut considérer trois problèmes d’estimation statis-
tique :

– Le problème d’identification : connaissant les entrées u et les sorties y, il s’agit d’estimer le sys-
tème H.

– Le problème de filtrage : connaissant les entrées u et le système H, on recherche les sorties y.
– Le problème d’égalisation (ou déconvolution) s’attache à retrouver les entrées u connaissant le

système H et les sorties y.
Dans cette thèse, nous nous intéressons au problème de séparation aveugle de sources. C’est un

problème transversal qui consiste à estimer les entrées u (et éventuellement identifier le système H)
connaissant uniquement les sorties y. En d’autres termes, à partir d’observations d’un mélange de signaux
(appelés sources), mélange inconnu (d’où le terme "aveugle"), il consiste à retrouver les sources.

Nous verrons que ce problème ne peut être résolu qu’à l’aide d’hypothèses sur les entrées u et le sys-
tème H. Le système le plus simple étudié en séparation aveugle de sources suppose le système H linéaire
statique et les sources u statistiquement indépendantes. Toutefois, le problème de séparation aveugle de
sources s’est considérablement enrichi au cours des dernières années et des résultats théoriques et des
algorithmes ont été proposés pour des mélanges plus complexes. Ces mélanges constituent la majeure
partie des études actuelles. C’est aujourd’hui un problème très général qui se manifeste dans plusieurs
domaines et a de nombreuses applications.

0.1 La séparation de source au quotidien

La séparation de sources est un sujet de recherche très actif en raison de son intérêt théorique et de ses
nombreuses applications pratiques. Dans la vie courante, nous pouvons citer bon nombre d’applications
de séparation de sources correspondant à différents types de signaux rencontrés (signaux de paroles,
signaux biomédicaux, etc.). A titre d’exemple :

– Dans le domaine médical, elle est utilisée pour l’extraction non invasive de l’ElectroCardioGramme
(ECG), l’ElectroMyoGramme (EMG) ou l’ElectroEncéphaloGramme (EEG) [13][14].
Par exemple, l’extraction non-invasive des battements cardiaques du foetus, à partir de signaux
ECG enregistés à l’aide d’électrodes placées sur le ventre de la mère (voir figure (2)), est possible
grâce à la séparation de sources. Les travaux consistent aujourd’hui à tenter d’extraire la forme

7
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complète de l’ECG du foetus (le complexe PQRST) et non simplement les pics R comme c’est le
cas à l’heure actuelle.

Figure 2 – Extraction non invasive de l’ECG d’un foetus.

– Dans le domaine de la communication, le problème le plus connu (en acoustique) est certainement
"l’effet cocktail party". Lors d’une fête, il s’agit de séparer la parole de notre interlocuteur parmi
les nombreuses voix, la musique et autres bruits de fond.
On trouve aussi des applications en téléphonie mobile où la parole de notre interlocuteur peut être
issue d’un environnement bruyant (musiques, voitures qui passent dans la rue, etc...). Le signal
enregistré est parfois considérablement "abimé". Il convient alors de séparer la source utile (parole)
de la source perturbante (bruit de fond) pour parvenir ensuite à atténuer ces bruits de fond.

– Dans le domaine de la sismologie, on retrouve également le problème de séparation de sources dans
le sens où le signal émis, par une vibration ou une explosion, est inconnu et observé au travers d’un
mélange reflétant des sources multiples. La séparation de sources doit permettre aux sismologues,
à partir d’enregistrements et moyennant des renseignements sur la fonction de transfert du sous-
sol, d’obtenir des informations sur la source et de la modéliser.

Cette liste d’applications est non exhaustive. Il y en a bien d’autres, comme en astrophysique [16], pour
le contrôle du trafic aérien [23].

Maintenant, présentons plus formellement le problème de séparation aveugle de sources.

0.2 Le problème de séparation aveugle de sources

Dans un contexte général, le problème de séparation aveugle de sources se formule de la manière
suivante :
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Considérons k signaux aléatoires, appelés observations et notés y1 (.) , . . . , yk (.), issus d’un mé-
lange de l signaux aléatoires appelés sources et notés u1 (.) , . . . , ul (.). On note T le système liant les
observations aux sources de sorte que

y (.) = T (u (.)) (1)

où y (.) = (y1 (.) , . . . , yk (.))T et u (.) = (u1 (.) , . . . , ul (.))
T .

Si nous supposons que les observations y sont connues et que le système T est connu, alors le
problème de reconstruction des sources consiste à inverser le système de mélange T : ceci revient à un
problème de déconvolution.

Ici, nous nous plaçons dans un contexte aveugle, c’est-à-dire que seules les observations y sont
connues (u et T sont inconnus). Le problème de séparation aveugle de sources consiste à restituer les
sources u à partir des observations y. Il est clair que sans hypothèse supplémentaire, la résolution de
ce problème s’avère tout à fait impossible. Il est donc nécessaire de faire des hypothèses sur le mélange
ainsi que sur les sources. Par conséquent, le problème de séparation aveugle de sources possède différents
niveaux de difficulté selon les hypothèses formulées a priori. Plusieurs paramètres sont à prendre en
considération :

– Tout d’abord, cela dépend de la nature du système de mélange T . Le cas le plus simple consiste à
considérer un mélange linéaire instantané (ou statique) pour lequel, à chaque instant, les observa-
tions sont des combinaisons linéaires des sources aux mêmes instants. Le système (1) se simplifie
et on obtient

y (t) = Au (t) , (2)

où A est une matrice de taille k × l.
Dans la pratique, le mélange linéaire convolutif est plus réaliste. Pour ce mélange, à chaque instant,
les observations dépendent des sources à différents instants antérieurs :

y (t) =
∑

i

Aiu (t− τi) , (3)

où ∀i, Ai ∈ Rk×l et τi ∈ N (le retard). Le mélange convolutif tient compte de la propagation
des signaux dans le milieu considéré. Par exemple, lorsque plusieurs musiciens sont enregistrés
par différents microphones dans une salle, la propagation des signaux jusqu’aux microphones est
modélisée par une convolution des sources.
Enfin, les mélanges peuvent également être considérés comme post non-linéaires convolutifs, par
exemple lorsque les microphones enregistrant les musiciens présentent des saturations. Ce type
de mélange non-linéaire est constitué d’un mélange linéaire convolutif suivi de non linéarités sur
chacune des composantes des sorties :

∀i ∈ {1, . . . , k} , yi (.) = fi




l∑

j1=1

aij1uj1 (t− τj) + · · ·+
l∑

jn=1

aijnujn (t− τjn)


 , (4)

où fj est une fonction non linéaire (cette non-linéarité est supposée inversible).
A noter qu’il existe également des mélanges post non-linéaires composés d’un mélange linéaire
statique suivi de non-linéarités sur chaque composante :

∀i ∈ {1, . . . , k} , yi (.) = fi




l∑

j=1

aijuj (t)


 . (5)
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– La seconde hypothèse à prendre en considération est une information sur la nature des sources.
Dans la majeure partie des problèmes de séparation aveugle de sources, nous verrons que les
sources sont supposées mutuellement indépendantes.

– Enfin, il faut tenir compte également du nombre de sources l par rapport au nombre d’observa-
tions k. Bien entendu, le cas sur-déterminé (k > l) est plus simple à résoudre que le cas sous-
déterminé (k < l), ce dernier ne pouvant être résolu qu’à l’aide d’importantes informations a
priori [86][67][29].

– Pour finir, il est important de noter la nécessité de disposer d’observations distinctes. Autrement
dit, les mélanges correspondant à chacune des observations doivent être différents. Les obser-
vations étant en général issues de capteurs, on peut voir cela comme une nécessité de diversité
spatiale. Par exemple, les capteurs sont situés à des endroits différents pour obtenir des mélanges
distincts ou encore, les capteurs utilisés sont de natures différentes.

L’objectif de la séparation de sources est de rechercher des signaux aléatoires û1 (.) , . . . , ûl (.), ap-
pelés sources reconstituées, qui représentent une estimation des sources u (.). On note H le système de
séparation :

û (.) = H (y (.)) ,

où û (.) = (û1 (.) , . . . , ûl (.))
T .

Apparaissent alors deux problèmes qui peuvent être traités différemment. Le premier consiste à esti-
mer la structure du mélange T , le second consiste à estimer directement les sources reconstituées û (.).
Bien sûr, dans le cas d’un mélange inversible, ces deux problèmes sont identiques. L’identification de T
conduit directement à la restauration des sources û (.) = T −1 (y (.)).

Après cette présentation générale du problème de séparation de sources, nous présentons maintenant
précisément le problème auquel nous nous sommes intéressés dans cette thèse.

0.3 Notre approche

0.3.1 Nature des mélanges étudiés

Dans cette thèse, nous abordons principalement le problème de séparation aveugle de sources pour
lequel le modèle de mélange est décrit par des équations différentielles. Pour ces nouveaux systèmes de
mélanges, qualifiés d’inversibles, nous proposons une méthodologie de résolution basée sur des résul-
tats concernant les dérivées de signaux aléatoires. Bien que nous présentions en majorité des résultats
concernant les systèmes de mélanges linéaires inversibles, notre approche est générale. La méthodologie
proposée semble s’étendre sans difficulté aux systèmes de mélanges inversibles non linéaires, c’est ce
que nous évoquons en guise de perspectives à la fin du chapitre 3, n’ayant pas eu le temps de le vérifier
rigoureusement.

Précisons toutefois que, dans un contexte général, le problème de séparation aveugle de sources pour
des mélanges non linéaires est insoluble [34]. En effet, l’exemple ci-dessous montre qu’il existe des
transformations non linéaires qui conservent l’indépendance des sorties.

Exemple 0.1. Soit u1 une variable qui suit une distribution de Rayleigh de densité de probabilité

fu1(u1) = u1 exp
(
−u2

1

2

)
,



CHAPITRE 0 — TABLE DES MATIÈRES 11

et u2 une variable aléatoire statistiquement indépendante de u1, qui suit une distribution uniforme sur
[0, 2π]. Considérons la transformation non linéaire suivante

{
y1 = u1 cos(u2)
y2 = u1 sin(u2)

,

où y1 et y2 sont deux nouvelles variables aléatoires. La densité de probabilité conjointe de y1 et y2, notée
py1y2(y1, y2), (voir la proposition A.75 pour davantage de détails) est

fy1y2(y1, y2) = detJ(u1, u2)fu1u2(u1, u2),

avec

J(u1, u2) =
(

cos(u2) −u1 sin(u2)
sin(u2) u1 cos(u2)

)
et detJ(u1, u2) = u1 .

Ainsi, on a

fy1y2(y1, y2) = exp
(
−u2

1

2

)

Par conséquent, y1 et y2 sont deux variables aléatoires (gaussiennes de moyenne nulle et de variance
unitaire) statistiquement indépendantes .

La séparation des mélanges non linéaires étant impossible dans le cas général, ceci justifie notre
choix d’étudier une sous classe particulière de mélanges : les systèmes inversibles. A noter que dans la
littérature, d’autres classes de mélanges non linéaires ont été considérés, par exemple, les mélanges post
non linéaires introduits par Taleb et Jutten dans [87] (voir paragraphe 0.2).

0.3.2 Contributions

Cette thèse comporte deux contributions principales.
La première concerne le problème de séparation de sources pour les systèmes de mélanges inver-

sibles, pour lesquels des résultats sur les dérivées de signaux aléatoires pourront être pleinement exploi-
tés afin d’établir des critères de séparation. Ce travail généralise les travaux de Cavassilas, restreints au
mélange linéaire instantané. Nous abordons ainsi le problème de séparation de sources sous un angle
original.

La seconde contribution concerne le problème plus général (qui englobe le problème de séparation
de sources) d’estimation aveugle de paramètres. Il s’agit, à partir de l’observation des sorties y, d’estimer
les paramètres d’un système connu à l’aide d’hypothèses statistiques sur les entrées u. Dans cette thèse,
nous exploitons exclusivement les hypothèses d’indépendance et de gaussianité des entrées. Ce travail
généralise les travaux sur l’identifiabilité de Walter.
A noter que, de la même façon que pour le problème de séparation de source, les systèmes paramétrés
considérés sont inversibles.

Pour ces deux problèmes d’estimation en aveugle, les outils d’analyse par intervalles sont largement
exploités. Nous verrons les avantages (et les inconvénients) que procurent ces méthodes qualifiées de
"garanties".
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0.4 Synopsis

Ce document contient quatre chapitres. Les contributions originales sont concentrées dans les cha-
pitres 3 et 4. Le mémoire est organisé de la manière suivante.

1 - État de l’art en séparation aveugle de sources
Dans ce premier chapitre, nous présentons différentes techniques de résolution existantes pour le pro-
blème de séparation aveugle de sources. Nous nous attachons principalement à décrire les méthodes de
résolution dans le cas des systèmes de mélanges linéaires statiques et distinguons à cette occasion les
méthodes basées sur des statistiques d’ordre deux et celles basées sur des statistiques d’ordre supérieur.
Nous verrons que le problème de séparation de source, même dans le cas le plus simple d’un mélange
linéaire instantané, nous amène à résoudre des systèmes d’équations non linéaires. C’est pourquoi nous
avons opté par la suite pour des méthodes d’analyse par intervalles afin de résoudre ce type de problème
car elles s’avèrent très efficaces pour la résolution de systèmes non linéaires, notamment en raison de
leur capacité à fournir toutes les solutions.

2 - Analyse par intervalles
Dans ce second chapitre, nous présentons les notions fondamentales du calcul par intervalles introduites
notamment par Walter et Jaulin. Nous détaillons deux algorithmes utilisés dans la suite : l’algorithme
SIVIA de résolution de systèmes d’équations non linéaires et l’algorithme OPTICRIT d’optimisation
globale (non linéaire). Ce dernier algorithme est illustré par un exemple concret.

3 - Séparation aveugle de sources
Nous présentons dans ce troisième chapitre notre travail concernant la séparation aveugle de sources.
Dans un premier temps, nous montrons comment les techniques d’analyse par intervalles permettent
d’étudier de façon simple et exhaustive les points d’équilibres de l’algorithme Hérault-Jutten ainsi que
leur stabilité.
Ensuite, nous présentons une méthodologie de résolution du problème de séparation de sources pour des
systèmes de mélanges inversibles. L’originalité de notre approche réside dans l’extension du modèle de
mélanges et l’utilisation conjointe des dérivées de signaux aléatoires et du calcul par intervalles pour
résoudre les problèmes d’optimisation non convexe qui en découlent.

4 - Estimation aveugle de paramètres
Enfin, nous traitons un problème plus général que celui de la séparation de sources : l’estimation de
paramètres en aveugle. Nous nous intéressons dans ce dernier chapitre à l’identifiabilité en aveugle, par
analogie à l’identifiabilité classique [90]. Pour finir, nous présentons quelques exemples illustratifs.

Après lecture, les rapporteurs ont souhaité que la partie principale de la thèse soit centrée sur les
résultats nouveaux. Pour cette raison, les deux chapitres sur les notions de base concernant la théorie
des probabilité et les signaux aléatoires sont proposés en annexe. Ceci explique le volume relativement
conséquent des annexes A et B, destinées à l’usage du lecteur non accoutumé à manipuler la théorie des
probabilités ou peu familiarisé avec les signaux aléatoires.

Annexes A et B - Notions de Probabilités et signaux aléatoires
Tout d’abord, le problème de séparation de sources met en jeu des phénomènes aléatoires. Dans la me-
sure où les hypothèses émises sur les sources sont des hypothèses statistiques, nous proposons, dans un
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souci purement pédagogique, des rappels élémentaires sur les probabilités.
Nous présentons ensuite une vision originale de la théorie des signaux aléatoires réels, l’originalité étant
principalement due à l’introduction de la notation RR pour l’ensemble des signaux. On comprendra
aisément que R2 est l’ensemble des couples de R, RN l’ensemble des suites réelles et, par suite, RR
correspond à l’ensemble des fonctions (ou signaux) réelles.
Nous insistons particulièrement sur les propriétés des dérivées de signaux et de leurs moments statis-
tiques, qui sont la base de notre travail de recherche. Cette annexe est également l’occasion d’introduire
les définitions pour l’indépendance et pour la gaussianité de signaux aléatoires, utilisées dans les cha-
pitres 3 et 4.
Nous terminons par quelques résultats sur les systèmes entrée-sortie. Nous évoquons notamment le lien
entre les propriétés statistiques (à l’ordre deux) des entrées et des sorties.

Annexes C, D, E et F
Le lecteur trouvera dans les quatre annexes suivantes des détails concernant les outils mathématiques que
nous avons été amenés à manipuler dans nos travaux : méthode de Newton, décomposition en base de
Gröbner, méthode d’estimation des dérivées et algorithme de diagonalisation conjointe de matrices.





CHAPITRE 1
État de l’art en

séparation aveugle de
sources

La séparation de sources est un problème relativement récent en traitement du signal, qui a été for-
mulé pour la première fois au début des années 1980 par Hérault, Ans et Jutten dans [48] puis [50]. La
modélisation d’un phénomène biologique décrit dans [62] est à l’origine des travaux sur la séparation de
sources.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au problème de séparation de sources pour le cas particu-
lier des mélanges linéaires statiques pour lesquels nous présentons différentes méthodes de séparation
existantes.

1.1 Introduction

Commençons par rappeler que dans le cas d’un mélange linéaire statique, les observations à un
instant donné sont une combinaison linéaire des sources au même instant. Supposons que l’on dispose
d’autant d’observations yi que de sources ui, un tel mélange est alors modélisé par une matrice A de
taille n× n,

y (t) = Au (t) . (1.1)

Si la matrice A est régulière, alors, il existe une matrice B permettant d’obtenir une estimation û des
sources (voir figure 1.1) telle que

û (t) = By (t) .

La matrice de transfert entre les sources et leurs estimations, notée H vérifie alors

H = BA.

Figure 1.1 – Système de séparation.

La solution idéale consisterait à prendre B = A−1 mais, en séparation aveugle de sources, seules
les observations y sont supposées connues et cela engendre quelques indéterminations que nous allons
préciser dans le paragraphe suivant.

15



16 CHAPITRE 1 — État de l’art en séparation aveugle de sources

1.2 Indéterminations

Nous notons Aj , 1 ≤ j ≤ n, les vecteurs colonnes de la matrice A. On a



y1 (t)
...

yn (t)


 =

(
A1 · · · An

)



u1 (t)
...

un (t)


 .

Si l’on permute deux sources, par exemple uj (t) et uj+1 (t), ainsi que les vecteurs colonnes corre-
pondants de la matrice A, on retrouve exactement le même vecteur d’observations y :




y1 (t)
...

yj (t)
yj+1 (t)

...
yn (t)




=
(

A1 · · · Aj+1 Aj · · · An

)




u1 (t)
...

uj+1 (t)
uj (t)

...
un (t)




. (1.2)

Si l’on multiplie chaque source uj (t) par un scalaire αj non nul et que l’on divise les vecteurs
colonnes correspondants de la matrice A par ces mêmes scalaires αj , on ne modifie pas non plus le
vecteur d’observations y :




y1 (t)
...

yj (t)
...

yn (t)




=
(

1
α1

A1 · · · 1
αj

Aj · · · 1
αn

An

)




α1u1 (t)
...

αjuj (t)
...

αnun (t)




. (1.3)

D’après les égalités (1.2) et (1.3), on voit très nettement qu’à partir de la seule connaissance des
observations y, la matrice A ne pourra être estimée qu’à certaines ambiguïtés près. Le problème de
séparation aveugle de sources pour le mélange linéaire statique possède deux indéterminations.

– Une indétermination d’échelle : les sources ne peuvent être retrouvées qu’à un facteur près (voir
(1.3)). En d’autres termes, la puissance des sources ne peut être retrouvée.

– Une indétermination sur l’ordre des sources u1 (.) , . . . , un (.) : les sources ne peuvent être retrou-
vées qu’à une permutation près (voir (1.2)).

En tenant compte de ces deux indéterminations, on peut donc dire que le mélange est séparé dès lors
que la matrice de transfert H obtenue est de la forme

H = PD,

où P ∈ P est une matrice de permutation et D ∈ D est une matrice diagonale. Les estimations û des
sources vérifient alors

û (t) = PDu (t) ,

ce qui équivaut à
B = PDA−1.

Précisons d’ores et déjà que l’indétermination sur l’amplitude des sources peut être fixée sans perdre
en généralité. Pour cela, il y a deux possibilités équivalentes :
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– Soit on ajoute des conditions sur les sources afin de fixer les facteurs d’échelle αj dans l’égalité
(1.3). Dans ce cas, les sources sont supposées de puissance unitaire, c’est-à-dire

∀i, E
(
u2

1

)
= 1.

– Soit on ajoute des conditions sur la matrice de mélange A afin de fixer les facteurs d’échelles
( 1
αj ) dans l’égalité (1.3). Dans ce cas, les coefficients diagonaux de la matrice A sont fixés à 1,

c’est-à-dire que la matrice A est de la forme

A =




1 a12 . . . a1n

a21
. . .

...
...

. . . an−1n

an1 . . . ann−1 1




.

1.3 Méthodes de séparation de sources

Nous allons présenter ici les principales techniques de séparation de sources pour les mélanges li-
néaires statiques. De nombreuses autres techniques sont présentées dans les livres de référence en sé-
paration de sources [51] et [26]. Nous nous limiterons au cas où les signaux sources sont stationnaires.
Différentes méthodes pour des signaux non stationnaires sont détaillées dans [75][70].

De plus, dans la mesure où les signaux rencontrés sont échantillonnés, les méthodes que nous allons
exposer sont présentées pour des vecteurs aléatoires. La généralisation au cas de signaux aléatoires ne
présente pas de difficulté.

Rappelons que la seule hypothèse sur les sources est l’indépendance statistique. Les techniques que
nous allons présenter exploitent cette hypothèse de diverses façons. Nous les avons regroupées en deux
classes, les méthodes utilisant exclusivement des statistiques d’ordre deux et celles utilisant des statis-
tiques d’ordre supérieur.

Avant de présenter les principes de quelques méthodes de séparation de sources aux ordres supé-
rieurs, nous détaillons, dans le paragraphe suivant, quelques mesures d’indépendance exploitées par la
suite. Nous terminons ensuite cet état de l’art en présentant les méthodes de séparation à l’ordre deux.

1.3.1 Mesures d’indépendance

Rappelons qu’un vecteur aléatoire X =(X1, . . . , Xn) est à composantes indépendantes si et seule-
ment si

fX (x) =
n∏

i=0
fXi (xi) , (1.4)

où fX et fXi sont respectivement les densités de probabilité conjointe et marginales des Xi (dans la
mesure où ces densités existent).
Nous allons voir comment nous pouvons comparer la densité conjointe au produit des densités margi-
nales.

1.3.1.1 Information mutuelle et entropie

Un outil statistique très utile pour mesurer l’écart entre deux densités de probabilité est la divergence
de Kullback-Leibner.
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Définition 1.1 (Divergence de Kullback-Leibner). Soient fX et gY deux densités de probabilité multidi-
mensionnelles. La divergence de Kullback-Leibner entre fX et gY, notée δ (fX|gY), est définie par

δ (fX|gY) =
∫ +∞

−∞
fX (x) log

fX (x)
gY (x)

dx.

Pour deux vecteurs aléatoires X et Y, on notera abusivement δ (X|Y) la divergence de Kullback-
Leibner entre les densités de probabilité de X et Y. Ainsi définie, la divergence de Kullback-Leibner est
une grandeur non négative. De plus, elle s’annule si et seulement si les vecteurs X et Y ont la même
distribution.

Remarque 1.2. La divergence de Kullback-Leibner n’est pas une distance puisque

δ (X|Y) 6= δ (Y|X) .

La divergence de Kullback-Leibner entre la densité de probabilité conjointe et le produit des densités
marginales d’un vecteur aléatoire quelconque coïncide, pour des densités fX et gY particulières, avec
une grandeur appelée information mutuelle en théorie de l’information [32].

Définition 1.3 (Information mutuelle). Soit X un vecteur aléatoire de densité de probabilité conjointe
fX et de densités marginales fXi . L’information mutuelle du vecteur X, notée I (X), est définie par

I (X) = δ

(
fX (x) |

n∏
i=0

fXi (xi)
)

=
∫ +∞

−∞
fX (x) log

fX (x)
n∏

i=0
fXi (xi)

dx1 . . . dxn.

L’information mutuelle est par définition une grandeur positive qui s’annule si X est à composantes
indépendantes.

Remarque 1.4. L’utilisation pratique de l’information mutuelle est toutefois complexe étant donné que
les densités de probabilité des sources sont, dans la majorité des cas, inconnues.

Une autre grandeur est également utilisée, il s’agit de l’entropie de Shannon. Elle permet de donner
une nouvelle interprétation à l’information mutuelle.

Définition 1.5 (Entropie de Shannon). Pour un vecteur aléatoire X de distribution fX (x), l’entropie de
Shannon, notée H (X), est la quantité

H (X) = −
∫ +∞

−∞
fX (x) log (fX (x)) dx.

Elle s’écrit également
H (X) = −E (log (fX (x))) , (1.5)

par définition de l’opérateur espérance.

Pour un vecteur aléatoire à n composantes X = (X1, . . . Xn)T, l’information mutuelle et l’entropie
de Shannon sont liées par la relation suivante :

I (X) =
n∑

i=1
H (Xi)−H (X) .

Ainsi, l’information mutuelle est une mesure de la quantité d’information que les composantes X1, . . . , Xn

d’un vecteur aléatoire donnent par rapport à l’information "globale" contenue dans le vecteur X.
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1.3.1.2 Moments et cumulants

Un grand nombre d’algorithmes de séparation de sources utilisant les statistiques d’ordres supérieurs
exploitent indirectement l’indépendance en utilisant des relations entre les moments ou les cumulants.
Dès lors, avant de présenter le principe de ces méthodes, nous introduisons quelques notions fondamen-
tales qui y seront exploitées.

Définition 1.6 (Première fonction caractéristique). Soit X = (X1, . . . , Xn)T un vecteur aléatoire ad-
mettant une densité de probabilité fX. On appelle première fonction caractéristique de X, notée φX (u),
la valeur moyenne de la fonction h (X) = exp

(
juTX

)
. Il s’agit d’une fonction complexe de la variable

u ∈ Rn, définie par

φX (u) = E
(
exp

(
juTX

))

=
∫

fX (x) exp
(
juTx

)
dx. (1.6)

On peut également définir une seconde fonction caractéristique :

Définition 1.7 (Seconde fonction caractéristique). Soit X = (X1, . . . , Xn)T un vecteur aléatoire admet-
tant une densité de probabilité fX. On appelle seconde fonction caractéristique de X, la fonction ψX (u)
définie par

ψX (u) = ln (φX (u)) . (1.7)

Un des principaux intérêts des fonctions (1.6) et (1.7) est qu’elles expriment de façon très simple les
moments et les cumulants de X, comme le montre la proposition suivante :

Proposition 1.8. Le moment d’ordre k du vecteur aléatoire X est donné par

E (X1, . . . , Xk) = (−j)k ∂kφX (u)
∂u1 . . . ∂uk

∣∣∣∣
u=0

.

Le cumulant1 d’ordre k de X est donné par

Cum (X1, . . . , Xk) = (−j)k ∂kψX (u)
∂x1 . . . ∂xk

∣∣∣∣
u=0

.

Démonstration. Voir [77].

Remarque 1.9. Il y a évidemment la même information dans les cumulants que dans les moments. A
titre d’exemple, voici une relation entre les premiers moments et cumulants [63].

E (X1, X2)− E (X1) E (X2) = Cum (X1, X2) .

Toutefois, les cumulants sont davantage utilisés que les moments en séparation de sources. En effet, nous
allons voir par la suite qu’ils ont la propriété d’être nuls pour des vecteurs indépendants.

1Les cumulants peuvent être définis de la façon suivante [63] :

Cum (x1, . . . , xk) = E (u1, . . . , uk)− E (g1, . . . , gk)

où g est un vecteur aléatoire gaussien de mêmes moyenne et espérance que x. Cette définition met en évidence le rôle des
cumulants comme une mesure d’écart par rapport à la gaussianité.
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Nous nous intéressons maintenant aux propriétés des cumulants d’un vecteur aléatoire à composantes
indépendantes.

Proposition 1.10. Les cumulants du vecteur aléatoire X sont tous nuls, si au moins une des composantes
de X est indépendante des autres composantes, c’est-à-dire si

∃i ∈ {1, . . . , n} tel que ∀j 6= i, Iv (Xi, Xj) .

Démonstration. Voir [63].

La proposition 1.10 permet d’affirmer que si tous les cumulants de tout ordre sont nuls, c’est-à-dire
si

∀k ∈ N, Cum (X1, . . . , Xk) = 0,

l’indépendance est assurée. Ce critère est exploité par certaines méthodes de séparation de sources.
Toutefois, dans la pratique, la manipulation des statistiques de tout ordre est impossible (car trop com-

plexe) et on cherche alors l’ordre suffisant permettant d’obtenir la séparation. Dans la majorité des cas,
les statistiques d’ordre quatre sont utilisées (voir paragraphe 1.3.2). En effet, les statististiques d’ordre
deux conduisent à des méthodes exploitant la décorrélation (voir paragraphe 1.3.3). D’autre part, les sta-
tistiques d’ordre trois sont nulles pour des signaux de densité de probabilité symétrique. Cette restriction
amène, dans le cas général, à exclure les statistiques d’ordre trois.

Avant de présenter les méthodes aux ordres supérieurs, nous introduisons la notion de contraste qui
sera utilisée dans la quasi totalité de ces méthodes.

1.3.1.3 Fonction de contraste

La notion de contraste a été introduite par Donoho dans [37] puis reprise par Comon dans [28]. Un
contraste est une fonction à valeur réelle qui ne dépend que de la densité de probabilité.

Définition 1.11 (Fonction de contraste). Une fonction de contraste J est une application de Vn dans R,
qui, à un vecteur aléatoire X, associe un réel et qui vérifie les deux conditions suivantes :
- J (X) dépend uniquement de la loi de probabilité de X.
- Pour tout vecteur aléatoire X à composantes indépendantes et pour toute matrice M ∈ Rn×n, on a
l’inégalité suivante

J (MX) ≤ J (X) .

L’égalité J (MX) = J (X) a lieu uniquement lorsque M = DP où D ∈ D et P ∈ P. Ainsi, le
maximum de la fonction de contraste est atteint pour X ∈ In.

Grâce aux fonctions de contraste, le problème de séparation de sources peut se formaliser sous forme
de problème d’optimisation. En effet, en considérant le problème de séparation de sources défini dans le
paragraphe 1.1, on cherche la matrice de séparation B telle que

B = Max
M

J(My).

Les méthodes présentées dans le paragraphe suivant considèrent différentes fonctions de contraste.
Notons que ces méthodes basées sur des statistiques aux ordres supérieures rentrent dans le cadre plus
général de l’analyse en composantes indépendantes [51].
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1.3.2 Méthodes aux ordres supérieurs : Analyse en composantes indépendantes

Dans ce paragraphe, nous présentons les principales méthodes de séparation de sources basées sur
des statistiques d’ordres supérieurs. Bien sûr , la séparation de signaux gaussiens est impossible dans la
mesure où leurs statistiques d’ordres supérieurs à deux n’apportent aucune information.

Nous exposerons successivement les fonctions de contrastes basées sur une mesure directe (informa-
tion mutuelle et infomax [21] [5][74]) puis une mesure indirecte (moments, cumulants [28][81][19][43]).
Rappelons que les mesures directes utilisent de façon explicite les densités de probablité conjointes et
marginales des signaux alors que les mesures indirectes ne mesurent qu’une indépendance partielle des
composantes de vecteurs aléatoires, souvent limitée à l’ordre quatre.
Notons que les mesures indirectes imposent que l’on dispose d’un nombre important de réalisations afin
d’estimer les statistiques des signaux. D’ailleurs, quelle que soit la mesure d’indépendance considérée,
il est nécessaire d’estimer soit des densités de probabilité, soit des moments ou des cumulants à par-
tir d’une seule observation des signaux de mélange. Ceci explique que l’on suppose que les signaux
soient stationnaires et ergodiques afin de pouvoir remplacer les moyennes d’ensemble par des moyennes
temporelles.

Notons que les différentes approches présentées peuvent être vue comme la minimisation de l’in-
formation mutuelle des signaux reconstruits û. Cependant, chacune exploite différemment l’information
mutuelle.

1.3.2.1 Approche du maximum de vraisemblance

Nous présentons dans ce paragraphe une solution du problème de la séparation de sources, au sens
du maximum de vraisemblance. Le seul point délicat est le choix du modèle utilisé pour calculer la
vraisemblance.

1.3.2.1.1 Critère de vraisemblance Il est indispensable de définir un modèle de distribution pour les
sources et un modèle de mélange. Ici, s’agissant de la séparation d’un mélange linéaire instantané, le
modèle est évidemment une matrice A telle que

y = Au.

Soit f (u) une distribution hypothétique des sources u vérifiant la condition d’indépendance (1.4), c’est-
à-dire

f (u) =
n∏

i=1
fi (ui) .

La probabilité du mélange y (voir proposition A.75 page 155) est donc

fy (y) = |detB| f (u)

= |detB|
n∏

i=1
fi (ui) ,

où B = A−1 et fi est la densité hypothétique marginale de la source ui. En posant B = (b1, . . . ,bn)T ,
où les bi sont les lignes de B, on a

fy (y) = |detB|
n∏

i=1
fi

(
bT

i y
)
.
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Supposons que l’on dispose de T échantillons connus, notés y (1) , . . . ,y (T ), des observations y.
Les observations étant indépendamment distribuées, la densité de probabilité fy (y) s’écrit :

fy (y) = |detB|
T∏

t=1

n∏
i=1

fi

(
bT

i y (t)
)
.

La vraisemblance de B et f par rapport à y, notée L (B, f), est donnée par

L (B, f) = |detB|
T∏

t=1

n∏
i=1

fi

(
bT

i y (t)
)
,

et le logarithme de la vraisemblance divisé par T (appelé log-vraissemblance normalisé) vaut :

1
T

log L (B, f) = log |detB|+ 1
T

T∑
t=1

n∑
i=1

log
(
fi

(
bT

i y (t)
))

. (1.8)

Pour séparer le mélange, il faut déterminer la valeur de B maximisant la log-vraisemblance (normalisée),
c’est-à-dire trouver la matrice B telle que les observations y (1) , . . . ,y (T ) soient les plus probables
(pour le modèle f considéré). Les méthodes [5][43][76] exploitent ce contraste.

Remarque 1.12. Soit u0 un vecteur aléatoire indépendant et identiquement distribué de densité fu0 (u0) =
f (u). Dans [15], il est démontré que

lim
T→+∞

1
T

log L (B, f) = −δ (By|u0) + constante.

L’idée de la démonstration consiste à voir que

lim
T→+∞

1
T

T∑
t=1

n∑
i=1

log
(
fi

(
bT

i y (t)
))

= E

(
n∑

i=1
log

(
fi

(
bT

i y
)))

=
∫ +∞

−∞
fu (u)

(
n∑

i=1
log

(
fi

(
bT

i y (t)
)))

du.

Comme fu (u) est la vraie densité de probabilité des sources u, en posant

n∑
i=1

log
(
fi

(
bT

i y (t)
))

=

n∑
i=1

log
(
fi

(
bT

i y (t)
))

fu (u)
fu (u) ,

on obtient :

lim
T→+∞

1
T

T∑
t=1

n∑
i=1

fi

(
bT

i y (t)
)

= −
∫ +∞

−∞
fu (u) log




fu (u)
n∑

i=1
log

(
fi

(
bT

i y (t)
))


−

∫ +∞

−∞
fu (u) log (fu (u)) du

= −
∫ +∞

−∞
fu (u) log




fu (u)

log
(

n∏
i=1

fi

(
bT

i y (t)
))


−H (u) .

= −
∫ +∞

−∞
fu (u) log

(
fu (u)

fu0 (u0)

)
−H (u) .
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où H (u) est une constante (ne dépend pas de B).

= −δ (By|u0)−H (u) .

Autrement dit, maximiser le critère (1.8) peut être vu comme minimiser la divergence de Kullback-
Leibner de By et u0 (c’est-à-dire l’écart entre la densité hypothétique des sources f et la densité de
û = By).

1.3.2.1.2 Algorithme du maximum de vraisemblance Il peut sembler délicat de déterminer le mo-
dèle f pour les distributions des sources mais fort heureusement, dans le cas d’un mélange linéaire, le
problème de séparation de sources s’avère robuste vis-à-vis d’un mauvais choix de f . En effet, dans
[21][51], il est montré que même avec un modèle f erroné, maximiser la vraisemblance permet tout de
même d’obtenir des estimations correctes des sources.

L’algorithme le plus simple exploitant le maximum de vraisemblance maximise la vraisemblance
(1.8) par une méthode de gradient [5]. La dérivée de log L (B, f) par rapport à B est donné par

∂L

∂B
=

(
BT)−1 + E

(
g (By)yT)

, (1.9)

où g (u) = (g1 (u1) , . . . , gn (un)) est une fonction vectorielle et les fonctions gi, i ∈ {1, . . . , n} ,
définies par

gi = (log fi)
′ =

f ′i
fi

,

sont appelées fonctions scores du signal ui.
Ainsi, en fixant une distribution connue, le critère log L (B, f) peut être maximisé par une méthode

de gradient en utilisant (1.9).
Cependant, cet algorithme nécessite l’inversion d’une matrice B à chaque itération et sa convergence

est donc lente. Elle peut être améliorée en utilisant une méthode de gradient naturel (ou relatif) qui
simplifie la maximisation. Le principe du gradient naturel est décrit dans [17]. On obtient :

∇B =
(
Idn + E

(
g (û) ûT))

B.

Remarque 1.13. Ce nouvel algorithme, basé sur le gradient naturel du maximum de vraisemblance peut
être interprété comme une décorrélation non-linéaire dont le principe sera davantage détaillé dans le
paragraphe 1.3.2.3. En effet, il suffit de voir que la condition d’annulation du gradient relatif s’écrit

E{g(û)ûT} = Idn,

et, sachant que les fonctions scores g sont non-linéaires, on voit que le critère du maximum de vrai-
semblance revient à annuler E

(
gi (ûi) ûT

j

)
, pour tout i 6= j, c’est-à-dire à réaliser une décorrélation

non-linéaire des observations.

1.3.2.2 Approche par information mutuelle

Nous avons vu précédemment que l’information mutuelle est une mesure de dépendance qui, par
conséquent, peut être utilisée pour estimer la matrice B telle que

û = By. (1.10)
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Le problème de séparation de sources est alors ramené à la minimisation de l’information mutuelle

I (û) =
n∑

i=1

H(ûi)−H(û)

des sources estimées.
A la différence du maximum de vraisemblance, ici, aucun modèle de distribution des sources n’est

présupposé. Toutefois, notons que dans la pratique, l’utilisation de cette méthode est très complexe
puisque le calcul de l’information mutuelle nécessite d’estimer la densité de probabilité conjointe fû

des signaux. En général, on préfère exploiter l’information mutuelle sous une forme différente. En effet,
d’après l’égalité (1.10) et quelques résultats élémentaires2 sur l’entropie, on a

I (û) =
n∑

i=1

H(ûi)−H(y)− log | detB|. (1.11)

Et, en remarquant que H(y) est constant, afin d’éviter l’estimation de la densité multivariable de û (et
celle de y), on préfère souvent minimiser le contraste suivant

J(B) =
n∑

i=1

H(ûi)− log |detB|, (1.12)

plutôt que l’information mutuelle I (û).
A noter qu’il existe également d’autres méthodes exploitant différemment l’information mutuelle

[5][52]. Ainsi, dans la plupart des cas, les méthodes exploitant l’information mutuelle aboutissent à un
critère qui permet de choisir la matrice de séparation et n’exploitent jamais directement l’information
mutuelle [27].

Remarque 1.14. Dans [21], il est montré que le critère du maximum de vraisemblance et le critère
de minimum d’information mutuelle sont très liés. Afin de s’en convaincre, voici l’idée générale. Pour
montrer la ressemblance entre ces deux critères, nous considérons la valeur moyenne (par rapport à T )
de la log-vraisemblance (1.8) :

E (log L (B, f)) = log |detB|+
n∑

i=1

E
(
log

(
fi

(
bT

i y (t)
)))

.

2Soient x ∈ Vn, considérons la transformation f inversible telle que y = f(x). On a

fy(y) = fx(f−1(y))| det Jf (f−1(y))|−1.

D’autre part, en notant H(y) = −E(log(py(y))), on a

E(log(py(y))) = E(log(px(f−1(y))|det Jf (f−1(y))|−1))

= E(log(px(x)|det Jf (x)|−1))

= E(log(px(x)))− E(log(|det Jf (x)|)),
et donc, on obtient

H(y) = H(x) + E(log(|det Jf (x)|)).
Dans le cas particulier d’une transformation linéaire y = Mx, on obtient

H(y) = H(x) + E(log(|detM|)).
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D’autre part, d’après la définition 1.5 et quelques résultats élémentaires sur l’entropie, on a

I (û) =
n∑

i=1
H (ûi)−H (y)− log |detB| .

Et, d’après (1.5),

I (û) = −
n∑

i=1
E (log fûi (ûi))−H (y)− log |detB| .

Ainsi, on peut donc voir que E (log L (B, f)) est une approximation (au signe près et à la constante
H (y) près) de I (û) dans la mesure où les modèles hypothétiques des sources fi sont des approximations
des véritables densités des sources fûi .

1.3.2.3 Approche par moments ou cumulants

Ces méthodes, exploitant de manière explicite les moments d’ordre supérieur, sont basées sur le
résultat de la proposition 1.10 et sont appelées méthodes de déconvolution non linéaire.

Elles utilisent des fonctions non linéaires des signaux pour exploiter l’indépendance statistique au
delà de l’ordre deux : c’est le cas par exemple du premier algorithme de séparation de sources, présenté
dans [49] et [59], qui minimise le critère

E (f (ui) g (uj)) ,

où f et g sont des fonctions impaires (f (u) = u3 et g (u) = u). Les performances et la stabilité de
l’algorithme de Jutten et Hérault ont été étudiées notamment par Sorouchyari dans [84]. Nous revien-
drons sur cette étude dans le chapitre 3 (voir la section 3.1 page 53) afin de concrétiser les techniques
présentées. Citons également l’agorithme JADE basé sur la minimisation du critère

∑

ijkl 6=iikl

Cum (ui, uj , uk, ul)
2 .

L’avantage de ce critère est qu’il peut s’exprimer sous forme d’un problème de diagonalisation conjointe
(voir annexe F), pour lequel des algorithmes efficaces de résolution existent.

Il est important de noter que les méthodes de déconvolution non linéaire présentées ici peuvent être
vue comme dérivées de la minimisation de l’information mutuelle avec des approximations particulières
des densités de probabilité. Par exemple en utilisant un développement de Gram-Charlier à l’ordre quatre
des densités [2] ou un developpement de Edgeworth [28].

1.3.3 Décorrélation ou méthode à l’ordre 2

Nous avons vu que les méthodes aux ordres supérieurs sont possibles uniquement si au plus une
source est gaussienne. En effet, pour des signaux gaussien, les statistiques d’ordres supérieurs (à deux)
n’apportent aucune information.

Maintenant, nous allons nous intéresser aux méthodes de séparation à l’ordre deux, basées sur les
matrices d’autocorrélation. Rappelons que pour un signal aléatoire u (.) ∈ S, la matrice d’autocorrélation
Γu,u est définie par :

Γu,u (τ) = E
(
u (t)u (t− τ)T

)
− E (u (t))E (u (t))T .
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A défaut d’assurer l’indépendance statistique des sources estimées, les méthodes à l’ordre deux se
limitent à leur décorrélation. Des hypothèses supplémentaires de coloration des sources sont alors indis-
pensables pour la séparation.

Nous allons détailler le principe de séparation. Il se déroule en deux étapes distinctes. Tout d’abord
une étape de blanchiment spatial, puis l’estimation d’une matrice orthogonale. Pour davantage de préci-
sions, le lecteur pourra consulter [6].

1.3.3.1 Première étape : le blanchiment spatial

Le blanchiment spatial consiste à trouver une matrice W qui, appliquée aux observations y, fournit
des signaux z = Wy tels que

Γz,z (0) = Idn,

c’est-à-dire
WΓy,y (0)WT = Idn. (1.13)

Remarque 1.15. Notons que la matrice W n’est pas unique. En effet, en multipliant chaque membre de
l’égalité par une matrice orthogonale quelconque V, l’égalité (1.13) est conservée. On a

VWΓy,y (0)WTVT = VIdnVT = Idn.

La construction d’une matrice W vérifiant (1.13) s’obtient de la manière suivante.
La matrice Γy,y (0) étant symétrique et non négative (voir proposition B.11 page 164), on a la décom-
position en éléments propres :

Γy,y (0) = UDUT,

où U est une matrice orthogonale composée des vecteurs propres de Γy,y(= Γy,y (0)) et D est une
matrice diagonale composée des valeurs propres de Γy,y. Vérifions maintenant que la matrice W définie
par W = D− 1

2 UT est une matrice de blanchiment (c’est-à-dire W vérifie (1.13)). En effet, on a

Γz,z = WΓy,yWT

= D− 1
2 UTUDUTUD− 1

2

= Idn.

Après blanchiment, on obtient des signaux z décorrélés et normés. Cependant, la séparation n’est
toujours pas réalisée. Pour s’en convaincre, considérons la décomposition en valeur singulière de A,

A = UD
1
2 QT,

avec D une matrice diagonale composée des vecteurs propres de A, U et Q des matrices orthogonales.
On a

z = WAu

= D− 1
2 UTUD

1
2 QTu

= QTu.

On voit que z est un mélange par une matrice orthogonale
(
QT

)
des sources u. Or, une matrice orthogo-

nale n’étant pas, en général, une matrice de permutation, il reste à estimer cette matrice orthogonale QT

pour séparer le mélange.
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Remarque 1.16. Une autre façon de voir que la séparation n’est pas réalisée consiste à considérer
le problème de séparation de sources comme un problème d’estimation des n2 − n coefficients de la
matrice A (on rappelle que ses coefficients diagonaux sont fixés à 1). La contrainte de blanchiment des
observations Γz,z (0) = Idn nous donne n2−n

2 équations, ce qui est insuffisant comme nous l’avons vu.

Le blanchiment spatial est une étape préliminaire de nombreuses méthodes de séparation de sources
[6] [28].

Remarque 1.17. Le blanchiment spatial et l’analyse en composantes principales (voir [60]) sont deux
problèmes identiques. En effet, le blanchiment correspond à une analyse en composantes principales des
observations y et les composantes principales sont les signaux z.

1.3.3.2 Seconde étape : l’estimation de Q

Nous allons ici détailler la méthode d’estimation de la matrice orthonormale Q reconstruisant une
estimation de sources primaires u. Cette méthode, présentée dans l’algorithme SOBI [6], utilise les
autocorrélations des observations pour des retards non nuls. Ainsi, la fonction d’autocorrélation des
observations blanchies est

Γz,z (τ) = E
(
z (t) z (t− τ)T

)

= WAE
(
u (t)u (t− τ)T

)
ATWT

= QTΓu,u (τ)Q. (1.14)

Sachant que les sources sont indépendantes, la matrice Γu,u (τ) est une matrice diagonale pour tout
retard τ (voir la proposition B.46 page 181). Ainsi, d’après l’égalité (1.14), il est clair que la matrice
Q est composée des vecteurs propres de Γz,z (τ) (à τ fixé). En conséquence, la matrice Q peut être
identifiée en diagonalisant Γz,z (τ).

Remarque 1.18. Si deux termes diagonaux sont identiques dans Γu,u (τ), alors deux colonnes de Q
ne peuvent pas être estimées. En effet, les deux vecteurs colonnes associés à cette valeur propre de
multiplicité deux sont choisis orthogonaux et normés dans un espace vectoriel de dimension deux. Il y
a bien entendu une infinité de choix possibles pour ces deux vecteurs, dont une seule correspond à la
matrice Q recherchée.

En conséquence de la remarque 1.18, le choix du retard doit se faire de sorte que les termes diagonaux
de Γu,u (τ) soient tous différents. Ainsi, une condition nécessaire de succès pour cette méthode est
l’existence d’un retard τ 6= 0 tel que les fonctions d’autocorrélation Γui,ui (τ) des sources en τ soient
non nulles et distinctes, c’est-à-dire ∀i, j, i 6= j,

Γui,ui (τ) 6= Γuj ,uj (τ) .

Dans la pratique, on utilise plusieurs retards τi, i ∈ I ⊂ N, non nuls et on diagonalise simultanément (ou
conjointement) les matrices Γz,z (τi), c’est-à-dire qu’on recherche la matrice Q̂ telle que

∀τi, Q̂Γz,z (τi) Q̂T ∈ D.

L’annexe F détaille les fondements des méthodes de diagonalisation conjointe d’un ensemble de matrices.
C’est un problème d’optimisation qui consiste à minimiser la somme quadratique des éléments hors
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diagonaux des matrices Q̂Γz,z (τi) Q̂T [18]. Un algorithme de diagonalisation conjointe est présenté et
illustré dans cette annexe.

La séparation des sources (voir figure 1.2) est alors obtenue en posant

B = Q̂W,

où Q̂ est l’estimée de Q.

Figure 1.2 – Système de séparation à l’ordre deux.

1.3.4 Méthode géométrique

Citons, avant de conclure, qu’il existe également des méthodes de séparation basées sur des critères
géométriques. Dans [79][78] et [3] sont proposées des idées originales de séparation basées sur la re-
présentation géométrique des mélanges. Cependant, ces méthodes restent souvent limitées à un faible
nombre de sources.

1.4 Bilan des méthodes de séparation du mélange linéaire instantané

Le seul cas où l’ensemble des méthodes précédemment citées est inefficace est celui où les sources
sont de distribution gaussienne et possèdent des autocorrélations identiques. Par exemple, la séparation
de signaux gaussiens blancs est impossible puisque Γui,ui (τ) = 0 (pour τ 6= 0). La raison de cette
inefficacité est simple :

Pour deux sources gaussiennes circulaires3 u1 et u2 décorrélées (et donc indépendantes), tout produit
de u par une matrice orthogonale (ou unitaire) Q fournit des signaux Qu de densité de probabilité
identique à u (voir la proposition B.65 page 187), c’est-à-dire que le signal Qu est également gaussien
circulaire et décorrélé.
Il est donc impossible de les séparer, ni avec une méthode d’ordre deux, ni avec aucune autre méthode
(puisque les signaux gaussien sont entièrement caractérisés par leurs statistiques d’ordre un et deux).

En conclusion, on peut dire que l’ensemble des mélanges linéaires instantanés, dont au moins deux
sources sont gaussiennes circulaires, est non séparable.
Pour pouvoir séparer, il faut qu’une des deux conditions suivantes soit vérifiée :

– Au plus une source est gaussienne. Les méthodes exploitant l’indépendance statistique à l’aide de
statistiques d’ordre supérieur sont alors à utiliser (voir paragraphe 1.3.2)

– Les autocorrélations des sources sont différentes. L’utilisation des méthodes exploitant l’indépen-
dance statistique à l’aide de statistiques d’ordre deux est possible (voir paragraphe 1.3.3).

Bien sûr, si les deux conditions précédentes sont vérifiées alors toutes les méthodes présentées sont
envisageables.

3c’est-à-dire de fonctions d’autocorrélation identiques.



CHAPITRE 1 — État de l’art en séparation aveugle de sources 29

1.5 Conclusion

Comme nous l’avons montré tout au long de ce chapitre présentant les principales techniques de
séparation de sources, le problème de séparation du mélange linéaire instantané consiste, dans la plupart
des cas, à optimiser une fonction objectif (ou fonction de contraste) non linéaire de manière à assurer
l’indépendance des entrées. Il est bien entendu que la séparation de mélanges plus complexes constitue
également un problème d’optimisation [61][31]. Ainsi, dans la majeure partie des cas, les méthodes
de séparation de sources exploitent des techniques de descente de gradient afin d’optimiser un critère
non convexe, souvent mal conditionné et pouvant contenir une infinité de minimiseurs. Il est dès lors
nécessaire de réaliser une étude préalable afin de s’assurer de la convergence de la méthode vers la
solution.

Nous avons choisi dans le cadre de cette thèse, d’utiliser des techniques d’optimisation différentes,
basées sur le calcul ensembliste, qui sont plus fiables, ne sont pas piégées par des minima locaux et sont
peu sensibles à de mauvais conditionnements. Notons qu’à notre connaissance, il s’agit de la première
fois où le calcul ensembliste a été employé sur des critères statistiques. Nous verrons que ces techniques
présentent quelques avantages non négligeables (mais hélas aussi quelques inconvénients). Notre dé-
marche est d’autant plus justifiée que nous nous intéressons, principalement dans le chapitre 4, à des
systèmes de mélanges non linéaires qui nécessitent une méthode de résolution efficace.





CHAPITRE 2
Analyse par intervalles

On ne peut pas dater précisément la naissance de l’arithmétique par intervalles. Certains l’attribuent,
en 1966, à Ramon Moore dans [72], pour d’autres on la trouve dès 1958 dans [85]. Jusqu’à la fin des
années 1970, le calcul scientifique ne dispose pas encore d’énormément de puissance, les débuts de
l’arithmétique par intervalles sont timides.

Les progrès de l’arithmétique en matière d’arrondis dans les années 70 ont favorisé le développe-
ment de l’arithmétique par intervalles. Grâce aux intervalles, on obtient un résultat garanti (au lieu de
rechercher une solution d’un problème, on recherche un intervalle contenant la solution ou l’ensemble
des solutions d’un problème) mais contrairement à ce qu’on aurait pû penser, il ne suffit pas pour cela
de remplacer un arrondi par un intervalle. Ainsi, quelques déceptions, notamment concernant la finesse
des intervalles solutions ont ralenti l’essor de l’arithmétique par intervalles, qui eut parfois du mal à
convaincre les utilisateurs potentiels de son intérêt.

Toutefois, à partir du début des années 1990, on trouve de nouvelles applications de l’arithmétique par
intervalles. Elle devient un puissant outil déterministe pour déterminer l’optimum global d’une fonction
continue, l’image directe ou inverse d’un ensemble par une fonction, les zéros d’une fonction, etc.

Dans ce chapitre, après une présentation de l’arithmétique des intervalles, nous étudions quelques
exemples d’applications du calcul ensembliste. Dans un premier temps, nous nous intéressons à la réso-
lution de systèmes d’équations non linéaires puis, nous présentons une méthode d’optimisation globale
ensembliste de systèmes non linéaires.

2.1 Introduction à l’arithmétique par intervalles

En arithmétique par intervalles, on ne manipule plus des nombres, qui approchent plus ou moins
fidèlement une valeur, mais des intervalles contenant cette valeur.
Par exemple, on peut tenir compte d’une erreur de mesure en remplaçant une valeur mesurée x avec une
incertitude ε par l’intervalle [x− ε, x + ε]. Ainsi, le nombre π peut être remplacé par [3.14, 3.15].
Si l’on désire obtenir un résultat valide pour tout un ensemble de valeurs, on utilise un intervalle contenant
toutes ces valeurs.
L’objectif de l’arithmétique par intervalles est de fournir des résultats qui contiennent à coup sûr la valeur
ou l’ensemble de valeurs cherché ; on parle de résultats garantis.

Dans cette première partie, nous commençons par des rappels élémentaires sur la théorie des en-
sembles avant de détailler la notion d’intervalles et d’introduire le vocabulaire qui sera utilisé par la
suite. Puis, nous abordons l’arithmétique des intervalles en insistant particulièrement sur la notion fon-
damentale de fonction d’inclusion qui sera illustrée par de nombreux exemples.

31
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2.1.1 Théorie des ensembles

2.1.1.1 Vocabulaire

Soient deux ensembles X et Y, on rappelle que

X ∩ Y , {x|x ∈ X et x ∈ Y} (intersection)

X ∪ Y , {x|x ∈ X ou x ∈ Y} (union)

X\Y , {x|x ∈ X et x /∈ Y} (différence)

X× Y , {(x, y) |x ∈ X, y ∈ Y} (produit cartésien)

Ces quatre opérations ensemblistes sont illustrées par la figure 2.1.

Figure 2.1 – Opérations ∩, ∪, \ et × sur les ensembles.

L’inclusion de l’ensemble X dans l’ensemble Y est définie par

X ⊂ Y⇔{x ∈ Y|x ∈ X} ,

l’égalité des ensembles X et Y est définie par

X = Y⇔ (X ⊂ Y et Y ⊂ X) .

2.1.1.2 Opérations supplémentaires

Soient X et Y deux ensembles et f : X → Y une fonction. Si X1 ⊂ X, l’image directe de X1 par f
est

f (X1) , {f (x) |x ∈ X1} .
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Si Y1 ∈ Y, l’image réciproque de Y1 par f est

f−1 (Y1) , {x ∈ X|f (x) ∈ Y1} .

On a donc,
f (∅) = f−1 (∅) = ∅.

De plus, on montre facilement que, si X1,X2 ∈ X et Y1,Y2 ∈ Y, alors

f (X1 ∩ X2) ⊂ f (X1) ∩ f (X2) ,
f (X1 ∪ X2) = f (X1) ∪ f (X2) ,
f−1 (Y1 ∩ Y2) = f−1 (Y1) ∩ f−1 (Y2) ,
f−1 (Y1 ∪ Y2) = f−1 (Y1) ∪ f−1 (Y2) ,
f

(
f−1 (Y)

) ⊂ Y.

Après ces précisions élémentaires, présentons la théorie des intervalles.

2.1.2 Les intervalles

2.1.2.1 Vocabulaire

Définition 2.1 (Intervalle). On appelle intervalle réel, noté [x], un ensemble connexe fermé de R. L’en-
semble des intervalles de R est noté IR.

Exemple 2.2. [1, 6] , {3} , ] −∞, 2],R, ∅ sont des intervalles alors que ]2, 3[, [2, 1] et [−2,−1] ∪ [1, 6]
ne le sont pas.

Définition 2.3 (Eléments caractéristiques d’un intervalle). Soit [x] un intervalle.
- La borne inférieure de [x], notée x−, est définie par

x− = inf {x|x ∈ [x]} .

- La borne supérieure de [x], notée x+, est définie par

x+ = sup {x|x ∈ [x]} .

- La taille de l’ intervalle [x], notée w ([x]), est définie par

w ([x]) = x+ − x−.

Notons que la taille d’un intervalle n’est rien d’autre que sa mesure de Lebesgue.
- Le centre de l’intervalle [x], noté m ([x]) ou encore xc, est défini par

m ([x]) = xc =
x+ + x−

2
.

La valeur absolue de l’intervalle [x], notée |[x]|, est définie par

|[x]| = max
({∣∣x+

∣∣ ,
∣∣x−∣∣})

.
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2.1.2.2 Les opérations ensemblistes sur IR

Un intervalle étant par définition un ensemble, nous pouvons lui associer les opérateurs ensemblistes
classiques. Commençons par l’intersection de deux intervalles :

Définition 2.4 (Intersection). Soient [x] et [y] deux intervalles, l’intersection de [x] et [y], notée [x]∩ [y] ,
est définie par

[x] ∩ [y] =
{ ∅ si x+ < y− ou x− > y+,

[max (x−, y−) , min (x+, y+)] sinon.

Remarque 2.5. Notons qu’ainsi définie, l’intersection [x]∩ [y] est un intervalle. Par contre, si on consi-
dère l’union de deux intervalles, cette dernière n’est, en général, pas un intervalle car l’union de deux
intervalles disjoints n’est pas connexe, d’où l’intérêt d’introduire la notion d’intervalle enveloppe.

Définition 2.6 (Intervalle enveloppe). Soit X un sous ensemble de R. L’intervalle enveloppe de X, noté
[X], est le plus petit intervalle contenant X.

Exemple 2.7. [[1, 3] ∪ [5, 8]] = [1, 8] .

Définition 2.8 (Union au sens des intervalles). Soient [x] et [y] deux intervalles, l’union, au sens des
intervalles, de [x] et [y], notée [x] t [y] , est définie par

[x] t [y] = [[x] ∪ [y]] .

Ainsi définie, l’union de deux intervalles est bien un intervalle.

Définition 2.9 (Inclusion). Les tests d’inclusion stricte ou large d’un intervalle [x] dans un intervalle [y]
s’écrivent respectivement

[x] ⊂ [y] ⇔ (
y− < x− et x+ < y+

)
,

[x] ⊆ [y] ⇔ (
y− ≤ x− et x+ ≤ y+

)
.

2.1.2.3 Les vecteurs intervalles réels

Définition 2.10 (Vecteur intervalle). On appelle vecteur intervalle, ou encore boîte ou pavé, un sous
ensemble de Rn, noté [x] , défini comme le produit cartésien de n intervalles, c’est-à-dire un vecteur
dont chaque composante est un intervalle :

[x] = [x1]× · · · × [xn] = ([x1] , . . . , [xn]) .

L’ensemble de toutes les boites de Rn est noté IRn.

La Figure 2.2 illustre le fait qu’un vecteur intervalle est un ensemble parallélépipédique, nous utili-
serons indifféremment les termes de vecteur intervalle, de pavé ou de boîte, voir même d’intervalle.

Figure 2.2 – Exemples d’éléments de IR, IR2 et IR3.
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Un grand nombre des notions que nous avons introduites pour un intervalle peuvent être reprises
pour un vecteur intervalle.

Définition 2.11 (Eléments caractéristiques d’un vecteur intervalle). Soit [x] ∈ IRn un vecteur intervalle.
- On appelle centre de [x] le vecteur, noté m ([x]) ou xc, défini par

m ([x]) = xc = (m ([x1]) , . . . , m ([xn])) ∈ Rn.

- On appelle taille de la boîte [x] la longueur w ([x]) de son plus grand coté

w ([x]) = max
i∈{1,...n}

w ([xi]) .

- La norme vectorielle de la boîte [x] est définie par

‖[x]‖ = max
i∈{1,...n}

| [xi] |.

2.1.2.4 Les opérations ensemblistes sur IRn

De même que pour les intervalles, nous allons définir l’intersection et l’union de vecteurs intervalles.
A noter que ces définitions sont identiques à leur version ensembliste. Nous avons cependant choisi de
les redéfinir pour davantage de clarté.

Définition 2.12 (Intersection et union de boîtes). Soient [x],[y] ∈ IRn, deux vecteurs intervalles.
- L’intersection de [x] et [y], notée [x] ∩ [y], est définie par

[x] ∩ [y] =
{ ∅ si il existe i ∈ {1, . . . n} tel que [xi] ∩ [yi] = ∅,

([x1] ∩ [y1] , . . . , [xn] ∩ [yn]) sinon.

- L’union, au sens des intervalles, de [x] et [y], notée [x] t [y] , est définie par

[x] t [y] = ([[x1] ∪ [y1]] , . . . , [[xn] ∪ [yn]]) .

Notons qu’on a bien [x] ∩ [y] ∈ IRn et [x] t [y] ∈ IRn.

Définition 2.13 (Inclusion). L’inclusion d’un vecteur intervalle [x] ∈ IRn dans un vecteur intervalle
[y] ∈ IRn, notée [x] ⊂ [y], est définie par

[x] ⊂ [y] ⇔ (∀i, 1 ≤ i ≤ n, [xi] ⊂ [yi]) .

Définition 2.14 (Bissection). On appelle plan principal d’une boîte [x] ∈ IRn, le plan perpendiculaire
au plus grand coté de [x] , qui partage la boîte en deux boîtes symétriques La bissection d’une boîte
[x] ∈ IRn consiste à la scinder en deux nouvelles boîtes séparées par le plan principal.

Exemple 2.15. La figure 2.3 illustre la bissection d’un pavé de IR3.
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Figure 2.3 – Bissection d’un pavé [x] de IR3 suivant son plan principal.

Exemple 2.16. La bissection de [x] = [1, 3]× [−1, 5] ∈ IR2 conduit à deux boîtes [x1] = [1, 3]× [−1, 2]
et [x2] = [1, 3]× [2, 5] .

2.1.2.5 Sous-pavages

Définition 2.17 (Sous-pavage d’ensemble). On appelle sous-pavage de l’ensembleX ∈ IR2 un ensemble
de boîtes {[xi]}i∈N de Rn qui vérifient les conditions suivantes :

{ ⋃
i∈N [xi] = X,

∀i, j ∈ N, i 6= j, w ([xi] ∩ [xj ]) = 0.

c’est-à-dire que {[xi]}i∈N est un recouvrement de X.

Exemple 2.18. La figure 2.4 représente un sous-pavage d’un pavé X ∈ R2.

Figure 2.4 – Exemple de sous-pavage d’un pavé [x] de IR2.

Proposition 2.19. Tout ensemble compact1 plein2 X ⊂ Rn peut être encadré par un sous-pavage inté-
rieur X− et un sous-pavage extérieur X+ tels que

1Fermé et borné
2de mesure non nulle
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X−⊂ X ⊂ X+.

Démonstration. Admis.

Nous allons maintenant nous intéresser à l’arithmétique des intervalles. La notion de fonction d’in-
clusion y sera abordée. Nous lui consacrons une attention toute particulière étant donnée son importance
dans la suite.

2.1.3 Arithmétique des intervalles

2.1.3.1 Les relations

En tant que parties de R, les éléments de IR héritent naturellement des relations d’égalité, d’infério-
rité et de supériorité de R.

Définition 2.20 (Egalité, infériorité). Soit [x],[y] ∈ IR.
L’égalité des deux intervalles [x] et [y] , notée [x] = [y] , est définie par

[x] = [y] ⇔ x− = y− et x+ = y+.

Les relations d’infériorités (stricte et large) sont définies par

[x] < [y] ⇔ x+ < y−,

[x] ≤ [y] ⇔ x+ ≤ y−.

Ces deux relations se transposent trivialement aux symboles > et ≥.

Remarquons que les relations d’ordre≤ et≥ sont partielles dans IR, c’est-à-dire que, si [x] n’est pas
inférieur (resp. supérieur) à [y], alors [y] n’est pas forcément inférieur (resp. supérieur) à [x] étant donné
que deux intervalles peuvent avoir une intersection non vide.

Remarque 2.21 (Extension sur IRn). Les définitions d’égalité, d’infériorité et de supériorité sur IR peuvent
être étendues trivialement sur IRn, dans le sens où chaque composante du vecteur intervalle devra véri-
fier la relation. Par exemple, l’égalité de deux vecteurs intervalles [x] , [y] ∈ IRn sera définie par :

[x] = [y] ⇔ ∀i, 1 ≤ i ≤ n, [xi] = [yi] .

2.1.3.2 Les opérations binaires

Les opérations classiques de l’arithmétique des réels, telles l’addition (+), la soustraction (-), la multi-
plication (×), la division (/), le maximum (max) et le minimum (min), peuvent également être étendues
aux intervalles.

Définition 2.22 (Opérations sur IR). Soient ? ∈ {+,−,×, /,max, min} et [x] ∈ IR , [y] ∈ IR deux
intervalles. On a

[x] ? [y] , [{x ? y|x ∈ [x] , y ∈ [y]}] .
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Ainsi défini, [x] ? [y] est le plus petit intervalle contenant tous les résultats possibles de l’opération ?
appliquée à tous les éléments x de [x] et tous les éléments y de [y] . Précisons un peu l’ensemble [x] ? [y]
pour chacune des opérations usuelles :

– [x−, x+] + [y−, y+] = [x− + y−, x+ + y+],
– [x−, x+]− [y−, y+] = [x− − y+, x+ − y−],
– [x−, x+]× [y−, y+] = [min (x−y−, x−y+, x+y−, x+y+) ,max (x−y−, x−y+, x+y−, x+y+)] ,

– 1/ [y−, y+] =

{ [
min

(
1

y− , 1
y+

)
, max

(
1

y− , 1
y+

)]
si {0} /∈ [y−, y+]

[−∞, +∞] si {0} ∈ [y−, y+]
– [x−, x+]/ [y−, y+] = [x−, x+]× (1/ [y−, y+])
– max ([x−, x+], [y−, y+]) = [max (x−, y−) , max (x+, y+)] ,
– min ([x−, x+], [y−, y+]) = [min (x−, y−) ,min (x+, y+)] .
Voici concrètement quelques exemples :

• ([1, 2.2]× [0, 2]) + [1, 3] = [0, 4.4] + [1, 3] = [1, 7.4],

• 1/ [−2, 2] = [−∞, +∞],

• [3, 4] / [0, 0] = ∅.
Nous pouvons d’ores et déjà constater que les opérations définies ci-dessus ne présentent pas les

propriétés algébriques de leurs contreparties ponctuelles. En voici quelques contre-exemples :
– Tout d’abord, la soustraction n’est pas la réciproque de l’addition. En effet, (IR, +) n’est pas un

groupe.
Nous avons l’inclusion {0} ⊂ [x]− [x] mais il ne s’agit pas, en général, d’une égalité. En effet,

[x]− [x] = {x− y|x ∈ [x] , y ∈ [x]} ⊃ {x− x|x ∈ [x]} = {0}.
Par exemple, si [x] = [2, 3], [x]− [x] = [2, 3]− [2, 3] = [−1, 1] 6= 0.

– De la même façon, la division n’est pas la réciproque de la multiplication.
Nous avons seulement l’inclusion {1} ⊂ [x] / [x] et non l’égalité.
Par exemple, si [x] = [2, 3], [x] / [x] = [2, 3]/[2, 3] = [2/3, 3/2] 6= 1.

– De plus, la multiplication d’un intervalle par lui-même ne correspond pas à l’élévation au carré.
Prenons par exemple l’intervalle [x] = [−3, 2], on a [x]× [x] = [−3, 2]× [−3, 2] = [−6, 9], alors
que [x]2 = {x2|x ∈ [x]} = [0, 9].

– Enfin, la multiplication n’est pas distributive par rapport à l’addition.
Pour [x] = [−2, 3], [y] = [1, 4] et [z] = [−2, 1], on a

[x]× ([y] + [z]) = [−2, 3]× ([1, 4] + [−2, 1])
= [−2, 3]× [−1, 5]
= [−10, 15],

[x]× [y] + [x]× [z] = [−2, 3]× [1, 4] + [−2, 3]× [−2, 1]
= [−8, 12]× [−6, 4]
= [−14, 16].

Comme l’illustre cet exemple, la multiplication est seulement sous-distributive par rapport à l’ad-
dition, c’est-à-dire

[x]× ([y] + [z]) ⊂ [x]× [y] + [x]× [z] ,

où {
[x]× ([y] + [z]) = {x× (y + z)|x ∈ [x] , y ∈ [y] , z ∈ [z]},
[x]× [y] + [x]× [z] = {[x]× [y] + [x′]× [z] |x, x′ ∈ [x] , y ∈ [y] , z ∈ [z]}.
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Remarque 2.23 (Extension sur IRn). Pour étendre ces règles de calcul à IRn, il suffit de reprendre
les définitions dans le cas réel et de remplacer les variables et les opérations par leurs équivalents
intervalles. Par exemple, le produit scalaire de deux vecteurs intervalles [x] , [y] ∈ IRn est défini par

[x] .
[
yT

]
=

n∑

i=0

[xi] [yi] .

De la même façon, nous pouvons créer l’ensemble des matrices intervalles IRm × IRn de taille m
lignes et n colonnes et définir des règles de calcul d’algèbre linéaire simples comme l’addition et la
multiplication.

2.1.3.3 Les fonctions élémentaires

Nous allons maintenant définir les fonctions élémentaires (sin, exp, coth, . . . ) prenant des intervalles
pour paramètres.

Définition 2.24 (Fonctions élémentaires sur IR). Soit f ∈ {cos, sin, exp, log, . . . } une fonction définie
sur R à valeurs dans R et soit [z] ∈ IR, on définit :

f([z]) , [{f(z)|z ∈ [z]}] .

Autrement dit, f([z]) est le plus petit intervalle contenant tous les résultats possibles de f, appliquée à
tous les éléments z de [z] .

Exemple 2.25. Pour une fonction f monotone, on peut calculer aisément l’image f([z]) d’un intervalle
[z]. Voici quelques exemples :

• exp ([a, b]) = [exp (a) , exp (b)]

• ([−1, 3])2 = [0, 9]

• abs ([−7, 1]) = [1, 7]

•
√

[−10, 4] = [0, 2]

• log ([−2,−1]) = ∅ (2.1)

Il est également possible d’établir des algorithmes de calcul pour des fonctions périodiques à partir du
moment où l’on connaît ces fonctions pour les réels. Par exemple,

sin ([π/3, π]) = [0, 1].

2.1.3.4 Evaluation d’une expression

Puisque nous savons calculer le résultat d’une opération arithmétique ou d’une fonction élémentaire
quand les variables prennent pour valeurs des intervalles, on sait également calculer le résultat d’une
expression mêlant opérations arithmétiques ou algébriques et fonctions élémentaires sur des intervalles.
Voici quelques exemples pour illustrer.



40 CHAPITRE 2 — Analyse par intervalles

– Considérons l’expression A = [x]3−2 [x]2+[x]−3 et cherchons à calculer A pour [x] = [−5, 2] :

A = [−5, 2]3 − 2[−5, 2]2 + [−5, 2]− 3
A = [−125, 8]− 2[0, 25] + [−5, 2]− 3
A = [−125, 8]− [0, 50] + [−5, 2]− 3
A = [−183, 7].

– Considérons l’expression à trois variables B = sin ([x])+ 2 [x] exp ([y])− [y]2
√

[z] et cherchons
le résultat pour x =

[−π, π
4

]
, y = [−1, 1] et z = [1, 4] :

B = sin
[
−π,

π

4

]
+ 2

[
−π,

π

4

]
exp [−1, 1]− [−1, 1]2 ×

√
[1, 4]

B = sin
[
−π,

π

4

]
+ 2

[
−π,

π

4

]
exp [−1, 1]− [−1, 1]2 ×

√
[1, 4]

B =

[
−1,

√
2

2

]
+

[
−2π,

π

2

]
×

[
1
e
, e

]
− [0, 1]× [1, 2]

B =

[
−1,

√
2

2

]
+

[
−2πe,

πe

2

]
− [0, 2]

B =

[
−3− 2πe,

√
2

2
+

πe

2

]
.

Intéressons-nous maintenant à l’utilisation des vecteurs d’intervalles dans un cadre fonctionnel, c’est-
à-dire par rapport à des fonctions intervalles vectorielles définies sur IRn à valeurs dans IRm. Nous allons
introduire la notion de fonction d’inclusion.

2.1.3.5 Les fonctions d’inclusion

Définition 2.26 (Fonction d’inclusion). Soit f une fonction définie sur Rn à valeurs dans Rm. Une
fonction ensembliste [f ] : IRn → IRm est une fonction d’inclusion de f si les deux conditions suivantes
sont vérifiées :
i) [f ] est monotone par inclusion, c’est-à-dire :

∀ [y] , [x] ∈ IRn, [y] ⊆ [x] ⇒ [f ] ([y]) ⊆ [f ] ([x]) . (2.2)

ii) [f ] est une extension intervalle de la fonction f , c’est-à-dire :

∀x ∈ Rn, f (x) = [f ] (x) . (2.3)

Théorème 2.27. Soit f une fonction de Rn dans Rm et [f ] une fonction d’inclusion pour f , définie sur
IRn à valeurs dans IRm, alors

∀ [x] ∈ IRn, f ([x]) ⊂ [f ] ([x]) .

La figure 2.5 illustre cette inclusion.



CHAPITRE 2 — Analyse par intervalles 41

Figure 2.5 – Illustration du théorème 2.27.

Démonstration. Par définition,
f ([x]) , {f(x)|x ∈ [x]}.

D’après l’égalité (2.3), on peut écrire

f ([x]) = {[f ] (x)|x ∈ [x]}.
Or, d’après (2.2), on a

∀x ∈ [x] , [f ] (x) ⊆ [f ] ([x]) .

On a donc bien l’inclusion
f ([x]) ⊂ [f ] ([x]) .

Quelle que soit la fonction f , nous pouvons trouver une fonction d’inclusion [f ] pour f . En effet,
il suffit, par exemple, de substituer dans l’expression de f les opérations sur les réels par les mêmes
opérations sur les intervalles. En voici deux exemples :

Exemple 2.28. Soit la fonction f (x) = x2 + 2x + 4. On obtient une fonction d’inclusion pour f en
posant

[f ] :
{
IR → IR
[x] → [x]2 + 2 [x] + 4.

Ainsi, pour [x] = [−3, 4], nous obtenons

[f ] ([−3, 4]) = [−3, 4]2 + 2 [−3, 4] + 4
= [−2, 28] .

Notons que l’image par f de l’intervalle [−3, 4] est f ([−3, 4]) = [3, 28] qui est bien un sous ensemble
de [f ] ([−3, 4]) = [−14, 28] .

Exemple 2.29. Soit f la fonction définie par

f :
{
R2 → R3

(x1, x2) → (
x1x2, x

2
1, x1 − x2

) .

On obtient une fonction d’inclusion [f ] de f en posant

[f ] :

{
IR2 → IR3

([x1] , [x2]) →
(
[x1]× [x2] , [x1]

2 , [x1]− [x2]
) .

Nous pouvons calculer [f ] ([−1, 1] , [−1, 1]) = ([−1, 1] , [0, 1] , [−2, 2]).
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Dans la suite, nous nous intéressons à l’élaboration de fonctions d’inclusion efficaces (au sens d’un
critère) pour une fonction vectorielle f . Avant de rentrer dans les détails, précisons pour commencer
que la construction d’une fonction d’inclusion [f ] pour f = (f1, . . . , fm) se ramène à l’élaboration de m
fonctions d’inclusion [f1] , . . . , [fm] pour ses fonctions coordonnées f1, . . . , fm. En effet, une fonction
d’inclusion pour f sera donnée par

[f ] ([x]) = ([f1] ([x]) , . . . , [fm] ([x])) .

Nous pouvons donc nous focaliser uniquement sur le calcul de fonctions d’inclusion d’une fonction à va-
leur dans R. Plus particulièrement, nous nous intéresserons à celles qui sont construites par compositions
des fonctions élémentaires usuelles (sin, exp, √, . . . ) et des opérateurs (+,−,×, /).

A priori, la méthode la plus simple pour trouver une fonction d’inclusion d’une fonction algébrique
f : Rn → R consiste à remplacer les occurrences des variables scalaires (x1, x2, ...) dans l’expression
de f par les variables intervalles correspondantes ([x1] , [x2] , . . . ), ainsi que toutes les fonctions élé-
mentaires et les opérateurs par leurs extensions intervalles. Nous obtenons ainsi la fonction d’inclusion
naturelle de f . Cependant, bien souvent, cette fonction d’inclusion naturelle n’est pas minimale au sens
de l’inclusion.

Définition 2.30 (Fonction d’inclusion minimale). La fonction d’inclusion minimale [f?] de f vérifie :

∀x ∈ [x] , [f?] ([x]) = [f ([x])] .

Comme l’illustre l’exemple suivant qui est extrait de [64], la fonction d’inclusion naturelle est ra-
rement minimale. Kieffer propose une comparaison des efficacités de différentes fonctions d’inclusion
d’une même fonction f .

Exemple 2.31. Comparons les performances des fonctions d’inclusions établies à partir de quatres
formulations d’une même fonction f.

f1 (x) = x (x + 1)
f2 (x) = x× x + x

f3 (x) = x2 + x

f4 (x) =
(

x +
1
2

)
− 1

4
.

Pour [x] = [−1, 1], on obtient

[f1] ([x]) = [x] ([x] + 1) = [−2, 2]
[f2] ([x]) = [x]× [x] + [x] = [−2, 2]

[f3] ([x]) = [x]2 + [x] = [−1, 2]

[f4] ([x]) =
(

[x] +
1
2

)
− 1

4
=

[
−1

4
, 2

]
.
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Figure 2.6 – Comparaison des efficacités des fonctions d’inclusion [f1], [f2], [f3] et [f4].

Selon l’expression choisie pour la fonction f , l’encadrement obtenu s’avère plus ou moins grossier
(voir figure 2.6). Cela vient du fait que les deux expressions [x]× [x] et [x]2 ne sont pas équivalentes. En
effet, dans l’expression [x]× [x], chacune des occurrences de x peut varier indépendamment.
L’ensemble image f ([−1, 1]) de la fonction initiale est

[−1
4 , 2

]
. [f4] est donc la fonction d’inclusion

minimale de la fonction f.

Une fonction d’inclusion [f ] qui fournit un intervalle image différent de l’évaluation intervalle de la
fonction réelle (c’est-à-dire [f ] ([x]) > f ([x])) sur l’intervalle considéré est dite pessimiste. Il n’existe
pas de méthode systématique permettant, pour une fonction donnée, d’obtenir une fonction d’inclusion
minimale. Cependant, on peut constater empiriquement que plus une variable apparaît fréquemment dans
l’expression de f, plus le pessimisme a des chances de devenir important. Cela peut s’interpréter par le
fait que deux occurrences d’une même variable sont considérées comme variant indépendamment l’une
de l’autre. Ainsi, les incertitudes se combinent pour un résultat plus mauvais que si l’on avait considéré
les occurrences comme variant de façon identique.

Remarque 2.32. Notons qu’il existe d’autres types de fonctions d’inclusion faisant intervenir par exemple,
des développements en série de la fonction initiale (pour plus de détails, voir [45]). Elle donne des ré-
sultats en général moins pessimistes que la fonction d’inclusion naturelle dans le cas où [x] est de faible
longueur et lorsque le problème de dépendance pour f se pose.

Nous allons nous intéresser maintenant à deux types de problèmes pour lesquels le calcul ensembliste
permet d’obtenir des résultats probants, à savoir la résolution des systèmes d’équations non linéaires puis
l’optimisation globale non linéaire.

2.2 Résolution de système d’équations non linéaires.

Avant de présenter une méthode de résolution d’un système d’équations non linéaires, qui sera l’oc-
casion de présenter l’algorithme SIVIA, il nous paraît important de présenter quelques autres méthodes
de résolution pour ce même problème. Ceci nous permettra en particulier de comparer les performances
des différentes approches.
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2.2.1 Introduction

Le problème considéré dans cette partie est la résolution d’un système de n équations non linéaires à
n inconnues, qui s’écrit sous la forme

f (x) = 0 pour x ∈ [x0] ⊂ Rn. (2.4)

Par résolution, nous entendons la recherche de toutes les solutions réelles de ce système. Parmi les
multiples approches de ce problème, nous distinguerons les méthodes de résolution numériques, et celles
dites formelles (ou encore algébriques).

2.2.1.1 Les méthodes numériques

Les méthodes numériques sont les premières à avoir été développées. Aujourd’hui encore, elles sont
les plus utilisées. Dans cette première famille, on peut distinguer plusieurs genres.

2.2.1.1.0.1 Les méthodes de type Newton Le principe de base de toute méthode dérivée de
l’algorithme de Newton consiste à construire une suite de points xi initialisée en un point x0 choisi par
l’utilisateur, et qui converge, si possible, vers une solution du système. Ainsi, dans le cas de la résolution
d’une seule équation à une variable f (x) = 0, le processus le plus classique pour construire cette suite
s’écrit

xk+1 = xk − f (xk)
f ′ (xk)

,

Ce procédé se généralise sans grande difficulté dans le cas de n équations à n inconnues. Pour davantage
de détails concernant cet algorithme, le lecteur pourra se référer à l’annexe C.

L’approche de Newton possède toutefois des défauts non négligeables. Tout d’abord, la convergence
de la suite (xk)k vers une solution est difficile à garantir et peut dépendre fortement du choix du point
initial x0. En outre, pour obtenir plusieurs solutions, il est indispensable de répéter la méthode décrite
ci-dessus en changeant les points initiaux mais, pour avoir l’assurance d’avoir trouvé toutes les solutions
réelles du système, ceci suppose d’en connaître a priori le nombre.

2.2.1.1.0.2 Les méthodes d’optimisation globale Remarquons que la résolution d’un système
d’équations non linéaires peut également être vu comme un problème d’optimisation globale. Le critère
pourra par exemple s’écrire

h (x) =
n∑

i=1

fi (x)2 .

La recherche des solutions du système (2.4) est alors équivalente à celle des minimas de la fonction h.
Cette méthode possède toutefois des inconvénients. Même dans le cas où f possède peu de zéros, la

fonction h peut posséder beaucoup de minima locaux. Aussi cette méthode n’est-elle utilisée que dans
les rares cas où elle permet une simplification du problème.

2.2.1.1.0.3 Les méthodes par homotopie Le principe des méthodes par homotopie consiste à
tenter de converger vers les solutions du système. Pour cela, on résoud successivement des systèmes
approchés. Considérons la fonction h définie par

h (x, t) = (1− t)g (x) + tf (x)
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où f est la fonction dont on cherche les zéros, g une fonction arbitraire dont on connaît les zéros, et t un
scalaire inclus dans [0, 1]. Lorsque t = 0, les zéros de h sont égaux à ceux de g, qui, rappelons le, sont
connus. La méthode consiste à accroître progressivement la valeur de t et à résoudre chaque nouveau
système rencontré à partir des solutions du précédent, ceci, jusqu’à atteindre la valeur t = 1. Lorsque
t = 1, les zéros de h correspondent alors à ceux de la fonction f .

Notons tout d’abord que la convergence du processus n’est pas garantie. D’autre part, un inconvénient
majeur de cette approche réside dans le fait qu’il est nécessaire de travailler dans le plan complexe C,
des racines initialement complexes pouvant aboutir à des solutions réelles. Pour un problème possédant
de nombreuses solutions complexes et peu de solutions réelles, ceci est un véritable handicap. A l’heure
actuelle, cette approche est principalement utilisée dans le cadre de la résolution de systèmes d’équations
polynomiales.

2.2.1.1.0.4 La méthode ensembliste C’est cette dernière approche numérique qui nous intéresse.
Nous la présentons en détails dans la partie 2.2.2 suivante.

2.2.1.2 Les méthodes algébriques

Contrairement aux méthodes numériques, les méthodes formelles ne s’appliquent que pour des sys-
tèmes d’équations polynomiales. Elles sont basées sur une manipulation des équations et tendent à retar-
der au maximum l’étape de résolution numérique.
Le principal outil des méthodes algébriques est l’utilisation des bases de Gröbner. Ces dernières, issues
du travail de thèse de Buchberger, permettent une réécriture du système initial sous une forme plus simple
à résoudre. Les personnes intéressées par davantage de détails concernant la définition et la construction
d’une base de Gröbner pourront consulter l’annexe D.

L’utilisation des bases de Gröbner permet une réécriture du système (2.4) sous forme triangulaire





f1 (xn) = 0
f2 (xn−1, xn) = 0
...

...
ft (x1, x2, . . . , xn) = 0.

(2.5)

La résolution de l’équation en xn fournit numériquement l’ensemble des solutions du système pour xn.
Ces dernières, reportées dans l’équation suivante permettent d’obtenir les solutions associées pour xn−1

et ainsi de suite...
Toutefois, les équations du système (2.5) sont généralement de degré relativement élevé et le fait de

reporter successivement des estimations de solutions contribue à la prolifération des erreurs numériques.
D’autre part, seul le nombre de solutions complexes est précisément connu et nous n’avons aucune
information sur le nombre de solutions réelles.

Enfin, en plus des inconvénients classiques concernant les inévitables étapes de calcul numérique,
le principal défaut des méthodes algébriques provient de la complexité des expressions générées par
les manipulations des équations. La construction d’une base de Gröbner est en général très longue. Par
ailleurs, le nouveau système obtenu peut être de grande dimension (jusqu’à doublement exponentielle
au nombre de variables), avec des coefficients complexes et des degrés élevés. Sauf dans certains cas
particuliers, cette méthode de résolution est très coûteuse.
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2.2.1.3 Perspectives

A partir de maintenant, nous consacrons notre attention aux techniques intervalles pour la résolution
de systèmes d’équations non linéaires.

Afin de mettre en évidence l’intérêt du raisonnement intervalle face à ce problème connu comme dif-
ficile, nous avons choisi de présenter ce qui peut se faire quasiment de plus simple, sachant que cela est
déjà loin d’être inefficace. Nous présentons notamment l’algorithme intervalle SIVIA, dédié au problème
de l’inversion ensembliste, problème qui dépasse largement le cadre des systèmes d’équations. Ne né-
cessitant aucune contrainte forte sur la nature des équations, SIVIA s’avère performant sur les systèmes
de dimension modeste.

Pour pouvoir traiter des problèmes plus ambitieux, il est préférable de choisir d’autres méthodes
comme par exemple, la généralisation intervalle de la méthode de Newton. Le lecteur intéressé pourra
consulter [72] pour plus de détails.

2.2.2 L’inversion ensembliste

Dans ce paragraphe, nous présentons l’algorithme SIVIA qui résoud le problème très général de
l’inversion ensembliste. Ses performances sur le problème plus spécifique des sytèmes d’équations non
linéaires seront ensuite illustrées sur un exemple de séparation de sources dans la section 3.1.
Commençons d’abord par définir la notion d’inversion ensembliste.

2.2.2.1 Introduction

Considérons un ensemble X de Rn et une fonction f : Rn → Rm. Soit l’ensemble Y ⊂ Rm défini
par la relation

Y = f (X) . (2.6)

Le problème auquel nous nous intéressons est celui de l’inversion ensembliste défini comme suit :

Définition 2.33 (Inversion ensembliste). On appelle inversion ensembliste, la caractérisation de l’en-
semble X, comme image réciproque par la fonction f de l’ensemble Y, autrement dit,

X = f−1 (Y) = {x ∈ Rn|f (x) ∈ Y} .

Remarque 2.34. Pour Y = 0, nous retrouvons le problème précédent de la résolution du système
d’équations f (x) = 0.

Exemple 2.35. Caractériser un des sous ensembles suivants

X1 =
{
(x1, x2) ∈ R2|x2

1 + x2
2 ≤ 1

}

X2 =
{
(x1, x2) ∈ R2|x2

1 + x2
2 = 1

}

X3 =
{
(x1, x2) ∈ R2|x2

1 + x2
2 ≤ 1 et x1 − x2 ∈ [0, 1]

}

est un problème d’inversion ensembliste. En effet, nous pouvons réécrire ces ensembles

X1 =
{
(x1, x2) ∈ R2|x2

1 + x2
2 ∈ [−∞, 1]

}

X2 =
{
(x1, x2) ∈ R2|x2

1 + x2
2 ∈ [1, 1]

}

X3 =
{

(x1, x2) ∈ R2|
(

x2
1 + x2

2

x1 − x2

)
∈ [−∞, 1]× [0, 1]

}
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et en posant

f :
{

R2 → R
(x1, x2) → x2

1 + x2
2

et g :





R2 → R2

(x1, x2) →
(

x2
1 + x2

2

x1 − x2

)

nous obtenons
X1 = f−1 ([−∞, 1])
X2 = f−1 ([1, 1])
X3 = g−1 ([−∞, 1]× [0, 1]) .

Avant de présenter l’algorithme d’inversion ensembliste SIVIA, précisons un peu le vocabulaire qui
sera utilisé par la suite.

Définition 2.36 (Pavé acceptable, inacceptable, ambigu). Un pavé [x] est dit acceptable si [x] ∈ X.
Un pavé [x] est dit inacceptable si [x] ∩ X = ∅.
Un pavé [x] est dit ambigu si il n’est ni acceptable, ni inacceptable.
On parle de pavé indéterminé lorsqu’on ne peut dire si il est acceptable, inacceptable ou ambigu. Bien
qu’il soit forcément dans une des trois catégories, l’état actuel des connaissances ne permet pas toujours
de le classer.

D’après la propriété fondamentale des fonctions d’inclusions (voir théorème 2.27), on a

∀ [x] , f ([x]) ⊂ [f ] ([x]) .

ainsi, nous pouvons obtenir des conditions suffisantes d’acceptablité (resp. d’inacceptabilité) d’un pavé
[x].

Proposition 2.37. On a :
i) [f ] ([x]) ⊂ Y⇒ [x] est acceptable.
ii) [f ] ([x]) ∩ Y = ∅ ⇒ [x] est inacceptable.

Démonstration. i) [f ] ([x]) ⊂ Y⇒ f ([x]) ⊂ Y⇒ [x] ⊂ X⇒ [x] est acceptable.
ii)[f ] ([x]) ∩ Y = ∅ ⇒ f ([x]) 6⊂ Y⇒ [x] ∩ X = ∅ ⇒ [x] est inacceptable.

Nous allons maintenant présenter l’algorithme SIVIA (Set Inverter Via Interval Analysis) et plus
spécialement l’approche consistant à encadrer l’ensemble solution X par des sous-pavages.

2.2.3 SIVIA

L’algorithme SIVIA a été présenté dans [56][57][55]. L’objectif de cet algorithme est d’obtenir,
connaissant Y, un encadrement, aussi précis que l’on souhaite, de l’ensemble solution X = f−1 (Y),
par deux sous-pavages X− et X+ de sorte que X− ⊂ X ⊂ X+. Notons que le sous-pavage X− peut
éventuellement être vide.
Pour obtenir cet encadrement, nous avons besoin d’une caractérisation appropriée de l’ensembleY, d’une
fonction d’inclusion [f ] de la fonction f , et d’une valeur ε fixant la précision de l’encadrement. Nous sup-
posons que l’on dispose d’un pavé initial [x0] connu, suffisamment grand, de sorte X ⊂ [x0].
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2.2.3.1 Principe

Nous allons chercher à partager le pavé initial de recherche [x0] en trois classes de pavés : les pavés
acceptables, les pavés inacceptables et les pavés indéterminés. Nous ferons en sorte que ces pavés soient
de taille inférieure ou égale au seuil de tolérance ε fixé au départ.

– Le sous-pavage X− évoqué précédemment sera l’ensemble des pavés dont on a pu prouver qu’ils
étaient acceptables.

– Le sous-pavage X+ sera la réunion du sous-pavage X− et de l’ensemble, noté ∆X, des pavé indé-
terminés.

Nous présentons maintenant l’algorithme SIVIA, appliqué à un pavé [x] , initialement égal au pavé
de recherche [x0].

2.2.3.2 L’algorithme SIVIA (Set Inversion Via Interval Analysis)

Entrées
[f ] : fonction d’inclusion pour f.
[x0] : pavé de recherche.
ε : seuil de largeur des pavés résultats.

Sorties
X− : ensemble des pavés acceptables.
∆X : ensemble des pavés indéterminés.

Algorithme [x] = [x0] , X− := ∅, ∆X := ∅ (initialisation).
Si [f ] ([x]) = 0 alors X− := X− ∪ [x]∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Sinon Si [f ] ([x]) 63 0 alors rien ( [x] est inacceptable, donc sans intérêt)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Sinon Si w ([x]) ≤ ε, alors ∆X := ∆X ∪ [x]∣∣∣∣∣∣∣∣

Sinon diviser [x] en deux sous-pavés,
puis réitérer le traitement sur les 2 sous-pavés obtenus.

Fin Si

Fin Si

Fin Si

Précisons que la section du pavé [x] en deux sous-pavés se fait selon le plan principal. Il s’agit d’une
bissection (voir définition 2.14).

Remarque 2.38. Dans le cadre de la résolution du système d’équations (2.4), il n’existe aucun pavé [x]
vérifiant [f ] ([x]) = 0, à moins que la fonction f ne s’annule sur des domaines entiers, aussi le sous-
pavage X− restera-t-il vide. Par conséquent, la démarche est simplifiée puisqu’on se limite à trouver le
sous-pavage ∆X. Il suffit seulement de déterminer si 0 appartient ou non à [f ] ([x]), ce qui peut s’écrire :

0 ∈ [f ] ([x]) ⇔ ∀i, 0 ∈ [fi] ([x]) =
[
f−i , f+

i

] ⇔ ∀i, f−i ≤ 0 ≤ f+
i .
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Comme le montre cette dernière remarque, le problème des systèmes d’équations non linéaires de la
forme (2.4) ne représente donc pas le meilleur exemple d’application de SIVIA puisque nous perdons
notamment l’intérêt du sous-pavage X−. Dans les chapitres 3 et 4, nous verrons que pour des problèmes
complexes, l’algorithme SIVIA s’avère très efficace. Précisons toutefois, étant donné la simplicité de
l’algorithme, que la taille des problèmes à résoudre doit rester modeste, sous peine d’explosion des cal-
culs.
Un solveur plus complet, basé sur SIVIA est téléchargeable à l’adresse http://www.istia.univ-angers.fr/˜ dao/.

2.3 Optimisation globale non linéaire

Nous allons présenter dans ce paragraphe, une autre utilisation possible de l’analyse par intervalles.
Nous venons de voir que les techniques d’analyse par intervalles permettent de résoudre le problème
d’inversion ensembliste et en particulier des systèmes d’équations non linéaires, nous allons maintenant
nous intéresser à l’utilisation du calcul par intervalles pour le problème plus délicat de l’optimisation
globale non linéaire d’une fonction réelle. Avant de présenter un algorithme permettant de répondre au
problème, nous précisons les termes employés par la suite.

2.3.1 Introduction

Le problème consiste à minimiser une fonction scalaire f : Rn → R, appelée fonction coût lorsque
les variables (x1, x2, . . . , xn) décrivent un pavé [x0] de Rn. Le problème d’optimisation globale est le
suivant :

Minimiser f (x) pour x ∈ [x0] . (2.7)

Bien entendu, plusieurs valeurs distinctes peuvent correspondre au minimum de la fonction coût, chacune
de ces solutions est appelée minimiseur global de f .

2.3.2 Algorithme

Nous détaillons ici l’algorithme qui a été présenté par Skelboe dans [83] puis raffiné dans [46]. Nous
avons nommé OPTICRIT cet algorithme qui permet de trouver le minimum global de la fonction f , noté
f?. Bien entendu, ce minimum peut être atteint en différents points.

Soient [f ] une fonction d’inclusion pour f et ε une valeur (aussi petite que l’on veut) qui fixe la
précision de l’encadrement. On recherche les pavés de IRn dont la taille est inférieure à ε, sur lesquels f
est susceptible d’atteindre son minimum.

Commençons par préciser les notations qui seront utilisées.

Notation 2.39. Soit [x] un intervalle quelconque de Rn.
- On note xc la valeur du centre de ce pavé.
- On note f+

x (resp. f−x ) la borne supérieure (resp. la borne inférieure) du pavé [f ] ([x]). Ainsi, on a
[f ] ([x]) = [f−x , f+

x ] .

2.3.2.1 Principe

On considère le pavé initial de recherche [x0]. On calcule l’image intervalle
[
f−x0

, f+
x0

]
de [x0] puis,

on évalue la valeur de l’image [f ](x0c) du centre de l’intervalle [x0]. La valeur fx0c
correspond à une

borne maximum du minimum f? de la fonction f .

http://www.istia.univ-angers.fr/~dao/�
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On bissecte ensuite la boîte [x0] en deux boîtes [x1] et [x2] puis, on itère le même procédé pour ces deux
nouvelles boîtes. On calcule leur image respective par intervalle puis les images de leur centre, ce qui
donne éventuellement une nouvelle borne maximum pour f? (si f? > fxic

). Ensuite, on supprime les
boîtes [xi] dont la borne minimum de l’image f−xi

est supérieure à la borne maximum de f?.
On bissecte les boîtes restantes et on réitère le procédé jusqu’à ce que les pavés restants soient de

tailles inférieures à la précision recherchée ε.

2.3.2.2 L’algorithme OPTICRIT

Entrées
[f ] : fonction d’inclusion pour f.
[x0] : pavé de recherche.
ε : seuil de largeur des pavés résultats.

Sorties
F ? : borne supérieure de f?.
L : liste des pavés succeptibles de contenir un minimiseur global de f

(en attente d’être traités).

Algorithme L := {[x0]}, F ? = f+
x0c

(initialisation)

Tant que L contient un pavé dont la taille est supérieure à ε faire∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Sortir le plus grand pavé [x] de L
[f−x , f+

x ] := [f ] ([x])

Si f−x ≤ F ?, alors L := L ∪ [x]∣∣ F ? := min(F ?, f+
x1c

)∣∣ Eliminer tous les pavés [x] de L tels que f−x > F ?∣∣
Fin Si

Bissecter ce pavé [x] en deux sous-pavés [x1] et [x2]
Ajouter [x1] et [x2] dans la liste L∣∣

Fin tant que
Cet algorithme permet d’estimer le minimum f? de f sur le pavé d’étude [x0]. A la fin de cet
algorithme, la liste L contient tous les pavés [x] qui vérifient, d’une part, w ([x]) ≤ ε et d’autre
part, f−x ≤ F ? ≤ f+

x . Or, par définition, le minimum global de la fonction f vérifie pour tout
intervalle [x] , f? ≤ F ? ≤ f+

x , nous en déduisons que

min
x∈L

f−x ≤ f? ≤ F ?.

Nous avons donc bien obtenu un encadrement du minimum global. Tout pavé restant dans la liste
L est susceptible de contenir un minimiseur de f . Attention, le nombre d’éléments de L ne cor-
respond pas au nombre de minimiseurs de f car un pavé restant dans L peut ne pas contenir de
minimiseur de f ou bien en contenir plusieurs.
Le résultat sera plus ou moins intéressant selon la fonction d’inclusion choisie pour f et la préci-
sion ε recherchée.
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Remarque 2.40. Notons que l’avantage de l’utilisation du calcul ensembliste pour résoudre ce type de
problème d’optimisation est la certitude d’avoir obtenu un minimum global contrairement aux méthodes
de gradient (comme la méthode de Newton) qui ne donnent, dans la meilleur des cas, qu’un minimum
local de la fonction.

2.3.2.3 Illustration

Pour finir, nous présentons une illustration graphique de l’algorithme OPTICRIT.

- On considére la fonction f , représentée ci-dessous, à optimiser sur l’intervalle [x0].

- On considère directement un sous-pavage de [x0] constitué de quatre pavés [x1], [x2], [x3] et [x4].

- On calcule l’image de chacun des pavés [xi] par la fonction d’inclusion [f ].

- On évalue l’image du centre pour chaque pavé [xi].

- On obtient ainsi une borne maximum F ? du minimum de la fonction f .

- On "supprime" les intervalles [x1] et [x3] dont les bornes inférieures des images sont supérieures à F ?.
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- On bissecte les deux intervalles restants [x2] et [x4].

- On obtient quatre nouveaux intervalles [x1], [x2], [x3] et [x4] dont on évalue l’image du centre.

- On obtient une nouvelle borne maximum F ? du minimum de la fonction f .

- On "supprime" tous les intervalles dont les bornes inférieures des images sont supérieures à F ?.

- L’intervalle [x1] étant le seul intervalle restant dont la borne inférieure est inférieur à F ?, il contient à
coup sûr un minimiseur global de f .

- En itérant le procédé, on peut obtenir un intervalle aussi précis que l’on veut contenant un minimiseur
de f .



CHAPITRE 3
Séparation aveugle de

sources
Dans ce chapitre, nous nous intéressons au problème de séparation aveugle de sources. Il est constitué

de deux sections principales totalement indépendantes l’une de l’autre.
La première s’intéresse au cas du mélange linéaire statique et illustre les avantages des techniques par

intervalles (et notamment l’algorithme SIVIA) sur l’étude de la stabilité de l’algorithme Hérault-Jutten.
Le seconde section présente une méthodologie de résolution du problème de séparation de sources

pour des systèmes de mélanges inversibles décrits par des équations différentielles. Nous introduisons
notamment la notion de séparabilité.

3.1 Étude de la stabilité de l’algorithme de Hérault-Jutten

Dans cet exemple, nous proposons une application de l’algorithme SIVIA à un problème de sépara-
tion de sources. Ceci a fait l’objet d’une publication dans [89].

Ici, nous nous intéressons à la séparation du mélange linéaire instantané tel qu’il a été formulé pour
la première fois par Jutten. Nous utilisons un critère de déconvolution non linéaire afin d’exploiter l’in-
dépendance des entrées (voir paragraphe 1.3.1.2 page 19).

3.1.1 Énoncé du problème

On considère le réseau de neurones de Hérault-Jutten présenté sur la figure 3.1 où les observations
y1 et y2 sont des combinaisons linéaires des sources u1 et u2, c’est-à-dire :

(
y1

y2

)
=

(
a11 a12

a21 a22

)(
u1

u2

)
. (3.1)

Nous supposons que la matrice de mélange A = (aij)i,j est régulière et que les sources u1 et u2

sont stationnaires, indépendantes et de moyennes nulles (hypothèse classique en séparation de sources),
c’est-à-dire

E (u1) = E (u2) = 0.

Les sorties û1 et û2 du système (voir figure 3.1), estimations respectives des sources u1 et u2, vérifient
{

û1 = y1 − w12û2

û2 = y2 − w21û1
(3.2)

où w12 et w21 sont les poids adaptatifs du réseau qui doivent être déterminés de sorte que les deux
conditions suivantes soient vérifiées :

53
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Figure 3.1 – Réseaux de neurones Hérault-Jutten.

i) Chaque sortie ûi est proportionnelle à une seule source ui.
ii) Les sorties û1 et û2 sont indépendantes.
En remplaçant, dans le système (3.2), y1 et y2 par leurs expressions en fonction de u1 et u2 (voir

équation (3.1)), nous obtenons un nouveau système
{

û1 = a11u1 + a12u2 − w12û2

û2 = a21u1 + a22u2 − w21û1
.

Nous pouvons donc exprimer û1 et û2 en fonction des sources u1 et u2 :
{

û1 = 1
1−w12w21

((a11 − w12a21) u1 + (a12 − w12a22) u2)
û2 = 1

1−w21w12
((a21 − w21a11) u1 + (a22 − w21a12) u2)

. (3.3)

L’indépendance des signaux u1 et u2 implique qu’ils sont décorrélés, c’est-à-dire

E (u1u2) = 0,

et donc
E (û1û2) = 0.

Cependant, la décorrélation n’est pas suffisante pour trouver les w12 et w21 (voir paragraphe 1.3.3 page
25).

Par ailleurs, l’indépendance des sorties û1 et û2 implique que pour toutes fonctions f et g arbitraires,
on a

E (f (û1) g (û2)) = 0.

Par exemple, nous pouvons prendre les fonctions f et g suivantes :

f :
{
R −→ R
u −→ u3,

g :
{
R −→ R
u −→ u.

A partir de ces résultats, Hérault et Jutten ont proposé de déterminer les coefficients w12 et w21 de sorte
que {

E
(
û3

1û2

)
= 0

E
(
û3

2û1

)
= 0.

(3.4)

Ils proposent donc pour w12 et w21 la loi d’adaptation suivante :

∂wij

∂t
= µû3

i ûj,

où µ est une constante positive, et obtiennent alors un algorithme itératif estimant w12 et w21.
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3.1.2 Conditions de stabilité

Une analyse rigoureuse du réseau a été effectuée par Sorouchyari dans [84]. Il utilise la théorie de
la stabilité de Lyapounov pour montrer qu’il existe quatre points d’équilibre stable pour l’algorithme
proposé par Hérault et Jutten. En effet, Comon [30] et Sorouchyari [84] ont étudié les propriétés de
convergence de cette méthode et déduit des conditions de stabilité dans le cas de deux sources u1 et u2

et de deux observations y1 et y2. Ils ont montré qu’un seul des quatre points stables est une solution
acceptable pour la séparation de sources.

Pour que l’algorithme converge, il faut que les conditions suivantes, appelées conditions d’accepta-
bilité, soient vérifiées (voir [84] pour davantage de détails) :

w12w21 > 1, (3.5)

E
(
u4

1

)
E

(
u4

2

)
> 9

(
E

(
u2

1u
2
2

))2
. (3.6)

Sans hypothèse a priori sur les sources, il semble alors difficile de prévoir la convergence (u étant
inconnu). Nous allons voir que les techniques ensemblistes permettent d’obtenir à coup sûr la solution
du problème en utilisant les conditions d’acceptabilité (3.5) et (3.6).

3.1.3 Simulation

Considérons les observations y1 et y2 générées à partir du modèle discret suivant
(

y1 (k)
y2 (k)

)
=

(
1 0.6

0.3 1

) (
u1 (k)
u2 (k)

)
, (3.7)

où u1 (k) = sin (7, 3kTe), u2 (k) = sin (4kTe) et Te = 0, 1 et ajoutons aux observations l’intervalle[−10−2, 10−2
]

modélisant l’incertitude de mesure. Déterminons l’ensemble des coefficients (w12, w21)
compatible avec la relation de stabilité (3.6).

En remplaçant û1 et û2 par leurs expressions respectives (voir (3.3)) dans le système (3.4), on obtient
un système non linéaire de deux équations à deux inconnues w12 et w21 de la forme

{
f1 (w12, w21) = 0
f2 (w12, w21) = 0

, (3.8)

où f1 (w12, w21) = E
(
û3

1û2

)
et f2 (w12, w21) = E

(
û3

2û1

)
.

Nous allons utiliser l’algorithme SIVIA pour le résoudre. La démarche est la suivante. Soient [f1] et
[f2] des fonctions d’inclusion pour les fonctions f1 et f2. Notons que les fonctions f1 et f2 n’utilisent
que des opérations standards d’arithmétique réelle, si bien que leurs fonctions d’inclusions naturelles
s’obtiennent immédiatement.

Le problème consiste à résoudre le système d’équations
{

[f1] ([w12], [w21]) = 0
[f2] ([w12], [w21]) = 0

(3.9)

pour
[w12]× [w21] ∈ [−5, 5]2 .

Après moins d’un dixième de seconde, les quatres zones correspondant aux quatres points d’équilibre
de l’algorithme de Hérault et Jutten sont déterminées avec une précision fixée ε = 10−2. La figure 3.2
illustre le résultat obtenu dans le pavé de recherche [−5, 5]× [−5, 5].
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Figure 3.2 – Zones solutions pour ([w12], [w21])

Maintenant, afin d’éliminer les 3 solutions inacceptables, nous allons exploiter les conditions (3.5) et
(3.6) d’acceptabilité. Nous posons :

f3 :
{
R2 −→ R
(w12, w21) −→ E

(
û4

1

)
E

(
û4

2

)− 9
(
E

(
û2

1û
2
2

))2
.

Il est clair que si f3 (w12, w21) > 0, ce qui correspond à E
(
u4

1

)
E

(
u4

2

)
> 9

(
E

(
u2

1u
2
2

))2
, alors la

condition (3.6) est vérifiée.
On sait que w12 et w21 doivent vérifier le système (3.8) ainsi que les deux conditions (3.5) et (3.6) de

stabilité. Le seul couple solution acceptable est donc le couple (w12, w21) qui vérifie le système suivant





f1 (w12, w21) = 0
f2 (w12, w21) = 0
w12w21 > 1
f3 (w12, w21) > 0.

(3.10)

Nous utilisons à nouveau l’algorithme SIVIA pour résoudre la version intervalle de 3.10, soit





[f1] ([w12], [w21]) = 0
[f2] ([w12], [w21]) = 0
[w12] [w21] ∈ [1,+∞[
[f3] ([w12], [w21]) ∈ [0,+∞[,

(3.11)

avec
[w12]× [w21] ∈ [−5, 5]2

et [f1], [f2] et [f3] des fonctions d’inclusion naturelles des fi.
Au bout d’un dixième de seconde, on obtient le résultat illustré par la figure 3.3. On voit qu’il y a

une unique zone solution correspondant à la séparation du mélange.
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Figure 3.3 – Zone solution pour ([w12], [w21])

3.1.4 Conclusion

L’analyse par intervalles permet l’étude de la stabilité de l’algorithme de Hérault et Jutten dans un
contexte à erreur bornée. Les avantages des techniques par intervalles, et en particulier SIVIA, sont
multiples :

– Nous n’avons pas besoin de choisir de valeurs initiales pour w12 et w21.
– La convergence de la méthode est assurée.
– Nous obtenons l’ensemble des solutions possibles pour les coefficients w12 et w21 (aucune solution

n’est perdue!).
– L’incertitude ε d’estimation des coefficients w12 et w21 est connue (ici ε = 10−2).
L’inconvénient est que les conditions de stabilité sont difficiles à calculer, même dans le cas de deux

entrées - deux sorties. En général, on a rarement accès à de telles conditions. Toutefois, en ajoutant
des équations supplémentaires d’indépendance (comme par exemple E (u1u2) = 0), on peut éliminer
aisément les solutions inacceptables.
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3.2 Séparation des systèmes de mélanges inversibles

Dans cette section, nous présentons une démarche générale pour séparer des mélanges de signaux.
Nous restreignons l’étude de séparation de sources à la classe particulière des systèmes de mélange qua-
lifiés d’inversibles que l’on retrouve abondamment dans la nature. L’idée forte sera d’utiliser les dérivées
de signaux aléatoires afin de séparer ces mélanges décrits par des équations différentielles. Nos motiva-
tions sont nées de l’automatique où certaines méthodes utilisent les dérivées pour reconstruire l’état d’un
système [39].
L’objectif de cette section est de répondre à la question suivante : Est-il possible, moyennant des hypo-
thèses statistiques, de retrouver les sources d’un système inversible?
A notre connaissance, la séparation aveugle de tels systèmes régis par des équations différentielles n’a
pas été étudiée auparavant. Nous proposons ici une méthode pour résoudre ce type de problème.

Dans un premier temps, nous précisons la notion de système inversible. Ensuite, nous présentons
les hypothèses statistiques que nous considérons sur les signaux. Elles nous permettent d’obtenir des
informations (appelées équations d’estimation [20]) sur le système de mélange.

Dans un second temps, nous évoquons la relation d’équivalence de conservation de la forme d’onde
dans le but de définir la notion de séparabilité d’un système inversible. Notre approche est largement
inspirée de [88].

Ensuite, nous nous consacrons à la séparation proprement dite des systèmes de mélanges inversibles.
Des résultats (présentés en annexe B) concernant les dérivées de signaux aléatoires, à la fois peu connus
et peu utilisés, sont exploités.
Nous commençons par la séparation des systèmes de mélanges linéaires instantanés (une sous-classe des
systèmes inversibles). Pour ces derniers, des équations d’estimation basées sur les dérivées successives de
la matrice d’autocorrélation des sorties sont utilisées [22]. Nous illustrons cette méthode de séparation
à l’ordre deux sur différentes simulations dans lesquelles nous utilisons des algorithmes de calcul par
intervalles, présentés dans le chapitre 2, afin d’obtenir des résultats probants.
Puis, nous terminons cette section en étendant la méthode proposée à la séparation des systèmes de
mélanges linéaires inversibles. Nous exploitons successivement les dérivées puis les décalages temporels
de la matrice d’autocorrélation des sorties afin de résoudre le problème de séparation de sources pour ce
type de mélange.

Tout au long de cette section, nous insistons particulièrement sur le cas particulier des systèmes de
mélanges inversibles linéaires. Cependant, pour terminer, nous évoquons, en guise de perspective, le cas
des mélanges non linéaires.

3.2.1 Introduction

Rappelons que le problème de séparation aveugle de sources consiste à retrouver des sources connais-
sant un mélange de celles-ci, appelé observations.
Nous considérons uniquement la classe des modèles de mélange décrits par des systèmes inversibles. Un
système inversible de degré relatif r s’écrit sous la forme

u (t) = ψ
(
y (t) , ẏ (t) , . . . ,y(r−1) (t) ,y(r) (t)

)
, (3.12)

où t ∈ R est le temps, u ∈ (
RR

)n est le vecteur d’entrées (ou sources), y(i) ∈ (
RR

)n est la i-ième déri-

vée du vecteur de sorties y (ou observations) et ψ :
(
RR

)n(r+1) 7→ (
RR

)n est une fonction analytique.

Exemple 3.1. y (t) = u̇ (t) n’est pas un système inversible.
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Exemple 3.2. u (t) = y (t) + ẏ (t) est un système inversible linéaire de degré relatif un.

L’avantage des systèmes inversibles est qu’ils modélisent une grande classe de systèmes physiques et
sont donc très présents dans la nature. Notamment, tous les systèmes plats1 sont des systèmes inversibles.

Remarque 3.3. Les mélanges linéaires statiques, classiquement rencontrés en séparation de sources,
sont des systèmes inversibles. En effet, un mélange linéaire statique est modélisé par un système inver-
sible linéaire de degré relatif nul.

Le problème de séparation aveugle de sources qui nous intéresse dans ce chapitre est le suivant :
On considère le système inversible de degré relatif r décrit par (3.12), c’est-à-dire

u (t) = ψ
(
y (t) , ẏ (t) , . . . ,y(r−1) (t) ,y(r) (t)

)
,

où le vecteur de sources u (t) et la fonction ψ sont inconnus. Seules les observations y (t) sont connues.
Le vecteur u (t) étant inconnu, nous allons lui associer un vecteur de signaux aléatoires u (.) . Ainsi,

dorénavant u (t) est une réalisation de u (.). Dès lors, y (t) sera également associé à un vecteur de
signaux aléatoires y (.) de sorte que les observations y (t) correspondent à une réalisation de y (.). Ainsi,
la fonction ψ associe aux réalisations y(i) (t) des signaux aléatoires y(i) (.), i ∈ {0, . . . , r}, la réalisation
u (t) de u (.).

Ainsi, notre problème consiste, à partir des observations y (t), à estimer les sources u (t). Cependant,
en remarquant que la connaissance de ψ permet, d’après l’égalité (3.12), de déduire u (t), nous préférons
en pratique l’estimation de la fonction ψ. Le problème de séparation aveugle de sources consiste dès lors
à estimer la fonction inconnue ψ. Pour cela nous posons les hypothèses suivantes sur les signaux.

3.2.1.1 Hypothèses sur les signaux

3.2.1.1.1 Sur les signaux de sorties Nous nous plaçons dans un environnement idéal où il n’existe
aucun bruit de mesure. Ainsi, le vecteur de sorties y (t) et ses dérivées y(i) (t) sont connus. L’annexe
E propose (de façon non exhaustive) différentes méthodes d’estimation des dérivées d’un signal. No-
tons toutefois que, même dans le cadre idéal où y (t) et ses dérivées sont connues, il n’existe, à notre
connaissance, aucune méthode générale pour estimer u (t).

1Dans [40], Fliess définit un système plat comme suit :
Le système dynamique �

ẋ(.) = f(x(.),u(.)),
y(.) = g(x(.)),

où x ∈ (RR)m, u ∈ (RR)n et y ∈ (RR)n sont respectivement les vecteurs d’état, d’entrée et de sortie, est plat , avec la sortie
plate y, si il existe des fonctions h : Rm × (Rn)r+1 7→ Rn, φ : (Rn)r 7→ Rm et ψ : (Rn)r+1 7→ Rn telles que

y = h(x,u, u̇, . . . ,u(r))

x = φ(y, ẏ, . . . ,y(r−1))

u = ψ(y, ẏ, . . . ,y(r−1),y(r)). (3.13)

Il existe de nombreux modèles décrivant le fonctionnement (partiel) de l’avion à décollage vertical (PVTOL), la voiture, le
bateau à voile (voir [68] et [66] pour davantage d’exemples) qui sont des systèmes plats. Et, d’après l’égalité (3.13), on voit
aisément que tous les systèmes plats sont des systèmes inversibles.
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3.2.1.1.2 Sur les signaux d’entrées Afin de résoudre le problème de séparation de sources, nous
émettons des hypothèses Hi sur le vecteur de signaux u (.). L’ensemble M = {Hi}i de ces hypothèses
est appelé modèle d’entrée pour u (.). Par la suite, on notera abusivement

u (t) ∈M.

Ainsi, le problème de séparation de sources consiste alors à estimer la fonction ψ telle que

ψ
(
y (t) , . . . ,y(r) (t)

)
∈M. (3.14)

Le modèle d’entréeM = {H0, H1, H2} que nous considérons est le suivant :
H0) Le vecteur d’entrées est à composantes non nulles.
H1) Le vecteur d’entrées u (.) appartient à Sn, où S est l’ensemble des signaux aléatoires station-

naires, ergodiques et lisses2.
Par conséquent, u̇ (.),ü (.),. . . ,u(k) (.) , . . . appartiennent également à Sn. Notons que cette hy-
pothèse n’implique pas que le vecteur d’observations y (.) appartienne à Sn. Par exemple, si le
système (3.12) est instable, y (.) est non stationnaire et ne peut donc pas appartenir à Sn.

H2) Le vecteur d’entrées u (.) est à composantes indépendantes, c’est-à-dire Is (u1, . . . , un) , ou
encore u ∈ In.

De ces hypothèses sur les signaux d’entrées, on déduit des relations pour la fonction ψ.

3.2.1.1.3 La fonction ψ D’après le lemme B.46 page 181, les hypothèses H1 et H2 du modèle d’en-
tréesM peuvent s’écrire

∀k ∈ N, ∀τ ∈ R, d
(
Γ(k)

u,u (τ)
)

= 0, (3.15)

où Γ(k) (τ) est la dérivée k-ième de la matrice d’autocorrélation et d (.) est une fonction qui associe à
une matrice le vecteur constitué de tous ses éléments non diagonaux. Et, d’après l’expression de u dans
l’équation (3.12), on a

∀k ∈ N, ∀τ ∈ R, d
(
Γ(k)

ψ(y(t),...,y(r)(t)),ψ(y(t),...,y(r)(t)) (τ)
)

= 0. (3.16)

D’après la proposition B.28 page 173, on en déduit les équations suivantes

∀k ∈ N, ∀τ ∈ R,

d
(
E

(
ψ(k)

(
y (t) , . . . ,y(r) (t)

)
ψ

(
y (t− τ) , . . . ,y(r) (t− τ)

)T
)
− µu(k)µT

u

)
= 0

(3.17)

avec µu = E
(
ψ

(
y (t) , . . . ,y(r) (t)

))
et µu(k) = E

(
ψ(k)

(
y (t) , . . . ,y(r) (t)

))
.

Les équations (3.17), qui lient les signaux de sorties et leurs dérivées connues, doivent être vérifiées par
la fonction ψ. Par analogie avec [20], nous les appelons équations d’estimation. Remarquons toutefois
que, sans connaissance a priori sur la fonction ψ, ces informations ne peuvent être exploitées. Nous
allons donc approximer la fonction ψ .

2Un signal aléatoire lisse est un signal aléatoire dont la i-ième dérivée (en moyenne quadratique) par rapport à t est définie
pour tout i ∈ N.
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3.2.1.2 Approximation de ψ

Sachant que, par définition d’un système inversible, la fonction ψ est analytique, elle peut être ap-
proximée par son développement de Taylor à l’ordre q que l’on note ψ̂

(
y, . . . ,y(r)

)
.

Par exemple, pour un système inversible de degré relatif nul (r = 0) composé de deux entrées et deux
sorties (n = 2), l’approximation à l’ordre deux (q = 2) de ψ est donnée par

ψ̂ (y) =
(

a11y1 + a12y2 + b11y
2
1 + b12y1y2 + b13y

2
2

a21y1 + a22y2 + b21y
2
1 + b22y1y2 + b23y

2
2

)
(3.18)

où les coefficients aij et bij sont inconnus. A noter que l’entier q est choisi afin d’obtenir une estimation
convenable de ψ.

Remarquons qu’ainsi définie, ψ̂
(
y, . . . ,y(r)

)
peut être vue comme une fonction paramétrée en p où

les pi sont les coefficients des matrices Ai1 , . . . ,Qi1,...,iq . On peut donc noter

ψ̂
(
y, . . . ,y(r)

)
≡ ψ̂

(
p,y, . . . ,y(r)

)
.

Exemple 3.4. Si l’ordre d’approximation q est égal à 1, le développement de Taylor ψ̂ d’un système
inversible de degré relatif r est une fonction linéaire de la forme

ψ̂
(
y, . . . ,y(r)

)
=

r∑

i=0

Aiy(i), (3.19)

où les matrices Ai sont inconnues. Notons qu’alors, la fonction ψ̂ peut être vue comme une fonction
paramétrée en p où les pki,j sont les coefficients des matrices Ak.
Par exemple, pour n = 1 et y ∈ S2, on a

ψ̂ (y, ẏ) =
(

p011 p012

p021 p022

)

︸ ︷︷ ︸
A0

(
y1

y2

)
+

(
p111 p112

p121 p122

)

︸ ︷︷ ︸
A1

(
ẏ1

ẏ2

)
.

Ainsi, ψ̂ (y, ẏ) est bien une fonction paramétrée et peut donc être notée ψ̂ (p,y, ẏ) avec

p = (p011 , . . . , p022 , p111, . . . , p122) ∈ R8.

En conclusion, le problème de séparation aveugle de sources consiste maintenant à estimer le vecteur
de paramètres p tel que

ψ̂
(
p,y, . . . ,y(r)

)
∈M.

Avant de présenter la méthodologie de résolution, nous introduisons la notion de séparabilité d’un
système inversible ψ̂

(
p,y, . . . ,y(r)

)
.

3.2.2 Séparabilité d’un système inversible

Dans ce paragraphe, nous allons présenter la notion de séparabilité (structurelle) pour un système
inversible. Nous nous sommes inspirés des travaux de Tong [88] qui a défini, pour des mélanges linéaires
instantanés, cette notion sous le nom d’identifiabilité. Nous l’avons volontairement renommée séparabi-
lité dans la mesure où, en automatique, l’identifiabilité a une signification autre que nous serons amenés
à utiliser dans le chapitre 4 (voir paragraphe 4.2.1 page 95).
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La séparabilité est une propriété qui caractérise la possibilité de résoudre le problème de séparation de
sources pour un système de mélange et un modèle d’entrées donnés. Il s’agit de déterminer par avance,
avant même la récolte des observations, si les paramètres de la fonction ψ̂ peuvent être identifiés en
supposant que les entrées u suivent le modèle M. Avant de définir plus en détails cette notion non
triviale, nous introduisons quelques résultats généraux.

3.2.2.1 Généralités

Considérons le système inversible de degré relatif r et paramétré suivant :

u (t) = ψ̂
(
p,y (t) , ẏ (t) , . . . ,y(r) (t)

)
, (3.20)

où p ∈ Rnp est le vecteur de np paramètres. On appelle Rnp , également noté P, l’espace d’identification
du système (3.20). Afin de simplifier, on note

ψ
(
p,y, . . . ,y(r)

)
= ψ̂

(
p,y, . . . ,y(r)

)
,

ainsi ψ
(
p,y, . . . ,y(r)

)
est une approximation de ψ

(
y, . . . ,y(r)

)
.

Commençons par remarquer de façon évidente qu’un élément quelconque p′ de l’espace d’identifi-
cation P n’est pas une bonne estimation de p dans la mesure où u′ (t) = ψ

(
p′,y (t) , . . . ,y(r) (t)

)
ne

possède pas obligatoirement les mêmes caractéristiques que u (t) = ψ
(
p,y (t) , . . . ,y(r) (t)

)
, telles les

formes d’ondes ou certaines propriétés statistiques.
Comme nous l’avons déjà précisé dans le chapitre 1, dans la pratique, nous souhaitons seulement ex-

traire la forme d’onde des signaux d’entrées. Le gain des sources ainsi que leur numéro d’ordre importent
peu. Ainsi, si D ∈ D est une matrice diagonale inversible et P ∈ P est une matrice de permutation, les
signaux u′ (t) = PDu (t) peuvent être considérés comme étant une estimation satisfaisante des sources
u (t). Cette notion peut se formaliser par la construction d’une relation d’équivalence sur P , dite de
conservation de la forme d’onde.

Définition 3.5 (Relation de conservation de la forme d’onde). Soient p1,p2 ∈ P et, pour tout i ∈ {1, 2},

ui (t) = ψ
(
pi,y (t) , . . . ,y(r) (t)

)
.

p1 et p2 vérifient la relation de conservation de la forme d’onde, notée p1 ∼ p2 (ou encore u1 ∼ u2), si
on a

ψ
(
p1,y (t) , . . . ,y(r) (t)

)
= PDψ

(
p2,y (t) , . . . ,y(r) (t)

)
, (3.21)

où D ∈ D est une matrice diagonale inversible et P ∈ P est une matrice de permutation. Cette relation
de conservation de la forme d’onde s’écrit encore

u1 (t) = PDu2 (t) ,

d’où la notation abusive u1 ∼ u2.

Proposition 3.6. La relation de conservation de la forme d’onde est une relation d’équivalence sur P.
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Démonstration. Soient p1,p2 et p3 trois éléments de P.
- Reflexivité : p1 ∼ p1 est trivial.
- Symétrie : p1 ∼ p2 =⇒ u1 = PDu2 =⇒ D−1PTu1 = u2 =⇒ p2 ∼ p1.

- Transitivité :
{

p1 ∼ p2

p2 ∼ p3
=⇒

{
u1 = PDu2

u2 = P′D′u3
=⇒ u1 = PDP′D′u3

=⇒ u1 = P′′D′′u3 =⇒ p1 ∼ p3.

Intéressons-nous maintenant aux propriétés statistiques de la relation ∼.

Proposition 3.7. Soient p1 et p2 deux éléments de P tels que p1 ∼ p2. Soient u1,1 (t) , . . . , u1,n (t)
et u2,1 (t) , . . . , u2,n (t) les composantes des signaux u1 (t) = ψ

(
p1,y (t) , . . . ,y(r) (t)

)
et u2 (t) =

ψ
(
p2,y (t) , . . . ,y(r) (t)

)
. On a les équivalences suivantes :

i) Les signaux aléatoires u1,1, . . . , u1,n sont mutuellement indépendants si et seulement si les signaux
aléatoires u2,1, . . . , u2,n sont mutuellement indépendants.
ii) Pour tout τ ∈ R, Γu1u1 (τ) est diagonale si et seulement si Γu2u2 (τ) est diagonale.

Démonstration. i) On sait que u1 (t) = PDu2 (t) avec D ∈ D, P ∈ P. Or, les matrices diagonales et
les matrices de permutations sont des transformations préservant l’indépendance (voir proposition B.39
page 178). Donc, u1 (t) ∈ Insi et seulement si u2 (t) = PDu1 (t) ∈ In.

ii) On sait que u1 (t) = PDu2 (t) avec D ∈ D et P ∈ P, donc

Γu2u2 (τ) = PDΓu1u1 (τ)D−1PT .

Par conséquent, si Γu1u1 (τ) est diagonale alors Γu2u2 (τ) est diagonale, et inversement.

Grâce à la relation d’équivalence de conservation de la forme d’onde, nous pouvons quotienter l’es-
pace P par la relation ∼. On note P/ ∼. La séparation aveugle du système (3.20) consiste donc à
identifier un représentant p′ de la classe d’équivalence à laquelle appartient p. Par suite, si p′ ∼ p,
c’est-à-dire p′ est une estimation de p, alors u′ (t) est une estimation de u (t) (u′ ∼ u).

Nous allons maintenant définir précisément la notion de séparabilité. Comme nous l’avons évoqué,
elle est inspirée des travaux de Tong [88]. Toutefois, la définition que nous proposons dans le paragraphe
suivant nous paraît plus appropriée dans la mesure où Tong considère à la fois l’espace paramétrique P
et les sources u(t) pour définir la séparabilité alors que seule la considération de l’ensemble P semble
suffir. De notre point de vue, notre démarche est plus pédagogique. De surcroît, nous constaterons, dans le
chapitre suivant, que la séparabilité ainsi définie peut être vue comme une "extension" de l’identifiabilité
structurelle (au sens de l’automatique classique).

3.2.2.2 Séparabilité

Nous supposons que les sources u (t) suivent un modèle d’entrées M quelconque (on note u (t) ∈
M). La séparabilité (structurelle) d’un système inversible est définie comme suit.

Définition 3.8 (Séparabilité). SoitM un modèle d’entrées quelconque. Pour y fixé, le système inversible

u (t) = ψ
(
p,y (t) , . . . ,y(r) (t)

)

est dit (structurellement) séparable selonM si, pour presque tout p ∈ P ,
{

ψ
(
p,y, . . . ,y(r)

) ∈M
ψ

(
p′,y, . . . ,y(r)

) ∈M =⇒ p′ ∼ p. (3.22)
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ou de façon équivalente {
u(t) ∈M
u′(t) ∈M =⇒ u′(t) ∼ u(t).

En d’autres termes, un système inversible est séparable selon le modèle d’entréeM s’il suffit de trouver
p′ tel que ψ

(
p′,y (t) , . . . ,y(r) (t)

) ∈M pour que u′ (t) soit une estimation de u (t) à une permutation
et un gain près.

Il est important de noter que la séparabilité est définie relativement à un modèle d’entréesM et à un
système de mélange ψ.

Remarque 3.9. Nous reviendrons plus en détails, dans le paragraphe 4.2.1, sur la notation "pour
presque tout p ∈ P". Nous pouvons d’ores et déjà préciser qu’un système peut être séparable même
si tous les vecteurs de paramètres p ne vérifient pas (3.22).

Exemple 3.10. Considérons un système inversible linéaire de degré relatif nul (système linéaire instan-
tané) paramétré défini par

u (t) = ψ (p,y (t)) = Ay (t) , (3.23)

où A ∈ Rn×n est une matrice dont tous les coefficients sont des paramètres et u (t) ∈M = {H0}, c’est-
à-dire que le vecteur d’entrée u (t) est à composantes non nulles. L’espace d’identification du système
(3.23) est équivalent à l’ensemble de toutes les matrices carrés de dimension n :

P =
{
M ∈ Rn×n

}
.

Intéressons-nous à la séparabilité du système (3.23) selon le modèle d’entréesM = {H0}
Il est clair que toutes les matrices non nulles M de P ne sont pas en relation avec A. En effet, on peut
trouver une matrice M ∈ P , non nulle (qui vérifie donc My ∈ M), telle que M 6∼ A. Le système
(3.23) n’est donc pas séparable pour le modèle d’entrées M = {H0} . D’où la nécessité d’ajouter des
hypothèses sur les sources et la matrice de mélange pour rendre le système séparable.

La notion de séparabilité est fondamentale en séparation de sources et sera à la base des travaux
présentés dans le chapitre 4. Nous allons maintenant nous intéresser à des systèmes inversibles pour
lesquels la fonction ψ caractérisant le mélange est approximée par son développement de Taylor à l’ordre
un. Nous insisterons particulièrement sur le mélange linéaire instantané pour lequel nous présentons une
méthode de séparation de sources à l’ordre deux [65] avant de la généraliser aux systèmes inversibles de
degré relatif r quelconque.

3.2.3 Le mélange linéaire instantané

Dans cette partie, nous allons nous intéresser au cas des systèmes inversibles linéaires de degré
relatif nul, plus communément appelés systèmes de mélanges linéaires instantanés. Dans ce contexte,
nous verrons que notre démarche nous permet de retrouver les résultats présentées par Cavassilas, Xerri
et Chabriel dans [22]. Ces systèmes s’écrivent sous la forme

u (t) = ψ (p,y (t)) = Ay (t) , (3.24)

où A ∈ Rn×n est une matrice régulière paramétrée en p, u ∈ (
RR

)n est le vecteur d’entrées inconnu
et y est le vecteur de sorties connu. Soit M le modèle de signaux ergodiques, stationnaires, lisses et
statistiquement indépendants défini au paragraphe 3.2.1.1.2. Nous supposons u ∈M.
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Le problème de séparation de sources consiste à estimer une matrice Â telle que Â = PDA où D ∈
D et P ∈ P. Afin de limiter le nombre de paramètres et conformément aux remarques du paragraphe
1.2 (page 16), nous cherchons une matrice Â de diagonale unitaire telle que

û = Ây (t) ∈M. (3.25)

Dans le paragraphe suivant, nous allons établir des équations d’estimation, liées au modèleM, permettant
de calculer la matrice Â.

3.2.3.1 Equations d’estimation

En considérant (3.15), les équations d’estimation du système (3.25) sont

∀k ∈ N, ∀τ ∈ R,d
(
Γ(k)

û,û (τ)
)

= 0. (3.26)

Pour simplifier les équations (3.26), nous utilisons uniquement l’influence des dérivées successives, i.e.
on pose τ = 0. Notons que l’utilisation des décalages temporels, déjà présentée dans le paragraphe 1.3.3
(page 25), est à la base de l’algorithme SOBI (Second Order Blind Identification) [6].
On obtient les équations d’estimation suivantes

∀k ∈ N,d
(
Γ(k)

û,û (0)
)

= 0. (3.27)

D’après la remarque B.30, les dérivées d’ordre impair de la matrice Γuu (0) sont nulles et n’apportent
donc aucune information. On a

∀k ∈ N,Γ(2k+1)
û,û (0) = 0.

Nous réduisons les équations (3.27) à

∀k ∈ N,d
(
Γ(2k)

û,û (0)
)

= 0,

ce qui équivaut à

∀k ∈ N,d
(
Γ(2k)

Ây,Ây
(0)

)
= 0. (3.28)

Le système de mélange étant linéaire statique, le vecteur de sorties y appartient à Sn, donc

∀k ∈ N,d
(
ÂΓ

(2k)
y,y (0) ÂT

)
= 0, (3.29)

où Â est une matrice (de diagonale unitaire) de n (n− 1) inconnues. L’entier k doit être choisi de façon
à obtenir suffisamment d’équations (au moins autant que d’inconnues), en espérant que ces équations
soient indépendantes et fournissent une solution. Ce point délicat reste encore à approfondir.

3.2.3.2 Méthode de séparation à l’ordre deux

Nous allons maintenant voir que les équations d’estimation obtenues permettent de résoudre le pro-
blème de séparation de sources. Nous proposons une méthode à l’ordre deux basée sur les dérivées des
matrices d’autocorrélation des signaux.
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Nous nous intéressons aux deux équations correspondant aux entiers k = 0 et k = 1 dans le système
(3.29), c’est-à-dire,

d
(
ÂΓy,y (0) ÂT

)
= 0, (3.30)

d
(
ÂΓ

(2)
y,y (0) ÂT

)
= 0. (3.31)

En d’autres termes, la matrice Â diagonalise simultanément les matrices Γy,y (0) et Γ(2)
y,y (0). Pour ré-

soudre le problème, il est possible d’utiliser des algorithmes de diagonalisation conjointe d’un ensemble
de matrices (à titre d’exemple, un algorithme est présenté dans l’annexe F) afin d’estimer la matrice Â
(∼ A). L’estimation des sources û (∼ u) est alors donnée par

û = Ây. (3.32)

Bien entendu, la robustesse de l’estimation de Â peut être améliorée en ajoutant des équations sup-
plémentaires faisant intervenir les dérivées des matrices d’autocorrélation d’ordres supérieurs (équations
d’estimation (3.29) pour k ≥ 2). Dans ce cas, l’estimation de Â peut être obtenue par diagonalisation
conjointe des matrices Γ(2k)

yy (0) considérées [18] (l’annexe F présente un algorithme de diagonalisation
conjointe).

3.2.3.2.1 Similitudes avec SOBI Par analogie avec la méthode présentée au paragraphe 1.3.3 (page
25), l’estimation de la matrice Â ci-dessus peut être obtenue en deux étapes distinctes qui correspondent
aux résolutions successives des deux équations (3.30) et (3.31).

• Pour commencer, la contrainte imposée par l’équation (3.30) correspond précisément au blanchi-
ment spatial des observations. Rappelons que ce dernier consiste à estimer une matrice W telle
que

WΓy,y (0)WT = Idn.

Comme nous l’avons vu, la matrice solution est W = D
1
2 UT, avec D une matrice diagonale dont

les éléments diagonaux sont les valeurs propres de Γyy (0) et U une matrice orthogonale dont les
colonnes correspondent aux vecteurs propres de Γy,y (0). Soit z = Wy le vecteur d’observations
blanchies. Reste maintenant à estimer une matrice orthogonale Q vérifiant

Γ(2)
z,z (0) = QΓ(2)

u,u (0)QT.

• En exploitant la contrainte imposée par l’équation (3.31), c’est-à-dire Γ(2)
u,u (0) est une matrice

diagonale, on trouve que la matrice Q est composée des vecteurs propres de Γ(2)
z,z (0). Et donc, de

la même façon que dans le paragraphe 1.3.3, la matrice Q ne peut être estimée que si les valeurs
propres de Γ(2)

uu (0) sont distinctes (voir remarque 1.18 page 27).
A la différence de la méthode SOBI qui exploite des décalages temporels de la matrice d’autocor-

rélation, la méthode proposée ici exploite les dérivées successives (d’ordre pair) de la matrice d’auto-
corrélation. Ainsi, une condition nécessaire de succès pour cette méthode est l’existence d’un ordre de
dérivation k (non nul) tel que les dérivées k-ième des fonctions d’autocorrélation des sources en zéro
(Γ(2k)

ui,ui (0)) soient non nulles et distinctes, c’est-à-dire ∀i, j ∈ N tels que i 6= j,

Γ(2k)
ui,ui

(0) 6= Γ(2k)
uj ,uj

(0) . (3.33)
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Rappelons que la condition nécessaire de succès de SOBI est l’existence d’un retard τ tel que ∀i, j ∈ N,
i 6= j,

Γui,ui (τ) 6= Γuj ,uj (τ) . (3.34)

A ce stade de la compréhension, il est intéressant de se demander s’il existe des signaux séparables
par SOBI et non séparables par la méthode proposée, et inversement. En d’autre termes, est-ce que les
deux conditions (3.33) et (3.34) sont équivalentes? Nous n’avons pour le moment pas de réponse à cette
question. Cependant, on peut remarquer que si les dérivées sont approximées par différences finies, on a
pour k = 1,

Γ(2)
ui,uj

(0) = Γui,uj (−1)− 2Γui,uj (0) + Γui,uj (1).

Ainsi, notre méthode revient à considérer des décalages temporels de la matrice d’autocorrélation (lorsque
les dérivées sont estimées par différences finies). Toutefois, dans un contexte général, à la différence de
la méthode SOBI valable pour des signaux à temps discret, notre approche est continue.

Remarque 3.11. Notons également que la méthode présentée ici, basée sur les dérivées des matrices
d’autocorrélation, peut s’étendre à des signaux non stationnaires. Pour cela, il convient d’exploiter des
résultats sur les dérivées de signaux aléatoires (voir paragraphe B.4.3 page 170).

Pour illustrer cette méthode, nous l’appliquons sur un exemple simple de séparation de deux sources.

3.2.3.2.2 Exemple Considérons deux mélanges linéaires statiques y1 et y2 de deux sources u1 et u2,
décrits par le système suivant

u (t) = Ay (t) , (3.35)

où u (t) = (u1 (t) , u2 (t))T et y (t) = (y1 (t) , y2 (t))T . L’estimation Â de la matrice A, définie par

Â =
(

1 p1

p2 1

)
,

doit être solution du système d’équations (3.30) et (3.31). Après développement, on obtient le système
de deux équations non linéaires à deux inconnues p1 et p2 suivant





p2E
(
y2
1

)
+(1 + p1p2) E (y1y2)+p1E

(
y2
2

)
− (E (y1) + p1E (y2)) (p2E (y1) + E (y2))= 0

p2E (ÿ1y1)+ (1 + p1p2) E (ÿ1y2) + p1E (ÿ2y2)= 0,

(3.36)

où les moments des sorties et leurs dérivées sont connus. Remarquons que des simplifications ont été
réalisées compte tenu de la symétrie des matrices Γ(2k)

y,y (0).
La résolution formelle du système (3.36), basée sur la décomposition en base de Gröbner (voir annexe
D), donne les deux solutions

Â1 =
(

1 p1

p2 1

)
et Â2 =

(
1 1

p2
1
p1

1

)
, (3.37)

où

p1 =
2γ

δ
, (3.38)

p2 =
2α

δ
, (3.39)
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avec

α = E
(
y2
2

)
E (ÿ1y2)− E (y1y2) E (ÿ2y2)

β = E
(
y2
1

)
E (ÿ2y2)− E

(
y2
2

)
E (ÿ1y1)

γ = E (y1y2)E (ÿ1y1)− E
(
y2
1

)
E (ÿ1y2)

δ = β + sign (β)
′√

β2 − 4αγ.

On peut remarquer que ces deux solutions vérifient Â1 ∼ Â2 puisqu’elles sont toutes deux des estima-
tions de A.

Remarque 3.12. Cette solution analytique pour Â est évidente puisque la diagonalisation conjointe de
deux matrices carrées de dimension deux symétriques dont l’une est définie positive est toujours possible
(voir interprétation géométrique dans le paragraphe F.4.3.1 de l’annexe F).

3.2.3.3 Simulations

Dans ce paragraphe, nous allons nous intéresser à différents exemples numériques de séparation
de sources. Dans un premier temps, nous appliquons simplement la méthode précédente exploitant les
dérivées des signaux afin d’obtenir la séparation de mélanges non bruités. Ensuite, nous utilisons les
techniques ensemblistes (SIVIA et OPTICRIT) pour mettre en évidence leur intérêt dans la pratique.
Nous reprenons à cet effet le premier exemple, puis considérons le cas particulier d’un mélange non
séparable.

3.2.3.3.1 Mélange non bruité de deux sources : solution analytique Dans ce premier exemple
simple, les sources et les observations sont liées par un système linéaire statique.
Considérons deux sources gaussiennes indépendantes obtenues à partir du filtrage passe-bas du second
ordre d’un bruit blanc gaussien. Le filtrage permet d’obtenir des signaux différentiables en préservant
leur caractère gaussien. Ces deux signaux, tracés sur les figures 3.4 et 3.5 (9000 échantillons avec une
période d’échantillonage Te = 0.1), suivent le modèle

(
u1

u2

)
=

(
2 −0.8

0.9 −3

)(
y1

y2

)
. (3.40)

La distribution conjointe des sources, représentée sur la figure 3.6, illustre l’indépendance des si-
gnaux u1(t) et u2(t). D’autre part, la distribution conjointe des dérivées des sources, représentée sur la
figure 3.7, montre que les signaux u̇1(t) et u̇2(t) sont indépendants (comme énoncé dans la proposition
B.45 page 180).
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Figure 3.4 – Source u1 (t).
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Figure 3.5 – Source u2 (t).

Figure 3.6 – Distribution conjointe des sources u1 (t) et u2 (t).
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Figure 3.7 – Distribution conjointe des dérivées des sources u1 (t) et u2 (t).

Les signaux observés sont représentés sur les figures 3.8 et 3.9.
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Figure 3.8 – Observation y1 (t).
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Figure 3.9 – Observation y2 (t).

Les distributions conjointes de y1 (t) et y2 (t) (figure 3.10), respectivement de ẏ1 (t) et ẏ2 (t) (figure
3.11) illustrent la dépendance statistique des signaux mélangés et de leurs dérivées.
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Figure 3.10 – Distribution conjointe des observations y1 (t) et y2 (t).

Figure 3.11 – Distribution conjointe des dérivées des observations y1 (t) et y2 (t).

D’après la relation (3.37), la solution analytique pour la matrice Â obtenue est

Â =
(

1 −0.411
−0.295 1

)
. (3.41)

Vérifions que Â ∼ A, c’est-à-dire qu’il existe des matrices P ∈ P et D ∈ D telles que Â = PDA.
Pour cet exemple, si

P =
(

1 0
0 1

)
et D =

(
1
2 0
0 −1

3

)
, (3.42)

on obtient

PDA =
(

1 −0.4
−0.3 1

)
.
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Les paramètres estimés de la matrice Â sont p̂1 = −0.411 et p̂2 = −0.295 alors que les paramètres
idéaux (calculés à partir de A) sont p?

1 = −0.4 et p?
2 = −0.3. Les superpositions des sources estimées

û (t) = Ây (t) (pour p̂) et des sources réelles u? (t) = A?y (t) (pour p?) sont tracées sur les figures
3.12 et 3.13.

Figure 3.12 – Superposition de la source estimée û1 (t) et de la source réelle u?
1 (t) .

Figure 3.13 – Superposition de la source estimée û2 (t) et de la source réelle u?
2 (t) .

Afin d’étudier la robustesse des solutions analytiques pour des mélanges linéaires gaussiens, la figure
3.14 montre l’erreur quadratique moyenne (E(|u− û|2)) en fonction du nombre d’échantillons, pour
des signaux u et û normés. Pour plus de 2600 échantillons, la solution analytique fournit une solution
satisfaisante, avec une erreur inférieure à −20dB. Ce nombre important d’échantillons nécessaires n’est
pas significatif, c’est une conséquence du sur-échantillonnage des signaux considérés (voir par exemple
les figures 3.12 ou 3.13 pour constater le sur-échantillonnage).
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Figure 3.14 – Représentation de l’erreur d’estimation en fonction du nombre d’échantillons.

3.2.3.3.2 Méthode par intervalles

3.2.3.3.2.1 Mélange non bruité de deux sources Dans ce paragraphe, nous reprenons l’exemple
précédent. Nous considérons donc le mélange décrit par l’équation (3.40) où les paramètres solutions
sont p?

1 = −0.4 et p?
2 = −0.3. A la différence de l’exemple précédent, nous ne nous servons pas de la

solution analytique (3.37) mais utilisons les outils ensemblistes du chapitre 2 pour résoudre le système
d’équations (3.36).

Considérons un pavé de recherche initial

[p1]× [p2] = [−5, 5]× [−5, 5] ,

et deux fonctions d’inclusion [f1] et [f2] définies par

[f1] ([p1] , [p2]) = [p2] E
(
y2
1

)
+(1+ [p1] [p2])E (y1y2)+ [p1]E

(
y2
2

)−
(E (y1) + [p1] E (y2)) ([p2] E (y1) + E (y2)) ,

(3.43)

[f2] ([p1] , [p2]) = [p2] E (ÿ1y1) + (1 + [p1] [p2])E (ÿ1y2) + [p1] E (ÿ2y2) . (3.44)

Remarque 3.13. Les fonctions d’inclusions [f1] et [f2] sont respectivement les fonctions d’inclusion
naturelles correspondant aux deux équations de (3.36).

Le système d’équations {
[f1] ([p1] , [p2]) = 0
[f2] ([p1] , [p2]) = 0

(3.45)

est une version ensembliste du système d’équations (3.36) qu’il est possible de résoudre en utilisant
l’algorithme d’inversion ensembliste SIVIA. En effet, il s’agit ici de caractériser l’ensemble

P = {(p1, p2) |∀i ∈ {1, 2} , [fi] ([p1] , [p2]) ∈ [0, 0]} .

La figure 3.15 représente graphiquement un sous-pavage "extérieur" des solutions de (3.45) pour une
précision ε = 10−2.
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Figure 3.15 – Solutions p1 et p2 (en clair), obtenues par SIVIA après un temps infime pour 2000 échan-
tillons, dans le pavé de recherche [−5, 5]× [−5, 5].

Les deux zones solutions correspondent aux intervalles solutions

[p1]× [p2] = [−0.42,−0.38]× [−0.31,−0.27] , (3.46)

et
[p1]× [p2] = [−2.46,−2.24]× [−3.44,−3.30] . (3.47)

Remarque 3.14. A la place de l’algorithme SIVIA, la résolution du système (3.45) peut être effectuée
à l’aide de l’algorithme d’optimisation globale OPTICRIT (voir paragraphe 2.3 page 49). La démarche
consiste alors à minimiser la fonction coût suivante :

([f1] ([p1] , [p2]))
2 + ([f2] ([p1] , [p2]))

2 . (3.48)

Les intervalles solutions obtenus sont alors identiques.
Supposons que l’hypothèse d’indépendance des sources ne soit pas exactement vérifiée, c’est-à-dire que
[f1] ([p1] , [p2]) 6= 0 et [f2] ([p1] , [p2]) 6= 0,∀ [p] ∈ IR2, l’algorithme SIVIA trouve l’ensemble vide
comme solution alors que l’algorithme d’optimisation donne l’ensemble solution le plus satisfaisant
(celui qui minimise la fonction coût (3.48)). Les moments étant estimés, les égalités (3.45) peuvent ne
pas être vérifiées et dans ce cas l’algorithme OPTICRIT est plus avantageux que SIVIA car il nous fournit
les solutions les plus acceptables (selon le critère de minimisation).

L’avantage d’utiliser des techniques par intervalles pour résoudre ce type de problème est minime.
Il est simplement possible de contrôler la précision du résultat via le paramètre ε. La remarque suivante
illustre un avantage supplémentaire des techniques par intervalles.

Remarque 3.15. Sur les estimations des moments E(y2
1), E(y1y2), . . . du système (3.45), il est possible

de prendre en compte des incertitudes de la forme

E(y2
1) ∈

[
E(y2

1)− ε+, E(y2
1) + ε−

]
E(y1y2) ∈ [E(y1y2)− ε+, E(y1y2) + ε−]
. . .
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Ces incertitudes permettent, par exemple, de modéliser la présence de bruit.
Notons

[
E(y2

1)− ε+, E(y2
1) + ε−

]
= [E](y2

1), [E(y1y2)− ε+, E(y1y2) + ε−] = [E](y1y2), . . .
Ainsi

E(y2
1) ∈ [E](y2

1)
E(y1y2) ∈ [E](y1y2)
. . .

Une telle prise en compte du bruit conduit, de même que précédemment, à résoudre le système d’équa-
tions 3.45 où, cette fois ci, les deux fonctions [f1] et [f2] sont définies par :

[f1] ([p1] , [p2]) = [p2] [E]
(
y2
1

)
+(1+ [p1] [p2]) [E] (y1y2)+ [p1] [E]

(
y2
2

)−
([E] (y1) + [p1] [E] (y2)) ([p2] [E] (y1) + [E] (y2)) ,

(3.49)

[f2] ([p1] , [p2]) = [p2] [E] (ÿ1y1)+ (1 + [p1] [p2]) [E] (ÿ1y2) + [p1] [E] (ÿ2y2) . (3.50)

La figure 3.16 illustre l’ensemble des solutions pour une incertitude sur les moments fixée à ε+i = ε−i =
10−2.

Figure 3.16 – Ensemble des paramètres solutions dans le pavé de recherche [−10, 10]× [−10, 10].

Un solveur, développé en C++, basé sur le calcul par intervalles (SIVIA ou OPTICRIT au choix),
est disponible à l’adresse http://www.istia.univ-angers.fr/˜ lagrange/. Il résoud le système (3.45) pour
différents choix de sources (cosinus, sinus, bruit blanc gaussien, uniforme, etc.).

Pour mieux se rendre compte de l’intérêt des intervalles, considérons un exemple légèrement diffé-
rent.

3.2.3.3.2.2 Mélange non bruité de deux sources : Un cas particulier Considérons le problème
de séparation de sources pour un mélange de deux sources gaussiennes indépendantes de fonctions d’au-
tocorrélation identiques. Rappelons que pour ce modèle d’entrée, le mélange n’est pas séparable à l’ordre
deux (voir paragraphe 1.4 page 28). Les deux sources, tracées sur les figures 3.17 et 3.18 (5000 échan-
tillons avec une période d’échantillonnage Te = 0.1), de fonction d’autocorrélation représentées sur la

http://www.istia.univ-angers.fr/~lagrange/�
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Figure 3.17 – Source u1 (t) . Figure 3.18 – Source u2 (t) .

figure 3.19 suivent le mélange (3.40) rappelé ci-dessous :

(
u1

u2

)
=

(
2 −0.8

0.9 −3

)(
y1

y2

)
. (3.51)

Les signaux observés y1 (t) et y2 (t) et leurs dérivées ẏ1 (t) et ẏ2 (t), représentés respectivement sur

Figure 3.19 – Fonction d’autocorrélation des sources u1 (t) et u2 (t).

les figures 3.20, 3.21, 3.22 et 3.23, permettent d’estimer les coefficients du système d’équations (3.45).
La figure 3.24 illustre les solutions du système (3.45). On voit qu’il existe une infinité de paramètres

solutions et donc que le problème de séparation de sources ne peut être résolu (du moins sans l’ajout
d’équations supplémentaires). Contrairement à une technique utilisant la diagonalisation conjointe qui
aurait donné une seule et unique solution, l’avantage des techniques par intervalles est d’obtenir l’en-
semble des paramètres solutions. On peut ainsi se rendre compte qu’un mélange n’est pas séparable.
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Figure 3.20 – Observation y1 (t). Figure 3.21 – Observation y2 (t).

Figure 3.22 – Signal ẏ1 (t) . Figure 3.23 – Signal ẏ2 (t) .
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Figure 3.24 – Ensemble des paramètres solutions du système (3.45) dans le pavé de recherche [−5, 5]×
[−5, 5].

3.2.3.4 Synthèse

En conclusion, nous avons proposé un critère de séparation basé sur les matrices d’autocorrélation
des observations et de leurs dérivées. Cette méthode exploitant uniquement des statistiques du deuxième
ordre, la séparation de sources gaussiennes est possible. Les seules hypothèses (faibles) sont que les
sources inconnues soient différentiables (voir paragraphe B.4 page 168) et qu’il existe un ordre de dé-
rivation k tel que les dérivées k-ième des fonctions d’autocorrélations des sources soient distinctes en
zéro.

Dans le cas d’un mélange de deux sources (paragraphe 3.2.3.3.1), on a trouvé une solution analytique
cependant, comme toute solution analytique, elle est sensible à l’estimation des moments et donc au
bruit. Afin de surmonter ce problème (pour deux sources) et dans le cas général (pour n sources et
n observations), la solution peut être estimée en utilisant les algorithmes de diagonalisation conjointe
des matrices E

(
yyT

)
et E

(
ÿyT

)
. De surcroît, des matrices d’autocorrélation supplémentaires, basées

sur des dérivées d’ordres supérieures ou utilisant différents décalages temporels (en supposant que les
sources soient colorées), peuvent être ajoutées afin d’estimer la solution par diagonalisation conjointe.

Dans un second temps (paragraphe 3.2.3.3.2), nous avons présenté des méthodes de résolutions par
intervalles qui ont l’avantage majeur de fournir l’ensemble des paramètres solutions. Ainsi, dans un
contexte à erreurs bornées, le problème de séparation de source peut être résolu . De plus, il est également
possible de se rendre compte de la non séparabilité du mélange de sources considéré et le cas échéant,
d’ajouter des équations supplémentaires a posteriori afin d’éventuellement briser la non séparabilité.

3.2.4 Le mélange linéaire inversible

Dans cette dernière partie, nous nous intéressons à un nouveau type de mélange modélisé par des
systèmes inversibles, nommé mélange linéaire inversible (ou encore mélange linéaire généralisé). Consi-
dérons un système inversible de degré relatif r où la fonction ψ est approximée par son développement
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de Taylor à l’ordre un. On obtient donc un système inversible linéaire de degré relatif r défini par

u (t) = ψ
(
p,y (t) , . . . ,y(r) (t)

)
=

r∑

i=0

Aiy(i) (t) , (3.52)

où Ai ∈ Rn×n sont des matrices paramétrées en p, u ∈ (
RR

)n est le vecteur d’entrées inconnu et y(i) est
la i-ième dérivée du vecteur de sorties connu y. Soit M le modèle de signaux ergodiques, stationnaires,
lisses et statistiquement indépendants. Nous supposons ici u(t) ∈M.

Le problème de séparation de sources consiste donc à estimer les matrices
{
Âi

}
0≤i≤r

telles que

Â0 = PDA0, Â1 = PDA1, . . . , Âr = PDAr,

où D ∈ D et P ∈ P. Afin de limiter le nombre de paramètres et conformément aux remarques du
paragraphe 1.2 (page 16), nous cherchons les matrices

{
Âi

}
0≤i≤r

, avec Â0 de diagonale unitaire, telles
que

û(t) =
r∑

i=0

Âiy(i) (t) ∈M. (3.53)

3.2.4.1 Equations d’estimation

Dans ce paragraphe, nous allons établir les équations d’estimation des matrices Âi telles que

û(t) =
r∑

i=0

Âiy(i) (t) (3.54)

appartienne àM. D’après l’hypothèse d’indépendance des entrées (voir paragraphe 3.2.1.1.3), on a

∀k ∈ N, ∀τ ∈ R,d
(
Γ(k)

û,û (τ)
)

= 0. (3.55)

D’après l’égalité (3.54), on obtient

∀k ∈ N,∀τ ∈ R,d
(
Γ(k)Pr

i=0 Âiy(i)(t),
Pr

i=0 Âiy(i)(t)
(τ)

)
= 0.

Par définition de la matrice d’autocorrélation (voir définition B.9 page 163) et d’après la propriété B.28,
on a

∀k ∈ N,∀τ ∈ R,d

(
E

(
r∑

i,j=0
Âiy(k+i) (t)y(j)T (t− τ) ÂT

j

)
− µu(k)µT

u

)
= 0, (3.56)

où µu(k) et µu sont respectivement les moyennes des signaux u(k) et u.
Dans la pratique, il est parfois impossible de trouver une expression analytique des équations (3.56).

Par exemple :
– Si le système (3.52) est instable, alors le vecteur y peut être non stationnaire même si u ∈ Sn.
– D’autre part, même si le vecteur y est stationnaire, les espérances introduites dans (3.56) ne

peuvent être qu’estimées. En effet, des erreurs, introduites durant l’estimation (principalement
dues à l’échantillonnage des y(i)) biaisent l’estimation des espérances.
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Nous allons maintenant expliquer comment approximer empiriquement les équations (3.56) par des
expressions analytiques.

A partir du moment où les signaux y, ẏ, . . . peuvent être non stationnaires, l’opérateur espérance ne
se distribue pas dans (3.56). Nous définissons donc l’opérateur bar d’un signal s (.) (stationnaire ou non)
comme suit :

s̄ =
1
N

N∑

k=0

s (kδ) ,

où N est le nombre d’échantillons et δ est la période d’échantillonnage. Cet opérateur est un estimateur
empirique de E (s) seulement si s est stationnaire.

Maintenant, à l’aide de l’opérateur bar, nous approximons les équations (3.56). Sachant que u est
stationnaire, l’espérance E

(
u(k)u

)
existe et est approximée par u(k)u. Ainsi, les équations (3.56) s’ap-

proximent par

∀k ∈ N, ∀τ ∈ R,d

(
r∑

i,j=0
Âiy(k+i) (t)y(j)T (t− τ) ÂT

j − u(k) uT

)
= 0.

Et, par linéarité de l’opérateur bar, on obtient

∀k ∈ N, ∀τ ∈ R,d

(
r∑

i,j=0
Âiy(k+i) (t)y(j)T (t− τ)ÂT

j − u(k) uT

)
= 0.

D’après la proposition B.28 (page 173), les équations d’estimation sont

∀k ∈ N, ∀τ ∈ R,d

(
r∑

i,j=0
(−1)j ÂiΓ

(k+i+j)
y,y (τ)ÂT

j

)
= 0, (3.57)

où

Γ(k+i+j)
y,y (τ) =

(
y(k+i+j) (t)− y(k+i+j) (t)

)(
y (t− τ)− y (t− τ)

)

est l’estimation de la (k + i + j)-ième dérivée matrice d’autocorrélation du vecteur de sortie en τ . Les
équations d’estimation (3.57) possèdent n2 (r + 1)− n inconnues (i.e. tous les coefficients des matrices
Âi sachant que la diagonale de Â0 est unitaire) et autant d’équations que voulues (i.e. ∀k ∈ N et ∀τ ∈ R).
Nous sélectionnerons donc une partie de ces équations pour estimer les matrices Âi.

Dans un premier temps, afin de simplifier les calculs, nous posons τ = 0 et n’exploitons que les
dérivées successives de la matrice d’autocorrélation en zéro. Ensuite, nous considérons uniquement les
décalages temporels (k = 0) de la matrice d’autocorrélation avant de comparer les performances respec-
tives de ces deux méthodes.

3.2.4.2 Exploitation des dérivées de la matrice d’autocorrélation

Pour simplifier (3.57), et de la même façon que pour le mélange linéaire statique, nous considérons
uniquement l’influence des dérivées successives de Γ(k)

û,û (0). Les équations (3.55) deviennent

∀k ∈ N,d

(
r∑

i,j=0
(−1)j ÂiΓ

(k+i+j)
y,y (0)ÂT

j

)
= 0. (3.58)
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Parmi les équations (3.58), nous sélectionnons celles faisant intervenir les ordres de dérivation les plus
faibles. La résolution des équations d’estimation (3.58) permet d’obtenir les matrices Âi, i = 0, . . . , r,
qui reconstruisent des sources estimées û par

û (t) =
r∑

i=0

Âiy(i) (t) .

Présentons un exemple illustrant le système d’équations (3.58) dans le cas d’un mélange simple.

Exemple 3.16. Considérons un système inversible linéaire de degré relatif un défini par

u (t) = A0y (t) + A1ẏ (t) .

Les équations d’estimation (3.58) pour un tel mélange sont les suivantes :

∀k ∈ N,

d
(
Â0Γ

(k)
y,y (0)ÂT

0 − Â0Γ
(k+1)
y,y (0)ÂT

1 + Â1Γ
(k+1)
y,y (0)ÂT

0 − Â1Γ
(k+2)
y,y (0)ÂT

1

)
= 0.

(3.59)

Elles relient les 2n2 − n coefficients inconnus des matrices Â0 et Â1.

3.2.4.2.1 Exemple formel Dans ce paragraphe, nous considérons un exemple formel de séparation
de source afin de montrer la séparabilité du système linéaire inversible.

Considérons un système de mélange linéaire inversible de degré relatif un,

u(t) = A0y(t) + A1ẏ(t), (3.60)

où u(t) = (u1(t), u2(t))T ∈ M est le vecteur de sources statistiquement indépendantes et y(t) =
(y1(t), y2(t))T et ẏ(t) = (ẏ1(t), ẏ2(t))Tsont respectivement les vecteurs d’observations et des dérivées
des observations connues. Le problème de séparation de sources consiste à estimer les deux matrices Â0

et Â1 telles que

û(t) =
(

1 p1

p2 1

)

︸ ︷︷ ︸
Â0

y(t) +
(

p3 p4

p5 p6

)

︸ ︷︷ ︸
Â1

ẏ(t) ∈M,

où p = [p1, . . . , p6] ∈ R6 est le vecteur de paramétres.
L’objectif de ce paragraphe est de montrer que le mélange considéré est séparable pour le modèle

d’entréeM, c’est-à-dire que, la connaissance exacte des dérivées en zéro de la matrice d’autocorrélation
des sorties permet l’estimation des paramètres p. Notre démarche est la suivante :

– Dans un premier temps, nous proposons de construire formellement une matrice d’autocorrélation
des sorties générées à partir d’un mélange linéaire inversible de sources statistiquement indépen-
dantes. Pour ce faire, nous choisissons une matrice d’autocorrélation des sources connues, ainsi
qu’un système inversible connu pour déterminer une matrice d’autocorrélation exacte des sorties.

– Ensuite, à partir de la matrice d’autocorrélation des sorties uniquement, nous montrons que les
paramètres p du système inversible peuvent être retrouvés parfaitement.

Remarque 3.17. Dans la pratique, les moments des sorties étant biaisés, l’estimation des paramètres
p en est rendue complexe. C’est pourquoi, avant de nous intéresser à un cas numérique, nous montrons
dans un contexte idéal (formel) que les paramètres peuvent être estimés, moyennant la connaissance
exacte des dérivées des matrices d’autocorrélation des sorties.
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Etape 1 : détermination de l’ autocorrélation des sorties
Le mélange considéré est

u(t) = A0y(t) + A1ẏ(t), (3.61)

où

A0 =
( −2 − 8

10
3
5 −3

)
,

A1 =
(

1
10

6
10

−6
5 − 3

10

)
,

et u ∈S2 est un vecteur de sources à composantes indépendantes. Soit Γu,u (τ) sa matrice d’autocorré-
lation définie par

Γu,u (τ) =
(

exp(−α2
1τ

2) 0
0 exp(−α2

2τ
2)

)
, (3.62)

où α1 = 7
100 , α2 = 8

100 (voir figures 3.25 et 3.26). Donc,

Figure 3.25 – Fonction d’autocorrélation Γu1,u1(τ) = exp(−( 7τ
100)2).

Γ(k)
u,u (0) =








k!(−α2
1)

k
2

( k
2 )!

0

0
k!(−α2

2)
k
2

( k
2 )!


 si k pair,

0 si k impair.

Afin de calculer formellement les dérivées en zéro de la matrice d’autocorrélation des sorties, nous
utilisons les résultats présentés dans l’annexe B (voir section B.8 page 188) sur la représentation systè-
mique des signaux. En particulier, l’exemple B.69 nous donne

Γ(k)
y,y (τ) =

n∑

i,j=0

(−1)i+k (
A−1

0 A1

)i
A−1

0 Γ(i+j+k)
uu (τ)A−1T

0

(
AT

1 A−1T

0

)j
,

pour n grand (n = 80).
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Figure 3.26 – Fonction d’autocorrélation Γu2,u2(τ) = exp(−( 8τ
100)2).

Etape 2 : séparation des sources
Maintenant, seulement à partir de la connaissance des dérivées en zéro de la matrice d’autocorrélation

des sorties Γ(k)
y,y (0), nous allons montrer qu’il est possible de retrouver les paramètres p des matrices Âi

telles que
û(t) = Â0y(t) + Â1ẏ(t) ∈M. (3.63)

Les équations d’estimation (3.59) expriment les paramètres du système en fonction des dérivées des
matrices d’autocorrélation des sorties en zéro. Après développement, on obtient

p2Γy1y1 + (1 + p1p2) Γy1y2 + p1Γy2y2 + (p3 − p6 + p1p5 − p2p4) Γ(1)
y1y2

−p3p5Γ
(2)
y1y1 + (−p3p6 − p4p5) Γ(2)

y1y2 − p4p6Γ
(2)
y2y2 = 0

(1− p1p2) Γ(1)
y1y2 + (p2p3 − p5) Γ(2)

y1y1 + (p3 − p6 − p1p5 + p2p4) Γ(2)
y1y2

(p4 − p1p6) Γ(2)
y2y2 + (p4p5 − p3p6) Γ(3)

y1y2 = 0

p2Γ
(2)
y1y1 + (1 + p1p2) Γ(2)

y1y2 + p1Γ
(2)
y2y2 + (p3 − p6 + p1p5 − p2p4) Γ(3)

y1y2

−p3p5Γ
(4)
y1y1 + (−p3p6 − p4p5) Γ(4)

y1y2 − p4p6Γ
(4)
y2y2 = 0

(1− p1p2) Γ(3)
y1y2 + (p2p3 − p5) Γ(4)

y1y1 + (p3 − p6 − p1p5 + p2p4) Γ(4)
y1y2

+(p4 − p1p6) Γ(4)
y2y2 + (p4p5 − p3p6) Γ(5)

y1y2 = 0

p2Γ
(4)
y1y1 + (1 + p1p2) Γ(4)

y1y2 + p1Γ
(4)
y2y2 + (p3 − p6 + p1p5 − p2p4) Γ(5)

y1y2

−p3p5Γ
(6)
y1y1 + (−p3p6 − p4p5) Γ(6)

y1y2 − p4p6Γ
(6)
y2y2 = 0

(1− p1p2) Γ(5)
y1y2 + (p2p3 − p5) Γ(6)

y1y1 + (p3 − p6 − p1p5 + p2p4) Γ(6)
y1y2

+(p4 − p1p6) Γ(6)
y2y2 + (p4p5 − p3p6) Γ(7)

y1y2 = 0,

(3.64)

où Γ(k)
yiyj = Γ(k)

yiyj (0). Notons que des simplifications ont été réalisées en tenant compte de la remarque
B.30. La résolution formelle (utilisant les bases de Gröbner, voir annexe D) du système (3.64) nous donne
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les deux vecteurs de paramètres p̂ et p̂′ suivants comme solutions

p̂ =
[
−2

5
,−1

5
,

1
20

,
3
10

,
4
15

,
1
10

]
,

p̂′=
[
−5,−5

2
,−4

3
,−1

2
,−1

8
,−3

4

]
,

correspondant aux coefficients des matrices Â0 et Â1. On vérifie aisément que ces solutions sont bien
des estimations de A0 et A1 (c’est-à-dire

(
Â0, Â1

)
∼ (A0,A1)).

En conclusion, les mélanges de sources de matrices d’autocorrélation distinctes sont séparables pour
le modèleM. Toutefois, un problème difficile reste ouvert. On peut le formuler en ces termes : A quelles
conditions sur les sources l’ensemble (3.64) conduit-il à une solution unique, ou bien, quand conduit-il à
des solutions dégénérées ?

3.2.4.2.2 Simulation Maintenant, intéressons-nous à un exemple numérique où les sources et les
observations sont liées par un mélange inversible linéaire de degré relatif un.

Considérons deux sources gaussiennes indépendantes et différentiables représentées sur les figures
3.27 et 3.28 (28000 échantillons avec une période d’échantillonage Te = 0.1).
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Figure 3.27 – Source u1 (t).
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Figure 3.28 – Source u2 (t).

Elles suivent le modèle
(

u1

u2

)
=

( −2 − 4
10

3
10 −3

)(
y1

y2

)
+

( − 3
10

6
10

−8
5 − 3

10

)(
ẏ1

ẏ2

)
. (3.65)

Les signaux observés sont représentés sur les figures 3.29 et 3.30.
La résolution du système (3.64) permet d’estimer les matrices Â0 et Â1 solutions. A l’aide d’une

méthode de Newton (voir annexe C), nous trouvons, pour de bonnes conditions initiales (presque toutes
marchent), les solutions

Â0 =
(

1 −0.6119
−0.0502 1

)
et Â1 =

( −0.3402 0.7047
0.5471 −0.0166

)
,
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Figure 3.29 – Observation y1 (t).
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Figure 3.30 – Observation y2 (t).

correspondant aux sources estimées û représentées en superposition avec les sources réelles sur les fi-
gures 3.31 et 3.32.

Au premier regard, ces résultats peuvent sembler mauvais. En effet, les paramètres estimés des ma-
trices Â0 et Â1 ne correspondent pas aux solutions exactes. Cependant, on peut voir, sur les figures 3.31
et 3.32, que les sources sont bien retrouvées à un facteur d’échelle près. En effet, la forme d’onde des
signaux est conservée.
Notons toutefois un effet "transitoire" (sur les sources estimées) probablement dû à l’erreur d’estimation
des paramètres du système de séparation (qui, rappelons le, est dynamique).
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Figure 3.31 – Superposition de la source u1 (t) et de la source estimée û1 (t).
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Figure 3.32 – Superposition de la source u2 (t) et de la source estimée û2 (t).

Remarque 3.18. Dans ce paragraphe, nous avons utilisé une méthode de Newton pour la résolution.
Les techniques par intervalles (SIVIA ou OPTICRIT) s’avérent peu fructueuses pour ce problème en
raison tout d’abord des occurences multiples des paramètres dans (3.64), ne permettant pas d’obtenir
une fonction d’inclusion "efficace", puis de la complexité induite par la dimension du problème (ici
6). En effet, il faut obtenir un sous-pavage d’un espace de dimension six. Pour ces deux raisons, nous
avons choisi la méthode de Newton (malgré ses inconvénients cités dans l’annexe C) afin d’éviter toute
explosion combinatoire des algorithmes par intervalles présentés. Cependant, il existe des techniques
ensemblistes plus raffinées, non présentées dans cette thèse, permettant de traiter des problèmes en
grande dimension. Le lecteur intéressé pourra se référer à [54].

3.2.4.3 Exploitation des décalages temporels de la matrice d’autocorrélation

Dans ce paragraphe, nous allons exploiter les décalages temporels de la matrice d’autocorrélation
des sorties afin d’utiliser des équations d’estimation différentes. La démarche est similaire à celle du
paragraphe 3.2.4.1 dans lequel nous avons utilisé les dérivées successives de la matrice d’autocorrélation
des sorties.

En considérant uniquement les décalages temporels (i.e. en posant l’ordre de dérivation k nul) dans
les équations (3.57), on obtient les équations d’estimation suivantes

∀τ ∈ R,d

(
r∑

i,j=0
(−1)j ÂiΓ

(i+j)
y,y (τ)ÂT

j

)
= 0. (3.66)

Les équations d’estimation (3.66) possèdent n2 (r + 1)−n inconnues et autant d’équations que l’on veut
(i.e. ∀τ ∈ R). Nous sélectionnons donc une partie de ces équations, par exemple celles faisant intervenir
les plus petits décalages temporels.

La résolution des équations d’estimation (3.66) permet d’obtenir les matrices Âi, i = 0, . . . , r, qui
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reconstruisent des sources estimées û par

û (t) =
r∑

i=0

Âiy(i) (t) .

Nous proposons ci-après un exemple simple illustrant le système d’équations (3.66).

Exemple 3.19. Soit
u (t) = A0y (t) + A1ẏ (t) ,

un système inversible linéaire de degré relatif 1. Les équations d’estimation (3.66) pour un tel mélange
sont

∀τ ∈ R,

d
(
Â0Γy,y (τ)ÂT

0 − Â0Γ
(1)
y,y (τ)ÂT

1 + Â1Γ
(1)
y,y (τ)ÂT

0 − Â1Γ
(2)
y,y (τ)ÂT

1

)
= 0.

(3.67)

Elles relient les 2n2−n coefficients des matrices Â0 et Â1. Pour n = 2, le développement des équations
(3.67) nous donne, pour τ = 0 puis τ = 1,

p2Γy1y1 (0) + (1 + p1p2) Γy1y2 (0) + p1Γy2y2 (0)
+ (p3 − p6 + p1p5 − p2p4) Γ(1)

y1y2 (0)− p3p5Γ
(2)
y1y1 (0)

+ (−p3p6 − p4p5) Γ(2)
y1y2 (0)− p4p6Γ

(2)
y2y2 (0) = 0

Γy1y2 (1) + p1Γy2y2 (1) + p3Γ
(1)
y1y2 (1) + p4Γ

(1)
y2y2 (1)

+p2 (Γy1y1 (1) + p1Γy1y2 (−1)) + p2

(
−p4Γ

(1)
y1y2 (−1) + p3Γ

(1)
y1y1 (1)

)

+p6

(
−Γ(1)

y1y2 (1)− p1Γ
(1)
y2y2 (1)

)
+ p6

(
−p3Γ

(2)
y1y2 (1)− p4Γ

(2)
y2y2 (1)

)

+p5

(
+p1Γ

(1)
y1y2 (−1)− Γ(1)

y1y1 (1)
)

+ p5

(
−p3Γ

(2)
y1y1 (1)− p4Γ

(2)
y1y2 (−1)

)
= 0

(3.68)

Le développement des équations (3.67) pour des décalages τ supérieurs se fait de manière similaire.

Simulation
Reprenons la simulation numérique du paragraphe 3.2.4.2.2. Nous proposons ici d’estimer les ma-

trices Â0 et Â1 telles que
û(t) = Â0y(t) + Â1ẏ(t) ∈M, (3.69)

en exploitant uniquement les décalages temporels de la matrice d’autocorrélation des sorties. La réso-
lution du système (3.68), par un algorithme de Newton, nous donne les estimations suivantes pour les
matrices Â0 et Â1 :

Â0 =
(

1 −0.9219
0.0777 1

)
et Â1 =

( −0.4452 −0.3900
−0.1189 −0.3115

)
.

Les superpositions des sources réelles u?(t) et des sources estimées û(t) = Â0y(t) + Â1ẏ(t) corres-
pondantes sont représentées sur les figures 3.33 et 3.34.

De même que précédemment, les paramètres estimés ne sont pas satisfaisants, toutefois nous consta-
tons sur les figures 3.33 et 3.34 que la forme d’onde des sources est conservée et qu’ainsi elles sont
retrouvées à un facteur d’échelle près.
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Figure 3.33 – Superposition de la source estimée û1 (t) et de la source réelle u?
1 (t).
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Figure 3.34 – Superposition de la source estimée û2 (t) et de la source réelle u?
2 (t).

3.2.5 Synthèse

Dans cette partie sur les systèmes inversibles linéaires, nous avons présenté une méthode de sépara-
tion à l’ordre deux basée sur les décalages temporels ou les dérivées successives de la matrice d’autocor-
rélation des sorties.

Comme le montrent les simulations, l’estimation des matrices Ai est complexe du fait de l’erreur
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d’estimation introduite par l’opérateur bar. Cependant, les sources û (t) estimées fournissent une ap-
proximation convenable de u (t). A noter que nous nous sommes placés dans un contexte difficile où
l’on dispose d’autant d’équations que d’inconnues. Bien évidemment, il est possible d’exploiter des
équations supplémentaires qui utilisent davantage de décalages temporels ou de dérivées de la matrice
d’autocorrélation Γy,y(τ).
Une étude de la robustesse reste à réaliser afin de vérifier que l’estimation des matrices Ai peut être
améliorée lorsque le nombre d’équations considérées est plus important.

Nous avons présenté une méthode de résolution élémentaire, toutefois, il serait intéressant de recher-
cher des estimateurs efficaces et consistants afin de perfectionner la méthode. Il peut être envisageable
d’exploiter les travaux [9] sur les mélanges linéaires convolutifs pour obtenir des techniques de sépara-
tion plus efficaces (comme par exemple l’algorithme SOBI convolutif). Cette piste reste à explorer.

En perspective, il serait intéressant de vérifier que la démarche proposée se généralise bien pour la
séparation de mélanges inversibles non linéaires. On pourrait ainsi étudier des mélanges non linéaires
inversibles obtenus en considérant le développement de Taylor de la fonction ψ à l’ordre deux. Par
exemple, pour un mélange inversible de degré relatif 0 de deux sources (n = 2), on obtient :

u(t) = ψ (y)

= A0y(t) + B0y2(t),

où le vecteur u (t)= (u1 (t) , u2 (t))T est inconnu, les matrices A0 = (aij)i,j et B0 = (bij)i,j sont

inconnues et les vecteurs y (t) = (y1(t), y2(t))
T et y2(t) =

(
y2
1(t), y1(t)y2(t), y2

2(t)
)T sont connus.

En développant, on a
(

u1

u2

)
=

(
a11y1 + a12y2 + b11y

2
1 + b12y1y2 + b13y

2
2

a21y1 + a22y2 + b21y
2
1 + b22y1y2 + b23y

2
2

)
.

Toutefois, du fait de l’apparition de termes non linéaires dans le modèle de mélange, l’utilisation des
statistiques d’ordre supérieur à deux est induite et par conséquent, la séparation de signaux gaussiens (au
moins deux) risque d’être impossible.

Un début de réponse à ces questions sera fourni dans le chapitre suivant qui s’intéresse à l’identifia-
bilité en aveugle de systèmes principalement non linéaires.





CHAPITRE 4
Estimation aveugle de

paramètres pour des
systèmes inversibles

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au problème d’estimation de paramètres en aveugle, c’est-
à-dire lorsque les entrées ne sont pas observées [1]. Nous verrons que ce problème présente de fortes
analogies avec le problème de séparation de sources étudié dans le chapitre 3. Nous limitons notre étude
à la classe des systèmes inversibles qui, comme nous l’avons déjà évoqué, modélisent un grand nombre
de phénomènes physiques.

L’objectif de ce dernier chapitre est de répondre à la question suivante : est-il possible, moyennant
des hypothèses statistiques sur les entrées, d’identifier en aveugle les paramètres d’un système inversible
paramétré ? La notion induite sera appelée identifiabilité en aveugle. Nous montrerons qu’en théorie,
pour une sous-classe particulière de systèmes inversibles nommés systèmes inversibles découplés, le
problème d’estimation de paramètres en aveugle peut être résolu grâce à l’analyse par intervalles. Notre
démarche sera illustrée à l’aide d’exemples concrets.

Avant de présenter notre méthode de résolution et les notions qu’elle requiert, nous commençons par
décrire le problème auquel nous nous intéressons dans ce chapitre.

4.1 Problématique

Considérons un système inversible paramétré de degré relatif r

u (t) = ψ
(
p,y (t) , ẏ (t) , . . . ,y(r−1) (t) ,y(r) (t)

)
, (4.1)

où
– t ∈ R est le temps,
– le vecteur d’entrées u ∈ Sn (avec S, ensemble des signaux aléatoires stationnaires, ergodiques et

lisses) est inconnu,
– la i-ième dérivée y(i) ∈ (

RR
)n du vecteur de sorties y est connue (consulter l’annexe E pour

différentes méthodes d’estimation des dérivées d’un signal aléatoire),
– le vecteur de paramètres p ∈ P = Rnp est inconnu,
– la fonction analytique ψ définie surP×(

RR
)n(r+1) à valeurs dans

(
RR

)n est connue, à l’exception
bien sûr du vecteur de paramètres p.

Nous posons uniquement quelques hypothèses statistiques sur les signaux d’entrées inconnues, par
exemple l’indépendance ou la gaussianité de u, et notons M le modèle d’entrées correspondant à ces
hypothèses.

91
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Le problème d’estimation de paramètres en aveugle consiste à estimer le vecteur de paramètres
inconnu p à partir des signaux observés y en exploitant les hypothèses statistiques du modèle M. Au-
trement dit, étant donné le système inversible (4.1) et un modèle statistique M, le problème consiste à
caractériser l’ensemble des paramètres solutions suivant :

{
p ∈ P|ψ

(
p,y (t) , . . . , ,y(r) (t)

)
∈M

}
. (4.2)

Dans un premier temps, nous traduisons en terme d’équations (d’estimation) les hypothèses statis-
tiques sur le vecteur d’entrées grâce aux fonctions d’estimation [20]. Nous définissons à cette occasion
une nouvelle algèbre nommée algèbre des moments d’un signal. Ensuite, nous présentons la démarche
que nous avons adoptée pour résoudre le problème d’estimation de paramètres.

4.1.1 Equations d’estimation

Dans ce paragraphe, nous présentons tout d’abord quelques propriétés des moments d’un vecteur de
signaux aléatoires puis, précisons la notion de fonction d’estimation fortement liée à celle d’équations
d’estimation du paragraphe 3.2.1.1.3.

4.1.1.1 Algèbre des moments

Soit un vecteur u (.) = (u1 (.) , . . . , un (.))T de n signaux aléatoires quelconques, on appelle Mu

l’ensemble des moments du signal u (.), dans la mesure où ces derniers sont définis.
Dans ce chapitre, nous considérons uniquement les signaux aléatoires u (.) ∈ Sn (stationnaires, ergo-
diques et lisses), toutefois les résultats présentés se généralisent sans difficulté à tous les signaux aléa-
toires pourvu que leurs moments soient définis.

Tous les éléments de l’ensemble Mu sont des fonctions de u (.) que nous noterons µ (u) . Par
exemple, µ : u (.) → E (u1) est un moment de Mu.
Rappelons que, d’après la définition A.72 (page 154), un moment vérifie les propriétés suivantes :

µ (u) ∈Mu =⇒ ∀a, b ∈ R, aµ (u) + b ∈Mu,

{
µ1 (u) ∈Mu

µ2 (u) ∈Mu
=⇒ µ1 (u) + µ2 (u) ∈Mu.

(4.3)

Voici quelques exemples d’éléments de Mu.

Exemple 4.1. Soit u (.) = (u1 (.) , u2 (.))T un vecteur de deux signaux aléatoires. Pour τ ∈ R fixé, on
a :

µ1 (u) = E (u1 (t) u2 (t− τ)) ∈Mu,
µ2 (u) = E

(
u3

1

) ∈Mu,
µ3 (u) = E (

...
u2) ∈Mu.

Alors que
E (u1 (t) u2 (t− τ))2 6∈ Mu,

puisque c’est le carré d’un moment de u.
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Illustrons les propriétés (4.3). On a bien

∀a, b ∈ R, aE (u1) + b = E (au1 + b) ∈Mu,

E (u1) + E (u2) = E (u1 + u2) ∈Mu.

En remarquant queMu n’est pas stable par produit (E (u1)×E (u2) 6∈ Mu), nous introduisons une
nouvelle algèbre.

Définition 4.2 (Algèbre des moments). L’algèbre des moments de u (.), notée Au, est l’ensemble des
fonctions induites par la règle suivante :

{
µ1 (u) ∈Mu

µ2 (u) ∈Mu
=⇒ µ1 (u)× µ2 (u) ∈ Au. (4.4)

Ainsi définie, l’algèbre Au des moments de u (.) contient l’ensemble Mu des moments de u (.) et tous
les produits d’éléments de Mu.

4.1.1.2 Fonction d’estimation

Par analogie avec [20], on définit une fonction d’estimation comme une fonction vectorielle dont
chaque composante appartient à l’algèbre des moments introduite précédemment. Plus formellement, on
a la définition suivante :

Définition 4.3 (Fonction d’estimation). Une fonction d’estimation est une fonction

h :
{ Sn → Rq

u (.) → h (u) = (h1 (u) , . . . , hq (u))T ,

avec
∀i, hi ∈ Au,

où Au est l’algèbre des moments de u (.).

Exemple 4.4. La fonction

h :
{ S2 → R

(u1 (.) , u2 (.)) → E (u1u2)−E (u1) E (u2)
(4.5)

est une fonction d’estimation.

Ces fonctions sont construites de façon à s’annuler lorsque les hypothèses statistiques du modèle
d’entrées sont satisfaites. Par exemple, si les signaux d’entrées u1 et u2 sont supposés décorrélés, la
fonction d’estimation (4.5) peut être utilisée.

On voit clairement apparaître l’utilité des fonctions d’estimation. Elles permettent de traduire les
hypothèses statistiques sur les entrées u en équations (d’estimation) du type h (u) = 0. Ainsi, pour
chaque modèle d’entréesM, nous allons construire une fonction d’estimation h adaptée telle que

u ∈M =⇒ h (u) = 0. (4.6)
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Remarque 4.5. L’idéal serait de construire une fonction d’estimation h telle que

u ∈M⇐⇒ h (u) = 0.

Cette équivalence est possible, toutefois, dans la pratique, nous avons décidé de l’abandonner puis-
qu’elle est excessivement coûteuse. En effet, si on suppose l’indépendance, respectivement la gaussianité,
des entrées, cela revient à vérifier une infinité d’équations (voir définition B.37 page 177, respectivement
définition B.52 page 183) et donc à choisir une fonction d’estimation de dimension infinie.

Grâce aux fonctions d’estimation, le problème d’estimation de paramètres en aveugle se formalise
comme suit. Etant donné un système inversible u = ψ

(
p,y (t) , . . . , ,y(r) (t)

)
et une fonction d’esti-

mation h qui vérifie (4.6) pour un modèle d’entréesM fixé, il s’agit de caractériser l’ensemble

P =
{
p ∈ P|h

(
ψ

(
p,y (t) , . . . , ,y(r) (t)

))
= 0

}
. (4.7)

4.1.2 Fil conducteur

Nous proposons dans ce chapitre une nouvelle méthodologie pour résoudre le problème d’estimation
de paramètres en aveugle pour des systèmes inversibles, linéaires ou non. Remarquons d’ores et déjà
qu’une fois l’estimation de p effectuée, u est alors connu via l’égalité (4.1). En ce sens, le problème
d’estimation de paramètres en aveugle est proche du problème de séparation aveugle de sources qui
consiste à estimer les signaux d’entrées u inconnus grâce à des hypothèses statistiques sur ces derniers.
Ceci explique que les méthodes proposées dans ce chapitre présentent des similitudes avec celles utilisées
dans le chapitre 3 pour résoudre le problème de séparation de sources.

Dans un premier temps, nous nous intéressons à certaines propriétés des systèmes inversibles. Nous
rappelons d’abord quelques résultats sur l’identifiabilité structurelle [90] qui caractérise, connaissant
les entrées et les sorties, les chances de succès de l’estimation de paramètres. En effet, avant même de
résoudre de manière numérique le problème d’estimation des paramètres, se pose la question de l’unicité
des paramètres solutions. Par exemple, si on considère le système paramétré

u = p1p2y,

il est clair que connaissant l’entrée u et la sortie y, les paramètres p1 et p2 ne peuvent être estimés. Seul
le produit p1p2 est "identifiable".

Puis, par analogie avec l’identifiabilité structurelle, nous définissons la notion d’identifiabilité en
aveugle, c’est-à-dire la possibilité d’estimer les paramètres p en exploitant uniquement les sorties et le
modèle statistiqueM supposé pour les entrées u.

Ensuite, nous construisons des fonctions d’estimation pour un modèle d’entrées M donné. Notons
d’ores et déjà que nous n’étudions en détails les fonctions d’estimation que pour deux types de modèle
d’entrées : le modèle indépendant et le modèle gaussien.

Enfin, nous proposons des exemples illustrant notre démarche et terminons par l’estimation en aveugle
des paramètres d’un système en automatique : le système des bacs d’eau.

4.2 Identifiabilité

Nous noterons M (.) la structure choisie pour un système paramétré et M (p) le système particulier
obtenu en donnant aux paramètres la valeur p (voir figure 4.1).
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Figure 4.1 – Système entrées-sorties de structure M (p) .

Par exemple, dans le cas d’un système inversible, on note

M (p) : u = ψ
(
p,y, . . . ,y(r)

)
. (4.8)

Maintenant, il est important d’étudier les propriétés du système de modèle M (.) le plus indépen-
damment des valeurs prises par ses paramètres. Nous pourrons ainsi, avant même le recueil des données,
détecter d’éventuels problèmes pouvant apparaître lors de l’identification.

Deux propriétés sont particulièrement importantes dans le contexte de l’estimation de paramètres en
aveugle :

– L’identifiabilité structurelle telle qu’elle est présentée par Walter dans [90].
– L’identifiabilité en aveugle, que nous présentons dans cette section, correspondant à une extension

de l’identifiabilité structurelle dans le cas où les entrées du modèle de la figure 4.1 sont inconnues.
Dans un premier temps, nous rappelons le concept d’identifiabilité structurelle d’un système paramé-

tré. Puis, par analogie, nous définissons l’identifiabilité en aveugle d’un système paramétré, c’est-à-dire
la possibilité de retrouver ses paramètres sans connaître ses entrées.

4.2.1 Identifiabilité structurelle

Dans ce paragraphe, nous présentons l’identifiabilité structurelle définie par Walter et Pronzato. Les
résultats de ce paragraphe sont tous issus ou inspirés de [90].

Précisons tout d’abord qu’une propriété est dite structuelle si elle est vraie pour presque toutes les va-
leurs des paramètres, et éventuellement fausse sur un sous-ensemble de mesure nulle de l’espace d’iden-
tification P .

4.2.1.1 Notion d’identifiablité structurelle

Considérons un processus décrit par un modèle M (.) dont on souhaite estimer les paramètres idéaux
p?. On se place dans le cadre idéal où les données sont non bruitées et où les entrées peuvent être choisies
librement. Dans ces conditions, il est toujours possible de trouver un vecteur de paramètres p̂ (il suffit de
prendre p̂ = p?) de sorte que

M (p̂) = M (p?) , (4.9)

c’est-à-dire que le comportement entrée-sortie du système de modèle M (.) est identique pour p? et p̂
pour toute entrée en tout temps.
Se pose maintenant le problème d’unicité du vecteur de paramètres p̂ solution. Autrement dit, nous
souhaitons savoir si l’égalité (4.9) entraîne forcément l’égalité des paramètres p̂ et p?.

Définition 4.6 (Identifiabilité structurelle d’un paramètre). Considérons un vecteur de paramètres

p =
(
p1, . . . , pnp

) ∈ P .

Le paramètre pi est dit structurellement globalement identifiable si, pour presque tout p? ∈ P ,

M (p̂) = M (p?) =⇒ p̂i = p?
i . (4.10)
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Le paramètre pi est dit structurellement non identifiable si, pour presque tout p? ∈ P , il existe un
ensemble non dénombrable de valeurs p̂i telles que M (p?) = M (p̂).
Le paramètre pi est dit structurellement localement identifiable si, pour presque tout p? ∈ P , il existe un
ensemble dénombrable de valeurs p̂i telles que M (p?) = M (p̂).

Nous verrons sur un exemple concret (voir remarque 4.9) la nécessité de la restriction pour presque
tout p?.

Par extension de l’identifiabilité structurelle d’un paramètre se définit l’identifiabilité structurelle
d’un système paramétré.

Définition 4.7 (Identifiabilité structurelle d’un système). Le système paramétré M (.) est dit structurel-
lement globalement identifiable si, pour presque tout p? ∈ P ,

M (p?) = M (p̂) =⇒ p̂ = p?. (4.11)

Le système paramétré M (.) est dit structurellement non identifiable si au moins un paramètre pi est
structurellement non identifiable.

Remarque 4.8. Certains paramètres d’un modèle structurellement non identifiable peuvent parfaitement
être structurellement globalement identifiables. Nous aurons l’occasion de l’observer dans l’exemple du
paragraphe 4.2.1.2.

Il existe différentes méthodes pour tester algébriquement l’identifiabilité structurelle d’un système
paramétré. Nous allons illustrer l’une d’elles sur un exemple. Il s’agit d’une méthode, appelée approche
par transformation de Laplace, qui s’applique aux systèmes de modèles d’état stationnaires linéaires
en entrées1. Elle consiste à établir la fonction de transfert H (p) du système considéré et à résoudre
l’équation

H (p?) = H (p̂) , (4.12)

d’inconnue p̂. Ainsi, si, pour presque tout p?, l’équation 4.12 admet
– une solution unique pour p̂ (= p?), alors le système est structurellement globalement identifiable.
– un ensemble dénombrable de solutions, alors le système est structurellement localement identi-

fiable.
– un ensemble non dénombrable de solutions, alors le système est structurellement non identifiable.
Pour davantage de détails concernant les techniques de vérification de l’identifiabilité structurelle

d’un système et, particulièrement celle que nous illustrons ci-après, le lecteur pourra consulter [42] et
[90].

4.2.1.2 Exemple

L’exemple que nous proposons maintenant est tiré de [42]. Nous considérons le système suivant :




ẋ1 = − (p1 + p2)x1 + p3x2+u
ẋ2 = p1x1 − p3x2

y = x2.
(4.13)

1Un modèle est linéaire en entrées si

∀λ1, λ2 ∈ R, y (p,λ1u1 + λ2u2) = λ1y (p,u1) + λ2y (p,u2) .
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Après transformation de Laplace, les équations (4.13) définissant le système s’écrivent




(s + p1 + p2) x1 (s) = p3x2 (s)+u (s)
(s + p3) x2 (s) = p1x1 (s)
y (s) = x2 (s)

(4.14)

En éliminant x1 et x2 dans le système (4.14), on obtient

(s + p1 + p2) (s + p3) y (s) = p1p3y (s) + p1u (s) , (4.15)

ce qui nous permet d’obtenir la fonction de transfert suivante

H (s,p) =
p1

s2 + s (p1 + p2 + p3) + p2p3
. (4.16)

La relation (4.12) se traduit donc par le système d’équations en p̂ suivant :




p̂1 = p?
1

p̂2 + p̂3 = p?
2 + p?

3

p̂2p̂3 = p?
2p

?
3

(4.17)

qui possède deux solutions

p̂1 = (p?
1, p

?
2, p

?
3)

p̂2 = (p?
1, p

?
3, p

?
2) .

Ainsi, le paramètre p1, qui prend la même valeur dans les deux solutions, est structurellement globale-
ment identifiable, alors que les paramètres p2 et p3, qui prennent des valeurs différentes, sont seulement
structurellement localement identifiables. Autrement dit, à partir de données (les entrées et les sorties)
non bruitées, on peut retrouver la valeur exacte du paramètre p1, mais pour chacun des paramètres p2 et
p3, on obtiendra deux valeurs possibles et, sans information a priori, on ne pourra savoir laquelle est la
bonne.

Remarque 4.9. Cet exemple montre l’intérêt de la précision "pour presque toute valeur de p?" dans les
définitions précédentes. En effet, d’après l’expression (4.16), on voit nettement que si p?

1 = 0, la sortie est
nulle, quelle que soit l’entrée. Dans ce cas, p2 et p3 sont non identifiables cependant, étant donné que la
mesure de l’ensemble {p?|p?

1 = 0} est nulle, on considère tout de même p2 et p3 comme structurellement
localement identifiables.

4.2.1.3 Cas particulier des systèmes inversibles

Nous nous intéressons un court paragraphe à l’identifiabilité structurelle dans le cas des systèmes
inversibles. La définition 4.7 de l’identifiabilité structurelle devient :

Définition 4.10. Pour y ∈ (
RR

)n fixé, le système inversible paramétré

u = ψ
(
p,y, . . . ,y(r)

)

est structurellement globalement identifiable si pour presque tout p? ∈ P ,

ψ
(
p̂,y, . . . ,y(r)

)
= ψ

(
p?,y, . . . ,y(r)

)
=⇒ p̂ = p?. (4.18)
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Remarque 4.11. Cette définition de l’identifiabilité structurelle pour une sortie y fixée peut s’étendre
naturellement à toutes les sorties y. Il faudrait alors vérifier la condition (4.18) pour presque tout p ∈ P
et aussi "pour presque tout y ∈ (

RR
)n". Cependant, il convient de vérifier au préalable que

(
RR

)n est
un espace mesurable, ce qui ne semble pas trivial.

Dans le cas des systèmes inversibles, l’identifiabilité structurelle devient relativement simple à tester,
même pour des systèmes non linéaires comme le montre l’exemple suivant. En effet, il n’est plus né-
cessaire d’utiliser une approche spécifique (par exemple l’approche par transformation de Laplace qui,
rappelons le, est uniquement valable pour des systèmes linéaires en entrées).

Exemple 4.12. Considérons le modèle
{

u1 = − (p1 + p2) y1+p4 sin(y2) + p3ẏ2

u2 = p1p2ẏ1 − p3y2.

La relation ψ
(
p?,y, . . . ,y(r)

)
= ψ

(
p̂,y, . . . ,y(r)

)
se traduit par le système d’équations en p̂ suivant





(p?
1 + p?

2) = (p̂1 + p̂2)
p?
4 = p̂4

p?
3 = p̂3

p?
1p

?
2 = p̂1p̂2,

qui possède une infinité de solutions. On constate que les paramètres p3 et p4 sont structurellement
globalement identifiables alors que les deux autres paramètres, p1 et p2, sont structurellement non iden-
tifiables.

Dans ce paragraphe, le concept d’identifiabilité structurelle [90] a été introduit. Nous avons présenté
une méthode de test d’identification structurelle sur deux exemples simples. Toutefois, dans la pratique,
la vérification de l’identifiabilité structurelle des paramètres d’un système est souvent très complexe et
réclame des manipulations algébriques conséquentes. L’utilisation du calcul formel est alors requise (voir
annexe D). Dans le cas des systèmes paramétrés non linéaires, l’identifiabilité structurelle est souvent
impossible à vérifier tant les calculs sous-jacents sont complexes.

4.2.2 Identifiabilité en aveugle

Nous allons maintenant nous intéresser à l’extension des résultats de la section précédente pour le
problème d’estimation de paramètres en aveugle et définir le concept, nouveau, d’identifiabilité (struc-
turelle) en aveugle. Pour des raisons de simplicité, nous présentons ce concept uniquement pour des
systèmes paramétrés inversibles, toutefois, il se généralise pour tous les systèmes paramétrés.

Notons d’ores et déjà, que comme pour l’identifiabilité structurelle, il sera en pratique difficile de
tester par avance l’identifiabilité en aveugle. Nous l’illustrons néanmoins sur des exemples simples.

4.2.2.1 Définitions

Considérons un système paramétré inversible de la forme

u = ψ
(
p,y, ẏ, . . . ,y(r)

)
(4.19)

etM un modèle statistique pour u (u ∈M).
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Définition 4.13 (Identifiabilité en aveugle d’un paramètre). Considérons un vecteur de paramètres

p =
(
p1, . . . , pnp

) ∈ P .

Pour y ∈ (
RR

)n fixé, le paramètre pi est dit (structurellement globalement) identifiable en aveugle selon
le modèle d’entréeM si, pour presque tout p? ∈ P ,

{
ψ

(
p?,y, . . . ,y(r)

) ∈M
ψ

(
p̂,y, . . . ,y(r)

) ∈M =⇒ p̂i = p?
i . (4.20)

Étendons cette définition au cas des systèmes paramétrés.

Définition 4.14 (Identifiabilité en aveugle d’un système paramétré). Pour y ∈ (
RR

)n fixé, le système
inversible

u = ψ
(
p,y, ẏ, . . . ,y(r)

)

est (structurellement globalement) identifiable en aveugle selon le modèle d’entrée M si, pour presque
tout p? ∈ P , {

ψ
(
p?,y, . . . ,y(r)

) ∈M
ψ

(
p̂,y, . . . ,y(r)

) ∈M =⇒ p̂ = p?. (4.21)

ce qui équivaut à {
ψ

(
p?,y, . . . ,y(r)

) ∈M
ψ

(
p̂,y, . . . ,y(r)

) ∈M =⇒ û = u?. (4.22)

En d’autres termes, un système est identifiable en aveugle si on peut trouver un seul vecteur de
paramètres p̂ (= p?) tel que û = ψ

(
p̂,y, ẏ, . . . ,y(r)

) ∈M.

Remarque 4.15. Par analogie avec la remarque 4.11, l’identifiabilité en aveugle peut s’étendre "pour
presque tout y". Par la suite, nous avons choisi, par souci de clarté, de ne plus noter "pour y fixé".

Notons que la notion d’identifiabilité en aveugle est définie relativement à un modèle d’entréesM.

Remarque 4.16. Contrairement aux systèmes inversibles séparables selon le modèle M (voir para-
graphe 3.2.2.2 page 63), pour lesquels il existe un ensemble de paramètres solutions (tous ceux qui sont
en relation avec p), signalons que pour les systèmes inversibles identifiables en aveugle selon le modèle
M, il existe, par définition, un unique vecteur p̂ (= p?) ∈ P solution tel que û ∈M.

Proposition 4.17. Si le système inversible paramétré

u = ψ
(
p,y, ẏ, . . . ,y(r)

)

est identifiable en aveugle selon le modèle d’entréesM alors il est séparable selonM.

Démonstration. Par définition de l’identifiabilité en aveugle, on a, pour presque tout p? ∈ P ,
{

ψ
(
p?,y, . . . ,y(r)

) ∈M
ψ

(
p̂,y, . . . ,y(r)

) ∈M =⇒ p̂ = p?.

Par définition de la classe d’équivalence ∼ qui conserve la forme d’onde (voir paragraphe 3.2.2.1 page
62), on a

p̂ = p? =⇒ p̂ ∼ p?.
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Donc, pour presque tout p? ∈ P ,
{

ψ
(
p?,y, . . . ,y(r)

) ∈M
ψ

(
p̂,y, . . . ,y(r)

) ∈M =⇒ p̂ ∼ p?.

Ainsi, u = ψ
(
p,y, ẏ, . . . ,y(r)

)
est séparable selonM.

De la même façon, on a le résultat suivant.

Proposition 4.18. Si le système inversible paramétré

u = ψ
(
p,y, ẏ, . . . ,y(r)

)

est identifiable en aveugle pour le modèleM alors il est structurellement (globalement) identifiable.

Démonstration. Par définition de l’identifiabilité en aveugle selonM, on a, pour presque tout p? ∈ P ,
{

ψ
(
p?,y, . . . ,y(r)

) ∈M
ψ

(
p̂,y, . . . ,y(r)

) ∈M =⇒ p̂ = p?. (4.23)

Sachant que ψ
(
p?,y, ẏ, . . . ,y(r)

) ∈M, on a

ψ
(
p?,y, ẏ, . . . ,y(r)

)
= ψ

(
p̂,y, ẏ, . . . ,y(r)

)
=⇒ ψ

(
p̂,y, ẏ, . . . ,y(r)

)
∈M,

d’où, d’après (4.23), pour presque tout p? ∈ P ,

ψ
(
p?,y, ẏ, . . . ,y(r)

)
= ψ

(
p̂,y, ẏ, . . . ,y(r)

)
=⇒ p̂ = p?,

c’est-à-dire que u = ψ
(
p,y, ẏ, . . . ,y(r)

)
est structurellement identifiable.

Remarque 4.19. Il existe des systèmes structurellement identifiables qui ne sont pas identifiables en
aveugle (voir exemple 4.23).

Nous pouvons maintenant rechercher des conditions d’identifiabilité en aveugle.

4.2.2.2 Conditions d’identifiabilité en aveugle

Pour les systèmes inversibles paramétrés, nous proposons des critères d’identifiabilité en aveugle
des paramètres. Ces critères sont complexes et par conséquent, difficilement vérifiables dans la pratique,
mais sur des cas particuliers relativement simples, nous verrons qu’ils ont tout de même un intérêt.

SoitM un modèle d’entrées, l’ensemble des transformations associées àM, noté TM, est défini par

TM =
{

τ :
{ (

RR
)n → (

RR
)n

u 7→ τ (u)
|u ∈M =⇒ τ (u) ∈M

}
.

Autrement dit, TM est l’ensemble des transformations conservant le modèle d’entréeM. Dans la pratique,
les ensembles TM sont excessivement complexes à caractériser. On ne connaît bien souvent qu’un sous-
ensemble de TM.
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Exemple 4.20. D’après la proposition B.54 (page 184), l’ensemble TGs des transformations associées
au modèle d’entrées gaussiennes vérifie

Ln ⊂ TGs .

D’après la proposition B.39 (page 178), l’ensemble TIs des transformations associées au modèle d’en-
trées indépendantes vérifie

Fn ⊂ TIs .

Théorème 4.21. Considérons le système inversible

u = ψ
(
p,y, . . . ,y(r)

)
(4.24)

et un modèle d’entrée M (u ∈ M). Soit TM l’ensemble des transformations associées à M. Le système
(4.24) est identifiable en aveugle selonM si et seulement si, pour presque tout p? ∈ P ,

τ
(
ψ

(
p?,y, . . . ,y(r)

))
= ψ

(
p̂,y, . . . ,y(r)

)
=⇒ p̂ = p?, (4.25)

avec τ ∈ TM.

Démonstration. (=⇒) Supposons que, pour presque tout p? ∈ P
{

ψ
(
p?,y, . . . ,y(r)

) ∈M
ψ

(
p̂,y, . . . ,y(r)

) ∈M =⇒ p̂ = p?. (4.26)

Or, ψ
(
p?,y, . . . ,y(r)

) ∈M, donc par définition de TM, on a

∀τ ∈ TM, τ
(
ψ

(
p?,y, . . . ,y(r)

))
∈M.

Ainsi, on a
τ

(
ψ

(
p?,y, . . . ,y(r)

)
= ψ

(
p̂,y, . . . ,y(r)

))
=⇒ p̂ = p?.

(⇐=) Supposons que, pour presque tout p? ∈ P ,

τ
(
ψ

(
p?,y, . . . ,y(r)

))
= ψ

(
p̂,y, . . . ,y(r)

)
=⇒ p̂ = p?, (4.27)

avec τ ∈ TM. On a :
{

ψ
(
p?,y, . . . ,y(r)

) ∈M
ψ

(
p̂,y, . . . ,y(r)

) ∈M =⇒ ∃τ ∈ TM, τ
(
ψ

(
p?,y, . . . ,y(r)

))
= ψ

(
p̂,y, . . . ,y(r)

)
=⇒ p̂ = p?.

(4.28)
Donc le système est identifiable en aveugle selonM.

L’identifiabilité en aveugle consiste à vérifier, pour toutes les fonctions τ associées aux modèle d’en-
tréesM vérifiant

τ
(
ψ

(
p?,y, . . . ,y(r)

))
= ψ

(
p̂,y, . . . ,y(r)

)
,

qu’on a bien l’égalité p̂ = p?.
Dans le cas des modèles d’entrées gaussiennes ou indépendantes, évoqués dans l’exemple 4.20, ce

théorème est difficilement applicable dans la mesure où seul un sous-ensemble (Ln ou Fn) de trans-
formations inclus dans TM est connu. Toutefois, comme nous allons le voir dans les deux paragraphes
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suivants, pour les modèles gaussiens et indépendants, il "semble" (résultat non formellement démontré)
inutile de considérer toutes les transformations de TM.

Commençons par remarquer que peu de fonctions τ ∈ TM permettent d’obtenir l’égalité

τ
(
ψ

(
p?,y, . . . ,y(r)

))
= ψ

(
p̂,y, . . . ,y(r)

)
, (4.29)

c’est-à-dire que l’influence de la fonction τ ∈ TM peut rarement être "absorbée" par la fonction ψ
moyennant un changement de valeurs des paramètes (p? → p̂). Notamment, plus la fonction τ est
complexe, moins il y a de chances que l’égalité (4.29) soit vérifiée. Les résultats des paragraphes suivants
sont fondés sur cette remarque intuitive.

4.2.2.2.1 Modèle d’entrées gaussiennes Dans ce paragraphe, nous nous intéressons à l’identifiabilité
en aveugle pour le modèle d’entrées mutuellement gaussiennes.

Considérons le système inversible u = ψ
(
p,y, . . . ,y(r)

)
et le modèle d’entrées gaussiennes M =

Gs. Soit TGs l’ensemble des transformations associées au modèle Gs. Intuitivement, il semble suffisant de
vérifier la condition (4.27) du théorème 4.21 uniquement pour les transformations τ ∈ Ln ⊂ TGs de la
forme

τ :
{ (

RR
)n → (

RR
)n

u → Mu + c
, (4.30)

avec M une matrice quelconque et c un vecteur constant de Rn. En effet, considérons la transformation
τ1 ∈ TGs suivante,

τ1 :
{ (

RR
)n → (

RR
)n

u → u̇
,

On a τ1

(
ψ

(
p?,y, . . . ,y(r)

))
= ψ̇

(
p?,y, . . . ,y(r)

)
et l’égalité (4.29) s’écrit

ψ̇
(
p?,y, . . . ,y(r)

)
= ψ

(
p̂,y, . . . ,y(r)

)
.

Cette dernière égalité n’est jamais vérifiée (sauf si ψ est nulle!).
Ainsi, nous proposons la conjecture suivante qui découle du théorème 4.21.

Conjecture 4.22. Le système u = ψ
(
p,y, . . . ,y(r)

)
est identifiable en aveugle selon le modèle d’en-

trées mutuellement gaussiennes si et seulement si, pour presque tout p? ∈ P ,

Mψ
(
p?,y, . . . ,y(r)

)
+ c = ψ

(
p̂,y, . . . ,y(r)

)
=⇒ p̂ = p?. (4.31)

avec M une matrice quelconque de dimension n× n et c ∈ Rn.

Montrer l’identifiabilité en aveugle pour le modèle gaussien revient, si cette conjecture est vraie, à
vérifier que pour toutes les matrices M ∈ Rn×n et toutes les constantes c ∈ Rn telles que

Mψ
(
p?,y, . . . ,y(r)

)
+ c = ψ

(
p̂,y, . . . ,y(r)

)
,

on a bien p̂ = p?.
Nous proposons deux exemples simples pour illustrer ce résultat :
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Exemple 4.23 (Système non identifiable en aveugle). Considérons le système inversible

u = ψ (p, y) = py, (4.32)

et le modèleM = Gs pour l’entrée u. La condition (4.31) devient, pour presque tout p? ∈ P ,

αp?y + β = p̂y =⇒ p̂ = p?.

avec α ∈ R, β ∈ R. Or

αp?y + β = p̂y ⇐⇒
{

p̂ = αp?

β = 0,

qui n’implique pas p̂ = p? (sauf si p? = 0). Dès lors le système (4.32) est non identifiable en aveugle
pour le modèle gaussien.
Notons qu’il est toutefois structurellement identifiable (voir le paragraphe 4.2.1.1).

Exemple 4.24 (Système identifiable en aveugle). Considérons le système inversible

u = ψ (p, y) = sin (py) , (4.33)

et le modèle d’entréesM = Gs. La condition (4.31) devient pour presque tout p? ∈ P ,

sin (p̂y) = α sin (p?y) + β =⇒ p̂ = p?.

avec α ∈ R, β ∈ R. Or

sin (p̂y) = α sin (p?y) + β ⇐⇒




p̂ = p?

α = 1
β = 0.

Donc le système (4.33) est identifiable en aveugle pour le modèle gaussien.

Remarque 4.25. Si on considère le modèle d’entrées deux à deux gaussiennes (plutôt que le modèle
d’entrées mutuellement gaussiennes), la condition 4.31 d’identifiabilité en aveugle devient :

Le système u = ψ
(
p,y, . . . ,y(r)

)
est identifiable en aveugle selon le modèle d’entrées deux à deux

gaussiennes si et seulement si, pour presque tout p? ∈ P ,

PDψ
(
p?,y, . . . ,y(r)

)
+ c = ψ

(
p̂,y, . . . ,y(r)

)
=⇒ p̂ = p?. (4.34)

avec P ∈ P, D ∈ D et c ∈ Rn.

4.2.2.2.2 Modèle d’entrées indépendantes Dans ce paragraphe, nous nous intéressons à l’identifia-
bilité en aveugle pour le modèle d’entrées indépendantes.

Considérons le système inversible u = ψ
(
p,y, . . . ,y(r)

)
et le modèle d’entrées indépendantes

M = Is. Soit TIs l’ensemble des transformations associées au modèle Is. Par analogie avec le paragraphe
précédent, il semble intuitivement suffisant de vérifier la condition (4.27) pour les transformations τ ∈
Fn ⊂ TIs de la forme 4.34. En effet, considérons par exemple les transformations suivantes,

τ1 :
{ (

RR
)n → (

RR
)n

u → u2 ,

τ2 :
{ (

RR
)n → (

RR
)n

u → cos (u)
.

L’égalité (4.29) n’est jamais vérifiée.
Nous proposons donc la conjecture suivante.
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Conjecture 4.26. Le système u = ψ
(
p,y, . . . ,y(r)

)
est identifiable en aveugle selon le modèle d’en-

trées indépendantes si et seulement si, pour presque tout p? ∈ P ,

PDψ
(
p?,y, . . . ,y(r)

)
+ c = ψ

(
p̂,y, . . . ,y(r)

)
=⇒ p̂ = p?. (4.35)

avec P ∈ P, D ∈ D et c ∈ Rn.

Montrer l’identifiabilité en aveugle pour le modèle indépendant revient, si cette conjecture est vraie,
à vérifier que pour toutes les matrices P ∈ P,D ∈ D et toutes les constantes c ∈ Rn telles que

PDψ
(
p?,y, . . . ,y(r)

)
+ c = ψ

(
p̂,y, . . . ,y(r)

)
,

on a bien p̂ = p?.
Nous illustrons ce résultat par un exemple simple.

Exemple 4.27 (Système non identifiable en aveugle). Considérons le système inversible
(

u1

u2

)
=

(
y1 + p1y2

p2y1 + y2

)
(4.36)

et le modèle d’entréesM = Is. La condition (4.35) devient, pour presque tout p? ∈ P ,




(
y1 + p̂1y2

p̂2y1 + y2

)
=

(
α1 0
0 α2

)(
y1 + p?

1y2

p?
2y1 + y2

)
+

(
β1

β2

)

(
y1 + p̂1y2

p̂2y1 + y2

)
=

(
0 α1

α2 0

)(
y1 + p?

1y2

p?
2y1 + y2

)
+

(
β1

β2

) =⇒ p̂ = p?,

avec (α1, α2) ∈ R2 et (β1, β2) ∈ R2, ce qui équivaut à




{
y1 + p̂1y2 = α1 (y1 + p?

1y2) + β1

p̂2y1 + y2 = α2 (p?
2y1 + y2) + β2{

y1 + p̂1y2 = α1 (p?
2y1 + y2) + β1

p̂2y1 + y2 = α2 (y1 + p?
1y2) + β2

=⇒ p̂ = p?.

Or, en résolvant les deux systèmes d’équations d’inconnues p̂, on a

{
y1 + p̂1y2 = α1 (y1 + p?

1y2) + β1

p̂2y1 + y2 = α2 (p?
2y1 + y2) + β2

⇐⇒





α1 = α2 = 1
β1 = β2 = 0
p̂1 = p?

1

p̂2 = p?
2

, (4.37)

et

{
y1 + p̂1y2 = α1 (p?

2y1 + y2) + β1

p̂2y1 + y2 = α2 (y1 + p?
1y2) + β2

⇐⇒





α1 = p?
1, α2 = p?

2

β1 = β2 = 0
p?
1 = 1

p̂2

p?
2 = 1

p̂1

. (4.38)

Ce qui n’implique pas p̂ = p? (voir le système (4.38)). Donc, le système (4.36) n’est pas identifiable en
aveugle pour le modèle indépendant.



CHAPITRE 4 — Estimation aveugle de paramètres pour des systèmes inversibles 105

Remarque 4.28. Dans la pratique, il n’est pas toujours nécessaire de vérifier la condition d’identifiabi-
lité (4.35) pour toutes les matrices de permutation. On peut souvent se limiter à certaines permutations
pour les systèmes ne possédant pas une "bonne symétrie". Par exemple, si on considère le système

(
u1

u2

)
=

(
y1 + p1y2

p2y1 + ẏ2

)
, (4.39)

il est clair que l’égalité
(

0 α1

α2 0

)(
y1 + p?

1y2

p?
2y1 + ẏ2

)
+

(
β1

β2

)
=

(
y1 + p̂1y2

p2ŷ1 + ẏ2

)
(4.40)

ne sera jamais vérifiée dans la mesure où les deux équations induites sont du type

f1 (y1, ẏ2) = g1 (y1, y2) ,
f2 (y1, y2) = g2 (y1, ẏ2) .

(4.41)

Il suffit de vérifier que
(

α1 0
0 α2

)(
y1 + p?

1y2

p?
2y1 + ẏ2

)
+

(
β1

β2

)
=

(
y1 + p̂1y2

p2ŷ1 + ẏ2

)
=⇒ p̂ = p?. (4.42)

Or

(
α1 0
0 α2

)(
y1 + p?

1y2

p?
2y1 + ẏ2

)
+

(
β1

β2

)
=

(
y1 + p̂1y2

p2ŷ1 + ẏ2

)
⇐⇒





α1 = α2 = 1
β1 = β2 = 0
p̂1 = p?

1

p̂2 = p?
2

, (4.43)

le système (4.39) est donc identifiable en aveugle pour le modèle d’entrées indépendantes.

Dans le paragraphe suivant, nous allons présenter une sous-classe de systèmes inversibles particu-
liers, pour lesquels nous proposons une méthode de résolution du problème d’estimation de paramètres
en aveugle. il s’agit des systèmes inversibles découplés.

4.3 Systèmes inversibles découplés

Dans cette partie, nous considérons une sous-classe des systèmes inversibles, appelés systèmes in-
versibles découplés, pour lesquels nous verrons qu’il est toujours possible d’estimer l’ensemble des pa-
ramètres solutions grâce aux techniques d’analyse par intervalles.

Notons que pour ces systèmes inversibles découplés, les paramètres interviennent de façon affine sur
les sorties dans le système inversible.

4.3.1 Définitions

Afin de définir un système inversible découplé, nous introduisons la notion de fonction séparable.
Attention, le terme séparable utilisé ici provient de la notion de fonction à variables séparables, généra-
lement utilisée pour la résolution d’équations différentielles. Il n’a absolument aucun lien avec la notion
de séparabilité au sens de la séparation de sources.
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4.3.1.1 Fonction séparable

Définition 4.29 (Fonction séparable). On définit par induction l’ensembleQ des fonctions séparables de
sorte que

i) f (p) .φ
(
y, . . . ,y(r)

) ∈ Q,

ii)
{

ϕ1 (.) ∈ Q
ϕ2 (.) ∈ Q ⇒

{
ϕ1

(
p,y, . . . ,y(r)

)
+ϕ2

(
p,y, . . . ,y(r)

) ∈ Q
ϕ1

(
p,y, . . . ,y(r)

)× ϕ2

(
p,y, . . . ,y(r)

) ∈ Q ,
(4.44)

où f, ϕ, ϕ1 et ϕ2 sont des fonctions analytiques.
En d’autres termes, une fonction séparable est une somme ou un produit de fonctions de la forme i).

Exemple 4.30. La fonction

ϕ
(
p, y, . . . , y(r)

)
=

(
(p1p2 exp(yẏ))2 + log (p1) y

)3
ÿ

est une fonction séparable (somme et produit de fonctions séparables) alors que la fonction

ϕ (p, y) = sin (py)

ne l’est pas.

Proposition 4.31. Toute fonction séparable ϕ s’écrit sous la forme vectorielle :

ϕ
(
p,y, . . . ,y(r)

)
= f (p)T .φ

(
y, . . . ,y(r)

)
. (4.45)

Démonstration. Par définition, toute fonction séparable s’écrit comme somme et produit de fonctions
séparables, c’est-à-dire

ϕ
(
p,y, . . . ,y(r)

)
=

∑

i

fi (p) .φi

(
y, . . . ,y(r)

)
.

Et, en posant

f (p) = (f1 (p) , . . . , fi (p) , . . . )T ,

φ
(
y, . . . ,y(r)

)
=

(
φ1

(
y, . . . ,y(r)

)
, . . . , φi

(
y, . . . ,y(r)

)
, . . .

)T
,

on obtient l’égalité (4.45).

Exemple 4.32. Considérons la fonction

ϕ (p, y, ẏ, ÿ) = p2y − sin (ÿ) + cos (p) .

Posons

f (p) =
(
p2,−1, cos (p)

)T
,

φ (y, ẏ, ÿ) = (y, sin (ÿ) , 1)T ,

on a
ϕ (p, y, ẏ, ÿ) = f(p).φ (y, ẏ, ÿ) ,

donc la fonction ϕ est séparable.
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4.3.1.2 Système découplé

Par extension, nous définissons maintenant un système inversible découplé. Nous avons volontai-
rement choisi le terme découplé (plutôt que séparable) afin d’éviter toute confusion avec la notion de
séparabilité. Attirons toutefois l’attention sur le fait que notre définition d’un système découplé n’est pas
celle classiquement rencontrée en automatique. Nous avons néanmoins employé ce terme sachant que,
dans le contexte d’estimation de paramètres en aveugle, aucune ambiguïté n’est possible.

Définition 4.33 (Système inversible découplé). Un système inversible

u = ψ
(
p,y, . . . ,y(r)

)

est découplé si toutes les composantes de ψ sont des fonctions séparables.

Par analogie avec la proposition 4.31, on obtient la proposition suivante :

Proposition 4.34. Tout système inversible découplé ψ s’écrit sous la forme

ψ
(
p,y, . . . ,y(r)

)
= F(p)T.Φ

(
y, . . . ,y(r)

)
.

où F(p) est une matrice dépendant uniquement du vecteur de paramètres p et Φ
(
y, . . . ,y(r)

)
une

fonction vectorielle dépendant uniquement des sorties et de leurs dérivées.

Démonstration. Considérons le système inversible découplé

u = ψ
(
p,y, . . . ,y(r)

)
=




ψ1

(
p,y, . . . ,y(r)

)
...

ψn

(
p,y, . . . ,y(r)

) .




Par définition, on sait que les composantes ψi de ψ sont des fonctions séparables. Donc, d’après la
proposition 4.31, on a

ψ
(
p,y, . . . ,y(r)

)
=




f1 (p) .φ1

(
y, . . . ,y(r)

)
...

fn (p) .φn

(
y, . . . ,y(r)

)


 .

Et, en posant F(p) = (f1 (p) , . . . , fn (p))T une matrice dont les colonnes sont les fi et Φ
(
y, . . . ,y(r)

)
=(

φ1

(
y, . . . ,y(r)

)T
, . . . ,φn

(
y, . . . ,y(r)

)T
)T

un vecteur composé des φi, on obtient

ψ
(
p,y, . . . ,y(r)

)
= F(p)T.Φ

(
y, . . . ,y(r)

)
.

Ainsi pour un système inversible découplé, l’influence des paramètres et celle des sorties et de leurs
dérivées peuvent toujours être séparées dans la fonction ψ.
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Exemple 4.35. Considérons le système inversible
(

u1

u2

)
=

(
sin (p1) y3

1 − p1

p2
exp (ÿ2)

p2
1p2ẏ

2
1 − p2 cos (y2)

)
.

Posons

F (p) =
(

sin (p1) −p1

p2
0 0

0 0 p2
1p2 −p2

)T

,

Φ (y, ẏ, ÿ) =
(
y3
1, exp (ÿ2) , ẏ2

1, cos (y2)
)T

,

on a
ψ (p,y, ẏ, ÿ) = F(p)T.Φ (y, ẏ, ÿ) .

4.4 Estimation ensembliste de paramètres en aveugle pour des systèmes
découplés

Dans cette partie, nous proposons une méthodologie de résolution du problème d’estimation de pa-
ramètres en aveugle pour des systèmes inversibles découplés.

On considère un système paramétré inversible découplé

u = F (p)T .Φ
(
y (t) , . . . ,y(r) (t)

)
,

où les signaux y(i) (t) sont connus.
SoitM un modèle d’entrée pour ce système. D’après les résultats du paragraphe 4.1, le problème consiste
à caractériser l’ensemble

P =
{
p ∈ P|h

(
F (p)T .Φ

(
y (t) , . . . ,y(r) (t)

))
= 0

}
, (4.46)

où h est une fonction d’estimation correspondant au modèle d’entréesM considéré.
La méthode que nous proposons ici utilise l’analyse par intervalles (notamment l’algorithme SIVIA)

pour caractériser l’ensemble P.
Dans un premier temps, nous détaillons la construction de fonctions d’estimation adaptées au modèle

d’entréesM considéré. Ensuite, à l’aide de techniques similaires à celle du paragraphe 3.2.4.1 (page 79),
nous approximons ces fonctions dans le but d’obtenir des équations d’estimation exploitables.

Ensuite, nous considérons un exemple simple illustrant la méthodologie proposée. Pour cet exemple,
nous supposons d’abord que les entrées sont statistiquement indépendantes puis qu’une entrée est gaus-
sienne afin d’estimer en aveugle les paramètres du système.

Nous terminons ce chapitre par un exemple plus concret montrant l’intérêt de la méthode.

4.4.1 Fonctions d’estimation

Dans ce paragraphe, nous allons détailler la construction de fonctions d’estimation pour différents
modèles statistiques d’entrées M. Nous considérons tout d’abord le modèle d’entrées indépendantes
M = Is. Ensuite, nous traitons le modèle d’entrées gaussiennes M = Gs. Pour mémoire, les fonctions
d’estimation h sont construites de sorte que

u ∈M =⇒ h (u) = 0.
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4.4.1.1 Modèle d’entrées indépendantes

Tout d’abord, rappelons (voir page 172) quelques propriétés fondamentales des moments d’un vec-
teur de signaux aléatoires stationnaires, ergodiques et lisses.

Soit u = (u1, . . . , un) ∈ Sn un vecteur de signaux aléatoires stationnaires, ergodiques et lisses. Ses
fonctions d’intercorrélations, définies par

Γ
u
(k)
i ,u

(l)
j

(τ) = E
(
u

(k)
i (t) u

(l)
j (t− τ)

)
−E

(
u

(k)
i (t)

)
E

(
u

(l)
j (t− τ)

)
,

vérifient

i) Γ
u
(k)
i ,u

(l)
j

(τ) = E
(
u

(k)
i (t) u

(l)
j (t− τ)

)
, si k + l ≥ 1, (4.47)

ii) k1 + l1 = k2 + l2 =⇒ Γ
u
(k1)
i ,u

(l1)
j

(τ) = (−1)l1−l2 Γ
u
(k2)
i ,u

(l2)
j

(τ) , (4.48)

iii) Γ
u
(k)
i ,u

(l)
j

(τ) = 0, si k + l est impaire. (4.49)

Dans ce paragraphe, nous supposons que le modèle pour les signaux d’entrées u est M = Is, c’est-
à-dire

Is (u1, . . . un) .

Alors, pour tout entier k ≥ 0 et tout entier l ≥ 0, et pour tout τ ∈ R, on a ∀i, j tel que i 6= j,

Γ
u
(k)
i ,u

(l)
j

(τ) = 0.

Pour simplifier, nous posons τ = 0 afin d’utiliser uniquement l’influence des dérivations successives
des fonctions d’intercorrélation et notons

Γ
u
(k)
i ,u

(l)
j

= Γ
u
(k)
i ,u

(l)
j

(0) .

D’après la relation (4.48), on peut voir qu’il existe des relations entre certains moments. Par exemple,
Γ

u
(2)
i ,uj

= −Γ
u
(1)
i ,u

(1)
j

ou encore Γ
u
(2)
i ,uj

= Γ
ui,u

(2)
j

. Par conséquent, dans le but d’éliminer les termes

redondants, nous choisissons la fonction d’estimation suivante :

h :




Sn → R

(n−1)n
2

(q+1)q
2

u 7→
(
Γ

u
(k)
i ,uj

)k=0,...,q

i=1,...,n, j=i+1,...,n

(4.50)

où l’entier q est l’ordre maximal de dérivation des signaux d’entrées.

Exemple 4.36. Pour deux signaux d’entrée u1 et u2 , la fonction h définie par

h (u) =




Γu1,u2

Γ
u
(1)
1 ,u2

Γ
u
(2)
1 ,u2




est une fonction d’estimation pour le modèle d’entrées indépendantes.

En pratique, l’entier q est choisi de façon à ce que le nombre d’équations d’estimation (les compo-
santes de h) soit supérieur ou égal au nombre d’inconnues. Plus q est grand, plus le nombre d’équations
est grand par rapport au nombre d’inconnues, et on peut ainsi espérer obtenir une résolution robuste.

Remarquons que, dans les fonctions d’estimation (4.50), nous utilisons uniquement des moments
d’ordre deux. Toutefois, il est clair que des moments d’ordre supérieur peuvent être ajoutés.
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4.4.1.2 Modèle d’entrées gaussiennes

Nous supposons maintenant que les signaux aléatoires d’entrées sont mutuellement gaussiens, c’est-
à-dire

Gs (u1, . . . , un) .

La distance par rapport à la gaussianité peut être mesurée en utilisant le kurtosis (voir paragraphe B.6.4
page 186), qui est nul pour un signal gaussien. De plus, d’après les propositions B.62 (page 187)et B.25
(page 170), les dérivées des signaux d’entrée sont centrées et encore gaussiennes. Par conséquent, la
fonction d’estimation h suivante peut être utilisée pour mesurer la gaussianité de u :

h :




Sn → Rq−1

u 7→ kurt
(
u

(k)
i

)k=0,...,q

i=1,...,n

où l’entier q (qui est l’ordre de dérivation maximal) doit être choisi de telle sorte que le nombre d’équa-
tions d’estimation soit supérieur ou égal au nombre d’inconnues.

Exemple 4.37. La fonction h définie par

h (u) =




kurt (u1)
...

kurt (un)




est une fonction d’estimation pour le modèle d’entrées gaussiennes.
A noter qu’il est possible de rajouter kurt (u1 + u2) , . . .

4.4.1.3 Approximation des fonctions d’estimation

Les sorties y étant connues, rappelons que l’ensemble P à caractériser est défini à partir de l’équation
vectorielle suivante (voir équation (4.46)) :

g (p) , h
(
F (p)T .Φ

(
y (t) , . . . , ,y(r) (t)

))
= 0.

En pratique, seule une estimée de g peut être obtenue, en effet,
– Sachant que le système u = F (p)T .Φ

(
y (t) , . . . , ,y(r) (t)

)
est non linéaire ou instable, le vec-

teur de signaux de sortie y est rarement stationnaire, même si u ∈ Sn.
– Même si les signaux de sorties (y1, . . . , yn) sont stationnaires, leurs moments peuvent seulement

être estimés.
Nous allons voir que, pour les systèmes inversibles découplés, la fonction d’estimation g (p) (ou

encore h (u)) s’approxime par une fonction dépendant uniquement des paramètres p et des estimations
des moments des sorties (connues). Pour cela, comme dans le paragraphe 3.2.3.1 (page 65), nous allons
utiliser l’opérateur bar. Rappelons que pour un signal stationnaire s, l’estimateur empirique s̄ de E (s)
est défini par

s̄ , 1
N

N∑

k=0

s (kδ) ,

où N est le nombre d’échantillons et δ la période d’échantillonnage.
Nous proposons le résultat suivant :
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Proposition 4.38. Soient u = ψ
(
p,y, ẏ, . . . ,y(r)

)
un système découplé et h une fonction d’estimation

d’un modèleM fixé. Il existe une fonction ĝ qui approxime g (p) , h (u) de la forme

ĝ (p) = β (p, µ̄1 (y) , µ̄2 (y) , . . . , µ̄i (y) , . . . ) . (4.51)

où les µ̄i (y) sont des estimations des moments du signal de sortie y (et de ses dérivées).

Démonstration. Soit h : Sn → Rq une fontion d’estimation où q est un entier arbitraire. Par définition,
les composantes de h appartiennent à l’algèbre de moments Au (i.e. les composantes de h s’écrivent
comme des sommes et produits de moments pondérés du signal u). Ainsi,

h (u) = δ
(
µ′1 (u) , µ′2 (u) , . . . , µ′i (u) , . . .

)
, (4.52)

où µ′i (u) ∈Mu.
A l’aide de l’opérateur bar, la fonction d’estimation g (p) , h (u) s’approxime par

ĝ (p) = δ
(
µ̄′1 (u) , . . . , µ̄′i (u) , . . .

)
, (4.53)

où les µ̄′i (u) sont des estimations des moments µ′i (u) du signal u.
Par ailleurs, le système u = ψ

(
p,y, ẏ, . . . ,y(r)

)
étant séparable, on a

u = ψ
(
p,y, . . . ,y(r)

)
= F(p)T.Φ

(
y, . . . ,y(r)

)
.

Par conséquent, l’expression (4.53) devient

ĝ (p) = δ
(
µ̄′1

(
F(p)T.Φ

(
y, . . . ,y(r)

))
, . . . , µ̄′i

(
F(p)T.Φ

(
y, . . . ,y(r)

))
, . . .

)
.

Sachant que l’opérateur bar est linéaire, on peut écrire, pour tout i ∈ N,

µ̄′i
(
F(p)T.Φ

(
y, . . . ,y(r)

))
= G(p)T.µ̄′i

(
Φ

(
y, . . . ,y(r)

))
= G (p)T µ̄i (y) ,

où G (p) est une matrice de dimension identique à F (p) et

∀i ∈ N, µ̄i (y) = µ̄′i
(
Φ

(
y, . . . ,y(r)

))
.

Ainsi, on a bien
ĝ (p) = β (p, µ̄1 (y) , µ̄2 (y) , . . . , µ̄i (y) , . . . ) .

Nous allons maintenant observer sur un exemple simple, comment une estimation empirique de g
peut être obtenue.

Exemple 4.39. Considérons le modèle décrit par la relation

u = ψ (p, y, ẏ) = ẏ + p sin (y) ,

et la fonction d’estimation
h (u) = E (u̇u̇) .
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Sachant que u est stationnaire,

g (p) = h (ψ (p, y, ẏ))
= h (ẏ + p sin (y))
= E [(ÿ + pẏ cos (y)) (ÿ + pẏ cos (y))]

= E
[
ÿ2 + 2pÿẏ cos (y) + p2ẏ2 cos (y)2

]
.

Contrairement à u, les signaux ÿẏ, ÿ sin (y) , . . . ne sont pas nécessairement stationnaires, et il est impos-
sible de distribuer l’opérateur moyenne E (.). En utilisant l’opérateur bar, nous obtenons une estimation
ĝ (p) de la fonction g (p) :

ĝ (p) = ÿ2 + 2pÿẏ cos (y) + p2ẏ2 cos (y)2.

Et, par linéarité de l’opérateur bar, g (p) peut s’approximer par

ĝ (p) = ÿ2 + 2pÿẏ cos (y) + p2ẏ2 cos (y)2.

Dans cet exemple, la fonction g (p) est approximée par un polynôme du second degré en p ĝ (p), dont les
coefficients sont calculés à partir des sorties connues.

Remarque 4.40. On peut vérifier, par un contre exemple, que la proposition 4.38 est fausse pour des
systèmes inversibles quelconques (non découplés). Considérons le système

u = ψ (p, y, ÿ) = sin (py) ,

et la fonction d’estimation

h :
{ S → Au

u 7→ E (u)
.

On a

ĝ (p) = sin (py)

qui n’est nullement une fonction d’un nombre fini de µ̄i (y) (mais plutôt des µ̄i (py)) et par conséquent,
ne vérifie pas l’égalité (4.51).

4.4.1.4 Synthèse

La proposition 4.38 est fondamentale et justifie à elle seule l’introduction des systèmes inversibles
découplés pour l’estimation en aveugle de paramètres. En effet, nous avons montré que, pour les système
inversibles découplés, l’équation

h (u) = 0,

caractéristique de l’ensemble des paramètres solutions P (voir (4.46)) peut toujours être approximée
par un système d’équations en p dont les coefficients font intervenir uniquement des estimations des
moments de y et de ses dérivées, c’est-à-dire,

ĝ (p, µ̄1 (y) , µ̄2 (y) , . . . , µ̄i (y) , . . . ) = 0.

Ainsi, le problème d’estimation de paramètres en aveugle revient à caractériser l’ensemble

P = {p ∈ P|ĝ (p, µ̄1 (y) , µ̄2 (y) , . . . , µ̄i (y) , . . . ) = 0} .

C’est un problème d’inversion ensembliste (voir paragraphe 2.2.2 page 46) qui peut facilement être résolu
par des techniques d’analyse par intervalles, et notamment SIVIA dont c’est précisement le rôle.
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4.4.2 Simulations pour un système identifiable en aveugle

Dans cette partie, nous considérons un exemple simple, où les entrées u et les signaux observés
y sont reliés par un système paramétrique inversible découplé. Nous étudions ce système pour deux
modèles d’entrées distincts. Premièrement, nous supposons que les entrées sont indépendantes (modèle
d’entrées indépendantes), puis, nous supposons qu’une des entrées est gaussienne. Dans chaque cas,
nous construisons une fonction d’estimation adaptée au modèle d’entrées considéré afin d’estimer les
paramètres inconnus.

Le système considéré pour les simulations de cette section est le suivant. Nous considérons deux
entrées u1 et u2 indépendantes Is (u1, u2) et gaussiennes Gs (u1) ,Gs (u2) (colorées) obtenues par filtrage
d’un bruit blanc gaussien (de N = 9000 échantillons). Ces deux signaux vérifient le système non linéaire
décrit par les relations suivantes :

{
u1 = 1

p1
ẏ1 + p1

p2
cos (y2)− y1

u2 = ẏ2 + p2
1p2 sin (y1)

(4.54)

où les deux valeurs des paramètres sont p1 = −2 et p2 = −0.9.

Figure 4.2 – Entrée u1 (t). Figure 4.3 – Entrée u2 (t).

Ce système étant instable, y est non stationnaire (comme le montrent les figures 4.4 et 4.5) bien que
u le soit (voir figures 4.2 et 4.3).

4.4.2.1 Modèle d’entrées indépendantes

Dans ce paragraphe, nous considérons les sorties y du système (4.54) (et leurs dérivées premières)
connues. Les paramètres p et les entrées u sont inconnus. Nous supposons uniquement que les entrées
sont indépendantes, Is (u1, u2), c’est-à-dire que le modèle d’entrée considéré estM = Is (la gaussianité
des sources n’est pas exploitée ici). Avant de construire une fonction d’estimation pour ce modèle d’en-
trées indépendantes qui nous permettra d’estimer les paramètres du système (4.54), nous nous intéressons
tout d’abord à l’identifiabilité en aveugle de ce système selon le modèle d’entrées indépendantes.
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Figure 4.4 – Sortie y1 (t). Figure 4.5 – Sortie y2 (t).

4.4.2.1.1 Identifiabilité en aveugle Le système inversible (4.54) est un système découplé puisqu’il
s’écrit

(
u1

u2

)
=

( 1
p1

p1

p2
−1 0 0

0 0 0 1 p2
1p2

)



ẏ1

cos (y2)
y1

ẏ2

sin (y1)




.

Si la conjecture 4.26 du paragraphe 4.2.2.2 est vraie, le système (4.54) est identifiable en aveugle
selon le modèle d’entrées Is (u1, u2) si et seulement si, pour presque tout p? ∈ P , on a


 α1

(
1
p?
1
ẏ1 + p?

1
p?
2

cos (y2)− y1

)

α2

(
ẏ2 + (p?

1)
2 p?

2 sin (y1)
)


 +

(
β1

β2

)
=

(
1
p̂1

ẏ1 + p̂1

p̂2
cos (y2)− y1

ẏ2 + p̂2
1p̂2 sin (y1)

)
=⇒ p̂ = p?.

(4.55)
avec α1, α2 ∈ R et β1, β2 ∈ R. En effet, comme le suggère la remarque 4.28, il est inutile de vérifier la
condition (4.35) pour les permutations P 6= Id2.
La condition (4.55) équivaut à

{
α1

1
p?
1
ẏ1 + α1

p?
1

p?
2

cos (y2)− α1y1 + β1 = 1
p̂1

ẏ1 + p̂1

p̂2
cos (y2)− y1

α2ẏ2 + α2 (p?
1)

2 p?
2 sin (y1) + β2 = ẏ2 + p̂2

1p̂2 sin (y1)
=⇒ p̂ = p?.

Or,

{
α1

1
p?
1
ẏ1 + α1

p?
1

p?
2

cos (y2)− α1y1 + β1 = 1
p̂1

ẏ1 + p̂1

p̂2
cos (y2)− y1

α2ẏ2 + α2 (p?
1)

2 p?
2 sin (y1) + β2 = ẏ2 + p̂2

1p̂2 sin (y1)
⇐⇒





α1 = 1
α2 = 1
p?
1 = p̂1

p?
2 = p̂2

β1 = 0
β2 = 0

.

La conjecture 4.26 étant vraie, le système (4.54) est identifiable en aveugle pour le modèle d’entrées
indépendantes.
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4.4.2.1.2 Estimation en aveugle Maintenant nous cherchons à estimer en aveugle les paramètres
pour le système (4.54). Rappelons que, dans ce paragraphe, nous supposons uniquement que les entrées
u1 et u2 sont indépendantes. Aucune autre hypothèse n’est pris en compte : en particulier, la gaussianité
des signaux u1 et u2 n’est pas du tout exploitée. Comme cela est suggéré au paragraphe 4.4.1.1, nous
choisissons la fonction d’estimation

h =
(

Γu1,u2

Γu̇1,u2

)
(4.56)

=
(

E (u1u2)− E (u1) E (u2)
E (u̇1u2)

)
, (4.57)

qui fournit deux équations (autant que de paramètres). Cette fonction d’estimation a été construite de
manière à s’annuler lorsque les signaux u1 et u2, respectivement les signaux u̇1 et u2, sont décorrélés. Il
est clair que nous pouvons ajouter des composantes supplémentaires pour la fonction h afin d’améliorer
l’estimation et ainsi exploiter plus en profondeur l’hypothèse d’indépendance.

Le système inversible (4.54) considéré étant découplé (et conformément aux résultats du paragraphe
4.4.1.3), la condition h (u) = 0 peut être approximée, à l’aide de l’opérateur bar, par un système d’équa-
tions en p faisant intervenir uniquement les estimations des moments des sorties. Nous obtenons

{
u1u2 − u1 u2 = 0
u̇1u2 = 0

. (4.58)

D’après les expressions (4.54) décrivant le système étudié et sachant que

u̇1 =
1
p1

ÿ1 − p1

p2
ẏ2 sin y2 − ẏ1, (4.59)

on a
u1 = 1

p1
ẏ1 + p1

p2
cos y2 − y1 = 1

p1
ẏ1 + p1

p2
cos y2 − y1,

u2 = ẏ2 + p2
1p2 sin y1 = ẏ2 + p2

1p2sin y1,

u1u2 = 1
p1

ẏ1ẏ2 + p1p2ẏ1 sin y1 + p1

p2
ẏ2 cos y2

+p3
1cos y2 sin y1 − y1ẏ2 − p2

1p2y1 sin y1,

u̇1u2 = 1
p1

ÿ1ẏ2 + p1p2ÿ1 sin y1 − p1

p2
ẏ2
2 sin y2

−p3
1ẏ2 sin y2 sin y1 − ẏ1ẏ2 − p2

1p2ẏ1 sin y1.

(4.60)

En posant si = sin yi, et ci = cos yi, le système (4.58) devient

ΣI(N) :





1
p1

ẏ1ẏ2 + p1p2ẏ1s1 + p1

p2
c2ẏ2 + p3

1c2s1 − y1ẏ2

−p2
1p2y1s1 − ( 1

p1
ẏ1 + p1

p2
c2 − y1)(ẏ2 + p2

1p2s1) = 0

1
p1

ÿ1ẏ2 + p1p2ÿ1s1 − p1

p2
ẏ2
2s2

−p3
1ẏ2s2s1 − ẏ1ẏ2 − p2

1p2ẏ1s1 = 0.

(4.61)

Ce système d’équations est constitué de deux équations non linéaires à deux inconnues p1 et p2. Les
coefficients ẏ1ẏ2, ẏ1s1, c2ẏ2, . . . de ΣI (N) dépendent du nombre N d’échantillons.
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Nous avons résolu le système ΣI (N) pour différentes valeurs de N en utilisant l’algorithme ensem-
bliste SIVIA (voir paragraphe 2.2.3 page 47). Voici, sur la figure 4.6, l’ensemble des paramètres solutions
recherchés dans l’intervalle [−5, 5], obtenus pour N = 6000 échantillons. On trouve

p1 ∈ [−2.19,−2.0] et p2 ∈ [−0.91,−0.89]. (4.62)

Figure 4.6 – Solutions du système ΣI (N) par SIVIA pour N = 6000 échantillons et une précision
ε = 0.001.

Pour chaque N , nous trouvons un unique vecteur solution p̂ (N) . Le tableau (4.63) représente l’er-
reur quadratique d’estimation pour différentes valeurs de N . Nous pouvons vérifier que p̂(N) tend vers
p?, lorsque N tend vers l’infini.

N 100 600 1000 6000 10000 16000
(p̂1(N)− p∗1)

2 4, 8.10−2 1, 1.10−2 1, 1.10−2 10−4 2, 5.10−5 10−5

(p̂2(N)− p∗2)
2 7, 8.10−2 3, 5.10−2 1, 4.10−2 10−3 9.10−5 3.10−6

(4.63)

4.4.2.2 Une entrée gaussienne

Dans ce paragraphe, l’indépendance des signaux u1 et u2 n’est pas du tout exploitée. Nous supposons
uniquement que l’entrée u1 est gaussienne (aucune hypothèse n’est posée sur u2), c’est-à-dire que le
modèle d’entrées considéré estM = Gs (u1) .

Afin de suivre le même schéma de résolution que pour le modèle d’entrées indépendantes étudié
au paragraphe précédent, intéressons-nous pour commencer à l’identifiabilité du système (4.54) selon le
modèle d’entrée u1 ∈ Gs.

4.4.2.2.1 Identifiabilité en aveugle Sous l’hypothèse que la conjecture 4.26 du paragraphe 4.2.2.2
est vraie, le système (4.54) est identifiable en aveugle selon le modèle d’entrée u1 ∈ Gs si et seulement
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si, pour presque tout p? ∈ P , on a

α

(
1
p?
1

ẏ1 +
p?
1

p?
2

cos (y2)− y1

)
+ β =

1
p̂1

ẏ1 +
p̂1

p̂2
cos (y2)− y1 =⇒ p̂ = p?. (4.64)

La condition (4.64) équivaut à

α
1
p?
1

ẏ1 + α
p?
1

p?
2

cos (y2)− αy1 + β =
1
p̂1

ẏ1 +
p̂1

p̂2
cos (y2)− y1 =⇒ p̂ = p?.

Or,

α
1
p?
1

ẏ1 + α
p?
1

p?
2

cos (y2)− αy1 + β =
1
p̂1

ẏ1 +
p̂1

p̂2
cos (y2)− y1 ⇐⇒





α = 1
p?
1 = p̂1

p?
2 = p̂2

β = 0

,

avec α ∈ R et β ∈ R.
Si la conjecture 4.26 est vraie, le système (4.54) est identifiable en aveugle pour le modèle d’entrée
u1 ∈ Gs.

4.4.2.2.2 Estimation en aveugle Maintenant, nous cherchons à estimer en aveugle les paramètres
pour le système (4.54). Rappelons que seule l’entrée u1 est supposée gaussienne. Comme il est suggéré
dans le paragraphe 4.4.1.2, nous choisissons la fonction d’estimation

h(u) =
(

kurt (u1)
kurt (u̇1)

)
(4.65)

=


 E((u1 − E(u1))

4)− 3
(
E((u1 − E(u1))

2
)2

E(u̇4
1)− 3

(
E(u̇2

1)
)2


 . (4.66)

Le système inversible (4.54) considéré étant découplé, la condition h (u) = 0 peut être approximée, à
l’aide de l’opérateur bar, par le système d’équations en p suivant

{
(u1 − u1)

4 − 3(u1 − u1)
2 = 0

u̇4
1 − 3u̇2

1 = 0
. (4.67)

Ainsi, une approximation de l’ensemble P à caractériser est donnée par

ΣG(N) :

{
u4

1 − 4u1u3
1 + 12u1

2u2
1 − 6u1

4 − 3u2
1

2
= 0

u̇4
1 − 3u̇2

1 = 0.
(4.68)

D’après les expressions (4.54) décrivant le système étudié et l’équation (4.59), on peut écrire le système
ΣG(N) comme un système de deux équations non linéaires à deux inconnues p1 et p2. Par souci de
simplicité, nous ne donnons pas la forme explicite de ce système.

De même que précédemment, les coefficients ẏ1ẏ2, ẏ1s1, c2ẏ2, . . . du système ΣG(N) dépendent du
nombre N d’échantillons et le vecteur de paramètres estimé p̂ (N) converge vers p?.
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Figure 4.7 – Solutions du système ΣG(N) par SIVIA pour N = 6000 échantillons et une précision
ε = 0.001.

Le tableau 4.69 et la figure 4.7 (SIVIA) montrent qu’une bonne estimation des paramètres est obtenue
à partir de N = 6000.

N 100 600 1000 6000 10000 16000
(p̂1(N)− p∗1)

2 9, 7.10−1 8, 1.10−2 1, 4.10−2 2, 4.10−3 5.10−4 10−5

(p̂2(N)− p∗2)
2 8, 9.10−1 7, 1.10−2 1, 3.10−2 1, 3.10−3 3.10−4 10−5

(4.69)

Nous avons uniquement présenté des exemples pour lesquels les paramètres étaient identifiables en
aveugle selon le modèle d’entrées considéré. Cependant, il est clair que cette propriété n’est pas vérifiée
par tous les systèmes inversibles. Nous terminons par un exemple pour lequel les paramètres sont non
identifiables en aveugle afin de mettre en évidence l’intérêt des techniques ensemblistes.

4.4.3 Estimation des paramètres d’un système non identifiable en aveugle

Nous considérons deux entrées u1 et u2 indépendantes, Is (u1, u2), et gaussiennes, Gs (u1) et Gs (u2),
(colorées) obtenues par filtrage d’un bruit blanc gaussien (de N = 9000 échantillons). Ces deux signaux
vérifient le système non linéaire décrit par les relations suivantes :

{
u1 = 1

p1
ẏ1 + p1

p2
cos y2

u2 = ẏ2 + p2
2 sin y1,

(4.70)

où les deux valeurs des paramètres sont p1 = −10
9 et p2 = −1

2 .
Nous allons étudier l’identifiabilité en aveugle des paramètres du système (4.70) d’abord pour le

modèle d’entrées indépendantes puis pour le modèle "u1 gaussien".
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4.4.3.1 Modèle d’entrées indépendantes

Dans ce paragraphe, nous supposons uniquement que les entrées u1 et u2 sont indépendantes (la
gaussianité des signaux u1 et u2 n’est pas du tout exploitée), c’est-à-dire que le modèle d’entrées consi-
déré estM = Is (u1, u2) . Nous allons donc chercher l’ensemble des paramètres solutions suivant :

P =
{
(p1, p2) ∈ R2|Is (u1, u2)

}
.

4.4.3.1.1 Identifiabilité en aveugle Si la conjecture 4.26 du paragraphe 4.2.2.2 est vraie, le système
(4.70) est identifiable en aveugle selon le modèle d’entrée Is (u1, u2) si et seulement si, pour presque
tout p? ∈ P , on a

(
α1 0
0 α2

) (
1
p?
1
ẏ1 + p?

1
p?
2

cos y2

ẏ2 + p?2
2 sin y1

)
+

(
β1

β2

)
=

(
1
p̂1

ẏ1 + p̂1

p̂2
cos y2

ẏ2 + p̂2
2 sin y1

)
=⇒ p̂ = p?,

avec (α1, α2) ∈ R2 et (β1, β2) ∈ R2, ce qui équivaut à
{

α1
1
p?
1
ẏ1 + α1

p?
1

p?
2

cos y2 + β1 = 1
p̂1

ẏ1 + p̂1

p̂2
cos y2

α2ẏ2 + α2p
?2
2 sin y1 + β2 = ẏ2 + p̂2

2 sin y1

=⇒ p̂ = p?.

Or, en résolvant les deux équations d’inconnues p̂1 et p̂2, on a

{
α1

1
p?
1
ẏ1 + α1

p?
1

p?
2

cos y2 + β1 = 1
p̂1

ẏ1 + p̂1

p̂2
cos y2

α2ẏ2 + α2p
?2
2 sin y1 + β2 = ẏ2 + p̂2

2 sin y1

⇐⇒





α2
1 = 1

α2 = 1
β1 = β2 = 0
p̂1 = ±p?

1

p̂2 = p?
2

, (4.71)

donc, sous l’hypothèse que la conjecture 4.26 est vraie, le système (4.70) n’est pas identifiable en aveugle
pour le modèle d’entrée Is (u1, u2) . En effet, si le couple (p?

1, p
?
2) est solution, alors le couple (−p?

1, p
?
2)

est aussi solution.

4.4.3.1.2 Estimation en aveugle Maintenant, nous cherchons à estimer en aveugle les paramètres du
le système (4.70) bien qu’il soit non identifiable en aveugle pour le modèle M = Is. Rappelons que les
entrées u1 et u2 sont supposées indépendantes. Nous choisissons la fonction d’estimation

h (u) =
(

Γu1,u2

Γu̇1,u2

)
(4.72)

=
(

E (u1u2)−E (u1)E (u2)
E (u̇1u2)

)
(4.73)

qui fournit deux équations (autant que de paramètres).
Le système inversible (4.70) considéré étant découplé, la condition h (u) = 0 peut être approximée,

à l’aide de l’opérateur bar, par le système d’équations en p suivant
{

u1u2 − u1 u2 = 0
u̇1u2 = 0,

(4.74)



120 CHAPITRE 4 — Estimation aveugle de paramètres pour des systèmes inversibles

c’est-à-dire, en considérant l’expression des entrées dans (4.70),
{

1
p1

ẏ1ẏ2 + p1

p2
ẏ2 cos y2 + p2

2
p1

ẏ1 sin y1 + p1p2sin y1 cos y2 − ( 1
p1

ẏ1 + p1

p2
cos y2)(ẏ2 + p2

2sin y1) = 0
1
p1

ÿ1ẏ2 − p1

p2
ẏ2
2 sin y2 + p2

2
p1

ÿ1 sin y1 − p1p2ẏ2 sin y1 sin y2 = 0.

(4.75)
L’ensemble P des paramètres solutions obtenu par résolution est tracé sur la figure 4.8. Nous retrouvons
bien deux solutions conformément à l’étude de l’identifiabilité précédente.

Figure 4.8 – Ensemble des paramètres solutions (p̂1, p̂2) ∈ [−5, 5] × [−5, 5] obtenus par SIVIA pour
N = 9000 échantillons.

4.4.3.2 Une entrée gaussienne

Dans ce paragraphe, nous supposons uniquement que l’entrée u1 est gaussienne (l’indépendance des
signaux u1 et u2 n’est pas du tout exploitée, aucune hypothèse n’est posée sur u2) c’est-à-dire que le
modèle d’entrées considéré est M = Gs (u1) . Nous allons donc chercher l’ensemble des paramètres
solutions suivant :

P =
{
(p1, p2) ∈ R2|u1 ∈ Gs

}
.

4.4.3.2.1 Identifiabilité en aveugle Sous l’hypothèse que la conjecture 4.22 du paragraphe 4.2.2.2
est vraie, le système (4.70) est identifiable en aveugle selon le modèle d’entrée u1 ∈ Gs si et seulement
si, pour presque tout p? ∈ P,

α

(
1
p?
1

ẏ1 +
p?
1

p?
2

cos y2

)
+ β =

1
p̂1

ẏ1 +
p̂1

p̂2
cos y2 =⇒ p̂ = p?,

avec α ∈ R et β ∈ R, ce qui équivaut à

α
1
p?
1

ẏ1 + α
p?
1

p?
2

cos y2 + β =
1
p̂1

ẏ1 +
p̂1

p̂2
cos y2 =⇒ p̂ = p?.
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Or, en résolvant l’équation d’inconnues p̂1 et p̂2, on a

α
1
p?
1

ẏ1 + α
p?
1

p?
2

cos y2 + β =
1
p̂1

ẏ1 +
p̂1

p̂2
cos y2 ⇐⇒





α = p?
1

p̂1

β = 0
p̂1 = p?

1
α

p̂2 = p?
2

α2

, (4.76)

donc (si la conjecture 4.22 est vraie) le système (4.70) n’est pas identifiable en aveugle pour le modèle
d’entrée u1 ∈ Gs. En effet, si le couple (p?

1, p
?
2) est solution, alors les couples

(
p?
1

α ,
p?
2

α2

)
, pour tout

α ∈ R, sont également solutions.
La figure 4.9 représente l’ensemble des paramètres solutions (p̂1, p̂2) obtenus formellement pour

p?
1 = −10

9 et p?
2 = −1

2 . Il y en a une infinité.

Figure 4.9 – Ensemble des paramètres solutions obtenus formellement pour p?
1 = −10

9 et p?
2 = −1

2 dans
le pavé de recherche [−5, 5]× [−5, 5].

4.4.3.2.2 Estimation en aveugle Maintenant, nous cherchons à estimer en aveugle les paramètres
pour le système (4.70). Rappelons que seule l’entrée u1 est supposée gaussienne. Nous choisissons donc
la fonction d’estimation

h(u) =
(

kurt (u1)
kurt (u̇1)

)
. (4.77)

Le système inversible (4.70) considéré étant découplé, la condition h (u) = 0 peut être approximée, à
l’aide de l’opérateur bar, par le système d’équations en p suivant

{
(u1 − u1)

4 − 3(u1 − u1)
2 = 0

u̇4
1 − 3u̇2

1 = 0,
(4.78)

où u1 est défini par le système (4.70). L’ensemble P des paramètres solutions, recherchés dans l’intervalle
[−5, 5], obtenu par SIVIA est tracé sur la figure 4.10. Nous retrouvons bien une infinité de paramètres
solutions, conformément à l’étude d’identifiabilité en aveugle précédente.
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Figure 4.10 – Ensemble des paramètres solutions obtenu par SIVIA dans le pavé de recherche [−5, 5]×
[−5, 5] pour N = 9000 échantillons et une précision ε = 10−2.

4.4.3.3 Bilan

L’intérêt de l’utilisation des intervalles pour ces deux derniers exemples est que la non-identifiabilité
du système (4.70) pour le modèle d’entrée considéré (Is (u1, u2) ou Gs (u1)) est automatiquement dé-
celée. Notons d’ailleurs que, dans les deux exemples présentés, l’ajout d’équations supplémentaires
concernant l’indépendance, respectivement la gaussianité, des dérivées des entrées ne permet pas de
lever l’ambiguité sur les paramètres. Le système (4.70) est intrinsèquement non identifiable pour les
modèles d’entrées considérés.

4.5 Problème des deux bacs d’eau

Dans cette dernière partie, nous illustrons la démarche d’identification de paramètres en aveugle
pour un système plus concret. Le problème qui nous intéresse est très classique en automatique, il s’agit
d’estimer les paramètres incertains d’un système composé de deux bacs d’eau. Insistons sur l’originalité
de la démarche dans la mesure où les paramètres sont estimés sans la connaissance des entrées.

4.5.1 Préliminaires

On considère deux bacs disposés comme sur la figure 4.11.
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Figure 4.11 – Système hydraulique formé de deux bacs remplis d’eau reliés par un canal.

Dans le bac de gauche, l’eau s’écoule sans frottement en direction du bac de droite. De plus, l’eau
s’écoule de façon fluide dans le bac de gauche, contrairement au bac de droite, où des turbulences
existent. Ces turbulences absorbent l’énergie cinétique de l’eau et la transforment en chaleur. Sans ces
turbulences, nous aurions un éternel mouvement de va-et-vient de l’eau entre les deux bacs. Afin d’ap-
pliquer la relation de Bernoulli dans le bac de gauche, nous considérons un tube de courant, c’est-à-dire
un tube virtuel (voir figure 4.11) à l’intérieur duquel l’eau possède un mouvement fluide et ne traverse
pas les parois. La relation de Bernoulli nous permet alors d’affirmer qu’en tout point du tube, on a

P + ρ
v2

2
+ ρgz = constante,

où P est la pression au point considéré, z son altitude, v la vitesse de l’eau en ce point, ρ la masse
volumique de l’eau et g la constante de gravitation. D’après cette loi, nous avons

PD + ρ
v2
D

2
+ ρgzD = PA + ρ

v2
A

2
+ ρgzA,

c’est-à-dire

PD = PA + ρg (zA − zD)− ρ
v2
D

2
.

De plus, nous pouvons supposer que C est loin de la zone de turbulence et que l’eau ne bouge pas. Ainsi,
d’après la relation de Bernoulli, nous avons

PC + ρgzC = PB + ρgzB,

c’est-à-dire
PC = PB + ρg (zB − zC) .

D’autre part, dans la zone de turbulence, l’eau se trouve ralentie, mais nous pouvons supposer que la
pression ne varie pas, c’est-à-dire PC = PD. Ainsi,

PB + ρg (zB − zC) = PA + ρg (zA − zD)− ρ
v2
D

2
,
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et, comme PA = PB = Patm et zC = zD, nous avons

ρg (zA − zB) = ρ
v2
D

2
,

ou encore
vD =

√
2g (zA − zB).

Dans le cas où le niveau du bac droit est supérieur à celui du bac gauche, une étude similaire nous donne

vD = −
√

2g (zA − zB).

Le signe moins de l’expression indique que le courant circule maintenant du bac droit vers le bac gauche.
Donc, la relation générale pour la vitesse de l’eau dans le tunnel est

vD = sign (zA − zB)
√

2g |zA − zB|.

Si a est la section du tunnel, le débit d’eau du bac droit vers le bac gauche est

QD = a.sign (zA − zB)
√

2g |zA − zB|. (4.79)

4.5.2 Modélisation

Considérons maintenant le système comprenant deux bacs d’eau représenté sur la figure 4.12.

Figure 4.12 – Système constitué de deux bacs d’eau reliés par un canal de section a.

L’eau des bacs 1 et 2 communique par un canal de section a = 0.3 et peut aussi se déverser vers
l’extérieur via deux canaux de section b = 0.5 situés aux extrémités de chaque bac. Les entrées du
système sont les débits d’eau u1 et u2 dans les bacs 1 et 2. D’après la relation (4.79), les débits associés
sont donnés par

Q1ext = b.
√

2gh1,

Q2ext = b.
√

2gh2.

De même, le débit entre le bac 1 et le bac 2 est donné par

Q12 = a.sign (h1 − h2)
√

2g |h1 − h2|.
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Nous pouvons considérer les hauteurs d’eau dans les bacs comme les variables d’état de ce système.
Pour simplifier, nous supposerons que les surfaces des bacs sont toutes égales à 1m2. Ainsi, le volume
d’eau dans chaque bac sera confondu avec la hauteur. Les équations d’état sont obtenues en écrivant que
la variation du volume d’eau dans un bac est égale à la somme des débits entrants moins la somme des
débits sortants :

d
dth1 = −Q1ext −Q12 + u1,

d
dth2 = Q12 −Q2ext + u2.

Le système des bacs d’eau est donc régi par les équation d’états suivantes :

(
ḣ1 (t)
ḣ2 (t)

)
=

( −b
√

2gh1 (t)− a.sign (h1 (t)− h2 (t))
√

2g |h1 (t)− h2 (t)|
−b

√
2gh2 (t) + a.sign (h1 (t)− h2 (t))

√
2g |h1 (t)− h2 (t)|

)
+

(
u1 (t)
u2 (t)

)
.

Par un calcul direct, on montre que ce système est inversible

u (t) = ψ
(
p,h (t) , ḣ (t)

)
.

où u (t) = (u1 (t) , u2 (t))T , h (t) = (h1 (t) , h2 (t))T, p = (a, b)T et la fonction ψ est définie par

ψ
(
p,h (t) , ḣ (t)

)
=

(
ḣ1 (t) + b

√
2gh1 (t) + a.sign (h1 (t)− h2 (t))

√
2g |h1 (t)− h2 (t)|

ḣ2 (t) + b
√

2gh2 (t)− a.sign (h1 (t)− h2 (t))
√

2g |h1 (t)− h2 (t)|
)

.

(4.80)

4.5.3 Estimation de paramètres en aveugle

Maintentant, considérons le système des bac d’eau de la figure 4.12 décrit par le système inversible
(4.80). Nous supposons que

– La section de fuite b de chaque bac est inconnue
– La section a du canal reliant les deux bacs est inconnue.
– Le vecteur d’entrée inconnue u (t) est à composantes indépendantes.
Seul le vecteur de sortie h (t) (correspondant aux hauteurs d’eau dans chaque bac) est connu. Le

problème que nous proposons de résoudre est l’estimation des paramètres inconnus p = (a, b) en aveugle
simplement à l’aide de l’hypothèse d’indépendance des entrées. Il s’agit d’un problème d’estimation de
paramètres en aveugle où l’ensemble à caractériser est le suivant

P =
{
p ∈ R2|ψ

(
p,h, ḣ

)
∈ I2

s

}
.

4.5.3.0.1 Identifiabilité en aveugle Nous testons dans un premier temps l’identifiabilité en aveugle
des paramètres p du système (4.80) selon le modèle d’entrées indépendantes. Si la conjecture 4.26 du
paragraphe 4.2.2.2 est vraie, le système (4.80) est identifiable en aveugle selon le modèle d’entrées
indépendantes si et seulement si, pour presque tout p? ∈ P ,

(
α1 0
0 α2

)
ψ

(
p?,h, ḣ

)
+

(
β1

β2

)
= ψ

(
p̂,h, ḣ

)
=⇒ p̂ = p?. (4.81)

avec (α1, α2) ∈ R2 et (β1, β2) ∈ R2. En effet, comme le suggère la remarque 4.28, il est inutile de
vérifier la conditon (4.35) pour les permutations P.
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Nous résolvons le système

(
α1 0
0 α2

)
ψ

(
p?,h, ḣ

)
+

(
β1

β2

)
= ψ

(
p̂,h, ḣ

)
, (4.82)

et obtenons




α1 = 1
α2 = 1
a? = â

b? = b̂
β1 = 0
β2 = 0

,

Si la conjecture 4.26 est vraie, le système (4.80) est identifiable en aveugle selon le modèle d’entrées
indépendantes.

4.5.3.0.2 Estimation des paramètres solutions Maintenant nous cherchons à estimer en aveugle les
paramètres pour le système (4.80). Rappelons que les débits entrées u1 et u2 sont supposés indépendants.
Comme cela est suggéré au paragraphe 4.4.1.1, nous choisissons la fonction d’estimation

h =
(

Γu1,u2

Γu̇1,u2

)
(4.83)

=
(

E (u1u2)− E (u1) E (u2)
E (u̇1u2)

)
(4.84)

qui fournit deux équations (autant que de paramètres).

Le système inversible (4.80) considéré étant découplé, la condition h (u) = 0 peut être approximée,
à l’aide de l’opérateur bar, par un système d’équations en p = (a, b) faisant intervenir uniquement les
estimations des moments des sorties. Nous obtenons

{
u1u2 − u1 u2 = 0
u̇1u2 = 0.

(4.85)

D’après les expressions (4.54) décrivant le système étudié et sachant que

u̇1 (t) = ḧ1 (t) +
√

gbḣ1 (t)√
2h1 (t)

+
√

gaḣ1 (t)√
2 |h1 (t)− h2 (t)| , (4.86)



CHAPITRE 4 — Estimation aveugle de paramètres pour des systèmes inversibles 127

on a

u1 = ḣ1 + b
√

2g
√

h1 + a
√

2gsign (h1 − h2)
√
|h1 − h2|,

u2 = ḣ2 + b
√

2g
√

h2 − a
√

2gsign (h1 − h2)
√
|h1 − h2|,

u1u2 =
ḣ1ḣ2 + b

√
2gḣ2

√
h1 + a

√
2gḣ2sign (h1 − h2)

√
|h1 − h2|+

√
2gbḣ1

√
h2 + 2gb2

√
h1h2

+2gabsign (h1 − h2)
√

h2 |h1 − h2| − a
√

2gḣ1sign (h1 − h2)
√
|h1 − h2|

−ab
√

2g
√

2gh1sign (h1 − h2)
√

2g |h1 − h2| − 2a2g|h1 − h2|

u̇1u2 =

ḧ1ḣ2 +
√

gb
2

ḣ1ḣ2√
h1

+
√

ga
2

ḣ1ḣ2√
|h1−h2|

+ b
√

2gḧ1

√
h2 + b2gḣ1

√
h2
h1

+gabḣ1

√
h2

|h1−h2| − a
√

2gḧ1sign (h1 − h2)
√
|h1 − h2|

−agbḣ1sign (h1 − h2)
√

|h1−h2|
h1

− ga2ḣ1sign (h1 − h2).
(4.87)

La résolution de ce système d’équations d’inconnues a et b à l’aide de l’algorithme SIVIA (pour
5000 échantillons , une précision ε = 10−2 et un pavé de recherche initial [0, 10]× [0, 10] ), nous donne

a ∈ [0.287, 0.314] et b ∈ [0.49, 0.511].

qui contient les valeurs théoriques a = 0.3 et b = 0.5.

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés au problème d’estimation de paramètres lorsque les
entrées sont inconnues. Pour cela, nous avons tout d’abord défini la nouvelle notion d’identifiablilité en
aveugle d’un système inversible selon un modèle d’entrée fixé, par analogie avec les notions d’identi-
fiablilité structurelle et de séparabilité. Puis, nous avons présenté une méthode originale d’estimation de
paramètres en aveugle pour des systèmes inversibles découplées. Même dans un cadre idéal (où les déri-
vées des signaux de sorties sont connues), il n’existait, à notre connaissance, aucune méthode permettant
d’estimer les paramètres inconnus sans la connaissance des entrées.

Bien que les entrées soient inconnues, nous avons montré qu’uniquement à partir d’hypothèses sta-
tistiques sur ces dernières, l’estimation des paramètres était, dans certains cas, rendue possible. Mal-
heureusement, nous ne sommes pas encore capables de présenter des conditions générales de succès de
notre démarche dans la mesure où il existe sans doute des distributions de signaux u (pathologiques)
pour lesquelles elle échoue. Toutefois, la méthode proposée étant basée sur l’analyse par intervalles,
elle nous permet systématiquement d’estimer l’ensemble des paramètres compatibles avec les équations
d’estimation considérées. L’intérêt de l’utilisation des outils ensemblistes est que même dans le cas où
l’identifiablilité en aveugle d’un système ne peut être testée (pour des systèmes complexes), l’analyse
par intervalles nous montre a posteriori que le système était identifiable. Inversement, si nous obtenons
un ensemble de plusieurs paramètres p solutions, nous pouvons en déduire que le système est intrin-
sèquement non identifiable en aveugle pour le modèle d’entrées considéré ou bien que les équations
d’estimation utilisées ne fournissent pas suffisamment d’informations. Dans ce dernier cas, il est alors
possible d’ajouter des équations supplémentaires, par exemple, faisant intervenir des statistiques d’ordre
supérieur ou des dérivées d’ordre supérieur.
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Pour conclure, le travail présenté ici ne vise aucune application pratique particulière. Il s’agit sim-
plement d’une étude théorique afin de convaincre le lecteur que l’estimation de paramètres en aveugle
est possible. De nombreux points restent encore à éclaircir. En particulier, la condition d’identifiablilité
proposée au paragraphe 4.2.2.2 n’est pas prouvée. Notons cependant que nous n’avons, pour le moment,
encore jamais rencontré de système vérifiant cette condition et n’étant pas identifiable en aveugle.



Conclusion
Bilan

Séparation aveugle de sources
Dans cette thèse nous nous sommes tout d’abord intéressés au problème de séparation en aveugle de

sources pour une nouvelle classe de modèles de mélanges décrits par des systèmes inversibles

u = ψ
(
y, . . . ,y(r)

)

Ces modèles étendent les problèmes de séparation de sources à des mélanges décrits par des équations
différentielles.

La méthode de séparation proposée consiste, dans un premier temps, à paramétrer la fonction ψ
inconnue. Deux solutions sont alors envisageables : soit un modèle pour ψ est connu (par exemple, ψ
est construite à partir des équations de la physique), soit aucune structure pour ψ n’est connue et une
paramétrisation peut alors être obtenue par un développement de Taylor de ψ. L’ordre du développement
doit être choisi suffisamment grand de manière à obtenir une approximation convenable de ψ (à noter
que le développement de Taylor existe toujours puisque la fonction ψ est, par hypothèse, analytique). La
question du choix de l’ordre du développement n’a pas été abordée dans cette thèse.

Dans un second temps, notre démarche repose sur la construction d’équations d’estimation origi-
nales, exploitant des résultats sur les dérivées de signaux aléatoires apparaissant dans [7] qui permettent
d’estimer les paramètres inconnus de ψ. Le principal résultat étant que si deux signaux aléatoires sont sta-
tistiquement indépendants alors leurs dérivées sont statistiquement indépendantes (quel que soit l’ordre
de dérivation). Ainsi, les dérivées peuvent être vues comme des observations supplémentaires ("vir-
tuelles") qui nous permettent d’obtenir des informations supplémentaires sur le système. Ces résultats
sur les dérivées de signaux, peu exploités jusqu’alors (seulement pour les mélanges linéaires statiques
dans [22]), sont particulièrement intéressants pour des mélanges inversibles dans lesquels interviennent
les dérivées.
La méthode de séparation proposée consiste à annuler les dérivées successives des matrices d’autocor-
rélation des sources reconstruites en zéro. Pour cette méthode, basée sur des statistiques d’ordre deux,
nous avons montré qu’une condition nécessaire de succès est qu’il existe au moins un ordre de dérivation
k tel que la dérivée k-ième de la matrice d’autocorrélation en zéro ait des valeurs propres distinctes.
Cependant, cette condition concernant les sources qui sont, par hypothèse, inconnues, est difficilement
exploitable.
Précisons enfin que notre démarche est continue et ne possède, en théorie, aucun inconvénient relatif
à l’échantillonnage des signaux. Cependant, en pratique, une implémentation numérique impose, bien
entendu, un échantillonnage.

Par ailleurs, nous avons défini la séparabilité de système inversible selon un modèle d’entrée. Cette
nouvelle notion, inspirée de [88], est une propriété structurelle du système de mélange qui caractérise
la possibilité d’identifier les paramètres du système qui reconstruisent une image des sources à une
indétermination d’échelle et une permutation près.

A ce propos, nous avons pû nous rendre compte d’un avantage non négligeable de l’utilisation des
techniques d’analyse par intervalles. Elles permettent en effet de vérifier, a posteriori, la séparabilité du
mélange selon le modèle d’entrée considéré.

129
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Estimation de paramètres en aveugle
Nous avons ensuite étudié le problème d’estimation de paramètres en aveugle, toujours pour des

systèmes inversibles. Comme nous l’avons déjà expliqué, ce problème présente de fortes similitudes
avec le problème de séparation aveugle de sources et nous aurions pû le nommer séparation de sources
exacte dans le sens où l’identification du vecteur de paramètres conduit à l’estimation des sources (via
l’équation du système inversible) exacte, c’est-à-dire sans indétermination d’échelle ni de permutation.
A la différence du problème de séparation de sources, nous nous sommes plus particulièrement attardés
sur le cas des systèmes inversibles non linéaires.

Nous avons présenté des résultats sur l’estimation de paramètres en aveugle pour ces systèmes et, no-
tamment montré que l’observation des entrées n’est pas toujours nécessaire pour estimer les paramètres.
Des hypothèses statistiques sur les entrées peuvent être suffisantes.

Dans un premier temps, nous avons introduit la notion nouvelle d’identifiabilité en aveugle selon
un modèle d’entrée fixé, fortement inspirée de l’identifiabilité structurelle présentée par Walter dans
[90]. Nous avons en particulier étudié les modèles d’entrées indépendantes et gaussiennes, pour lesquels
nous avons conjecturé une condition formelle (empirique) d’identifiabilité en aveugle. Concernant le
problème d’estimation de paramètres en aveugle, l’information initiale est tellement pauvre qu’il nous
a paru intéressant d’aller chercher des renseignements supplémentaires dans les dérivées des signaux de
sortie. Nos motivations sont nées de l’automatique où elles sont classiquement utilisées.
Il est fondamental de constater que nous n’aurions jamais obtenu de telles conditions d’identifiabilité en
aveugle sans tenir compte des résultats sur les dérivées de signaux aléatoires.

Dans un second temps, nous avons proposé une démarche de résolution du problème d’estimation
de paramètres en aveugle que nous avons illustrée sur de nombreux exemples. De façon analogue au
problème de séparation de sources, notre méthode de résolution repose sur la construction d’équations
d’estimation (exploitant les résultats sur les dérivées de signaux aléatoires) qui permettent d’estimer les
paramètres.

Techniques d’analyse par intervalles
Pour résoudre les problèmes de séparation de sources et d’estimation de paramètres en aveugle, nous

avons utilisé des techniques d’analyse par intervalles. A notre connaissance, c’est la première fois que
ces techniques ont été utilisées sur des critères statistiques.

Le premier avantage des intervalles est la garantie de fournir toutes les solutions. En effet, nous ob-
tenons toujours l’ensemble des solutions compatibles avec un système d’équations fixé et comme nous
l’avons vu à plusieurs reprises, cette information est loin d’être négligeable. Un atout majeur de ces outils
ensemblistes est que la séparabilité ou l’identifiabilité en aveugle d’un système selon un modèle d’entrée
fixé peuvent être vérifiées a posteriori.
En plus de la garantie des solutions, les techniques d’analyse par intervalles offrent une estimation conve-
nable des solutions dans la mesure où elles sont peu sensibles à de mauvais conditionnements.

Comme nous avons eu l’occasion de le préciser, les techniques ensemblistes perdent en efficacité
lorsque le problème considéré augmente en dimension. En général, SIVIA est efficace jusqu’à quatre ou
cinq paramètres recherchés et devient obsolète au delà de la dimension six.
Par contre, il existe des techniques par intervalles plus élaborées (Contraction, Méthode de Newton par
intervalles,. . . ), non présentées dans cette thèse, mais qui s’avèreraient plus efficaces pour des problèmes
en grande dimension. Les développements actuels laissent d’ailleurs supposer que ces techniques vont
encore se perfectionner, ne serait-ce que grâce à l’amélioration perpétuelle des processeurs d’ordinateur
de plus en plus puissants. Cependant, nous n’avons pas utilisé ces techniques plus élaborées et leur avons
préféré la méthode de Newton, plus simple à mettre en oeuvre. L’inconvénient est que nous retrouvons
des problèmes dûs au mauvais conditionnement des équations d’estimation, ainsi que les risques liés à
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l’existence de minima locaux, etc.

Perspectives

Nous avons globalement obtenu des résultats encourageants pour les deux problèmes d’estimation
en aveugle étudiés :

– séparation aveugle de sources
– estimation aveugle de paramètres.
Pour ces deux problèmes, nous avons établi des équations d’estimation basées sur les dérivées de

signaux aléatoires. Cependant, la mise en oeuvre pratique de ces équations (théoriques) nécessite le rem-
placement des moments par leurs estimations (via l’opérateur bar). Il est alors intéressant de s’interroger
sur les conséquences de ces approximations sur les paramètres estimés. De surcroît, on peut se demander
si l’ajout d’équations améliore la précision de l’estimation de ces paramètres. En effet, en pratique, nous
nous sommes placés dans un contexte difficile, en exploitant systématiquement un nombre d’équations
égal à celui du nombre d’inconnues, notre objectif étant simplement de montrer la possibilité d’estimer
en aveugle des paramètres.
Comme le suggèrent ces remarques, une étude de robustesse reste donc à effectuer. Cette étude est d’au-
tant plus importante que les résultats présentés (lors des simulations) sont associés à de grands nombres
d’échantillons. Elle permettra de vérifier, éventuellement, l’obtention de bons résultats même pour de
petits nombres d’échantillons.

Bien entendu, d’autres points restent encore à préciser et de nouvelles pistes de recherche sont éga-
lement apparues :

– Comme nous l’avons évoqué dans le chapitre 3, il serait intéressant de voir laquelle des méthodes
exploitant les décalages temporels ou les dérivées successives de la fonction d’autocorrélation
signaux aléatoires, est la plus performante et sous quelles conditions. Nous avons vu que, lorsque
les dérivées sont estimées par différences finies, les deux méthodes s’avèrent identiques. Existe
t-il toujours des relations entres ces deux méthodes si les dérivées sont estimées différemment (par
exemple, par des techniques présentées dans l’annexe E).
Nous avons pris connaissance tardivement des résultats théoriques de Blanc-Lapierre [7] et des
travaux de Cavassilas [22] à ce sujet, il serait intéressant, dans un premier temps, d’approfondir
ces résultats.

– Concernant l’identifiabilité en aveugle, il paraît important de s’intéresser à la démonstration des
conditions d’identifiabilité empiriques obtenues pour les modèles d’entrées indépendantes et gaus-
siennes. En effet, ces conditions d’identifiabilité, présentées dans le chapitre 4, reposent sur des
remarques intuitives. Un approfondissement est nécessaire.
A ce sujet, il pourrait également être envisageable de considérer des modèles d’entrées supplé-
mentaires. Par exemple, les entrées sont gaussiennes et indépendantes, etc. . .

– Concernant le problème de séparation de sources, la démarche présentée a été validée sur des sys-
tèmes linéaires inversibles, cependant, elle semble s’étendre sans difficulté au cas des systèmes non
linéaires. Toutefois, une étude supplémentaire est nécessaire afin d’obtenir la classe des mélanges
de signaux séparables. En effet, la non-linéarité du mélange impose l’utilisation des statistiques
d’ordres supérieurs des sorties.

– De manière générale, pour les deux problèmes considérés, l’utilisation des techniques par inter-
valles nous a permis, dans la mesure où l’on obtient une unique solution, de montrer la séparabilité
ou l’identifiabilité en aveugle (selon le problème considéré) d’un système de mélange. Inversement
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si un ensemble de solutions est obtenu, on ne peut absolument pas conclure quant à la non sépara-
bilité ou la non identifiabilité en aveugle du système considéré. En effet, il est tout à fait possible
que, bien qu’un système soit séparable ou identifiable en aveugle, les équations d’estimation choi-
sies conduisent à une infinité de solution (par exemple si les équations sont dépendantes).
Ce point est extrêmement délicat et mériterait, à lui seul, une étude poussée. Il serait en parti-
culier intéressant d’établir (et c’est sans aucun doute très complexe) des conditions d’unicité des
solutions pour des équations d’estimation fixées, ou inversement, de rechercher dans quels cas les
équations d’estimation considérées ne seront pas suffisantes.

Rappelons pour terminer que les résultats présentés dans cette thèse ne visent, pour le moment,
aucune application pratique. Nous avons modestement chercher à montrer, au moins dans un cadre théo-
rique, que la séparation de sources ou l’estimation de paramètres en aveugle étaient possibles pour des
systèmes inversibles.
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ANNEXE A
Probabilités

Comme nous l’avons évoqué dans l’introduction, les problèmes de séparation de sources mettent en
jeu des phénomènes aléatoires. Dans une démarche pédagogique, nous présentons dans cette première
annexe les fondements des probabilités. Cette annexe, consacrée à l’exposition des notions de base des
probabilités, s’appuie essentiellement sur la théorie de la mesure et de l’intégration. Elle a été réalisée
principalement à partir de [41][4][77][73][71]. Pour certains résultats que nous avons choisi d’admettre,
les personnes intéressées trouveront les preuves dans les deux premiers ouvrages.

Dans un premier temps, nous présentons les espaces sur lesquels sont définies les probabilités, puis,
dans la seconde partie, nous introduisons la notion de variable aléatoire avant de nous intéresser dans les
parties A.3 et A.4 aux couples de variables aléatoires puis aux vecteurs aléatoires, ce qui sera l’occasion
d’introduire principalement les notions d’indépendance et de gaussianité.

A.1 Espace de probabilité

Une expérience ou un phénomène est dit aléatoire lorsque la description la plus complète des condi-
tions de l’expérience ne suffit pas à prévoir le résultat qui est soumis au hasard. Ce dernier peut être
interprété, soit comme notre incompétence à concevoir, expliciter et utiliser les lois régissant le phé-
nomène physique considéré, soit comme un manque d’information sur les conditions de l’expérience.
On peut trouver de nombreux exemples d’expériences aléatoires : le jet d’un dé, le tirage du loto. . . Au
contraire, une expérience dont le résultat peut être prévu avant la réalisation est dite déterministe.

La modélisation du calcul des probabilités a été inventée par A.N. Kolmogorov dans son livre
"Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung" paru en 1933. Cette modélisation, dans le sens où
elle induit une simplification des phénomènes aléatoires, permet de faire des calculs pour prédire des
résultats. Elle est réalisée à partir du triplet fondamental (Ω,A, P ) que nous allons décrire dans cette
première partie.

Le premier paragraphe sera consacré aux événements relatifs à un phénomène dans lequel intervient
le hasard. Ces événements apparaîtront comme des sous-ensembles de l’élément Ω du triplet. Ensuite,
pour permettre une manipulation plus aisée, nous introduirons une famille remarquableA d’événements,
obéissant à des règles algébriques précises. Puis, nous étudierons les propriétés de l’élément P (la mesure
de probabilité) qui nous permettra de pondérer les événements appartenant à la classe A.

A.1.1 L’espace des observables Ω

L’ensemble Ω du triplet (Ω,A, P ) est appelé l’espace des observables. Un événement aléatoire est
un sous-ensemble de Ω dont on peut dire, au vu d’une expérience, s’il est réalisé ou non. Par la suite,
comme Ω contient tous les événements, nous l’appellerons abusivement l’espace des événements.

Les événements aléatoires étant des ensembles, nous pouvons effectuer les opérations logiques habi-
tuelles. Voici quelques interprétations de ces dernières.
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Pour A,B ∈ Ω,
– Ω est l’événement certain et ∅ est l’événement impossible.
– Ac est l’événement contraire à A.
– A ∩B est l’événement « A et B sont réalisés ».
– A ∪B est l’événement « A ou B sont réalisés ».
– A\B = A ∩ (A ∩B)c est l’événement « A privé de B ».
– Si A ⊂ B, la réalisation de l’événement B entraîne la réalisation de A.
– Si A ∩ B = ∅, on dit que A et B sont incompatibles. Autrement dit, le résultat d’une expérience

ne peut être à la fois dans A et dans B.
Dans la construction du modèle probabiliste, on se donne un ensemble non vide Ω et on cherche

conjointement à :
• attribuer une probabilité à tout sous-ensemble de Ω,
• respecter quelques règles de calcul simple (en premier lieu celle de l’additivité).
Il se trouve, pour des raisons mathématiques (venant du fait qu’il existe des sous-ensembles de Ω de

nature extrêmement complexe), qu’on ne peut pas satisfaire ces deux exigences à la fois, tout du moins
lorsque Ω est continu. L’idée est alors de ne pas attribuer une probabilité à toute partie A ∈ P (Ω), mais
seulement à certaines parties appartenant à une classe particulière A inclue dans P (Ω). Lorsque A est
munie de propriétés algébriques bien choisies, on peut remplir les deux conditions.

Les propriétés des tribus se sont avérées les plus efficaces. Leurs axiomes et propriétés élémentaires
sont donnés dans le paragraphe suivant.

A.1.2 La tribu A
Pour des raisons mathématiques, et afin que la modélisation soit cohérente avec notre intuition, l’en-

semble A ⊂ P (Ω) d’événements aléatoires est défini de la façon suivante :

Définition A.1 (Tribu). A ⊂ P (Ω) est une tribu (ou une σ-algèbre) de Ω si :
i) Ω ∈ A,
ii) A est stable par passage au complémentaire :

∀A ∈ A ⇒ Ac ∈ A,

iii) A est stable par réunion dénombrable : pour toute suite (An)n∈N d’éléments de A,
⋃

n∈N
An ∈ A

On déduit de ces trois axiomes que A est stable par intersection dénombrable et qu’elle contient ∅.

Exemple A.2. La plus petite tribu possible sur un espace Ω est l’ensemble {Ω,∅}, appelée tribu gros-
sière ou tribu triviale.

Définition A.3 (Sous-tribu). On dit que A′ est une sous-tribu d’une tribu A si A′ ⊂ A et A′ est une
tribu.

Définition A.4 (Tribu engendrée par). SoitA une tribu, la tribu engendrée par une famille d’événements
de A est la plus petite sous-tribu de A contenant tous ces événements.

Exemple A.5. Soit A une tribu de Ω, la tribu engendrée par un événement A ∈ A est l’ensemble
{∅,Ω, A, Ac}.
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Définition A.6 (Tribu borélienne). Soit Ω un espace topologique (par exemple Ω = R). On appelle
tribu borélienne, notée B (Ω), la plus petite tribu contenant tous les ouverts de Ω, appelée aussi tribu
engendrée par les ouverts. Dans le cas où Ω = R (muni de sa topologie classique), la tribu engendrée par
les intervalles ouverts est appelée tribu borélienne.

Définition A.7 (Espace mesurable). On appelle espace mesurable le couple (Ω,A) oùA est une tribu de
Ω.

Nous allons maintenant introduire la notion de probabilité.

A.1.3 La mesure de probabilité P

A.1.3.1 Probabilité sur un espace mesurable

On cherche à définir, pour A ∈ A, la crédibilité qu’on accorde a priori à A (avant le résultat de l’ex-
périence), c’est-à-dire à associer à l’événement A un nombre P (A), compris entre 0 et 1, qui représente
la chance qu’il soit réalisé à la suite de l’expérience.

Définition A.8 (Probabilité). Une probabilité (ou mesure de probabilité) sur un espace mesurable (Ω,A)
est une application de A dans [0, 1], notée P , telle que :
i) P (Ω) = 1
ii) Pour toute suite (An)n∈N d’événements de A, incompatibles deux à deux, c’est-à-dire tels que
∀m,n ∈ N, An ∩Am = ∅, on a :

P

( ⋃

n∈N
An

)
=

∑

n∈N
P (An) .

Cette dernière propriété s’appelle σ-additivité de P .
Dans le langage de la théorie de la mesure, P est une mesure positive de masse 1.

Proposition A.9. P vérifie les propriétés suivantes :
i) ∀A ∈ A, P (Ac) = 1− P (A) .
ii) ∀A,B ∈ A, tels que A ⊂ B,P (A) ≤ P (B) .
iii) ∀A,B ∈ A, P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)
iv) ∀ (An)n∈N telle que ∀n ∈ N, An ∈ A, P (

⋃
n An) ≤ ∑

n P (An) .

Démonstration. i) Ac et A sont disjoints donc Ac∩A = ∅. De plus, Ac∪A = Ω donc P (Ac)+P (A) =
P (Ω). Comme P (Ω) = 1, on a donc P (Ac) = 1− P (A) .
ii) B = (B∩A)∪(B ∩Ac) avec B∩A et B∩Ac incompatibles donc P (B) = P (B ∩A)+P (B ∩Ac) .
De plus, A ⊂ B, donc B ∩ A = A. On a alors P (B) = P (A) + P (B ∩Ac) avec P (B ∩Ac) > 0,
d’où le résultat.
iii) On peut écrire A ∪B comme réunion de sous ensembles disjoints :

A ∪B = (A ∩B) ∪ (Ac ∩B) ∪ (A ∩Bc),

d’où
P (A ∪B) = P (A ∩B) + P (Ac ∩B) + P (A ∩Bc).

De même qu’en ii), on peut écrire:

P (B) = P (B ∩A) + P (B ∩Ac) et P (A) = P (B ∩A) + P (Bc ∩A) ,
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donc
P (A ∪B) = P (A ∩B) + P (A)− P (A ∩B) + P (B)− P (A ∩B) .

On a bien le résultat.
iv) Par récurrence, c’est une conséquence directe du iii).

Théorème A.10. Si P : A → [0, 1] est une probabilité, alors:
i) Pour toute suite (An)n∈N d’éléments de A telle que ∀n ∈ N, An ⊂ An+1 et limn→+∞An = A, on a

lim
n→+∞P (An) = P (A).

ii) Pour toute suite (An)n∈N d’éléments de A telle que ∀n ∈ N, An+1 ⊂ An et limn→+∞An = A, on a

lim
n→+∞P (An) = P (A).

Autrement dit, on peut parler de continuité de probabilité pour des suites croissantes ou décroissantes
d’éléments de A.

Démonstration. i) Soit (An)n∈N une suite croissante d’éléments de A telle que limn→+∞An = A. On
a donc ∀n ∈ N, An ⊂ An+1.
Considérons la suite (Bn)n∈N définie par :

B0 = A0,B1 = A1\A0, ..., Bn = An\An−1.

On vérifie aisément que ∀n ∈ N, Bn ∈ A et que les Bn sont deux à deux disjoints. De plus, ∀n ∈ N,

An =
n⋃

i=0

Bi et A =
∞⋃

n=0

Bn.

On a alors, d’après la σ-additivité de P ,

P (An) = P (
n⋃

i=0

Bi) =
n∑

i=0

P (Bi) et P (A) = P (
∞⋃

n=0

Bn) =
∞∑

n=0

P (Bn).

Or, il est évident (définition d’une somme partielle) que

lim
n→+∞

n∑

i=0

P (Bi) =
∞∑

n=0

P (Bn).

On a donc bien limn→+∞ P (An) = P (A).
ii) Soit (An)n∈N une suite décroissante d’éléments de A telle que limn→+∞An = A.

Alors (Ac
n)n∈N est une suite croissante d’éléments de A telle que limn→+∞Ac

n = Ac. Donc, d’après i),
limn→+∞ P (Ac

n) = P (Ac).
On a donc, limn→+∞ 1− P (An) = (1− P (A)) soit encore, limn→+∞ P (An) = P (A).

Définition A.11 (Espace de probabilité). Soient Ω l’espace des événements, A une tribu de Ω et P une
probabilité de A. Le triplet (Ω,A, P ) s’appelle un espace de probabilité ou un espace probabilisé.
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Définition A.12. Un événement A ∈ A de probabilité nulle (i.e. P (A) = 0) est dit négligeable, et une
propriété est dite vraie P -presque sûrement, si l’ensemble des ω ∈ Ω tels que cette propriété soit vraie
est de probabilité égale à 1.

Considérons deux exemples classiques de probabilités :

Exemple A.13 (Mesure de Dirac). Pour ω0 fixé dans Ω, on appelle mesure de Dirac la mesure de
probabilité δω0 : Ω → R définie par

δω0 (A) =
{

1 si ω0 ∈ A,
0 si ω0 /∈ A.

(A.1)

Exemple A.14 (Mesure de Lebesgue). Soit Ω = [0, 1] et B ([0, 1]) sa tribu borélienne. On appelle
mesure de Lebesgue la probabilité λ : [0, 1] → R définie par

λ (]c, d[) = d− c (A.2)

Remarque A.15. On peut montrer (voir [10]) qu’il n’existe pas sur ([0, 1],P([0, 1])) de probabilité
autre qu’une mesure discrète (somme au plus dénombrable de masses de Dirac). En particulier, on
peut exhiber une partie de [0, 1] ne possédant pas de mesure de Lebesgue. C’est pourquoi on munira
naturellement R, et par suite tout espace topologique X , de sa tribu borélienne B(X).

A.1.3.2 Fonction de répartition

Dans ce paragraphe, on prendra Ω = R (où R est muni de sa tribu borélienne).

Définition A.16 (Fonction de répartition). On appelle fonction de répartition de la probabilité P , notée
F , l’application définie par

∀x ∈ R, F (x) = P (]−∞, x]) .

Théorème A.17. Une fonction F : R 7→ [0, 1] est une fonction de répartition de la probabilité P sur
l’espace (Ω,A) si et seulement si F vérifie les trois propriétés suivantes :
i) F est croissante,
ii) F est continue à droite,
iii) limx→+∞ F (x) = 1 et limx→−∞ F (x) = 0.

Démonstration. ( =⇒ ) Soit F une fonction de répartition de la probabilité P .
i) Soit x, y ∈ R tels que x 6 y. On a ]−∞, x] ⊆ ]−∞, y], d’où

P (]−∞, x]) ≤ P (]−∞, y]),

c’est à dire F (x) ≤ F (y). Donc F est croissante.
ii) Soit x ∈ R et soit (xn)n∈N, une suite décroissante d’éléments de R telle que limn→+∞ xn = x. On a
donc une suite croissante d’éléments de A, (]−∞, xn])n∈N qui tend vers ]−∞, x]. D’après le théorème
A.10, on a donc

lim
n→+∞P (]−∞, xn]) = P (]−∞, x]),

c’est-à-dire limn→+∞ F (xn) = F (x). F est donc bien continue à droite.
iii) On a limx→+∞ ]−∞, x] = R. Par continuité de probabilité pour une suite croissante, on a donc

lim
x→+∞P (]−∞, x]) = P (R),
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d’où limx→+∞ F (x) = 1.
De même, limx→−∞ ]−∞, x] = ∅. Par continuité de probabilité pour une suite décroissante, on a

lim
x→−∞P (]−∞, x]) = P (∅),

d’où limx→−∞ F (x) = 0.
(⇐=) Réciproquement, soit F une fonction vérifiant i), ii) et iii). A partir de cette fonction F , nous
allons chercher à définir une probabilité P sur la tribu borélienne B(R). Pour x, y ∈ R, nous posons
intuitivement P (]x, y]) , F (y)− F (x). Il faut maintenant définir P (A) pour tout A ∈ B(R). On a

B(R)=
{

union finie des intervalles disjoints de type ]x, y], x < y avec x, y ∈ R̄}
1.

Ceci vient du fait que tout semi-ouvert de R peut s’écrire comme réunions et complémentaires d’inter-
valles ouverts de R (]x, y] =]x, y[∪ (]−∞; y[∪]y; +∞[)c).

Tout élément A ∈ A s’écrit donc comme union d’intervalles deux à deux disjoints : A =
n⋃

i=1

]xi, yi].

Nous posons alors

P (A) =
n∑

i=1

P (]xi, yi]) =
n∑

i=1

[F (yi)− F (xi)] .

Il faut maintenant vérifier que P : A −→ [0, 1] est bien une probabilité.
i) P (]−∞, +∞]) = F (+∞)− F (−∞) = 1 donc P (Ω) = 1.
ii) Reste à montrer la σ-additivité de P. Nous admettons ici ce résultat (difficile).

D’après ce théorème, si une fonction F possède les trois propriétés i), ii) et iii), il existe une pro-
babilité P sur (Ω,A) dont F est la fonction de répartition et inversement. On peut également montrer
que cette probabilité est unique. Ainsi, la fonction de répartition F caractérise entièrement la probabilité
P de l’espace mesurable (Ω,A), et donc caractérise entièrement l’espace de probabilité (Ω,A, P ) . Au-
trement dit, la connaissance de F nous permet d’ignorer totalement l’espace de probabilité (Ω,A, P ).
Ce résultat est intéressant étant donné que l’ensemble des fonctions de répartition est moins abstrait que
celui des espaces probabilisés.

Exemple A.18. La fonction de répartition de la mesure de Dirac définie par (A.1) est :

F (x) =
{

0 si x < ω0

1 si x ≥ ω0.

Exemple A.19. La fonction de répartition de la mesure de Lebesgue définie par (A.2) est :

F (x) =





0 si x ≤ 0
x si 0 ≤ x ≤ 1
1 si x ≥ 1.

1Par convention ]x, +∞] ≡]x, +∞[.
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A.1.4 Conditionnement et indépendance

A.1.4.1 Probabilités conditionnelles

Une des plus fructueuses notions de la théorie des probabilités est celle de probabilité conditionnelle.
L’idée de base est qu’une information supplémentaire concernant l’expérience modifie la vraisemblance
que l’on accorde à l’événement étudié.

Définition A.20 (Probabilité conditionnelle). Soient (Ω,A, P ) un espace de probabilité et B un événe-
ment de A de probabilité strictement positive. L’application

P (./B) :

{
A → [0, 1]
A → P (A/B) = P (A∩B)

P (B)

définit une nouvelle probabilité sur Ω, appelée probabilité conditionnelle de A sachant B.

A.1.4.2 Notion d’indépendance

Intuitivement, deux événements A et B sont indépendants si le fait de savoir que A est réalisé ne
donne aucune information sur la réalisation de B et inversement.
Si B est un événement de probabilité strictement positive, A sera dit indépendant de B si :

P (A/B) = P (A) =
P (A ∩B)

P (B)
.

On remarque que cette formule se symétrise et la notion d’indépendance se définit finalement comme
suit.

Proposition A.21 (Evénements indépendants). Soient deux événements aléatoires A et B de (Ω,A, P )
de probabilité strictement positive. A et B sont indépendants si et seulement si

P (A/B) = P (A) ⇔ P (B/A) = P (B) ⇔ P (A ∩B) = P (A) P (B) .

Autrement dit, la probabilité de voir A réalisé ne dépend pas de la réalisation ou non de B (et
inversement).

Remarque A.22. La notion d’indépendance est liée au choix de la probabilité P et n’est pas une notion
ensembliste. Cela n’a en particulier rien à voir avec le fait que A et B soient disjoints ou non.

On peut généraliser la notion d’événements indépendants à une suite finie ou infinie d’événements.

Définition A.23. Une suite (An)n d’événements de (Ω,A, P ) est dite indépendante, ou mutuellement
indépendante, si

P (Ai1 ∩ · · · ∩Aik) = P (Ai1) . . . P (Aik) ,

pour toute suite finie (i1, . . . , ik) d’entiers deux à deux distincts.

Attention, comme le montrent les exemples suivants, cette définition est un peu délicate.
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Exemple A.24. Pour que la suite d’événements (A1, A2, A3) soit indépendante, il ne suffit pas d’avoir

P (A ∩A2 ∩A3) = P (A1)P (A2)P (A3).

Considérons un lancer de dé non pipé avec A1 = {1, 2, 3} , A2 = {2, 4, 6} , A3 = {1, 2, 4, 5} . On a :

P (A1 ∩A2 ∩A3) = P ({2}) = 1
6 , P (A1 ∩A2) = P ({2}) = 1

6 ,
P (A1) = P (A2) = 1

2 , P (A3) = 2
3 .

On a donc bien P (A1 ∩ A2 ∩ A3) = P (A1)P (A2)P (A3). Cependant, P (A1 ∩ A2) 6= P (A1)P (A2).
Les événements A1, A2, A3 ne sont donc pas mutuellement indépendants.

Exemple A.25. Pour que la suite (A1, A2, A3) soit indépendante, il ne suffit pas non plus que les événe-
ments A1, A2 et A3 soient indépendants deux à deux.
Considérons deux lancers successifs d’une pièce et les événements A1 = {face au premier lancer},
A2 = {face au deuxième lancer} et A3 = {les deux tirages donnent le même résultat}. On a

P (A1 ∩A2 ∩A3) = 1
4 , P (A1 ∩A2) = 1

4 , P (A2 ∩A3) = 1
4 , P (A ∩A3) = 1

4 ,
P (A1) = 1

2 , P (A2) = 1
2 , P (A3) = 1

2 .

On voit que les événements A1, A2 et A3 sont deux à deux indépendants, mais que la probabilité de leur
intersection n’est pas égale au produit des probabilités. Ils ne sont donc pas mutuellement indépendants.

La notion d’événements indépendants est, certes, élémentaire, mais elle est peu maniable et ne reflète
pas vraiment la réalité. Intuitivement, on pense plutôt à l’indépendance de groupes d’événements. En
effet, par un calcul très simple, on peut vérifier que, si les événements A et B sont indépendants, alors il
en est de même des événements A et Bc, Ac et B, Ac et Bc. La bonne notion de "groupe" d’événements
étant en fait celle de sous-tribu, on a la généralisation suivante :

Définition A.26 (Tribus indépendantes). Soit A1, ...,An une famille finie de sous-tribus d’un espace de
probabilité (Ω,A,P). On dit que cette famille est indépendante si pour tous Bi ∈ Ai, i = 1, . . . , n, on a

P (B1 ∩ · · · ∩Bn) = P (B1) . . . P (Bn) .

A.2 Variables aléatoires à valeurs réelles

En théorie des probabilités, on préfère travailler sur les variables aléatoires que sur les événements.
Attention, la terminologie, consacrée par l’usage, est malencontreuse. En effet, une "variable" aléatoire
n’est pas une variable (au sens de l’analyse) mais une application de Ω dans un espace E, (en général
E = R ou E = Rd).

Avant de définir plus précisément une variable aléatoire, commençons par définir une application
mesurable.

Définition A.27 (Application mesurable). Soient (Ω,A) et (E, E) deux espaces mesurables. On dit
qu’une application X : Ω −→ E est mesurable si pour tout B ∈ E , on a

X−1(B) , {ω ∈ Ω : X(ω) ∈ B} ∈ A.

Exemple A.28. Soient Ω = {1, 2, 3}, A = {∅, Ω, {1, 2} , {3}}, E = Ω et E = P (Ω). On considère
l’application X définie par X (ω) = ω.
On a : X−1 ({2}) = {2} /∈ A, donc X n’est pas mesurable.
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Exemple A.29. Soit Ω un ensemble muni de la tribu A = {∅, A,Ac, Ω} avec A ∈ P (Ω). On considère
l’application X définie par

X :





Ω → R

ω →
{

a si ω ∈ A
b si ω ∈ Ac.

Pour B ∈ B (R) , on a

X−1(B) =





∅ si a 6∈ B et b 6∈ B
A si a ∈ B et b 6∈ B
Ac si a 6∈ B et b ∈ B
Ω si a ∈ B et b ∈ B.

On a ∀B ∈ B (R) , X−1(B) ∈ A. Donc X est mesurable.

Remarque A.30. Toute application X : (Ω,P (Ω)) −→ (E, E) est mesurable.

Nous pouvons maintenant définir une variable aléatoire.

Définition A.31 (Variable aléatoire). Soient (Ω,A, P ) un espace de probabilité et (E, E) un espace
mesurable. On appelle variable aléatoire toute application mesurable X de Ω à valeurs dans E.
Par définition même d’une fonction mesurable, une variable aléatoire X est donc caractérisée par la
propriété suivante :

∀B ∈ E , X−1 (B) ∈ A.

Remarque A.32. Si E = R, on parle de variable aléatoire à valeurs réelles.
Si E = Rn, X = (X1, X2, . . . , Xn)T, on parle de vecteur aléatoire à valeurs réelles.
Si E = RR, on parle de signal aléatoire à valeurs réelles.

Nous pouvons maintenant "transporter" la structure abstraite du modèle probabiliste (Ω,A, P ) sur
l’espace d’arrivée (E,B). Nous allons pour cela introduire la notion de loi de probabilité.

Définition A.33 (Loi de probabilité). Soit X une variable aléatoire de (Ω,A, P ) dans (E, E). On appelle
loi de probabilité de X , ou loi de X , la probabilité image de P par l’application X , notée PX et définie
par :

∀B ∈ E , PX (B) = P
(
X−1 (B)

)
= P ({ω,X (ω) ∈ B}) .

On vérifie aisément que PX (B) est une probabilité sur E. Dès lors, (E, E , PX) est un espace probabilisé.

Définition A.34 (Fonction de répartition d’une variable aléatoire). On appelle fonction de répartition
d’une variable aléatoire X , la fonction de répartion, notée FX , de sa loi de probabilité PX :

FX(t) = PX(]−∞; t]) = P ({w; X(w) ≤ t}) .

Remarque A.35. La notion de loi de probabilité est fondamentale dans le sens où, à toute mesure de
probabilité P sur l’espace (E, E), on peut associer un espace probabilisé (Ω,A, P ) et une variable
aléatoire X : (Ω,A, P ) → (E, E) de sorte que P soit la loi de probabilité de X. En effet, il suffit de
prendre Ω = E, A = E et pour X l’application identité de Ω.
On pourra donc parler d’une variable aléatoire X ayant une loi de probabilité PX sans mentionner
l’espace (Ω,A, P ) sur lequel X est définie.

Toute l’information probabiliste d’une variable aléatoire est concentrée dans sa loi de probabilité.
Ce résultat est intéressant car notre nouvel espace de travail (E, E , PX) est beaucoup moins abstrait. On
verra, dans le cas où E = R ouRd, que l’on peut caractériser les probabilités sur (E, E) par des quantités
numériques ou fonctionnelles simples.
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A.2.1 Densité de probabilité

Dans cette partie, nous allons introduire la notion de densité d’une variable aléatoire, fortement liée
à la notion de fonction de répartition définie précédemment.

Définition A.36 (Densité). On appelle densité ou densité de probabilité sur R toute fonction f : R→ R
vérifiant les conditions suivantes :
- f est positive,
- f est continue sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points,
- l’intégrale

∫ +∞
−∞ f(t)dt converge et vaut 1.

Exemple A.37. Soit a, un réel strictement positif. Considérons la fonction f : R→ R définie par

f(x) =
{

a exp(−ax) si x > 0
0 sinon.

On vérifie aisément que f est une densité de probabilité sur R.

Rappelons qu’une variable aléatoire X définie sur (Ω,A, P ) à valeurs dans (R,B (R)) est entière-
ment caractérisée par sa fonction de répartition FX .

Définition A.38 (Densité d’une variable aléatoire). Une variable aléatoire X est dite absolument conti-
nue si il existe une fonction f : R→ R, positive, continue sauf éventuellement en un nombre fini de
points, et telle que pour tout réel x,

FX(x) = P (X ≤ x) =
∫ x

−∞
f(t)dt.

La fonction f est alors une densité (car limx→+∞ FX(x) = 1), appelée densité de la variable aléatoire
X et notée fX .

Remarque A.39. D’après la définition A.36, si f est une densité d’une variable aléatoire X , toute fonc-
tion positive différant de f en un nombre fini de points est encore une densité de X . On dit alors que la
densité d’une variable aléatoire est définie à un nombre fini de points près.

Théorème A.40. Toute densité de probabilité sur R est la densité d’une variable aléatoire absolument
continue sur R.

Démonstration. Soit f une densité sur R. Posons

F :





R → R

x →
x∫

−∞
f(t)dt.

On vérifie aisément que la fonction F ainsi définie vérifie toutes les propriétés du théorème A.17, il s’agit
donc d’une fonction de répartition. Or, on a vu précédemment qu’on peut trouver une probabilité et, par
conséquent, une variable aléatoire X dont F est la fonction de répartition. Cette variable aléatoire X est
absolument continue, de densité f .
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A.2.2 Espérance, variance et moments d’une variable aléatoire réelle

A.2.2.1 Intégration

Sans rentrer dans les détails, nous allons définir l’intégrale d’une fonction mesurable.

Définition A.41 (Intégrabilité). Soit X une variable aléatoire définie sur (Ω,A, P ). On pose X = X+−
X− où X+ = sup (X, 0) et X− = sup (−X, 0) .
On dit que X est P -intégrable sur B ∈ A si

∫
B |X| dP < +∞. Dans ce cas, on définit et écrit l’intégrale

de X par rapport à P sur B comme suit
∫

B
XdP =

∫

B
X+dP −

∫

B
X−dP.

Si B = Ω, on dit que X est P -intégrable, et note
∫

XdP =
∫
Ω XdP.

Définition A.42 (Espace intégrable). Soit p un entier tel que 1 ≤ p ≤ ∞. On note Lp (Ω,A, P ) l’espace
contenant les variables aléatoires X telles que |X|p soit intégrable, c’est-à-dire que

∫
Ω |X|p dP < +∞.

Proposition A.43. L’espace Lp (Ω,A, P ) , 1 ≤ p ≤ ∞, est un espace vectoriel.

Démonstration. On vérifie aisément que ∀x, y ≥ 0, (x + y)p ≤ 2p sup(xp, yp) ≤ 2p(xp + yp).
Si f, g ∈ Lp (Ω,A, P ) alors f + g est mesurable et 0 ≤ |f + g|p ≤ 2p(|f |p + |g|p).
Donc |f + g|p est intégrable. Ce qui montre que f + g ∈ Lp (Ω,A, P ).

Nous énonçons maintenant deux résultats fondamentaux avant d’introduire la notion d’espérance
d’une variable aléatoire.

Théorème A.44 (Théorème de "transport"). Soit X : (Ω,A, P ) −→ (E, E , PX) une variable aléatoire
et soit g : (E, E) → (R,B (R)) une fonction mesurable, PX -intégrable. Alors

∫

Ω
g ◦X (ω) dP (ω) =

∫

E
g (x) dPX (x) .

Démonstration. Admis. Nous pouvons toutefois préciser que pour démontrer ce théorème, on peut
d’abord prouver la formule pour des variables aléatoires h simples positives puis, à l’aide de résultats sur
les suites croissantes, la généraliser.

Théorème A.45. Soit X : (Ω,A, P ) → (R,B(R)) une variable aléatoire absolument continue, de
densité fX et de loi PX . Pour toute variable aléatoire g : (R,B(R)) → (R,B(R)), on a l’identité

∫

R
g(x)dPX(x) =

∫

R
g (x) fX (x) dx,

dans le sens où si l’une de ces deux intégrales existe, l’autre existe aussi et elles sont égales.

Démonstration. Admis. Comme pour le théorème de transport, l’idée de la démonstration est de montrer
l’égalité dans un premier temps pour des variables aléatoires g simples positives puis de la généraliser.

Dans le cas des variables aléatoires admettant une densité, ce dernier théorème nous permettra de
faire des calculs en intégrant par rapport à la mesure de Lebesgue plutôt que par rapport à une mesure de
probabilité compliquée.
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A.2.2.2 Espérance d’une variable aléatoire

Grâce aux résultats précédents, nous pouvons maintenant intégrer les variables aléatoires. L’objectif
est de résumer par une valeur numérique le comportement moyen d’une variable aléatoire définie sur
(Ω,A, P ) à valeurs dans R.

Définition A.46 (Espérance). Soit X une variable aléatoire réelle définie de (Ω,A, P ) sur (R,B (R) , PX).
Si X est intégrable, on peut définir le nombre réel, appelé l’espérance mathématique (ou l’espérance) de
la variable aléatoire X, par

E (X) =
∫

Ω
X (ω) dP (ω)

=
∫

R
xdPX (x) .

La deuxième égalité est une application directe du théorème de "transport" A.44 (il suffit de prendre
g(x) = x).

On dit que X est centrée si elle est intégrable et si E (X) = 0.

Proposition A.47. L’espérance mathématique est une forme linéaire de L1 (Ω,A, P ) .

Démonstration. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles intégrables (i.e. X, Y ∈ L1 (Ω,A, P ))
et soient α, β ∈ R, on a

E (αX + βY ) =
∫
Ω (αX (ω) + βY (ω)) dP (ω)

=
∫
Ω αX (ω) dP (ω) +

∫
Ω βY (ω) dP (ω) (linéarité de l’intégrale)

= α
∫
Ω X (ω) dP (ω) + β

∫
Ω Y (ω) dP (ω)

= αE (X) + βE (Y ) < ∞,

donc αX + βY ∈ L1 (Ω,A, P ).

Remarque A.48. Soit X une variable aléatoire absolument continue, intégrable, de densité f . On a

E(X) =
∫ +∞

−∞
xf (x) dx.

Ce résultat est une conséquence directe du théorème A.45. Cette formule importante permet le calcul des
espérances mathématiques des variables aléatoires réelles admettant une densité.

A.2.2.3 Moments

Définition A.49 (Moment d’ordre p). Soient p ≥ 1 un entier et X ∈ Lp (Ω,A, P ). On appelle moment
d’ordre p de la variable aléatoire X la quantité

E (Xp) =
∫

Ω
Xp (ω) dP (ω) =

∫

R
xpdPX (x) .

Dans la littérature, les moments E (Xp) , p > 2, sont appelés moments d’ordre supérieur (à 2).
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Remarque A.50. Soit X ∈ Lp (Ω,A, P ) une variable aléatoire absolument continue de densité f . On a

E(Xp) =
∫ +∞

−∞
xpf (x) dx.

Cette formule est, là encore, une conséquence du théorème A.45.

A.2.2.4 Variance

Une variable aléatoire étant une fonction qui fluctue en fonction du hasard, elle n’est, en général,
pas constante. Dans le paragraphe A.2.2.2, on a associé à X une valeur moyenne E(X) résumant son
comportement. On s’intéresse maintenant à une quantification des écarts entre X et E(X). Une distance
pratique pour mesurer cet écart est la distance quadratique. La quantité (X − E (X))2 est également une
variable aléatoire. On peut s’intéresser, lorsqu’elle existe, à son espérance que l’on appellera variance de
X .

Définition A.51 (Variance). Soit X ∈ L2 (Ω,A, P ). On appelle variance de X, notée Var(X) , la quantité
positive suivante :

Var (X) = E
(
(X − E (X))2

)
=

∫
Ω (X (ω)− E (X (ω)))2 dP (ω)

=
∫
R (x− E (X))2 dPX (x) .

On appelle écart-type, noté σ (X) , la racine carrée de la variance :

σ (X) =
√

Var (X).

Remarque A.52. Si X est une variable aléatoire réelle quelconque, la variable aléatoire X−E(X)
σ(X) est

toujours une variable centrée2 réduite3.

En utilisant la linéarité de l’espérance, on peut montrer que si X1 et X2 sont deux variables aléatoires
de carré intégrable, on a :

Var (aX1 + bX2) = a2Var (X1) + b2Var (X2) + 2abE ((X1 − E (X1)) (X2 − E (X2))) .

La quantité E ((X1 −E (X1)) (X2 −E (X2))) joue un rôle fondamental par la suite.

Définition A.53 (Covariance). Soient X1,X2 ∈ L2 (Ω,A, P ). La covariance de X1 et de X2, notée
ΓX1,X2 est définie par

ΓX1,X2 = E ((X1 −E (X1)) (X2 − E (X2))) .

Elle dépend uniquement de la loi du couple (X1, X2). Par un simple développement, on montre que :

ΓX1,X2 = E (X1X2)− E (X1) E (X2) .

Nous reviendrons sur cette notion de covariance après avoir introduit la notion d’indépendance de
deux variables aléatoires.

2E (X) = 0
3σ (X) = 1
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A.2.3 Exemples de lois usuelles

Nous donnons dans cette partie quelques exemples de lois de probabilité utilisées couramment afin
d’illustrer les notions que nous venons d’introduire.

A.2.3.1 La loi uniforme

C’est la plus simple des lois admettant une densité.

Définition A.54 (Loi uniforme). Soient a et b, deux réels tels que a < b. On dit qu’une variable aléatoire
réelle X suit la loi uniforme sur l’intervalle [a, b] si elle admet pour densité la fonction (voir figure A.1)

f : x →
{

1
b−a si a < x < b

0 sinon.

Figure A.1 – Densité de probabilité d’une loi uniforme sur l’intervalle [a, b].

Fonction de répartition : La fonction de répartition FX de X est la suivante,

FX :





R → R

x → ∫ x
−∞ f(t)dt =





0 si x ≤ a
x−a
b−a si a < x < b

1 si x ≥ b.

Espérance et variance : L’espérance et la variance de X sont

E(X) = a+b
2 ,

Var(X) = (b−a)2

12 .

Exemple A.55. Considérons l’expérience consistant à choisir, au hasard, un réel X dans un intervalle
[a, b]. La probabilité que X soit dans un sous-intervalle de l’intervalle [a, b] est proportionnelle à la
longueur du sous-intervalle. Ainsi définie, X est une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [a, b].

A.2.3.2 La loi gaussienne

Cette loi, encore appelée loi normale, est fondamentale en théorie des probabilités.

Définition A.56 (Loi gaussienne centrée réduite). On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi gaus-
sienne (ou loi normale) centrée réduite si elle admet pour densité la fonction

f : x → 1√
2π

exp
(
−x2

2

)
.
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Fonction de répartition : La fonction de répartition Φ de X est la suivante,

Φ :
{

R → R
x → exp−x2

2 .

Espérance et variance : Une variable aléatoire de loi gaussienne centrée réduite a une espérance
nulle et une variance égale à 1.

Définition A.57 (Loi gaussienne). On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi gaussienne (ou loi
normale) de paramètres mX ∈ R et σX ∈ R∗+ si elle admet pour densité la fonction (voir figure A.2)

f : x → 1
σX

√
2π

exp
(
−(x−mX)2

2σ2
X

)
.

On peut vérifier facilement que
∫ +∞
−∞ f (x) dx = 1 et donc, qu’ainsi définie, f est bien une densité.

Figure A.2 – Densité de probabilité d’une loi gaussienne.

Fonction de répartition : La fonction de répartition F de la loi gaussienne de paramètres m et σ
peut s’écrire, en fonction de la fonction de répartition Φ de la loi gaussienne centrée réduite,

F :
{

R → R
x → Φ

(
x−m

σ

)
.

Espérance et variance : L’espérance et la variance d’une variable aléatoire X de loi gaussienne de
paramètres mX et σX sont

E(X) = mX ,
Var(X) = σ2

X .

Exemple A.58. Lorsqu’on mesure expérimentalement une grandeur physique dont la valeur exacte est
m, on considère souvent que le résultat X de cette mesure est une variable aléatoire suivant la loi
gaussienne d’espérance m. Sa variance σ2 est d’autant plus petite que les instruments de mesure dont
on dispose sont performants.

Remarque A.59. Les moments d’ordre supérieur à deux d’une variable aléatoire X de loi gaussienne
sont des fonctions de sa moyenne mX et de sa variance σ2

X .

A.3 Couple de variables aléatoires

Nous nous intéressons maintenant à un couple de variables aléatoires. Cette partie sera l’occasion
d’introduire la notion d’indépendance de deux variables aléatoires.
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A.3.1 Espace produit

Soient X1 et X2 deux variables aléatoires sur (Ω,A, P ) à valeurs respectives dans (E1, E1) et
(E2, E2). Le couple (X1, X2) est défini sur (Ω,A, P ) à valeurs dans (E1 ×E2, E1 ⊗ E2) où E1 ⊗ E2

est la tribu produit sur E1 ×E2, engendrée par G = {A1 ×A2, A1 ∈ E1, A2 ∈ E2}.

Proposition A.60. Soient X1 et X2 deux applications définies sur (Ω,A) à valeurs respectives dans
(E1, E1) et (E2, E2) et X = (X1, X2). L’application

X : (Ω,A, P ) → (E1 × E2, E1 ⊗ E2)

est mesurable si et seulement si X1 et X2 sont mesurables.

Démonstration. ( ⇐= ) Supposons X1 et X2 mesurables. On a :

∀A1 ∈ E1,∀A2 ∈ E2, X
−1
1 (A1) ∈ A, X−1

2 (A2) ∈ A.

Pour tout C ∈ G = {A1 ×A2, A1 ∈ E1, A2 ∈ E2} , on a C = A1 × A2 avec A1 ∈ E1 et A2 ∈ E2. On a
donc

X−1(C) = {ω ∈ Ω : X(ω) ∈ C}
= {ω ∈ Ω : (X1(ω), X2(ω)) ∈ A1 ×A2}
= X−1

1 (A1) ∩X−1
2 (A2) ∈ A.

Cette égalité est vraie pour tout C ∈ G. Or, par définition, G engendre E1 ⊗ E2. Donc X est mesurable.
( =⇒ ) Réciproquement, si X est mesurable alors,
∀A1 ∈ E1, X

−1
1 (A1) = X−1(A1, E2) ∈ A, donc X1 est mesurable,

et, ∀A2 ∈ E2, X
−1
2 (A2) = X−1(E1, A2) ∈ A donc X2 est mesurable.

Désormais, pour deux variables aléatoires X1 et X2 définies sur (Ω,A, P ) à valeurs respectives dans
(E1, E1) et (E2, E2) et de lois respectives PX1 et PX2 , on parlera de la variable aléatoire X = (X1, X2),
de sa loi PX1,X2 , définie sur (Ω,A, P ) à valeurs dans (E1 × E2, E1 ⊗ E2). Pour A1 ∈ E1 et A2 ∈ E2,

PX1,X2 (A1, A2) ,
(
X−1

1 (A1) ∩X−1
1 A2)

)

= P ({ω,X1 (ω) ∈ A1, X2 (ω) ∈ A2}) .

On pourra également parler, si elle existe, de la densité de probabilité fX1,X2 du couple X = (X1, X2),
qui sera dans ce cas une fonction à deux variables.

A.3.2 Loi conjointe, lois marginales

Soient X1 et X2 deux variables aléatoires à valeurs respectives dans (E1, E1) et (E2, E2) et X =
(X1, X2).

Définition A.61 (Loi conjointe). La loi PX1,X2 de la variable aléatoire X = (X1, X2) est appelée loi
conjointe du couple X = (X1, X2) .

Définition A.62 (Lois marginales). Les lois PX1 et PX2 sont appelées lois marginales du couple X =
(X1, X2).
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De façon analogue, on parlera désormais de la densité de probabilité conjointe fX1,X2 et des densités
de probabilité marginales fX1 et fX2 .

Connaissant la loi conjointe PX1,X2 du couple, on peut en déduire les lois marginales PX1 et PX2 .
En effet,

∀A1 ∈ E1, PX1(A1) = PX1,X2(A1, E2),
∀A2 ∈ E2, PX2(A2) = PX1,X2(E1, A2).

En revanche, comme le montre l’exemple suivant, la réciproque est fausse.

Exemple A.63. Soient X1 et X2 deux variables aléatoires réelles. Supposons que PX1 = PX2 = P,
avec

∀i ∈ {1, 2} , P (Xi = 1) = P (Xi = 0) =
1
2
.

Nous pouvons trouver une infinité de lois conjointes possédant ces lois marginales. En effet, pour tout
α ∈ [0,12 ], les lois PX1,X2 , définies par

PX1,X2(0, 0) = PX1,X2(1, 1) = α,

PX1,X2(0, 1) = PX1,X2(1, 0) =
1
2
− α,

admettent chacune P comme lois marginales.

Nous verrons qu’il existe un cas dans lequel les lois marginales définissent entièrement la loi conjointe :
il s’agit de celui où les variables X1 et X2 sont indépendantes. Nous allons, dans le paragraphe suivant,
introduire la notion d’indépendance de deux variables aléatoires.

A.3.3 Variables aléatoires indépendantes

Avant de définir l’indépendance de deux variables aléatoires, nous avons besoin de la notion de tribu
engendrée par une variable aléatoire.

Proposition A.64. Soit X une variable aléatoire sur (Ω,A, P ) à valeurs dans (E, E). L’ensemble AX ,
défini par

AX =
{
X−1(A), A ∈ E}

,

est une tribu de Ω. On l’appelle tribu engendrée par X .

Démonstration. Vérifions que AX est une tribu de Ω.
i) Ω = X−1(E) donc Ω ∈ AX .
ii) Si A ∈ A alors, Ac ∈ A. Donc

(
X−1(A)

)c = X−1(Ac) ∈ AX . AX est donc stable par passage au
complémentaire.
iii) Enfin, on démontre aisément que AX est stable par union dénombrable en utilisant le fait que

⋃
n

X−1(Bn) = X−1

(⋃
n

Bn

)
.
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Nous pouvons maintenant définir l’indépendance de deux variables aléatoires [73][4].

Définition A.65 (Variables aléatoires indépendantes). Deux variables aléatoires X1 et X2, à valeurs
respectives dans (E1, E1) et (E2, E2) , sont indépendantes si les tribus AX1 et AX2 engendrées par ces
variables aléatoires sont indépendantes.

Théorème A.66 (Conditions d’indépendance). Soient X1 et X2 deux variables aléatoires sur (Ω,A, P )
à valeurs respectives dans (E1, E1) et (E2, E2). X1 et X2 sont indépendantes si et seulement si une des
deux conditions équivalentes suivantes est vérifiée.
i) Pour tout couple f, g de fonctions mesurables :

f : (E1, E) → (E1, E) ,
g : (E2, E) → (E2, E) ,

f ◦X1 et g ◦X2 sont deux variables aléatoires indépendantes à valeurs respectivement dans (E1, E) et
(E2, E) .
ii) La loi de probabilité conjointe PX1,X2 des variables aléatoires X1 et X2 est égale au produit des lois
marginales PX1 et PX2 des variables aléatoires X1 et X2, c’est-à-dire :

PX1,X2 = PX1PX2 .

Démonstration. i)(⇐=) Il suffit de prendre l’identité pour les fonctions f et g et on a directement le
résultat.
(=⇒) Réciproquement, supposons que les variables aléatoires X1 et X2 soient indépendantes. Soit f, g
deux fonctions mesurables. On a, pour A1 ∈ E1 et A2 ∈ E2,

P
(
(f ◦X1)

−1 (A1) ∩ (g ◦X2)
−1 (A2)

)
= P

(
X1

−1
(
f−1 (A1)

) ∩X2
−1

(
g−1(A2)

))
,

avec f−1(A1) ∈ E1 et g−1(A2) ∈ E2. D’après l’indépendance des variables aléatoires X1 et X2, on peut
écrire

P
(
(f ◦X1)

−1 (A1) ∩ (g ◦X2)
−1 (A2)

)
= P

(
X1

−1
(
f−1 (A1)

))
P

(
X2

−1
(
g−1 (A2)

))

= P
(
(f ◦X1)

−1 (A1)
)

P
(
(g ◦X2)

−1 (A2)
)

.

Ainsi, les variables aléatoires f ◦X1 et g ◦X2 sont bien indépendantes.
ii) (=⇒) Soient X1 et X2 deux variables aléatoires indépendantes. Pour tout A1 ∈ E1 et pour tout
A2 ∈ E2, on peut écrire

PX1,X2 (A1, A2) = P
(
X−1(A1, A2

)
) où X = (X1, X2)

= P
(
X1

−1(A1) ∩X2
−1(A2)

)

= P
(
X1

−1(A1)
)
P

(
X2

−1(A2)
)

= PX1 (A1) PX2 (A2) .

Or, E1 ⊗ E2 est la tribu engendrée par G = {A1 ×A2, A1 ∈ E1, A2 ∈ E2} donc, PX1,X2 = PX1PX2 .
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(⇐=) Supposons maintenant que PX1,X2 = PX1PX2 . La réciproque découle de la définition d’une
loi de probabilité. En effet, pour A1 ∈ E1 et A2 ∈ E2, on a

P
(
X−1

1 (A1) ∩X−1
2 (A2)

)
, PX1,X2 (A1, A2)
= PX1 (A1) PX2 (A2)

, P (X−1
1 (A1))P (X−1

2 (A2)).

On a donc bien l’indépendance des tribus engendrées par X1 et X2 et, donc, par définition, l’indépen-
dance des variables aléatoires X1 et X2.

Dans le cas où les deux variables aléatoires admettent une densité, nous obtenons une nouvelle ca-
ractérisation de l’indépendance de deux variables aléatoires.

Corollaire A.67. Soient X1 et X2 deux variables aléatoires de densités respectives fX1 et fX2 . On
suppose de plus que le couple (X1, X2) admet une densité de probabilité fX1,X2 . Alors, X1 et X2 sont
indépendantes si et seulement si la densité conjointe fX1,X2 est égale au produit des densités marginales
fXi des variables aléatoires X1 et X2, c’est-à-dire :

fX1,X2 = fX1fX2 .

Remarque A.68. D’après la condition i) du théorème A.66, si deux variables X1 et X2 sont indépen-
dantes et intégrables et si X1X2 est intégrable, alors

E (X1X2) = E (X1) E (X2) . (A.3)

Il s’ensuit que ΓX1,X2 = 0. Mais attention, ceci n’est pas une condition suffisante pour assurer l’indé-
pendance (voir le contre-exemple suivant), excepté dans le cas gaussien que l’on étudiera ultérieurement.

Exemple A.69 (Contre exemple). Soit une variable X = (X1, X2) de loi PX définie sur R2 à valeurs
dans R par

PX (1, 0) = PX (−1, 0) = PX (0, 1) = PX (0,−1) =
1
4
.

Notons qu’alors les variables X1 et X2 suivent la même loi PXi définie par :

PXi(−1) = PXi(1) =
1
4

et PXi(0) =
1
2
.

On a :
E (X1) = E (X2) = 0 et ΓX1,X2 = E (X1X2) = 0.

Cependant,
PX (1, 0) = 1

4 ,
PX1(1)PX2(0) = 1

4 × 1
2 = 1

8

(6= 1
4

)
.

Donc, bien que leur covariance soit nulle, les variables aléatoires X1 et X2 ne sont pas indépendantes.

En fait, l’égalité (A.3) traduit une propriété plus faible que l’indépendance, la non-corrélation, ou
encore la décorrélation.

Définition A.70 (Corrélation). Deux variables aléatoires X1 et X2, intégrables, sont dites non corrélées
(ou décorrélées) si E (X1X2) = E (X1)E (X2) .

Il semble maintenant intéressant de généraliser cette notion d’indépendance pour plus de deux va-
riables aléatoires. Nous allons donc introduire la notion de vecteur aléatoire.
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A.4 Vecteurs aléatoires réels

Nous allons généraliser toutes les notions introduites pour une variable aléatoire (espérance, variance,
densité, loi de probabilité...) ou pour un couple de variables aléatoires (loi coinjointe, lois marginales,
indépendance...) au cas d’une suite finie de variables aléatoires.

Définition A.71 (Vecteur aléatoire). Un vecteur aléatoire réel est une suite finie (X1, . . . , Xn)T de va-
riables aléatoires réelles.
L’ensemble des vecteurs aléatoires réels à n composantes est noté Vn.

A.4.1 Propriétés d’un vecteur aléatoire

Soit X = (X1, . . . , Xn)T un vecteur aléatoire. Par analogie avec les couples de variables aléatoires,
on peut parler de la fonction de répartition FX , de la densité fX (si elle existe), de la loi conjointe PX et
des lois marginales PX1 , . . . , PXn du vecteur aléatoire X. Les fonctions FX, fX et PX sont alors définies
sur Rn.

Nous pouvons également généraliser les notions d’espérance et de variance. Commençons par préci-
ser qu’un vecteur X = (X1, . . . , Xn)T est dit intégrable (respectivement de carré intégrable) si chacune
de ses composantes X1, . . . , Xn est intégrable (respectivement de carré intégrable).

Définition A.72. [Moments d’un vecteur]Soit X = (X1, . . . , Xn)T un vecteur aléatoire intégrable. On
appelle espérance de X, le vecteur

E(X) = (E(X1), . . . , E(Xn))T .

De même, on définit le moment d’ordre q (q > 1) du vecteur X par

E(Xq) = (E(Xq
1), . . . , E(Xq

n))T
.

Rappelons (voir proposition A.47) que l’espérance est linéaire, c’est-à-dire, pour deux vecteurs aléa-
toires X et Y et pour a, b ∈ R, on a E(aX+bY) = aE(X) + bE(Y).

Définition A.73 (Matrice de variance-covariance). Lorsque X = (X1, . . . , Xn)T est de carré intégrable,
on peut, pour chaque couple (Xi, Xj), parler de la covariance ΓXi,Xj . On appelle matrice de variance-
covariance (ou matrice d’autocorrélation) de X, la matrice carrée, notée ΓX (ou encore ΓX,X), définie
par

ΓX = E
(
(X−mX) (X−mX)T

)
=

(
ΓXi,Xj

)
1≤i,j≤n

= E
(
XXT)−mT

XmX,

où mX = E(X).

Proposition A.74. i) Toute matrice d’autocorrélation ΓX est une matrice définie non négative 4. Réci-
proquement, toute matrice M définie non négative, peut être vue comme la matrice d’autocorrélation
d’un vecteur aléatoire X.
ii) Toute matrice d’autocorrélation ΓX est symétrique.

4c’est-à-dire ∀u ∈Rn,uTΓXu ≥ 0



ANNEXE A 155

Démonstration. i) ∀v ∈ Rn,

vTΓXv = vTE
(
(X−mX) (X−mX)T

)
v

= E
(
vT (X−mX) (X−mX)T v

)

= E
(∣∣vT (X−mX)

∣∣2
)
≥ 0.

Réciproquement, soit M définie non négative de valeurs propres λi ≥ 0 et de vecteurs propres associés
vi. La décomposition spectrale de M est la suivante

M =
n∑

i=1

λivivT
i . (A.4)

Considérons un ensemble de variables aléatoires X1, . . . , Xn centrées et décorrélées telles que

∀i, E (Xi) = 0, E
(
X2

i

)
= λi et ∀i 6= j, E (XiXj) = 0.

Soit X le vecteur défini par

X ,
n∑

i=1

Xivi.

On a ΓX = E
(
XXT) − mT

XmX = E
(
XXT)

= E




n∑

i,j=1

XivivT
j Xj


 =

n∑

i,j=1

E (XiXj)vivT
j =

n∑

i=1

E
(
X2

i

)
vivT

i =
n∑

i=1

λivivT
i . Les matrices ΓX et M sont donc égales (voir l’égalité (A.4)).

ii) Trivial, puisque ΓXi,Xj = ΓXj ,Xi .

A.4.2 Transformation d’un vecteur aléatoire

Soit X =(X1, . . . , Xn)T ∈ Vn un vecteur aléatoire et soient n fonctions g1, . . . , gn définis sur Rn à
valeurs dans R. Considérons le vecteur aléatoire Y =(Y1, . . . , Yn)T défini par

Y = g (X) ,

où g est la transformation définie par

g :
{
Rn → Rn

x 7→ (g1 (x) , . . . , gn (x))
. (A.5)

Dans le cas où ces vecteurs aléatoires admettent des densités de probabilité, il semble intéressant de
trouver une relation entre les densités conjointes des vecteurs aléatoires X et Y.

Proposition A.75. Soit g = (g1, . . . , gn) définie par (A.5), bijective, de classe C1 telle que g−1 soit
également de classe C1. Si X admet une densité de probabilité fX1,...,Xn alors, Y admet la densité de
probabilité fY1,...,Yn , donnée par la formule

fY1,...,Yn (y) = fX1,...,Xn

(
g−1 (y)

) |J−1
g

(
g−1 (y)

) |,



156 ANNEXE A

où

Jg (x1, . . . , xn) =




∂g1

∂x1
. . . ∂g1

∂xn
...

...
∂gn

∂x1
. . . ∂gn

∂xn




est la matrice jacobienne de la transformation g et |Jg (x1, . . . , xn) | est son déterminant.

Démonstration. Ce résultat est admis.

Exemple A.76. Soit X = (X1, X2) un vecteur aléatoire et soit Y = g (X) où g est la transformation
définie par

g :
{

R2 → R2

(x1, x2) 7→ (x1, x1 + x2) .
.

Ainsi définie, g vérifie bien les hypothèses de la proposition A.75. On a

g−1 (x1, x2) = (x1, x2 − x1) et Jg (x1, x2) =
(

1 0
1 1

)
.

Donc ∣∣J−1
g (x1, x2)

∣∣ =
∣∣∣∣
(

1 0
−1 1

)∣∣∣∣ = 1.

Ainsi, pour Y = (Y1, Y2) , on obtient

fY1,Y2 (y1, y2) = fX1,X1+X2 (y1, y2)
= fX1,X2 (x1, x2 − x1)× 1.

En intégrant par rapport à la première variable, on peut en déduire la densité marginale fX1+X2 .

Il est clair qu’une variable aléatoire peut être vue comme un vecteur aléatoire dégénéré (dimension
1). Ceci implique que l’ensemble des propositions énoncées ci-dessus reste valable pour des variables
aléatoires. Maintenant, nous allons étendre la notion d’indépendance de deux variables aléatoires au
vecteur aléatoire.

A.4.3 Vecteur aléatoire à composantes indépendantes

Définition A.77 (Vecteur aléatoire à composantes indépendantes). Un vecteur aléatoire X = (X1, . . . , Xn)T

est dit, à composantes (mutuellement) indépendantes si les variables aléatoires X1, . . . , Xn sont mutuel-
lement indépendantes.

Si X = (X1, . . . , Xn)T est un vecteur aléatoire à composantes indépendantes, noté Iv (X1, . . . , Xn),
alors ses composantes Xi sont indépendantes deux à deux. La réciproque est fausse, comme le montre
l’exemple suivant :

Exemple A.78. Soient X1 et X2 deux variables aléatoires indépendantes de même loi définie, pour
i ∈ {1, 2} , par P (Xi = 1) = P (Xi = −1) = 1

2 .
Considérons le vecteur aléatoire X = (X1,X2, X3)T avec X3 = X1X2.
X3 suit la même loi que X1 et X2. On peut vérifier aisément que les variables aléatoires X1, X2, X3
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sont deux à deux indépendantes.
Cependant, elle ne sont pas mutuellement indépendantes. En effet,

P ((X1,X2, X3) = (1, 1, 1)) = 1
4 ,

P (Xi = 1) = 1
2 .

On a : P ((X1,X2, X3) = (1, 1, 1)) 6=
3∏

i=1

P (Xi = 1). Donc, le vecteur aléatoire X = (X1,X2, X3)
T

n’est pas à composantes indépendantes.

Nous pouvons maintenant énoncer plusieurs résultats qui généralisent ceux obtenus dans le cas d’un
couple de variables aléatoires.

Proposition A.79. Un vecteur aléatoire X = (X1, . . . , Xn)T est à composantes indépendantes si et
seulement si la loi de probabilité conjointe PX est égale au produit des n lois de probabilité marginales :

PX =
n∏

i=1

PXi.

Démonstration. Il s’agit d’une généralisation du théorème A.66 ii).

Nous avons, dans le cas où les variables aléatoires admettent des densités, une autre caractérisation
de l’indépendance.

Corollaire A.80. Soit X = (X1, . . . , Xn)T un vecteur aléatoire dont chaque composante Xi admet une
densité de probabilité fXi . On suppose de plus que le vecteur X admet une densité de probabilité fX .
Alors, X = (X1, . . . , Xn)T est à composantes indépendantes si et seulement si la densité de probabilité
conjointe fX est égale au produit des densités de probabilité marginales fXi, c’est-à-dire

fX =
n∏

i=1

fXi. (A.6)

Proposition A.81. Un vecteur aléatoire X = (X1, . . . , Xn)T est à composantes indépendantes si et
seulement si, pour toutes fonctions fi mesurables, le vecteur aléatoire ( f1 ◦ X1, . . . , fn ◦ Xn) est à
composantes indépendantes.

Démonstration. Il s’agit d’une généralisation du théorème A.66 i).

On en déduit le résultat suivant, qui généralise la remarque A.68.

Corollaire A.82. Si un vecteur aléatoire X = (X1, . . . , Xn)T est à composantes indépendantes et
intégrables alors,

E(X1 . . . Xn) = E(X1) . . . E(Xn).

On dit que les variables aléatoires Xi sont décorrélées.

Attention, en général, cette propriété ne caractérise pas l’indépendance (voir exemple A.69). Nous
verrons ultérieurement que, dans le cas gaussien, c’est une condition suffisante.
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A.4.4 Le vecteur aléatoire gaussien

Définition A.83 (Vecteur aléatoire gaussien). Soit Ln l’ensemble des fonctions linéaires de Rn à valeur
dans R. Un vecteur aléatoire X =(X1, . . . , Xn)T ∈ Vn est gaussien si pour toute fonction f ∈ Ln, la
variable aléatoire f (X) est gaussienne. En d’autres termes, X est gaussien, noté Gv (X1 . . . Xn), si

∀(a1, . . . , an) ∈ Rn,
n∑

i=1

aiXi

est une variable aléatoire gaussienne.

Si un vecteur X est gaussien alors ses composantes sont gaussiennes, mais la réciproque est fausse
comme le montre l’exemple suivant.

Exemple A.84. Soit X1 une variable aléatoire gaussienne centrée réduite (E (X1) = 0 et E
(
X2

1

)
= 1)

et soit X2 la variable aléatoire définie par

X2 =
{

X1 si |X| ≤ a
−X1 si |X| > a,

pour a > 0. On vérifie aisément que X2 est une variable aléatoire gaussienne centrée réduite (par
symétrie de la densité de X1). Cependant, la variable aléatoire X1 + X2 n’est pas gaussienne (car elle
est portée par l’intervalle [−a, a]). Ainsi, le vecteur aléatoire (X1, X2) n’est pas gaussien bien que ses
composantes le soient.

Proposition A.85. Un vecteur aléatoire X =(X1, . . . , Xn)T ∈ Vn est gaussien si et seulement si sa
densité de probabilité conjointe est de la forme

fX1,...,Xn (x) =
1

(2π)
m
2 |ΓX|

1
2

exp
(
−1

2
(x−mX)T Γ−1

X (x−mX)
)

, (A.7)

où mX et ΓX sont, respectivement, l’espérance et la matrice de variance-covariance du vecteur X.

Démonstration. Admis.

Le vecteur gaussien est entièrement déterminé par ses moments d’ordre un et deux (son espérance et
sa matrice de variance-covariance).

Proposition A.86. Un vecteur aléatoire X =(X1, . . . , Xn)T ∈ Vn gaussien est à composantes indé-
pendantes si et seulement si

∀i 6= j, ΓXi,Xj = 0,

autrement dit, sa matrice de variance-covariance ΓX est diagonale.

Démonstration. D’après le corollaire A.82, on sait que si X est à composantes indépendantes alors, ΓX

est diagonale.
Réciproquement, si ΓX est diagonale, alors la densité de probabilité (A.7) se factorise comme le

produit des densités marginales fXi (xi) = 1
σXi

√
2π

exp
(
− (xi−mXi

)2

2σXi
2

)
, ce qui d’après le corollaire A.80

implique que X est à composantes indépendantes.

Pour des variables aléatoires gaussiennes, l’indépendance se réduit donc à la décorrélation.



ANNEXE A 159

A.4.5 Couple de vecteurs aléatoires

Pour terminer, nous allons nous intéresser à un couple de vecteurs aléatoires. Considérons pour cela
deux vecteurs aléatoires X et Y appartenant à Vn.

Définition A.87 (Matrice de corrélation). Soient X = (X1, . . . , Xn)T et Y =(Y1, . . . , Yn)T deux vec-
teurs aléatoires de carré intégrable. On appelle matrice de corrélation (ou matrice d’intercorrélation) de
X et Y, la matrice notée ΓX,Y définie par

ΓX,Y = E
(
(X−mX) (Y −mY)T

)
= E

(
XYT)−mXmT

Y,

=
(
ΓXi,Yj

)
1≤i,j≤n

=
(
E (XiYj)−mXimYj

)
1≤i,j≤n

.

Si ΓX,Y = 0, on dit que les vecteurs aléatoires X et Y sont décorrélés.

Maintenant, définissons l’indépendance de deux vecteurs aléatoires l’un par rapport à l’autre.

Définition A.88 (Indépendance mutuelle de vecteurs aléatoires). Soient X = (X1, . . . , Xn)T ∈ Vn

et Y = (Y1, . . . , Yn)T ∈ Vn deux vecteurs aléatoires. X et Y sont mutuellement indépendants si et
seulement si ∀g, h : Rn → R mesurables, les variables aléatoires g (X) et h (Y) sont indépendantes.
Dans le cas où ces variables admettent des densités, cette condition se traduit par

fg(X),h(Y) = fg(X)fh(Y). (A.8)

Remarque A.89. Nous avons volontairement choisi cette définition, moins classique que celle propo-
sée dans la littérature, pour l’indépendance. Notre choix est justifié dans l’annexe B sur les signaux
aléatoires.

A.5 conclusion

Dans cette annexe, nous avons présenté les principales notions de la théorie des probabilités néces-
saires à la compréhension du mémoire de thèse.
Les définitions de variables et vecteurs aléatoires sont présentées ainsi que les principales grandeurs
probabiliste associées telles la moyenne, la variance, la fonction d’autocorrélation, etc. Les définitions
fondamentales d’indépendance et de gaussianité sont illustrées sur de nombreux exemples.
Dans l’annexe suivante, nous allons nous intéresser au cas des signaux aléatoires réels et notamment
proposer une définition originale de l’indépendance et la gaussianité.





ANNEXE B
Signaux aléatoires

Dans cette annexe, réalisé à partir des ouvrages [58][77][35] et [41] nous introduisons tout d’abord la
notion fondamentale de signal aléatoire. Puis, nous nous intéressons aux propriétés de base des signaux,
telles la stationnarité et l’ergodisme. Plus particulièrement, nous insistons sur la dérivation de signaux
aléatoires, l’originalité de cette thèse étant pour partie d’en exploiter les caractéristiques. Précisons que
les signaux utilisés dans cette thèse sont des signaux stationnaires, ergodiques et dérivables, d’où l’intérêt
d’étudier de façon précise le sens de ces notions.
Ensuite, nous définissons deux concepts fondamentaux pour les signaux aléatoires : l’indépendance et
la gaussianité. Précisons d’ores et déjà que la définition d’indépendance que nous proposons n’est pas
classique et mérite une attention toute particulière. C’est pourquoi, dans un souci pédagogique, nous
l’expliquerons minutieusement et insisterons sur son originalité.
Enfin, nous terminons cette annexe par des résultats élémentaires sur les systèmes entrée-sortie. Nous
évoquerons en particulier le problème suivant : connaissant les propriétés statistiques des entrées, com-
ment en déduire celles des sorties, et inversement.

B.1 Introduction

Les signaux aléatoires sont décrits par des variables aléatoires généralement dépendantes du temps.
Il existe deux définitions possibles des signaux aléatoires, correspondant à deux visions différentes :

– La première consiste à voir un signal aléatoire comme une fonction de Ω à valeurs dans RR de la
même manière qu’une variable aléatoire est une fonction de Ω à valeurs dans R.

– La seconde consiste à voir un signal aléatoire comme un ensemble infini de variables aléatoires,
autrement dit, comme un vecteur aléatoire de dimension infinie.

Plus formellement, voici les deux définitions correspondantes :

Définition B.1 (Signal aléatoire (1)). Un signal aléatoire u (.) est une fonction de l’espace des événe-
ments Ω à valeurs dans RR, qui a un événement élémentaire ω associe une réalisation u (ω, .) de u (.) .
Cette réalisation est une fonction du temps. Plus formellement, on peut écrire

u (.) :





Ω → RR

ω → u (ω, .) :
{
R → R
t 7→ u (ω, t) .

Définition B.2 (Signal aléatoire (2)). Un signal aléatoire u (.) est une collection de variables aléatoires
indexées

u(.) = {u (t) , t ∈ R},
où pour chaque instant t, u(t) est une variable aléatoire.
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Ces deux définitions sont équivalentes, et on utilisera l’une ou l’autre selon le problème en étude.
On note S l’ensemble des signaux aléatoires. Par la suite, afin de ne pas alourdir les notations, on notera
abusivement

u (.) :
{

Ω → RR
ω → u (ω, t)

∈ S.

Remarque B.3. Afin d’éviter toute confusion entre la fonction du temps u (ω, t) ∈ RR et sa valeur
u (ω, t) ∈ R pour un t fixé, on précisera systématiquement l’ensemble d’appartenance.

Exemple B.4. La figure B.1 illustre la notion de signal aléatoire qui, comme nous l’avons évoqué, peut-
être vu de deux façons différentes :
- Une collection de variables aléatoires u (t1) , u (t2) , etc. . .
- Une fonction qui à un événement ω1 associe une réalisation u (ω1, t), qui à un événement ω2 associe
une réalisation u (ω2, t), etc. . .

Figure B.1 – Illustration d’un signal aléatoire u(.).

Notons que, lorsque le temps est échantillonné, le signal aléatoire s’exprime comme un ensemble de
N variables aléatoires (où N est le nombre d’échantillons), c’est-à-dire un vecteur aléatoire. Les vecteurs
aléatoires ont été décrits et étudiés de façon détaillée et complète dans l’annexe A, il semble naturel de
chercher à étendre le vocabulaire et les propriétés vus pour ces derniers aux signaux aléatoires. C’est ce
que nous proposons dans la suite.

B.1.1 Caractérisation statistique

Définition B.5 (Caractérisation d’ordre N). La caractérisation d’ordre N d’un signal aléatoire consiste à
spécifier la densité de probabilité conjointe de tous les ensembles u (t1) , u (t2) , . . . , u(tN ),

∀t1, t2, . . . , tN ∈ R, fu(t1)u(t2)...u(tN ) (ut1 , ut2 , . . . , utN ) .

Autrement dit, le signal aléatoire est vu comme une collection de vecteurs aléatoires de dimension N.
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Définition B.6 (Caractérisation complète). La caractérisation complète d’un signal aléatoire consiste à
spécifier sa caractérisation d’ordre N pour toutes les valeurs N finies (N < +∞).

Dans le cadre de cette thèse, nous utiliserons principalement une caractérisation (partielle) d’ordre
deux, c’est-à-dire que nous nous intéresserons à l’ensemble des vecteurs aléatoires :

{u = (u (t1) , u (t2)) |∀t1, t2 ∈ R} .

Dans le reste de cette annexe, nous supposerons que toutes les grandeurs statistiques introduites
existent. Pour cela, nous resterons dans le cadre de signaux aléatoires "gentils", ceci étant généralement
le cas dans la pratique. Par exemple, lorsque nous parlerons de moyenne, nous considérerons un signal
composé d’une collection de variables aléatoires intégrables. Bien entendu, cette remarque n’ote rien à
la généralité des résultats qui seront présentés.

B.1.2 Moyenne

On peut définir deux types de moyennes :
– les moyennes statistiques (ou d’ensemble), effectuées sur l’espace des réalisations sous-jacent à la

définition des variables aléatoires qui constituent le signal.
– les moyennes temporelles, effectuées sur les fonctions du temps qui sont les réalisations du pro-

cessus.
Définissons formellement ces moyennes.

Définition B.7 (Moyenne d’ensemble). On appelle moyenne d’ensemble mu (t) du signal aléatoire u (.)
la valeur moyenne de chacune des variables aléatoires qui constituent u (.), c’est-à-dire :

mu (t) = E (u (t)) =
∫ +∞

−∞
u (t) fu(t) (ut) dut.

mu (t) est une fonction déterministe dépendante du temps t.

Définition B.8 (Moyenne temporelle). On appelle moyenne temporelle mu (ω) du signal aléatoire u (.)
la valeur moyenne de chacune de ses réalisations :

mu (ω) = lim
T→+∞

1
2T

∫ T

−T
u (t, ω) dt.

mu (ω) est une variable aléatoire.

B.1.3 Vecteur de signaux aléatoires

Dans ce paragraphe, par analogie avec les vecteurs (de variables) aléatoires, nous considérons les
vecteurs de n signaux aléatoires u (.) = (u1 (.) , . . . , un (.))T. A noter qu’un signal aléatoire peut être
vu comme un vecteur (de signaux aléatoire) de dimension un. Ainsi, les définitions suivantes restent
valables pour un signal aléatoire.

Définition B.9 (Matrice d’autocorrélation). Soient u (.) = (u1 (.) , . . . , un (.))T un vecteur de n signaux
aléatoires. Considérons deux instants t1 et t2, la matrice d’autocorrélation Γu,u (t1, t2) du vecteur u (.)
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aux instants t1 et t2 est le moment centré d’ordre deux

Γu,u (t1, t2) = E
(
(u (t1)− E (u (t1))) (u (t2)− E (u (t2)))

T
)

, (B.1)

= E
(
u (t1)u (t2)

T
)
− E (u (t1))E (u (t2))

T . (B.2)

Γu,u (t1, t2) est une fonction déterministe des deux variables réelles t1 et t2.

Remarque B.10. Soit u (.) = (u1 (.) , . . . , un (.))T un vecteur de n signaux aléatoires, Γu,u (t1, t2) est
une matrice carrée, composée des variances et covariances des signaux ui (.) , définie par

Γu,u (t1, t2) =




Γu1,u1 (t1, t2) . . . Γu1,un (t1, t2)
...

. . .
...

Γun,u1 (t1, t2) . . . Γun,un (t1, t2)


 ,

où Γui,uj (t1, t2), i 6= j, est appelée fonction d’intercorrélation des signaux ui et uj et Γui,ui (t1, t2) est
appelée fonction d’autocorrélation du signal ui.

De cette matrice, on peut déduire la variance Γu,u (t) du vecteur u (.) à l’instant t, définie par la
relation :

Γu,u (t) = E
(
|u (t)−E (u (t))|2

)
.

A noter que Γu,u (t) représente la moyenne quadratique des écarts à la moyenne E (u (t)) des variables
aléatoires qui constituent u (.).

Proposition B.11. i) Toute matrice d’autocorrélation Γu,u (t1, t2) est définie non négative1. Réciproque-
ment, pour toute une matrice définie non négative, on peut toujours trouver un signal d’ordre deux (c’est-
à-dire, de valeur de moments d’ordre deux finie), dont la matrice d’autocorrélation est Γu,u (t1, t2).
ii) Toute matrice d’autocorrélation vérifie (pour des signaux réels) :

Γu,u (t1, t2) = Γu,u (t2, t1)
T .

Démonstration. i) Similaire à la preuve de la proposition A.74.
ii) Trivial.

B.1.4 Couple de vecteurs de signaux aléatoires

Maintenant, intéressons-nous au couple de deux vecteurs de n signaux aléatoires

u (.) = (u1 (.) , . . . , un (.))T et y (.) = (y1 (.) , . . . , yn (.))T .

Définition B.12 (Matrice d’intercorrélation). Soient deux vecteurs de n signaux aléatoires

u (.) = (u1 (.) , . . . , un (.))T et y (.) = (y1 (.) , . . . , yn (.))T ,

1c’est-à-dire ∀vi,vj ,

nX
i=1

nX
j=1

vT
i Γu,u (ti, tj)vj ≥ 0,∀ti, tj ∈ R
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et soient t1, t2 deux instants quelconques. La matrice d’intercorrrélation de u (.) et y (.) aux instants t1
et t2 est le moment croisé, centré, d’ordre deux

Γu,y (t1, t2) = E
(
(u (t1)−E (u (t1))) (y (t2)−E (y (t2)))

T
)

, (B.3)

= E
(
u (t1)y (t2)

T
)
−E (u (t1))E (y (t2))

T . (B.4)

Γu,y (t1, t2) est une fonction déterministe des deux variables t1 et t2.

Proposition B.13. Soient u (.) = (u1 (.) , . . . , un (.))T et y (.) = (y1 (.) , . . . , yn (.))T deux vecteurs de
n signaux aléatoires, de matrices d’autocorrélation Γu,u (t1, t2) et Γy,y (t1, t2), on a, ∀t1, t2 ∈ R,

Γu+y,u+y (t1, t2) = Γu,u (t1, t2) + Γu,y (t1, t2) + Γy,u (t1, t2) + Γy,y (t1, t2) .

Démonstration. Evident par calcul direct.

Nous allons maintenant nous intéresser à des classes particulières de signaux aléatoires.

B.2 Stationnarité

Dans le langage courant, la notion de stationnarité est utilisée pour décrire un phénomène dont les
caractéristiques essentielles ne se modifient pas au cours du temps : on parle de météo stationnaire,
d’état stationnaire d’une maladie, etc. . . Le caractère stationnaire d’un signal aléatoire est associé à cette
acception du mot, il se définit précisément à l’aide des propriétés d’un signal aléatoire. On dit qu’un
signal est stationnaire si ses caractéristiques ne varient pas avec la définition de l’origine du temps, ou
encore, si ses caractéristiques statistiques ne varient pas le long du temps. Nous allons définir plusieurs
types de stationnarité.

Définition B.14 (Stationnarité au sens strict). Un signal aléatoire u (.) est stationnaire au sens strict si,
pour toute valeur de N , sa caractérisation d’ordre N est invariante par rapport à une translation ∆t sur
l’axe des temps :

fu(t1)...u(tN ) (ut1 , . . . , utN ) = fu(t1+∆t)...u(tN+∆t) (ut1+∆t, . . . , utN+∆t) .

Définition B.15 (Stationnarité à l’ordre deux). Un signal aléatoire u (.) est stationnaire à l’ordre deux
(ou encore stationnaire au sens large) si sa moyenne d’ensemble est constante, c’est-à-dire

mu(t) = mu,

et sa fonction d’autocorrélation ne dépend pas de l’origine du temps.
Comme Γu (t1, t2) ne dépend que des deux instants du temps t1 et t2, cette dernière condition est équi-
valente à

Γu,u (t1, t2) = Γu,u (t1, t1 − τ) ,

= Γ′u,u (τ) .

avec τ = t1 − t2.
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La figure B.2 illustre la notion de stationnarité à l’ordre deux. Après un décalage de τ , les propriétés
statistiques d’un signal aléatoire à deux instants t1 et t2 sont identiques, autrement dit, l’information
statistique est conservée.

Figure B.2 – Illustration de la stationnarité d’un signal aléatoire u(.).

Par la suite, nous nous intéressons uniquement à la stationnarité à l’ordre deux. On note S l’ensemble
des signaux stationnaires à l’ordre deux.

Remarque B.16 (Signification physique). La fonction d’autocorrélation est un moyen numérique pour
évaluer le caractère aléatoire d’un signal. Ceci est particulièrement clair dans le cas stationnaire. Si la
fonction d’autocorrélation est identiquement nulle, c’est-à-dire,

∀τ ∈ R, Γu,u (τ) = E (u (t) u (t− τ))−m2
u = 0,

ceci signifie que u (t) et u (t− τ) sont non corrélés quelles que soient les valeurs de t. Concrètement, le
signal à l’instant t a perdu la mémoire de sa valeur à l’instant t− τ .

Exemple B.17. Un bruit blanc au second ordre (ou signal identiquement distribué) est un signal aléa-
toire u (.) dont la corrélation à deux instants différents est nulle, c’est-à-dire,

∀t1, t2 ∈ R, t1 6= t2,Γu,u (t1, t2) = 0.

Dans le cas où ce bruit blanc est stationnaire, on a

∀τ ∈ R, τ 6= 0, Γu,u (τ) = 0,

autrement dit, sa fonction d’autocorrélation est nulle partout sauf à l’origine. Elle correspond donc à
une impulsion de Dirac (voir figure B.3). On peut dire qu’un bruit blanc est une collection de variables
aléatoires décorrélées.

Il est clair que le concept de stationnarité peut s’étendre aux vecteurs de signaux aléatoires. On
parlera alors de vecteur aléatoire u (.) conjointement stationnaire.

Définition B.18 (Signaux aléatoires conjointement stationnaires). Un vecteur de signaux aléatoires u (.) =
(u1 (.) , . . . , un (.))T ∈ Sn est conjointement stationnaire si la matrice d’autocorrelation Γu,u (t1, t2) dé-
pend seulement de la différence τ = t1 − t2, c’est-à-dire,

Γu,u (t1, t2) = Γu,u (τ) .

L’ensemble des signaux de Sn conjointement stationnaires est noté Sn (Sn ⊂ Sn).
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Figure B.3 – Fonction d’autocorrélation Γu,u (τ) d’un bruit blanc u(.) stationnaire.

Remarque B.19. Attention, deux signaux aléatoires stationnaires ne sont pas forcément conjointement
stationnaires. En effet, on a

Sn 6= S × · · · × S︸ ︷︷ ︸
n fois

.

Dans le cas où Γu1,u2 (t1, t2) 6= Γu2,u1 (τ), on a u1 (.) , u2 (.) ∈ S 6⇒ (u1 (.) , u2 (.)) ∈ S2.

La matrice d’autocorrélation Γu,u (τ) d’un vecteur de signaux u (.) ∈ Sn vérifie la proposition
suivante :

Proposition B.20. La matrice d’autocorrélation Γu,u (τ) d’un vecteur de signaux u (.) conjointement
stationnaire vérifie :

∀i, ∀τ, |Γui,ui (τ) | ≤ Γui,ui (0) , (B.5)

c’est-à-dire que le maximum absolu d’une fonction d’autocorrélation est atteint pour τ = 0. et

∀τ,Γu,u (τ) = Γu,u (−τ)T , (B.6)

Démonstration. L’égalité (B.6) est évidente d’après la proposition B.11 ii) et par définition de la station-
narité.
Remarquons de plus que pour i = j, on a

Γui,ui (τ) = Γui,ui (−τ) ,

c’est-à-dire que la fonction Γuiui (−τ) est paire.
Pour montrer l’inégalité (B.5), on déduit de l’inégalité de Schwartz2 appliquée aux variables aléatoires,
l’inégalité suivante

|Γu,u (t1, t2) |2 ≤ Γu,u (t1, t1)Γu,u (t2, t2) .

Sachant que u (.) est stationnaire, il résulte que |Γu,u (t1, t2) |2 ≤ Γu,u (0)Γu,u (0). S’en suit l’inégalité
(B.5).

B.3 Ergodisme

Lorsqu’on utilise l’opérateur d’espérance mathématique E, son application suppose de recourir à
ce que l’on appelle une moyenne d’ensemble (voir paragraphe B.1.2). Ainsi, si l’on souhaite estimer la

2Pour deux variables aléatoires réelles X1 et X2, on a (E(X1X2))
2 ≤ E(X2

1 )E(X2
2 ).
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moyenne mu (t) = E (u (t)) , à l’instant t, du signal aléatoire u(.) et que l’on dispose de K réalisations
u(ωk, t) de ce même signal aléatoire, on peut facilement le faire à l’aide la formule suivante :

E (u (t)) ≈ m̂u (t) =
1
K

K∑

k=0

u (ωk, t) . (B.7)

Cette forme d’estimation se rapproche de la moyenne d’ensemble. Toutefois, dans la pratique, il arrive
souvent qu’on ne dispose que d’une seule réalisation du signal aléatoire. Par contre, il souvent possible
d’observer cette réalisation pendant un temps suffisament long. Il est alors assez naturel de vouloir uti-
liser les moyennes temporelles plutôt que les moyennes d’ensemble. La propriété d’ergodicité régit les
relations entre moyennes d’ensemble et moyennes temporelles.

Comme pour la stationnarité, il existe différents types d’ergodisme. Dans ce qui suit, nous nous
intéressons uniquement à l’ergodisme d’ordre deux des signaux aléatoires stationnaires.

Définition B.21 (Ergodisme à l’ordre deux). Un signal aléatoire stationnaire est ergodique à l’ordre
deux (ou en moyenne quadratique) si les moyennes d’ensemble et les moyennes temporelles suivantes
sont identiques

E (u (t)) = lim
T→+∞

1
2T

∫ T

−T
u (t, ω) dt. (B.8)

E (u (t) u (t− τ)) = lim
T→+∞

1
2T

∫ T

−T
u (t, ω) u (t− τ, ω) dt. (B.9)

Si l’on examine les deux égalités (B.8) et (B.9), on se rend compte que le membre de droite ne dépend
pas de t, dès lors, le signal a une moyenne constante qui vérifie :

E (u (t)) = mu.

De plus, la fonction d’autocorrélation, qui dépend uniquement de la différence τ = t2 − t1, vérifie :

∀t1, t2, Γu,u (t1, t2) = Γu,u (τ) .

B.4 Dérivation

Dans ce paragraphe, nous allons définir la dérivée de signaux aléatoires avant de nous intéresser aux
propriétés statistiques des moments d’ordre un et deux de tels signaux. A cette occasion, nous présentons
des résultats issues de [7].

B.4.1 Préliminaires

Pour démontrer certains résultats en évitant d’alourdir les calculs, nous introduisons, la grandeur
statistique

γu,y (t1, t2) = E (u (t1) y (t2)) ,

avec u (.) et y (.) deux signaux aléatoires et t1, t2 deux instants quelconques. Précisons dès maintenant
la relation entre γu,y (t1, t2) et Γu,y (t1, t2).

γu,y (t1, t2) = Γu,y (t1, t2) + E (u (t1))E (y (t2)) .

Il ne sera donc pas étonnant que certains résultats vérifiés par Γu,y (t1, t2) le soient par γu,y (t1, t2) et
inversement.

Nous allons maintenant définir précisément la notion de dérivée pour un signal aléatoire.



ANNEXE B 169

B.4.2 Définition

Pour caractériser la dérivée de signaux aléatoires, nous posons la définition suivante [44].

Définition B.22 (Dérivée en moyenne quadratique en t0). Le signal aléatoire u(.) est dérivable en
moyenne quadratique en t0 si la limite

lim
h→0

u (t0 + h)− u (t0)
h

existe.
Lorsqu’elle existe, on la note u̇ (t0) . La variable aléatoire u̇ (t0) est appelée dérivée en moyenne quadra-
tique du signal aléatoire u(.) en t0.

Proposition B.23. Le signal u(.) a une dérivée en moyenne quadratique à l’instant t = t0 si et seulement
si sa matrice d’autocorrélation Γu,u (t1, t2) est telle que

∂2Γu,u (t1, t2)
∂t1∂t2

existe en t1 = t2 = t0.

Démonstration. Nous allons utiliser le critère de Cauchy pour la convergence en moyenne quadratique.
On admet le lemme suivant : "Une suite de variable aléatoire Xk converge en moyenne quadratique si et
seulement si ∀k, l, E (XkXl) a une limite finie lorsque k et l tendent indépendamment vers plus l’infini".
Ce lemme, appliqué à u, nous dit que limh→0

u(t0+h)−u(t0)
h existe (c’est-à-dire u(.) est dérivable en

moyenne quadratique en t0) si et seulement si

lim
t1→t0
t2→t0

E

(
u (t0 + t1)− u (t0)

t1
× u (t0 + t2)− u (t0)

t2

)
< ∞. (B.10)

En développant le terme (B.10), on obtient la condition

lim
t1→t0
t2→t0

1
t1t2

(E (u (t0 + t1) u (t0 + t2))− E (u (t0 + t1) u (t0))

−E (u (t0) u (t0 + t2)) + E (u (t0)u (t0))) < ∞.

Et, par définition de Γu,u (t1, t2), ceci équivaut à

lim
t1→t0
t2→t0

1
t1t2

(Γu,u (t0 + t1, t0 + t2)− Γu,u (t0 + t1, t0)− Γu,u (t0, t0 + t2) + Γu,u (t0, t0)) < ∞,

qui correspond à l’existence de la dérivée ∂2Γu,u(t1,t2)
∂t1∂t2

en (t0, t0) .

Lorsqu’un signal u (.) est dérivable en tout point, sa dérivée constitue un signal aléatoire noté u̇ (.).
De la proposition B.23, on déduit donc la proposition suivante :

Proposition B.24. Le signal u(.) est dérivable en moyenne quadratique si et seulement si sa matrice
d’autocorrélation Γu,u (t1, t2) est telle que

∂2Γu,u (t1, t2)
∂t1∂t2

existe en tout point t1 = t2.

Nous allons maintenant approfondir et étudier quelques propriétés statistiques essentielles des déri-
vées d’un signal aléatoire.
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B.4.3 Propriétés des dérivées d’un signal aléatoire

Intéressons-nous pour commencer aux statistiques du premier ordre.

B.4.3.1 Statistiques du premier ordre

Proposition B.25. Pour un signal u (.) dérivable (en moyenne quadratique), la dérivée u̇ (.) vérifie

E (u̇ (t)) =
d

dt
E (u (t)) .

Dans le cas où le signal aléatoire u (.) est stationnaire, on a donc

E (u̇ (t)) = 0. (B.11)

Démonstration. De l’inégalité de Schartz3, on déduit l’inégalité suivante

∣∣∣∣E
(

u̇ (t)− u (t + h)− u (t)
h

)∣∣∣∣ ≤ E

(∣∣∣∣u̇ (t)− u (t + h)− u (t)
h

∣∣∣∣
2
) 1

2

.

La convergence en moyenne quadratique implique que le second terme de cette inégalité converge vers
0. Par suite,

lim
h→0

E

(
u̇ (t)− u (t + h)− u (t)

h

)
= 0

d’où, par linéarité de l’espérance,

lim
h→0

(
E (u̇ (t))− E (u (t + h))− E (u (t))

h

)
= 0

ou encore

lim
h→0

E (u (t + h))− E (u (t))
h

= E (u̇ (t))

c’est-à-dire,
d

dt
E (u (t)) = E (u̇ (t)) .

Maintenant, nous présentons les propriétés des statistiques des moments d’ordre deux.

B.4.3.2 Statistiques du second ordre

B.4.3.2.1 Cas des signaux aléatoires quelconques Dans [44], I. Guikham et A. Skorokhod pro-
posent les formules suivantes :

γu,u̇ (t1, t2) =
∂γu,u (t1, t2)

∂t2
, (B.12)

γu̇,u (t1, t2) =
∂γu,u (t1, t2)

∂t1
,

γu̇,u̇ (t1, t2) =
∂2γu,u (t1, t2)

∂t1∂t2
,

3Pour deux variables aléatoires réelles X1 et X2, on a (E(X1X2))
2 ≤ E(X1)

2E(X2)
2
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qui peuvent évidemment être étendues pour des dérivées d’ordre supérieur. Nous présentons ici un résul-
tat plus général :

Proposition B.26. Soit u (.) et y (.) deux signaux aléatoires suffisamment dérivables (en moyenne qua-
dratique), on a

∀k, l ∈ N, Γu(k),y(l) (t1, t2) =
∂k+lΓu,y (t1, t2)

∂tk1∂tl2
.

Dans le cas où les signaux aléatoires u (.) et y (.) sont stationnaires, on a

∀k, l ∈ N,Γu(k),y(l) (τ) = (−1)l ∂k+lΓu,y (τ)
∂τk+l

. (B.13)

Démonstration. Nous présentons la preuve de cette proposition dans le cas k = 0, l = 1 pour bien mettre
en évidence notre démarche. La preuve dans le cas général ne présente pas de difficultés supplémentaires,
elle se fait par récurrence sur les ordres de dérivation.
Soient u (.) et y (.) , deux signaux aléatoires. On a , pour t1, t2, h ∈ R,

∣∣∣∣E
(

u (t1)
(

ẏ (t2)− y (t2 + h)− y (t2)
h

))∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣E

(
u (t1)

(
ẏ (t2)− y (t2 + h)− y (t2)

h

))2
∣∣∣∣∣

1
2

.

D’après l’inégalité de Schwartz4 appliquée aux variables aléatoires, on en déduit :

∣∣∣∣E
(

u (t1)
(

ẏ (t2)− y (t2 + h)− y (t2)
h

))∣∣∣∣ ≤
∣∣∣E

(
u (t1)

2
)∣∣∣

1
2

∣∣∣∣∣E
((

ẏ (t2)− y (t2 + h)− y (t2)
h

)2
)∣∣∣∣∣

1
2

.

La convergence en moyenne quadratique de y (.) implique que le second terme de cette inégalité converge
vers 0 lorsque h tend vers 0. D’où

lim
h→0

E

(
u (t1)

(
ẏ (t2)− y (t2 + h)− y (t2)

h

))
= 0.

Par linéarité de l’espérance, on en déduit que :

lim
h→0

(
E (u (t1) ẏ (t2))− E (u (t1) y (t2 + h))− E (u (t1) y (t2))

h

)
= 0,

puis

lim
h→0

(
E (u (t1) y (t2 + h))−E (u (t1) y (t2))

h

)
= E (u (t1) ẏ (t2)) ,

soit encore

lim
h→0

(
γu,y (t1, t2 + h)− γu,y (t1, t2)

h

)
= E (u (t1) ẏ (t2)) .

En conséquence, ∂γu,y(t1,t2)
∂t2

existe et

∂γu,y (t1, t2)
∂t2

= γu,ẏ (t1, t2) . (B.14)

4Pour deux variables aléatoires réelles X1 et X2, on a (E(X1X2))
2 ≤ E(X2

1 )E(X2
2 ).
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Montrons que l’égalité (B.14) est également vérifiée par Γu,y (t1, t2) . En effet,

Γu,ẏ (t1, t2) = γu,ẏ (t1, t2)−E (u (t1))E (ẏ (t2)) .

D’après la proposition B.25 et l’égalité (B.14), on obtient

Γu,ẏ (t1, t2) =
∂γu,y (t1, t2)

∂t2
−E (u (t1))

∂E (y (t2))
∂t2

=
∂

∂t2
(γu,y (t1, t2)−E (u (t1))E (y (t2)))

=
∂Γu,y (t1, t2)

∂t2
.

Dans le cas stationnaire, on a

Γu,y (t1, t2) = Γu,y (t1, t1 − τ) = Γu,y (τ) ,

avec τ = t1 − t2, donc dτ = dt1 − dt2. On obtient aisément le résultat.

Nous allons maintenant nous intéresser tout particulièrement au cas des signaux stationnaires, puis
aux vecteurs de signaux stationnaires.

B.4.3.2.2 Cas des signaux aléatoires stationnaires L’égalité (B.13) concernant les signaux station-
naires peut être étendue au cas vectoriel. Nous commençons par énoncer un lemme.

Lemme B.27. Soient n signaux aléatoires stationnaires u1 (.) , . . . , un (.). On a ∀k, ` ∈ N et ∀i, j ∈
{1, . . . , n}

Γ
u
(k)
i ,u

(l)
j

(τ) = (−1)` Γ(k+l)
ui,uj

(τ) = (−1)k Γ(k+l)
uj ,ui

(−τ) .

Démonstration. D’après l’égalité (B.13), on a

Γ
u
(k)
i ,u

(l)
j

(τ) = (−1)l ∂k+lΓui,uj (τ)
∂τk+l

= (−1)` Γ(k+l)
ui,uj

(τ) .

D’autre part, d’après la symétrie de la fonction d’intercorrelation,

Γui,uj (τ) = Γuj ,ui (−τ) .

Après k + l dérivations, on obtient

Γ(k+l)
ui,uj

(τ) = (−1)k+l Γ(k+l)
uj ,ui

(−τ) ,

qui peut s’écrire
(−1)l Γ(k+l)

ui,uj
(τ) = (−1)k Γ(k+l)

uj ,ui
(−τ) .

On en déduit la proposition suivante :



ANNEXE B 173

Proposition B.28. Soient u (.) ∈ Sn et y (.) ∈ Sn deux vecteurs de n signaux aléatoires. On a ∀k, ` ∈
N,

Γu(k),y(l) (τ) = (−1)` Γ(k+l)
u,y (τ) = (−1)k Γ(k+l)

y,u (−τ)T .

Démonstration. Conséquence directe du lemme B.27, par définition de la matrice d’intercorrélation de
vecteurs de signaux.

Ainsi tous les moments d’ordre deux des dérivées de vecteurs de signaux aléatoires stationnaires
peuvent être obtenus par dérivations successives de leur matrice d’intercorrélation, et inversement. Pour
les matrices d’autocorrélation, on obtient le résultat suivant :

Corollaire B.29. Si u (.) ∈ Sn, alors ∀k ∈ N,

i) Γ(2k+1)
u,u (τ) = −Γ(2k+1)

u,u (−τ)T ,

ii) Γ(2k)
u,u (τ) = Γ(2k)

u,u (−τ)T .
(B.15)

Démonstration. i) D’après la proposition B.28, pour l = 0, on a

Γ(k)
u,u (τ) = (−1)k Γ(k)

u,u (−τ)T , ∀k ∈ N. (B.16)

Et, pour k = 2p + 1 impaire, cette relation donne

Γ(2p+1)
u,u (τ) = −Γ(2p+1)

u,u (−τ)T , ∀p ∈ N.

ii) De même, pour k = 2p, on obtient

Γ(2p)
u,u (τ) = Γ(2p)

u,u (−τ)T .

Remarque B.30. ∀p ∈ N, la matrice d’autocorrélation Γ(p)
u,u (0) est antisymétrique si p est impair et

symétrique si p est pair.

B.5 Indépendance

Dans cette thèse, nous avons choisi une définition originale de l’indépendance de deux signaux aléa-
toires. Cette définition n’étant pas classique, nous détaillons son intérêt et insistons particulièrement sur
les nuances qu’elle introduit par rapport à la définition de l’indépendance classiquement rencontrée dans
la littérature.

B.5.1 Préliminaires

La définition de l’indépendance que nous proposons fait intervenir un nouvel ensemble de fonctions.
Nous allons donc commencer par expliciter ce dernier.

Soit F l’ensemble des fonctions définies sur RR à valeurs dans R,

F=
{

f : RR→R
}

.
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Par exemple,

f :
{
RR → R
u (t) → u (0)

(B.17)

est une fonction de F qui associe à un signal u (t) sa valeur à l’instant 0.
Rappelons qu’une variable aléatoire réelle X est une fonction qui associe à un événement ω une

réalisation (voir annexe A) :

X :
{

Ω → R
ω → X (ω)

∈ V.

Il est particulièrement important de constater que la composition d’un signal aléatoire u (.) avec une
fonction f ∈ F est une variable aléatoire. En effet,

f ◦ u (.) :

{
Ω

u(.)−→ RR f−→ R
ω → u (ω, t) → f (u (ω, t))

∈ V.

Notons que la fonction f agit sur les réalisations u (ω, t) de u (.).
Par exemple, considérons la fonction définie en (B.17),

f (u (.)) :
{

Ω → R
ω → u (ω, 0)

∈ V (B.18)

est la variable aléatoire X = f (u (.)) extraite de u (.) à l’instant t = 0.

Bien entendu, dans cet exemple, la fonction f est volontairement simple. Elle a été choisie de façon
à illustrer au mieux notre démarche. Il existe évidemment des fonctions beaucoup plus complexes dans
l’ensemble F , par exemple

f :
{
RR → R
u (t) → u̇ (5) exp

(
u2 (0)

)− sin (u (10) + 1)− 8
∈ F ,

dans la mesure où cette fonction est bien définie (i.e. u̇ (5) existe).
Par la suite, lorsqu’on parlera de la variable aléatoire f (u (.)), il sera sous-entendu que f (u (.)) est

bien définie.

B.5.2 Indépendance de signaux aléatoires

Dans cette section, nous allons définir l’indépendance de signaux aléatoires. Classiquement, elle est
définie comme suit.

Définition B.31 (Indépendance classique). Deux signaux aléatoires u1 (.) et u2 (.) sont indépendants si
∀ti ∈ R,i ∈ {1, . . . , N} ⊂ N, les vecteurs aléatoires (u1 (t1) . . . u1 (tp)) et (u2 (tp+1) . . . u2 (tN )) sont
indépendants.

Cette définition ne nous convenait pas dans la mesure où elle considère une version discrétisée des
signaux. Nous proposons donc une définition "continue" de l’indépendance de signaux en cherchant à se
ramener à l’indépendance de variables aléatoires, plus faciles à manipuler.

Par extension naturelle de la définition classique, nous posons la définition suivante pour l’indépen-
dance de deux signaux aléatoires :
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Définition B.32 (Indépendance de deux signaux aléatoires). Soit F l’ensemble des fonctions définies de
RR dans R. Les signaux aléatoires u1 (.) , u2 (.) ∈ S2 sont statistiquement indépendants si ∀f1, f2 ∈ F ,
les variables aléatoires X1 = f1 (u1 (.)) , X2 = f2 (u2 (.)) sont statistiquement indépendantes, i.e., dans
le cas où les densités existent,

fX1,X2 = fX1fX2 ,

avec fX1,X2 et fXi sont respectivement les densités de probabilité conjointe et marginales des Xi.
On note I2 l’ensemble des couples de signaux aléatoires indépendants (I2 ⊂ S2).

Notation B.33. On note Is (u1, u2) l’indépendance des signaux aléatoires u1 (.) et u2 (.) au sens de la
définition B.32. Ainsi définie, Is est une relation binaire sur S×S. On peut remarquer que Is n’est pas
une relation d’équivalence puisqu’elle n’est ni reflexive,

Is (u1, u1) est faux,

ni transitive,

Is (u1, u2) et Is (u2, u3); Is (u1, u3) (par exemple pour u1 = u3).

Maintenant, précisons les nuances introduites par cette nouvelle définition. Tout d’abord, on a le
résultat suivant :

Remarque B.34. La définition B.32 (que nous proposons) est une plus forte que la définition classique
B.31 de l’indépendance.

Démonstration. Précisons tout d’abord que la définition B.31 de l’indépendance de deux signaux aléa-
toires au sens classique est équivalente à

∀t1, . . . , tp, tp+1, . . . , tN ,
∀g1 : Rp → R, ∀g2 : RN−p → R,
Iv (g1 (u1 (t1) , . . . , u1 (tp)) , g2 (u2 (tp+1) , . . . , u2 (tN ))) .

(B.19)

Maintenant, considérons deux signaux aléatoires u1 (.) , u2 (.) tels que Is (u1, u2) . On a

∀f1, f2 ∈ F , Iv (f1 (u1) , f2 (u2)) .

Soient t1, . . . , tp, tp+1, . . . , tN , g1 : Rp → R, g2 : RN−p → R. Considérons le couple de fonctions
(f1, f2) avec

f1 :
{
RR → R
u (t) → g1 (u (t1) , . . . , u (tp)) ,

f2 :
{
RR → R
u (t) → g2 (u (tp+1) , . . . , u (tN )) .

Ainsi définies, les fonctions fi appartiennent bien à F et vérifient donc Iv (f1 (u1) , f2 (u2)). On a donc
la condition (B.19).

Les définitions B.32 et B.31 de l’indépendance de deux signaux aléatoires sont ressemblantes, à
la seule distinction près que la définition classique propose de vérifier l’indépendance sur une collection
finie d’instants du temps alors que notre définition considère les signaux aléatoires dans leur globalité (i.e.
pour tous les instants possibles). La définition B.32 va nous être très utile pour démontrer des propriétés
sur les dérivées de signaux aléatoires indépendants. Avant de poursuivre, nous l’illustrons à l’aide d’un
exemple simple.
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Exemple B.35. Considérons deux signaux u1 (.) et u2 (.) indépendants et gaussiens de moyenne nulle et
d’écart type unitaire. On construit deux variables aléatoires X1 et X2, extraites respectivement de u1 (.)
et u2 (.) , définies par

X1 = f1 (u1 (.)) = sin
(
u2

1 (20)
)

+ u1 (10) ,

X2 = f2 (u2 (.)) = u2 (15) + cos (u2 (40)) ,

avec f1, f2 ∈ F .
La figure B.4 montre une réalisation de chacun des signaux u1 (.) et u2 (.) à laquelle correspond

respectivement une réalisation de chacune des variables aléatoires X1 et X2.

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
−3

−2

−1

0

1

2

3

4
Une réalisation du signal aléatoire u1(.)

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
−3

−2

−1

0

1

2

3
Une réalisation du signal aléatoire u2(.)

Figure B.4 – Exemple de réalisations pour les signaux aléatoires u1 (.) et u2 (.)

La figure B.5 représente la distribution conjointe des variables aléatoires X1 et X2 pour 10000 réa-
lisations des signaux aléatoires u1 (.) et u2 (.). On peut voir que cette distribution est caractéristique de
deux variables indépendantes puisque la connaissance de X1 ne donne aucune information sur X2 et
inversement.

Par définition, u1 (.) et u2 (.) sont indépendants si toutes les variables X1 et X2, créées à partir de
fonctions f1 et f2 de F , aussi complexes soient-elles, sont indépendantes.

Remarque B.36. Tout élément de l’ensemble des réels R peut être vu comme un élément de V (R ⊂V).
Par exemple, le scalaire α ∈ R correspond à une variable aléatoire gaussienne de moyenne α et d’écart
type nul (sa densité de probabilité est un pic de Dirac en α). Ainsi, on peut montrer, d’après le théorème
A.66 (page 152) que pour tout scalaire α1 et α2, on a Iv (α1, α2) . Il suffit de voir que

∀f, g, E (f (α1) g (α2)) = E (f (α1))E (g (α2)) (= f (α1) g (α2)) .

Bien qu’il semble naturel de penser que deux variables aléatoires constantes identiques, par exemple
1 et 1, ne soient pas indépendantes, nous venons de voir que c’est au contraire un cas dégénéré de
l’indépendance de variables.
En conséquence, la définition B.32 est bien valable pour toutes les fonctions fi ∈ F , même constantes5.

5c’est-à-dire de la forme f : RR 3 u(t) → c ∈ R
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Figure B.5 – Distribution conjointe des variables aléatoires X1 et X2.

B.5.3 Genéralisation au cas de vecteur de signaux aléatoires

Maintenant, nous proposons de généraliser la définition de l’indépendance au cas d’une famille de
signaux aléatoires. Pour cela, on note F i, i ∈ N l’ensemble des fonctions de

(
RR

)i à valeur dans R. Par
exemple :

f :
{ (

RR
)2 → R

(u1 (t) , u2(t)) → u1 (0) + u2(0)
∈ F2.

Définition B.37 (Indépendance mutuelle de signaux aléatoires). Les n signaux aléatoires u1 (.) , . . . , un (.)
sont mutuellement indépendants (noté Is (u1, . . . , un)) si on a les deux conditions suivantes :

i) ∀f1, . . . , fn ∈ F , Iv (f1 (u1) , . . . , fn (un)) .
ii) ∀i ∈ {1, . . . , n− 1} , ∀f ∈ F i, ∀g ∈ Fn−i,

∀σ ∈ Sn tel que





σ (1) < σ (2) < · · · < σ (i) ,
σ (i + 1) < · · · < σ (n) ,
σ (1) < σ (i + 1) ,

Iv

(
f

(
uσ(1), uσ(2), . . . , uσ(i)

)
, g

(
uσ(i+1), . . . , uσ (n)

))
.

Si on a uniquement la condition i), on dit que les signaux aléatoires u1, . . . , un sont indépendants deux à
deux.
On note In l’ensemble des vecteurs de n signaux aléatoires mutuellement indépendants (In ⊂ Sn).

La définition B.37 peut sembler complexe car les indices des signaux aléatoires ont été rigoureuse-
ment choisis afin d’éviter les répétitions inutiles. Nous allons, avant de poursuivre, l’illustrer dans le cas
de trois signaux aléatoires (n = 3).

Exemple B.38. Trois signaux aléatoires u1 (.) , u2 (.) , u3 (.) ∈ S3 sont mutuellement indépendants si

i) ∀f1, f2, f3 ∈ F , Iv (f1 (u1) , f2 (u2) , f3 (u3))
ii) ∀f1 ∈ F2, f2 ∈ F , Iv (f1 (u1, u2) , f2 (u3))
iii) ∀f1 ∈ F2, f2 ∈ F , Iv (f1 (u1, u3) , f2 (u2))
iv) ∀f1 ∈ F2, f2 ∈ F , Iv (f1 (u2, u3) , f2 (u1))
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Si seule la condition i) est satisfaite, les signaux u1 (.) , u2 (.) , u3 (.) sont indépendants deux à deux.

Précisons évidemment que, par définition, l’indépendance mutuelle est une hypothèse plus forte que
l’indépendance deux à deux, on a :

Indépendance mutuelle =⇒ Indépendance deux à deux.

Dans le cas de deux signaux aléatoires, l’indépendance mutuelle et l’indépendance deux à deux sont
équivalentes.

B.5.4 Conservation de l’indépendance

Maintenant, afin de caractériser l’ensemble des fonctions qui préservent l’indépendance statistique
des signaux, intéressons-nous à l’ensemble F des fonctions définies de RR à valeur dans RR. Ces fonc-
tions qui, à un signal, associe un signal, sont appelées filtres. Par exemple, les fonctions

g1 :
{
RR −→ RR
u (t) 7→ cos (u (t))

et g2 :
{
RR −→ RR
u (t) 7→ u (t)2 + exp (u̇ (t))

(B.20)

sont des filtres appartenant à F.
Avant de commencer, on peut vérifier, par un raisonnement similaire à celui du paragraphe B.5.1,

que pour un filtre g ∈ F et un signal aléatoire u (.) ∈ S, g (u (.)) est bien un signal aléatoire. En effet,

g (u (.)) :

{
Ω

u(.)−→ RR g−→ RR
ω 7→ u (ω, t) 7→ g (u (ω, t))

associe à un événement ω, une réalisation g (u (ω, t)) (c’est une fonction du temps), il s’agit donc bien
d’un signal aléatoire. Par exemple, avec le filtre g1 défini par (B.20), on a

g1 (u (.)) = cos (u (.)) ∈ S.

Proposition B.39 (Conservation de l’indépendance). Soient n signaux aléatoires u1 (.) , . . . , un (.) .
L’ensemble F est compatible avec la relation Is, c’est-à-dire

Is (u1, . . . , un) ⇔ ∀g ∈ F, Is (g (u1 (.)) , . . . , g (un (.))) . (B.21)

De plus (voir figure B.6), on a

Is (u1, . . . , un) ⇔ ∀g1, . . . , gn ∈ F, Is (g1 (u1 (.)) , . . . , gn (un (.))) . (B.22)

Démonstration. Pour éviter d’alourdir la démonstration, elle est présentée dans le cas de deux signaux
aléatoires, mais peut être étendue aisément au cas de n signaux.
Nous allons commencer par montrer l’assertion (B.22). Soient g1, g2 ∈ F. Rappelons, d’après la défini-
tion B.32, que

Is (g1 (u1) , g2 (u2)) ⇔ ∀f1, f2 ∈ F , Iv (f1 (g1 (u1)) , f2 (g2 (u2))) . (B.23)

Pour f1, f2 ∈ F , définissons les fonctions h1 et h2 telles que

hi :
{

RR → R
ui (t) → fi(gi (ui (t)))

, i = 1, 2.

Sachant que Is (u1, u2) et hi ∈ F , on a Iv (h1 (u1) , h2 (u2)), i.e. Iv (f1 (g1 (u1)) , f2 (g2 (u2))). D’après
(B.23), on obtient Is(g1 (u1) , g2 (u2)).
L’assertion (B.21) se montre trivialement en posant g = g1 = g2.
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Figure B.6 – Illustration de la conservation de l’indépendance.

Exemple B.40. Considérons deux signaux aléatoires u1 (.) et u2 (.) indépendants. On a, par exemple,
u2

1 (.) et cos (u2 (.)) + u̇2 (.) indépendants.

Remarque B.41. Par analogie avec la remarque B.36, un signal déterministe de RR peut être vu comme
un élément de S

(
RR⊂S

)
. Par exemple, le signal cos (t) ∈ RR est un signal aléatoire qui à chaque

événement associe la même réalisation cos (t).
On peut montrer que deux signaux déterministes u1 (t) et u2 (t) sont indépendants. En effet, ∀f1,f2 ∈ F ,
on a fi (ui (t)) ∈ R et donc, sachant que deux scalaires sont indépendants, on a Iv (f1 (u1 (t)) , f2 (u2 (t))).
C’est un cas dégénéré de l’indépendance de signaux. Par exemple, sin (t) est indépendant de sin (t) .
Ainsi, la proposition B.39 est bien valable pour tous les filtres gi ∈ F, même constants6 alors qu’on
aurait pu intuitivement supposer le contraire.

Remarque B.42. Suite à la remarque précédente notifiant que RR⊂S, il est intéressant de noter éga-
lement que tout signal déterministe (non constant7) est non ergodique. En effet, considérons le signal
cos (t) ∈ RR, sa moyenne temporelle m (cos(t)) est nulle (sur une période) et sa moyenne d’ensemble
E (cos (t)) vaut cos (t) .

Intéressons-nous maintenant à la structure de l’ensemble (F, ◦) qui, comme le montre la proposition
B.39, préserve l’indépendance.

Proposition B.43. L’ensemble (F, ◦) est un monoïde8 dont l’élément neutre est le filtre identité défini
par

Id :
{
RR → RR
u (t) → u (t)

.

Démonstration. ◦ est une loi interne :

∀f, g ∈ F, f◦g ∈ F.

◦ est associative :
∀f, g, h ∈ F, (f◦g) ◦ h = f◦ (g ◦ h) .

◦ a un élément neutre :
∀f ∈ F, Id ◦ f = f ◦ Id = f.

6La fonction f ∈ F est constante si f (u (t)) ne dépend pas de u (t). Par exemple, f (u (t)) = sin (t) est une fonction
constante.

7Un signal constant ne dépend pas du temps.
8L’ensemble (F, ◦) est un monoïde si ◦ est une loi de composition interne pour F qui est associative.
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Remarque B.44. Montrons, à l’aide d’un contre exemple, que (F, ◦) n’est pas un groupe. Pour cela,
considérons le filtre valeur absolue

abs :
{
RR → RR
u (t) → abs (u (t))

∈ F.

Ce filtre n’étant pas inversible, (F, ◦) n’est pas un groupe.
L’ensemble (F, ◦) n’est pas non plus un semi-groupe car la loi interne ◦ ne commute pas :

∃f, g ∈ F,f ◦ g 6= g ◦ f.

Nous énonçons la proposition suivante énumérant (non exhautivement) quelques fonctions de F

(filtres) fort utiles préservant l’indépendance.

Proposition B.45. Pour n signaux aléatoires u1 (.) , . . . , un (.) ∈ Sn, on a

i) Is (u1, . . . , un) ⇔ Is (un, . . . , u1) , (B.24)

ii) Is(u1, y), . . . , Is(un, y) =⇒ ∀α1, . . . , αn ∈ R, Is(
∑i=n

i=1 αiui, y), (B.25)

iii) Is (u1, . . . , un) =⇒ ∀ (i1, . . . , in) ∈ Nn, Is

(
u

(i1)
1 , . . . , u

(in)
n

)
. (B.26)

Démonstration. i) Trivial.
ii) Supposons que Is(u1, y), . . . , Is(un, y) alors, on a

∀i, ∀fi ∈ F , ∀gi ∈ F , Iv(fi (ui) , gi (y)).

Ceci implique, pour g = g1 = · · · = gn,

∀i, ∀fi ∈ F , ∀g ∈ F , Iv(fi (ui) , g (y)).

Et, pour toute fonction h : Rn → R, on a donc

Iv(h (f1 (u1) , . . . , fn (un)) , g (y)). (B.27)

Maintenant, pour tout filtre f ∈ F et pour tout n-uplet (α1, . . . , αn) ∈ Rn, il existe des fonctions
f1, . . . , fn, h telles que

h (f1 (u1) , . . . , fn (un)) = f (α1u1 + · · ·+ αnun) . (B.28)

Pour vérifier cette égalité, il suffit de poser fi (ui) = αiui et h (x1, . . . , xn) = f (x1 + · · ·+ xn). Par
conséquent, la relation (B.27) implique que

∀f ∈ F , ∀(α1, . . . , αn) ∈ Rn,∀g ∈ F , Iv(f (α1u1 + · · ·+ αnun) , g (y)), (B.29)

ce qui est équivalent à Is(α1u1 + · · ·+ αnun, y).
iii) Trivial, d’après la proposition B.39 pour des filtres gj définis par

gj :

{
RR → RR

uj (t) → u
(ij)
j (t)

∈ F.
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Par la suite, lorsqu’on parlera d’indépendance de n signaux (notée Is (u1, . . . , un)), il s’agira de
l’indépendance deux à deux, à moins que le contraire ne soit explicitement noté. Ainsi,

Is (u1, . . . , un) ⇔





Is (u1, u2)
Is (u1, u3)
Is (u2, u3)
etc . . .

.

B.5.5 Mesures d’indépendance

Dans ce paragraphe, nous étudions les propriétés statistiques des matrices d’intercorrélation de si-
gnaux aléatoires indépendants stationnaires. L’objectif est d’obtenir des conditions nécessaires d’indé-
pendance.

Proposition B.46. Soit u (.) ∈ Sn un vecteur de signaux aléatoires. Si u (.) est à composantes indépen-
dantes alors,

∀k ∈ N,∀τ ∈ R,Γ(k)
u,u (τ) est diagonale,

ce qui équivaut à
∀k ∈ N,∀τ ∈ R,d

(
Γ(k)

u,u (τ)
)

= 0, (B.30)

où d est une fonction qui associe, à une matrice A de taille n × n, le vecteur constitué de tous les
éléments non diagonaux de A. La fonction d est définie comme suit :

d (A) = (a12, . . . , a1n, a21, a23 . . . , a2n, an1 . . . , ann−1). (B.31)

Démonstration. D’après la proposition B.45 ii), si u (.) à des composantes indépendantes, alors toutes
ses dérivées ont également des composantes indépendantes (et donc décorrélées). Donc,

∀k ∈ N,∀i, j = 1 . . . n, i 6= j, E
(
u

(k)
i (t) uj (t− τ)

)
= 0.

Dès lors, Γ(k)
u,u (τ) est diagonale.

B.6 Gaussianité

Dans cette partie, nous nous intéressons au concept de gaussianité. En effet, de même que pour les
variables et les vecteurs aléatoires, la notion de gaussianité se généralise pour des signaux aléatoires.

De façon analogue au paragraphe B.5, notre approche de la gaussianité de signaux aléatoires n’est
pas classique dans la mesure où elle est basée sur une définition originale.

B.6.1 Définition

Notons L l’ensemble des fonctions linéaires de RR dans R. Par exemple,

f :
{
RR → R
u (t) → α1u (10) + α2ü (0)

avec αi ∈ R,

est une fonction appartenant à L.
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Définition B.47 (Signal aléatoire gaussien). Un signal aléatoire u (.) est gaussien si, ∀f ∈ L, la variable
aléatoire f (u (.)) est gaussienne.
On note G l’ensemble des signaux aléatoires gaussiens (G ⊂ S).

Notation B.48. On note Gs (u), la gaussianité d’un signal aléatoire u (.) . Ainsi définie, Gs est une
relation unaire de S.

Remarque B.49. Comme nous l’avons précisé dans la remarque B.36, toute constante α ∈ R peut être
vue comme une variable aléatoire gaussienne (de moyenne α et d’écart-type 0). Par exemple, 1 est une
variable aléatoire gaussienne qui à chaque réalisation associe 1.
Ainsi, pour toute fonction constante

f :
{
RR → R
u (t) → α

avec α indépendant de u (t) ,

f(u(.)) est une variable aléatoire gaussienne.

Soit L̃ l’ensemble des fonctions affines de RR dans R. Nous entendons par fonction affine, la somme
d’une constante (de R) et d’une fonction linéaire de L.

L̃ =





f :
{
RR → R
u (t) → α + fl (u (t)) ,

avec fl ∈ L et α ∈ R



 .

En conséquence de la remarque B.49, nous énonçons le résultat suivant.

Proposition B.50. Un signal aléatoire u (.) est gaussien si et seulement si ∀f ∈ L̃, la variable aléatoire
f (u (.)) est gaussienne.

Pour clarifier ces résultats peu classiques, nous les illustrons par un exemple.

Exemple B.51. Considérons un signal aléatoire u (.) gaussien et blanc de moyenne nulle et d’écart type
unitaire. Construisons la variable aléatoire X , extraite de u, définie par

X = f (u (.)) = 5 + 2u (10)− 4u (3) .

où f ∈ L̃. L’histogramme en bâton B.7 montre la répartition de la variable aléatoire X pour 10000
réalisations de u (.) On peut voir que cet histogramme est caractéristique d’une variable gaussienne.
Par définition, u (.) est gaussien si toutes les variables X créées à partir de fonctions f de L, aussi
complexes soient-elles, sont gaussiennes.
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Figure B.7 – Répartition des réalisations de la variable aléatoire X = 5 + 2u (10)− 4u (3).

B.6.2 Généralisation au cas de vecteur de signaux aléatoires

Maintenant, nous proposons de généraliser la notion de gaussianité à une famille de signaux aléa-
toires.

Considérons l’ensemble Ln, n ∈ N, des fonctions linéaires de
(
RR

)n à valeur dans R. Par exemple,

g :
{ (

RR
)2 → R

(u1 (t) , u2 (t)) → α1u1 (0) + α2ü2 (10) ,
avec αi ∈ R,

est une fonction de L2. On définit de même l’ensemble L̃n, n ∈ N, des fonctions affines de
(
RR

)n à
valeur dans R.

Définition B.52 (Vecteur de signaux aléatoires mutuellement gaussiens). Un vecteur de n signaux aléa-
toires u (.) = (u1 (.) , . . . , un (.))T est mutuellement gaussien (noté Gs (u1, . . . , un)) si, ∀f ∈ Ln, la
variable aléatoire f (u1 (.) , . . . , un (.)) est gaussienne.
On note Gn l’ensemble des vecteurs de n signaux aléatoires mutuellement gaussiens (Gn ⊂ Sn).

Par analogie avec la proposition B.50, si un vecteur de signaux aléatoires est mutuellement gaussien
alors, pour toutes les fonctions affines de L̃n, la variable aléatoire f (u (.)) est gaussienne.

Remarque B.53. Attention, de la même manière que pour la stationnarité (voir remarque B.19), deux
signaux gaussiens ne sont pas mutuellement gaussien. En effet, on a

Gn 6= G × · · · × G︸ ︷︷ ︸
n-fois

.

Plus précisement,
u1 (.) , u2 (.) ∈ G ; (u1 (.) , u2 (.)) ∈ G2.

Voir l’exemple A.84 d’un vecteur non gaussien à composantes gaussiennes.
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B.6.3 Conservation de la gaussianité

Maintenant, afin de caractériser l’ensemble des fonctions g qui préservent le caractère gaussien d’une
famille de signaux aléatoires, intéressons-nous à l’ensemble L des fonctions affines définies de RR à
valeur dans RR. Plus formellement,

L =





g :
{
RR −→ RR
u (t) 7→ α (t) u (t) + β (t) ,

avec α(t), β(t) ∈ RR.



 .

Au même titre que précédemment, les fonctions de L sont appelées filtres. Par exemple, la fonction

g :
{
RR −→ RR
u (t) 7→ t2u (t) + sin (t)

est un filtre appartenant à L.

Proposition B.54. Soit u (.)= (u1 (.) , . . . , un (.))T ∈ Sn un vecteur de n signaux aléatoires. L est
compatible avec la relation Gs, c’est-à-dire

Gs (u1 (.) , . . . , un (.)) ⇔ ∀g ∈ L,Gs (g (u1 (.)) , . . . , g (un (.))) . (B.32)

On a également,

Gs (u1 (.) , . . . , un (.)) ⇔ ∀g1, . . . , gn ∈ L,Gs (g1 (u1 (.)) , . . . , gn (un (.))) . (B.33)

Démonstration. Montrons l’assertion (B.33). Soient g1, . . . , gn ∈ L. Rappelons, d’après la définition
B.52, que

Gs (g1 (u1 (.)) , . . . , gn (un (.))) ⇔ ∀f ∈ Ln,Gv (f (g1 (u1 (.))) , . . . , (gn (un (.)))) . (B.34)

Pour f ∈ Ln, définissons la fonction h telle que

h :
{ (

RR
)n → R

u (t) → f (g1 (u1 (t)) , . . . , gn (un (t)))
. (B.35)

Montrons qu’ainsi définie, la fonction h appartient bien à L̃n. Nous le démontrons pour une variable,
cela se généralise sans problème pour n variables.

Soit f ∈ L et g ∈ L. On a f = c + fl, avec fl linéaire et g (u (t)) = α(t)u (t) + β(t) avec
α(t), β(t) ∈ RR.

f (g (u (t))) = f (α(t)u (t) + β(t)) ,

= c + fl (α(t)u (t) + β(t)) ,

= c + fl (α(t)u (t)) + fl (β(t)) ,

= C + Fl (u (t))

avec C = c + fl (β(t)) ∈ R une constante et Fl : u (t) → fl (α(t)u (t)) linéaire. En effet, par linéarité
de fl, on a

Fl (λu (t) + µy (t)) = fl (α(t) (λu (t) + µy (t)))
= λfl (α(t)u (t)) + µfl (α(t)y (t)) .
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On a donc f ◦ g ∈ L̃.
Nous venons de vérifier que la fonction h définie par (B.35) appartient bien à l’ensemble L̃n. Mainte-

nant, sachant que Gs (u1 (.) , . . . , un (.)), et, d’après la proposition B.50, on a Gv (h (u1 (.) , . . . , un (.))),
c’est-à-dire Gv (f (g1 (u1 (.)) , . . . , gn (un (.)))).
Et, d’après (B.34), il s’en suit que Gs (g1 (u1 (.)) , . . . , gn (un (.))).

L’assertion (B.32) se montre trivialement en posant g = g1 = · · · = gn.

Exemple B.55. Si un signal aléatoire u (.) est gaussien, alors, le signal aléatoire g (u (t)) (par exemple,
t2u (.) + sin (t)) est gaussien. La figure B.8 illustre la conservation de la gaussianité.

Figure B.8 – Conservation de la gaussianité pour un filtre g ∈ L.

Remarque B.56. Par analogie avec la remarque B.49, un signal déterministe u (t) de RR peut être
vu comme un élément de S

(
RR⊂S

)
. De plus, ∀f ∈ L, on a f (u (t)) ∈ R. Sachant qu’un scalaire

est gaussien (voir remarque B.49), on a Gv (f (u (t))) . En conséquence, tout signal déterministe u (.)
est gaussien. C’est un cas dégénéré de la gaussianité de signaux. Par exemple, le signal déterministe
cos (t) ∈ RR peut être vu comme un signal aléatoire gaussien.
La proposition B.54 est bien valable pour toutes les filtres gi ∈ L, même constants, bien qu’on ait pu
supposer le contraire.

Intéressons-nous maintenant à la structure de (L, ◦).
Proposition B.57. L’ensemble (L, ◦) est un monoïde dont l’élément neutre est le filtre identité, défini
par

Id :
{
RR → RR
u (t) → u (t)

.

Démonstration. ◦ est une loi interne :

∀f, g ∈ L, f◦g ∈ L.

◦ est associative :
∀f, g, h ∈ L, (f◦g) ◦ h = f◦ (g ◦ h) .

◦ a un élément neutre :
∀f ∈ L, Id ◦ f = f ◦ Id = f.

Remarque B.58. L’ensemble (L, ◦) n’est pas pas un semi-groupe car la loi interne ◦ ne commute pas :

∃f, g ∈ L, f ◦ g 6= g ◦ f.

Voici quelques fonctions particulières de L ( filtres utilisés par la suite) préservant la gaussianité.
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Proposition B.59. Soit u (.)= (u1, . . . , un)T un vecteur de n signaux aléatoires de Sn. On a

i) Gs (u1, . . . , un) =⇒ ∀{j1, . . . , jn} ⊂ {1, . . . , n},Gs (uj1 , . . . , ujn) .

ii) Gs (u1, . . . , un) =⇒ ∀ (i1, . . . , in) ∈ Nn,Gs

(
u

(i1)
1 , . . . , u

(in)
n

)
.

Démonstration. i) Trivial
ii) Le filtre dérivation gj défini par

gj :

{
RR → RR

uj (t) → u
(ij)
j (t)

est un filtre linéaire de RR → RR, il appartient donc à L. D’après la proposition B.39, le résultat est donc
trivial.

Par la suite, lorsqu’on parlera de n signaux aléatoires gaussiens (noté Gs (u1, . . . , un)), il s’agira de
signaux à composantes gaussiennes, à moins que le contraire ne soit explicitement précisé. Ainsi,

Gs (u1, . . . , un) ⇔ ∀i, Gs (ui) .

B.6.4 Mesure de Gaussianité

La mesure de la gaussianité d’un signal aléatoire stationnaire exploite des moments d’ordre supérieur.
Les deux grandeurs suivantes sont généralement utilisées :

Définition B.60 (Skewness). On appelle Skewness d’un signal aléatoire u (.) ∈ S, noté Skew (u), la
grandeur réelle suivante

Skew (u) =
E

(
(u (t)−E (u (t)))3

)

E
(
(u (t)−E (u (t)))2

) 3
2

.

Définition B.61 (Kurtosis). On appelle Kurtosis d’un signal aléatoire u (.) ∈ S, noté Kurt (u), la
grandeur réelle suivante

Kurt (u) =
E

(
(u (t)− E (u (t)))4

)

E
(
(u (t)−E (u (t)))2

)2 − 3.

Le skewness est une mesure de symétrie de la densité de probabilité, de la même façon que la variance
caractérise l’écart à la moyenne. Ainsi, un signal aléatoire stationnaire et ergodique ayant une densité de
probabilité symétrique (c’est le cas de loi gaussienne) aura un skewness nul. Au contraire, le skewness
prendra des valeurs d’autant plus importantes que la densité de probabilité considérée sera "asymétrique".

Le Kurtosis, quant à lui, est une mesure "d’aplatissement" de la densité de probabilité. Le kurtosis
vaut zéro pour une loi gaussienne. A titre d’exemple, on a tracé sur la figure B.9, les densités de proba-
bilités d’une loi gaussienne, d’une loi uniforme et d’une loi de Laplace. Les valeurs du Kurtosis pour ces
lois sont données dans le tableau suivant :

Loi Kurtosis
Normale 0
Uniforme -1.2
Laplace 3

Des remarques précédentes, on déduit aisément la proposition suivante :
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Figure B.9 – Densités des lois uniforme (_ _ _), gaussienne (_____) et de Laplace (.....).

Proposition B.62. Soit u (.) ∈ S un signal aléatoire. On a

Gs (u) =⇒ (∀i ∈ N, Kurt
(
u(i)

)
= 0) . (B.36)

Démonstration. D’après la proposition B.59 ii), on a Gs (u) =⇒ Gs

(
u(i)

)
. Or, le kurtosis d’un signal

gaussien est nul donc, ∀i, Kurt
(
u(i)

)
= 0.

B.7 Signaux aléatoires gaussiens et indépendants

L’espace des vecteurs de n signaux aléatoires gaussiens et à composantes indépendantes est noté
Gn ∩ In ((Gn ∩ In) ⊂ Sn).

Proposition B.63. L’ensemble Gn ∩ In des vecteurs de n signaux aléatoires gaussiens et indépendants
est un espace vectoriel, c’est-à-dire

∀u1(.) ∈ (Gn ∩ In) , ∀u2(.) ∈ (Gn ∩ In) et ∀α1, α2 ∈ R,
α1u1(.) + α2u2(.) ∈ Gn ∩ In.

(B.37)

Maintenant, intéressons-nous à une classe particulière de vecteurs à la fois gaussiens et indépen-
dants. Nous avons choisi de les nommés signaux aléatoires gaussiens circulaires, bien que ce terme soit
classiquement réservé à d’autres types de signaux, dans la mesure où aucune ambiguïté n’est possible.

Définition B.64 (Vecteurs de signaux aléatoires gaussiens circulaires). Soit u (.) = (u1 (.) , . . . , un (.))T ∈
Sn un vecteur de signaux aléatoires gaussiens, de matrices d’autocorrélations respectives Γui,ui (τ). Le
vecteur u (.) est appelé vecteur gaussien circulaire de corrélation Γ (τ) si il vérifie les deux conditions
suivantes

i) Is(u1, . . . , un),
ii) ∀i ∈ {1, . . . , n} , Γui,ui (τ) = Γ (τ) .

En d’autres termes, la matrice d’autocorrélation Γu,u (τ) de u (.) est une matrice diagonale où tous les
éléments diagonaux sont égaux, c’est-à-dire

Γu,u (τ) = αIdn. (B.38)

Théorème B.65. Si u (.) est un vecteur de signaux aléatoires gaussiens circulaires de corrélation Γ (τ)
alors, pour toute matrice unitaire U, le vecteur y (.) = Uu (.) est également circulaire gaussien de
corrélation Γ (τ).
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Démonstration. On a

Γy,y (τ) = E
(
y(t)y(t− τ)T)

= E
(
Uu(t)u(t− τ)TUT

)

= UΓu,u (τ)UT .

Γu,u (τ) étant diagonale et d’après l’égalité B.38, on a donc

Γy,y (τ) = UUTΓu,u (τ) = Γu,u (τ) .

Remarque B.66. D’après le théorème B.65, les statistiques du second ordre de y (.) sont identiques à
celles de u (.) . Sachant que u (.) est gaussien (i.e. ne comporte que des statistiques d’ordre deux), toutes
les propriétés statistiques de u (.) et y (.) sont identiques.

B.8 Représentation systémique des signaux

Maintenant que les principales notions concernant les signaux aléatoires ont été introduites, nous
proposons de nous intéresser, un court paragraphe, à l’étude des systèmes entrée-sortie (voir figure B.10).

Figure B.10 – Représentation d’un système d’entrée u (t) et de sortie y (t).

Le but de ce dernier paragraphe est l’obtention de relations entre les statistiques des signaux d’en-
trées et de sorties, ceci en fonction des caractéristiques du système considéré. Par exemple, nous avons
remarqué précédemment que si le système s’exprime comme une fonction de F, alors l’indépendance
des entrées est conservée pour les sorties.

Nous nous intéressons uniquement aux statistiques d’ordre deux, à savoir les relations entre les ma-
trices de corrélation (autocorrélation et intercorrélation) d’entrées et de sorties. De plus, seuls les sys-
tèmes linéaires et invariants seront présentés.

Pour commencer, nous exposons les deux principales représentations des systèmes dynamiques, puis
nous établissons les relations entre les corrélations.

Pour davantage de détails, le lecteur pourra se référer aux ouvrages [38] et [8].

B.8.1 Représentation entrée-sortie et représentation d’état

Intéressons nous au cas d’un système dynamique (linéaire et invariant) décrit par une équation diffé-
rentielle linéaire à coefficients constants.

Définition B.67 (Système linéaire d’ordre N ). On appelle système linéaire d’ordre N , tout système
décrit par une équation différentielle de la forme

N∑

k=0

Aky(k) (t) =
M∑

k=0

Bku(k) (t) , (B.39)

où y (t) est la sortie à l’instant t, u (t) est l’entrée à l’instant t.
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La représentation (B.39) est nommée représentation entrée-sortie. Dans ce cas, le système est spé-
cifié par une loi qui fait intervenir l’entrée u (t), la sortie y (t) ainsi qu’un certain nombre de leurs déri-
vées. Cependant, les systèmes différentiels peuvent être représentés sous une forme alternative (lorsque
M ≤ N ), appelée représentation d’état, et donnée par les équations de la forme

ẋ (t)=Ax (t)+Bu (t) , (B.40)

y (t)=Cx (t) , (B.41)

où l’équation (B.40) est appelée l’équation d’évolution et (B.41) l’équation de sortie. Cette fois le sys-
tème est spécifié au moyen d’un signal auxiliaire x (t), appelé vecteur d’état, lequel vérifie une équation
différentielle linéaire à coefficients constants du premier ordre. Dans cette forme générale, le vecteur
d’entrée peut être un vecteur de m composantes u1, . . . , um et le signal de sorties un vecteur de p com-
posantes y1, . . . , yp. Dans ce cas, les dimensions des matrices sont A (n× n) ,B (n×m) et C (p× n).

Toute représentation d’état linéaire peut facilement être mise sous la forme entrée-sortie (on parle de
matrice de transfert), et inversement (on parle de forme canonique de contrôlabilité).

B.8.2 Corrélation des sorties

Intéressons-nous à l’expression de la matrice d’autocorrélation des sorties connaissant celles des
entrées. Nous exploitons ici les résultats sur les dérivées de signaux aléatoires. Ce que nous proposons
est, à notre connaissance, nouveau.

Proposition B.68. Considérons le modèle d’état suivant
{

ẋ (t) =Ax (t) +Bu (t)
y (t)=Cx (t)

(B.42)

où A est une matrice inversible. On a les relations de récurrence suivantes entre les matrices de corré-
lation des signaux :

Γ(k)
x,x (τ) = A−1

(
−Γ(k+2)

x,x (τ) + (−1)k+1 BΓ(k+1)
x,u (−τ)T − Γ(k+1)

x,u (τ)BT + BΓ(k)
u,u (τ)BT

)
A−1T,

Γ(k)
x,u (τ) = A−1

(
Γ(k+1)

x,u (τ)−BΓ(k)
u,u (τ)

)
,

Γ(k)
y,y (τ) = CΓ(k)

x,x (τ)CT.

Démonstration. Considérons le système dynamique

ẋ (t) = Ax (t)+Bu (t) , (B.43)

y (t) = Cx (t) . (B.44)

D’après la première équation, A étant inversible, on obtient

x (t) = A−1ẋ (t)−A−1Bu (t) ,

et, après k dérivations, on a

x(k) (t) = A−1x(k+1) (t)−A−1Bu(k) (t) .
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D’après l’équation (B.11), on a

Γx(k),x (τ) = E(x(k) (t)x (t− τ)T)

= E
((

A−1x(k+1) (t)−A−1Bu(k) (t)
)(

ẋ (t− τ)T A−1T − u (t− τ)T A−1TBT
))

= A−1E
((

x(k+1) (t)−Bu(k) (t)
)(

ẋ (t− τ)T − u (t− τ)T BT
))

A−1T

= A−1
(
Γx(k+1),ẋ (τ)−BΓu(k),ẋ (τ)− Γx(k+1),u (τ)BT + BΓu(k),u (τ)BT

)
A−1T.

En utilisant les résultats de la proposition B.28, nous pouvons simplifier l’expression précédente

Γ(k)
x,x (τ) = A−1

(
−Γ(k+2)

x,x (τ) + (−1)k+1 BΓ(k+1)
x,u (−τ)T − Γ(k+1)

x,u (τ)BT + BΓ(k)
u,u (τ)BT

)
A−1T.

Par ailleurs,

Γx(k),u (τ) = E
(
x(k) (t)u (t− τ)T

)

= E
(
A−1

(
x(k+1) (t)u (t− τ)T −Bu(k) (t)u (t− τ)T

))

= A−1
(
Γx(k+1),u (τ)−BΓu(k),u (τ)

)
.

Donc
Γ(k)

x,u (τ) = A−1
(
Γ(k+1)

x,u (τ)−BΓ(k)
u,u (τ)

)
.

Enfin, on a

Γy(k),y (τ) = E
(
y(k) (t)y (t− τ)T

)

= CΓx(k),x (τ)CT,

d’où
Γ(k)

y,y (τ) = CΓ(k)
x,x (τ)CT.

Les relations de récurrence de la proposition B.68 nous permettent, connaissant la matrice d’auto-
corrélation de u (t) et ses dérivées, de calculer les dérivées successives des matrices d’autocorrélation
de x (t) et y (t). En effet, lorsque les matrices A, B et C sont connues, les trois relations de la proposition
B.68 traduisent des dépendances linéaires entre les coefficients des matrices Γxx (τ) ,Γx,u (τ) ,Γy,y (τ) ,
ainsi que leurs dérivées.

Nous allons maintenant nous intéresser à un exemple simple, afin de mettre en évidence le processus
de récurrence.

Exemple B.69. Considérons le système dynamique linéaire suivant

u (t) = A0y (t) + A1ẏ (t) ,

où les matrices A0 et A1 sont supposées inversibles.
Ce système admet la représentation d’état de la forme suivante

ẏ (t) = −A−1
1 A0y (t) + A−1

1 u (t) .
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Notons qu’il correspond au cas particulier où A = −A−1
1 A0,B = A−1

1 et C = Id dans l’expression
(B.42).
La sortie y (t) s’écrit

y (t) = A−1
0 u (t)−A−1

0 A1ẏ (t) .

Après k dérivations, cette expression devient :

y(k) (t) = A−1
0 u(k) (t)−A−1

0 A1y(k+1) (t) .

On obtient une relation entre les dérivées successives de y (t) et celles de u (t) . On en déduit, par
récurrence, une expression de y(t) en fontion des dérivées successives de y (t) et u (t) :

y (t) = A−1
0 u (t)−A−1

0 A1ẏ (t)

y (t) = A−1
0 u (t)−A−1

0 A1A−1
0 u̇ (t)− (

A−1
0 A1

)2
ÿ (t) ,

...

y (t) =
k∑

i=0

(−1)i (A−1
0 A1

)i
A−1

0 u(i) (t) + (−1)k+1 (
A−1

0 A1

)k+1
y(k+1) (t) .

Supposons qu’à partir d’un certain rang K très grand (par exemple K = 100), on ait

∀k ≥ K,y(k) (t) = 0.

Cette hypothèse revient à considérer un système stable, c’est-à-dire

lim
n→∞

(
A−1

0 A1

)k+1 = 0.

L’expression des sorties y(t) du système peut donc s’écrire uniquement en fontion des dérivées succes-
sives des entrées u (t). On a

y (t) =
k∑

i=0

(−1)i (A−1
0 A1

)i
A−1

0 u(i) (t) , pour k ≥ K. (B.45)

On peut en déduire une expression de la l-ième dérivée des sorties en fontion des dérivées successives
des entrées u (t).

y(l) (t) =
k∑

i=0

(−1)i (A−1
0 A1

)i
A−1

0 u(i+l) (t) , pour k ≥ K. (B.46)

Considérons maintenant les statistiques d’ordre deux des sorties. D’après les égalités (B.45) et (B.46),
on a

Γy(l),y (τ) = E
(
y(l) (t)y (t− τ)T

)
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qui devient

Γy(l),y (τ) = E




k∑

i=0

(−1)i (A−1
0 A1

)i
A−1

0 u(i) (t) .




k∑

j=0

(−1)j (
A−1

0 A1

)j
A−1

0 u(j+l) (t− τ)




T


= E




k∑

i=0

(−1)i (A−1
0 A1

)i
A−1

0 u(i) (t) .




k∑

j=0

(−1)j (
A−1

0 A1

)j
A−1

0 u(j+l) (t− τ)




T


= E




k∑

i=0

k∑

j=0

(−1)i+j (
A−1

0 A1

)i
A−1

0 u(i) (t) .u(j+l) (t + τ)T A−1T
0

(
A−1

0 A1

)jT


 .

Par linéarité de l’espérance, on obtient

Γy(l),y (τ) =
k∑

i,j=0

(−1)i+j (
A−1

0 A1

)i
A−1

0 E
(
u(i) (t) .u(j+l) (t + τ)T

)
A−1T

0

(
A−1

0 A1

)jT

=
k∑

i,j=0

(−1)i+j (
A−1

0 A1

)i
A−1

0 Γu(i),u(j+l) (τ)A−1T
0

(
A−1

0 A1

)jT
.

On en déduit, d’après la proposition B.28

Γy(l),y (τ) =
k∑

i,j=0

(−1)i+l (A−1
0 A1

)i
A−1

0 Γ(i+j+l)
u,u (τ)A−1T

0

(
A−1

0 A1

)jT
.

Cette dernière relation permet bien le calcul de l’autocorrélation des sorties en fonction de l’autocorré-
lation des entrées.

B.9 conclusion

Dans cette annexe, nous avons présenté la notion de signaux aléatoires de façon originale en partie
grâce à l’introduction de l’ensemble RR. Nous nous sommes intéressés notamment à l’indépendance et
la gaussianité. De plus, nous avons exposé quelques résultats peu connus et peu utilisés sur les dérivées
de signaux aléatoires qui sont exploités dans cette thèse.
Cette annexe nous paraît importante dans la mesure où elle permet une bonne compréhension des concepts
de signaux aléatoires, de dérivées de signaux aléatoires indispensable à la lecture de ce mémoire.



ANNEXE C
Méthode de

Newton-Raphson
Les méthodes itératives, et particulièrement la méthode de Newton, figurent parmi les méthodes

numériques puissantes permettant la résolution approchée d’équations de toute nature. La méthode de
Newton, découverte par Isaac Newton, a été publiée dans Method of Fluxions en 1736. L’idée de cette
méthode est de partir d’une valeur approchée grossière de la solution, et d’en améliorer la précision par
une itération d’un algorithme bien choisi.

Cette annexe a été réalisée à partir de [25] et [36].

C.1 Problème

Soit f une application à valeurs dans Rn définie sur un ouvert Ω ⊂ Rn de classe C2. Nous nous
intéressons à la résolution de l’équation suivante

f(x) = 0 ⇔





f1(x1, . . . , xn) = 0
f2(x1, . . . , xn) = 0

...
fn(x1, . . . , xn) = 0

où les applications fi : Rn → R, 1 ≤ i ≤ n, sont connues. On cherche à évaluer numériquement une
racine a de f , connaissant une valeur approchée grossière x0 de a.

C.2 Principe de la méthode de Newton-Raphson.

L’idée est d’approximer f par sa partie linéaire au point x0. En effectuant un développement limité
de la fonction f , en un point x0, on obtient

f(x) = f(x0) + f ′(x0) (x− x0) + · · ·+ f (n)(x0) (x− x0)
n

n!
+ ◦(xn),

où

f ′(x0) =




∂f1

∂x1
(x) ∂f1

∂x2
(x) · · ·

∂f2

∂x1
(x)

. . .
... ∂fn

∂xn
(x)




∣∣∣∣∣∣∣∣ x = x0
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En négligeant les termes non linéaires, cela donne

f(x) = f(x0) + f ′(x0) (x− x0) .

Une estimation de la racine de f peut être obtenue en résolvant l’équation

f(x0) + f ′(x0) (x− x0) = 0. (C.1)

Dans le cas où f ′(x0) est inversible, on obtient une solution unique x1 qui vérifie

x1 = x0 − f ′(x0)−1f(x0).

La méthode de Newton consiste à itérer ce procédé. On définit ainsi une suite (xn)n∈N , dont le terme
général vérifie

xk+1 = xk − f ′(xk)−1f(xk).

On voit immédiatement que chaque itération nous amène à inverser la matrice f ′(xk)−1, c’est-à-dire à
résoudre un système linéaire. Il est fondamental que la matrice des dérivées de f ne s’annule pas afin que
le processus converge.

C.2.1 Interprétation géométrique

La méthode consiste à construire une suite de points (xn)n∈N qui converge (si possible) vers une
solution du système.
Intéressons-nous au cas particulier d’une fonction f : Ω ⊂ R→ R de classe C2. Géométriquement, xk+1

est obtenu en intersectant la tangente en M(xk, f (xk)) à la courbe Cf représentative de f avec l’axe des
abscisses (voir figure C.1).

Figure C.1 – Point de vu géométrique - Méthode de Newton.

Dans le cas particulier où l’application f est affine : f (x) = Ax + b,A ∈ Rn×n et b ∈ Rn, la
première itération (C.1) se réduit à résoudre le système linéaire Ax + b = 0. Autrement dit, la méthode
converge en une seule itération, ce qui était naturellement prévisible puisqu’une application affine est
confondue en tout point avec son plan tangent.
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C.2.2 Convergence de la méthode

Nous présentons dans ce paragraphe la convergence de la méthode de Newton pour le cas d’une
fonction f définie sur R à valeurs dans R. La généralisation pour f : Rn → Rn ne présente pas de
difficulté.
Si f est une application de classe C2 et que la matrice des dérivées de f ne s’annule pas, on a une méthode
qui converge de manière quadratique. En effet, le développement limité de f au deuxième ordre au point
xi (ce qui suppose bien sûr que la fonction f soit deux fois dérivable au voisinage de la racine) donne

f(x) = f(xi) + f ′(xi) (x− xi) +
f ′′(xi) (x− xi)

2

2
.

Et, pour x = a, on a

0 = f(xi) + f ′(xi) (a− xi) +
f ′′(xi) (a− xi)

2

2
.

Or, la relation de récurrence entre deux estimations successives étant

xi+1 = xi − f ′(xi)−1f(xi),

on obtient,

xi+1 − a =
f ′(xi)−1f ′′(xi)

2
(xi − a)2 .

On a donc bien une convergence en moyenne quadratique de la suite (xn)n∈N vers la solution a.

Remarque C.1. Notons que si la dérivée de la fonction n’est pas connue analytiquement, l’évaluation
numérique de sa dérivée est toutefois possible par une formule d’accroissement

f ′(x) ' f(x + ∆x)− f(x)
∆x

.

Dans ce cas, la convergence est toutefois moins rapide que la convergence quadratique.

C.2.3 Inconvénients

Dans la pratique, il est couteux de calculer, à chaque itération, les éléments de la nouvelle matrice
f ′(xk)−1. On peut supposer, dans la mesure où la méthode est convergente, que les vecteurs xk consé-
cutifs différent peu, de même que les matrices f ′(xk)−1 correspondantes. Ces considérations conduisent
naturellement à des variantes de la méthode de Newton.

C.3 Variantes de la méthode de Newton

Une variante de la méthode consiste à conserver la même matrice f ′(xk)−1 pendant p itérations
consécutives (p entier supérieur ou égal à 2 fixé). Ainsi, on construit la suite (xn)n∈N de la manière
suivante :

xk+1 = xk − f ′(x0)−1f(xk), 0 ≤ k ≤ p− 1
xk+1 = xk − f ′(xp)−1f(xk), p ≤ k ≤ 2p− 1
...

xk+1 = xk − f ′(xrp)−1f(xk), rp ≤ k ≤ (r + 1) p− 1
...
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Nous pouvons également conserver toujours la même matrice, ce qui conduit à des itérations du type

xk+1 = xk − f ′(x0)−1f(xk), ∀k ≥ 0,

ou même, remplacer la matrice f ′(x0) par une matrice inversible A0 particulièrement simple à inverser :

xk+1 = xk −A−1
0 f(xk), ∀k ≥ 0.

Dans le cas des fonction f : Ω ⊂ R → R, on est facilement convaincu (voir figure C.2) que la conver-
gence peut être obtenue si A0 est suffisamment voisin de f ′(x0)−1.

Figure C.2 – Convergence de la méthode dans le cas où A0 est proche de f ′(x0)−1.

C.4 Exemples et limites

Dans un premier temps, nous considérons un exemple illustrant l’algorithme de Newton. Puis, nous
verrons les limites de la méthode de Newton que nous illustrerons graphiquement.

Exemple C.2. Considérons le système (S) suivant :

(S)
{

x2
1 + x1x2 − 2x2

2 = 4
x1 expx1 + x2 expx2 = 0.

Il est de la forme {
f1(x1, x2) = 0
f2(x1, x2) = 0

où f1 et f2 sont les fonctions définies par

f1 :
R2 −→ R

(x1, x2) −→ x2
1 + x1x2 − 2x2

2 − 4,

f2 :
R2 −→ R

(x1, x2) −→ x1 expx1 + x2 expx2.

Nous allons résoudre le système (S) à l’aide de la méthode de Newton-Raphson. Pour cela, il nous
faut une valeur approchée de chacune des solutions. Nous commençons donc par tracer les courbes
représentatives (C1) et (C2) des fonctions f1 et f2. Sur la figure C.3, on voit que le système (S) admet
une unique solution (a1, a2) ∈ R2, proche de (−2, 0).
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Figure C.3 – Courbes représentatives des fonctions f1 et f2.

Nous allons chercher une valeur approchée plus précise de cette solution à l’aide de l’algorithme de
Newton. Nous commençons par calculer la matrice des dérivées de f = (f1, f2) . . .

f ′(x) =
(

2x1 + x2 x1 − 4x2

(x1 + 1) expx1 (x2 + 2) expx2

)
.

Cette matrice est inversible au voisinage de (a1, a2). Son déterminant |f ′(x)| vaut
∣∣f ′(x)

∣∣ = (x2 + 1) (2x1 + x2) expx2 − (x1 + 1) (x1 − 4x2) exp x1

On a

f ′(x)−1 =
1

|f ′(x)|
(

(x2 + 1) expx2 −x1 + 4x2

− (x1 + 1) expx1 2x1 + x2

)
.

Considérons la suite (xn)n∈N telle que
{

x0 = (−2, 0)
xk+1 = xk − f ′(xk)−1f(xk).

Les itérations successives nous donnent :

x0 = (−2, 0)
x1 ' (−2.126 757 877, 0.253 515 753 3)
x2 ' (−2.127 332 227, 0.208 205 741 5)
x3 ' (−2.126 932 767, 0.206 281 505 3)
x4 ' (−2.126 932 304, 0.206 278 155 6)
· · ·

On voit bien que le processus converge. La solution du système (S) est (a1, a2) ' (−2.126 932 304, 0.206 278 155 6).
On peut continuer pour obtenir une valeur plus précise de la solution (a1, a2) du système (S).

Dans l’exemple C.2, on obtient de façon rapide une solution du système (S) mais cela vient de la
connaissance d’une valeur initiale x0 proche de la solution du système. La principale difficulté dans la
résolution d’équations non linéaires avec cette méthode réside essentiellement dans le choix d’un "bon"
point initial x0, suffisamment voisin d’un zéro de la fonction f . Ceci est très contraignant étant donné
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qu’en principe on ignore où se trouve les zéros d’une application, le problème étant précisement de les
localiser!

En conclusion, un premier inconvénient de la méthode de Newton Raphson est qu’il faut connaître
a priori une valeur approchée de chacune des solutions du système et donc, de surcroit le nombre de
solutions de ce système.

Un second inconvénient est le calcul de la dérivée de la fonction f . Si on a une expression analytique
de cette fonction comme dans l’exemple C.2, cela ne pose pas de problème. Cependant, dans la pratique,
ce n’est pas toujours le cas et il faut alors évaluer numériquement la dérivée de la fonction f (voir
remarque C.1), ce qui peut s’avérer très délicat. Une autre limite de la méthode est qu’elle ne s’applique
plus si on se trouve en un point de dérivée nulle. Numériquement, ce problème apparaît dès qu’une
dérivée f ′(xk) est voisine de zéro car la nouvelle valeur xk+1 calculée est alors très grande et le point
d’intersection de la tangente et de l’axe des abscisses est rejeté à l’infini (voir figure C.4).

Figure C.4 – Cas particulier où f ′(xk) est proche de 0.

Par ailleurs, certaines racines sont quasiment inacessibles par la méthodes de Newton-Raphson, c’est
le cas lorsque la dérivée au voisinage de la solution est très proche de zéro.

Une autre difficulté réside dans le fait que l’algorithme de Newton ne permet d’obtenir à chaque fois
qu’une seule solution du système. Dans le cas où le système admet de nombreuses solutions, il faudra
donc l’appliquer plusieurs fois en changeant de valeur initiale x0.

Figure C.5 – Exemple de fonction f : R→ R admettant de nombreux zéros.

Lorsque les solutions sont très proches et que la courbe "oscille" beaucoup (voir figure C.5), il n’est
pas du tout évident de choisir des points initiaux donnant à chaque fois une solution différente.
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Bases de Gröbner

Les bases de Gröbner sont à la base d’algorithmes de résolution de nombreux problèmes de la théorie
des idéaux de polynômes dont la résolution de systèmes d’équations polynomiales. Leur origine est
attribuée à Hironaka dans [47] et surtout à Buchberger qui a le premier proposé un algorithme de calcul
les utilisant dans [11].

Nous présentons dans cette annexe les aspects calculatoires des bases de Gröbner. Le lecteur souhai-
tant davantage d’explications pourra consulter l’article de référence en la matière [12].

D.1 Les polynômes

Commençons par préciser quelques notions élémentaires concernant les polynômes à n variables.

D.1.1 Vocabulaire

Définition D.1 (Monôme). On appelle monôme un terme de la forme :

M = xd1
1 × xd2

2 · · · × xdn
n

où xdi
i (pour di un entier positif ou nul) est une notation pour xi × · · · × xi︸ ︷︷ ︸

di fois

. On le note M = xd1
1 xd2

2 . . . xdn
n .

Le degré total d’un monôme M, noté deg (M), est défini par

deg (M) = d1 + · · ·+ dn.

Précisons qu’un monôme xd1
1 xd2

2 . . . xdn
n est divisible par un monôme x

d′1
1 x

d′2
2 . . . x

d′n
n si pour tout

i ∈ {1, . . . , n} , d′i ≤ di.
Le plus petit commun multiple de deux monômes M1 et M2, noté ppcm (M1,M2), est le plus petit
monôme, au sens de l’ordre des degrés totaux, divisible par M1 et M2.

Définition D.2 (Polynôme). Etant donné un corpsK, on appelle polynôme à coefficient dansK un terme
de la forme

P =
∑

i

aiMi,

où ai ∈ K et Mi est un monôme.
Le produit aiMi est appelé terme du polynôme.
Le degré total du polynôme est le maximum des degrés des monômes le composant,

deg (P ) = max
i

deg (Mi) .
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L’ensemble des polynômes à n variables x1, . . . , xn sur le corps K (muni de + et ×) est un anneau
noté K [x1, . . . , xn] .

Définition D.3 (Idéal). On appelle idéal deK [x1, . . . , xn] un ensemble I de polynômes deK [x1, . . . , xn]
qui est vérifie les 3 propriétés suivantes :
i) I est stable par addition : ∀f, g ∈ I, f + g ∈ I,
ii) I est absorbant pour la multiplication : ∀f ∈ I, ∀g ∈ K [x1, . . . , xn] , fg ∈ I,
iii) I contient le polynôme nul.

Définition D.4 (Idéal engendré par un ensemble de polynôme). Soit F = {f1, . . . , ft} un ensemble de
polynômes de K [x1, . . . , xn]. On appelle idéal engendré par F l’ensemble de polynômes défini par :

〈f1, . . . , ft〉 =

{
t∑

i=1

hifi|h1, . . . , ht ∈ K [x1, . . . , xn]

}
.

Ainsi défini, 〈f1, . . . , ft〉 est bien un idéal de K [x1, . . . , xn]. {f1, . . . , ft} est appelé système générateur
ou famille génératrice de 〈f1, . . . , ft〉.

D.1.2 Relation d’ordre sur les polynômes de K [x1, . . . , xn]

Pour ordonner les polynômes de K [x1, . . . , xn] , il faut se donner une relation d’ordre Â sur les
monômes, stable par multiplication. Un polynôme f =

∑i=t
i=1 aiMi est alors ordonné par Â si

∀j ∈ {1, . . . , t− 1} , Mj Â Mj+1

Dans ce cas, a1M1 est appelé terme maximal de f par rapport à Â, noté Mt (f) et M1 est le monôme
maximal de f, noté Mm (f) .

Par la suite, pour simplifier, nous supposerons, quitte à diviser par a1, que le terme maximal est
unitaire.

La relation d’ordre la plus utilisée sur les monômes est l’ordre lexicographique. Il consiste à fixer
une précédence des variables, par exemple x1 > · · · > xn. On distingue l’ordre lexicographique, noté
Âlex, et l’ordre lexicographique homogène, noté Âlexh

, définis comme suit :

Pour deux monômes M1 = xd1
1 xd2

2 . . . xdn
n et M2 = x

d′1
1 x

d′2
2 . . . x

d′′n
n ,

– M1 Âlex M2 ⇔ ∃i tel que
[
di > d′i et ∀j ∈ {1, . . . , i− 1}

(
dj = d′j

)]
.

– M1 Âlexh
M2 ⇔ [deg (M1) > deg (M2)] ou [deg (M1) = deg (M2) et M1 Âlex M2] .

Ainsi définies, les relations d’ordre Âlex et Âlexh
coincident sur les polynômes de même degré.

Exemple D.5. Soit la précédence des variables x1 > x2 > x3 :
– x1x

3
2x3 Âlex x1x2x3, car la variable x1 à le même degré dans les deux monômes et x3

2 Âlex x2.
– x4

2x
2
3 Âlexh

x2
1x2x

2
3, car deg

(
x4

2x
2
3

)
(= 6) > deg

(
x2

1x2x
2
3

)
(= 5).

– x3
1x2x

2
3 Âlexh

x2
1x2x

3
3, car deg

(
x3

1x2x
2
3

)
= deg

(
x2

1x2x
2
3

)
et x3

1x2x
2
3 Âlex x2

1x2x
3
3.

Pour toute la suite de cette annexe, nous fixons l’ordre lexicographique sur les monômes et donc sur
les polynômes. Nous le noterons simplement Â.
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D.1.3 Division d’un polynôme par une suite de polynômes.

Soient f , un polynôme de K [x1, . . . , xn] et {f1, . . . , ft}, une suite de polynômes quelconques de
K [x1, . . . , xn] . Soit la précédence des variables x1 > · · · > xn, nous admettons le résultat suivant :

Théorème D.6 (Division euclidienne). Il existe h, h1, . . . , ht ∈ K [x1, . . . , xn], uniques, tels que

f = h1f1 + · · ·+ htft + h

où ∀i, les monômes des hiMm (fi) ne sont divisibles par aucun des Mm (fj) pour j < i et ∀i, les
monômes de h ne sont pas divisibles par Mm (fi).

Définition D.7 (Reste de la division euclidienne). Considérons la division euclidienne de f par la suite
de polynôme f1, . . . , ft (voir théorème D.6),

f = h1f1 + · · ·+ htft + h.

Le polynôme h est appelé reste de la division de f par la suite f1, . . . , fs et est noté R(f1,...,ft)(f).

Il existe un algorithme de décomposition permettant d’obtenir les polynômes h, h1, . . . , ht connais-
sant les polynômes f, f1, . . . , ft. Ce dernier étant relativement complexe, nous ne le présentons pas dans
cette annexe mais nous l’utiliserons par la suite. Pour davantage de détails, le lecteur pourra consulter
[33].

Exemple D.8. Soit f = x3
1x2 ∈ K [x1, x2] . Considérons l’ensemble {f1, f2} ∈ K [x1, x2] avec f1 = x3

1

et f2 = x2
1x2 − x3

2.
L’algorithme de décomposition nous donne f = x2f1. Par unicité de l’écriture (théorème D.6), on en
déduit que R(f1,f2)(f) = 0.

Exemple D.9. Considérons maintenant l’ensemble {f1, f2} ∈ K [x1, x2] avec f1 = x2
1x2 − x3

2 et f2 =
x3

1. Nous avons seulement échangé les fonctions f1 et f2 de l’exemple précédent.
La décomposition de f (au sens du théorème D.6) est f = x1f1 + x1x

3
2. Il s’en suit que R(f1,f2)(f) =

x1x
3
2.

La notion de reste introduite dans ce paragraphe nous sera utile par la suite lors de la construction
d’une base de Gröbner.

D.2 Bases de Gröbner

Une base de Gröbner d’un idéal est une famille génératrice particulière de cet idéal possédant de
bonnes propriétés concernant la réduction et la division. Plus précisément, on a la définition suivante :

Définition D.10 (Base de Gröbner d’un idéal). Soient {f1, . . . , ft} , un ensemble de polynômes de
K [x1, . . . , xn] et I = 〈f1, . . . , ft〉 l’idéal de K [x1, . . . , xn] engendré par cet ensemble. Une base de
Gröbner de l’idéal I est un système de générateurs {g1, . . . , gs} de l’idéal I construit de sorte que

〈
{Mm(gi)}i=1,...,s

〉
= 〈{Mm(f), f ∈ I}〉 (D.1)

c’est-à-dire que les monômes maximaux des polynômes gi forment un système de générateurs de l’idéal
engendré par les monômes maximaux de tous les éléments de l’idéal I.
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Remarquons tout de suite, à l’aide d’un contre-exemple, qu’en général {f1, . . . , ft} n’est pas une
base de Gröbner de l’idéal 〈f1, . . . , ft〉.

Exemple D.11. Soit I = 〈f1, f2〉 l’idéal de K [x1, x2] engendré par les polynômes f1 = x3
1 et f2 =

x2
1x2 − x3

2. On a
Mm(f1) = x3

1 et Mm(f2) = x2
1x2.

Nous allons voir que {f1, f2} n’est pas une base de Gröbner de l’idéal I. Pour cela, considérons le
polynôme f ∈ I défini par

f = x2f1 − x1f2 = x1x
3
2.

On vérifie aisément que

Mm(f) = x1x
3
2 6∈ 〈Mm(f1),Mm(f2)〉 =

〈
x3

1, x
2
1x2

〉
.

La condition (D.1) n’est pas vérifiée. Dès lors, {f1, f2} n’est pas une base de Gröbner de l’idéal I =
〈f1, f2〉.

Nous n’entrerons pas dans les détails concernant les propriétés d’une base de Gröbner mais présen-
terons simplement les grandes lignes de sa construction. Par ailleurs, nous admettrons que tout idéal
possède une base de Gröbner.

Avant de présenter l’algorithme de Buchberger, qui permet, à partir d’un système de générateurs
d’un idéal de K [x1, . . . , xn], de construire une base de Gröbner de cet idéal, nous citons le théorème sur
lequel repose cet algorithme et précisons un peu les notations qui seront utilisées par la suite.

D.2.1 Préliminaires

Dans ce paragraphe, les résultats énoncés ne seront pas démontrés mais simplement illustrés à l’aide
d’exemples concrets, notre objectif étant de donner une idée de la démarche permettant d’arriver à l’al-
gorithme de construction d’une base de Gröbner. Pour davantage de détails, se référer au cours [69].

Définition D.12 (S-polynôme). Pour deux polynômes f1 et f2, non nuls de K [x1, . . . , xn], on définit le
S-polynôme de f1 et f2, noté S(f1, f2) par :

S (f1, f2) =
ppcm (Mm (f1) ,Mm (f2))

Mm (f1)
f1 − ppcm (Mm (f1) ,Mm (f2))

Mm (f2)
f2.

Remarque D.13. Le S-polynôme S (f1, f2) est construit avec pour objectif la suppression des monômes
maximaux des polynômes f1 et f2. De plus, par définition, S (f1, f2) ∈ 〈f1, f2〉.

Illustrons ceci par un exemple.

Exemple D.14. Soient deux polynômes f1 = x3
1 et f2 = x2

1x2 − x3
2 de K [x1, x2]. On a

Mm(f1) = x3
1 et Mm(f2) = x2

1x2,

au sens de l’ordre lexicographique avec la précédence x1 > x2. On en déduit

ppcm (Mm (f1) ,Mm (f2)) = x3
1x2.
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Nous pouvons calculer le S-polynôme de f1 et f2

S (f1, f2) =
x3

1x2

x3
1

× x3
1 −

x3
1x2

x2
1x2

× (x2
1x2 − x3

2)

= x2x
3
1 − x1 × (x2

1x2 − x3
2)

= x2x
3
1 − x2x

3
1 + x1x

3
2

= x1x
3
2.

On a S (f1, f2) = x2f1 − x1f2 donc S (f1, f2) appartient bien à l’idéal 〈f1, f2〉 de K [x1, x2].

Théorème D.15. Soit I un idéal de K [x1, . . . , xn] et soit {f1, . . . , ft} un ensemble de polynômes non
nuls de I, qui forment un système générateurs de I. Alors, l’ensemble {f1, . . . , ft} est une base de
Gröbner de I si et seulement si

∀i, j ∈ {1, . . . , t} , R(f1,...,ft) (S (fi, fj)) = 0.

Illustrons tout de suite ce théorème par un exemple.

Exemple D.16. Considérons l’ensemble {f1, f2, f3, f4} de polynôme de K [x1, x2] défini par

f1 = x3
1, f2 = x2

1x2 − x3
2, f3 = x1x

3
2, f4 = x5

2.

Soit I = 〈f1, f2, f3, f4〉 l’idéal engendré par ces 4 polynômes. Montrons que {f1, f2, f3, f4} est une base
de Gröbner de I, c’est-à-dire, d’après le théorème (D.15), que les restes des divisions des S (fi, fj) par
la suite de polynômes (f1, f2, f3, f4) sont nuls. On a :

Mm (f1) = x3
1, Mm (f2) = x2

1x2, Mm (f3) = x1x
3
2, Mm (f4) = x5

2.

On en déduit les S (fi, fj) suivants,

S (f1, f2) = x1x
3
2 = f3

S (f2, f3) = −x5
2 = −f4

S (f2, f4) = −x7
2 = −x2f4

S (f1, f3) = S (f1, f4) = S (f3, f4) = 0.

En conséquence, les restes des divisions des S (fi, fj) par les f1, f2, f3, f4 sont nuls et donc, d’après le
théorème D.15, {f1, f2, f3, f4} est une base de Gröbner de I.

Attention, on rappelle qu’en général, {f1, . . . , ft} n’est pas une base de Gröbner de l’idéal 〈f1, . . . , ft〉
(voir exemple D.11).

Maintenant, nous allons nous intéresser à la construction proprement dite d’une base de Gröbner
d’un idéal I.

D.2.2 Algorithme de Buchberger

Considérons un ensemble {f1, . . . , ft} de polynômes de K [x1, . . . , xn] et l’idéal I = 〈f1, . . . , ft〉
engendré par cet ensemble. Le principe de l’algorithme de Buchberger est d’ajouter à chaque itération
un polynôme supplémentaire à l’ensemble {f1, . . . , ft} jusqu’à ce que ce dernier devienne une base de
Gröbner de l’idéal I.
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Plus précisément, la première étape consiste à vérifier si l’ensemble {f1, . . . , ft} est une base de Gröbner
de I (voir théorème D.15). Dans le cas où {f1, . . . , ft}, n’est pas une base de Gröbner de I, on peut
trouver deux indices i et j tels que

R(f1,...,ft) (S (fi, fj)) 6= 0.

Choisissons i et j de sorte que i+ j soit minimal et posons ft+1 = R(f1,...,ft) (S (fi, fj))). Ainsi définie,
ft+1 est bien un élément de l’idéal I.
Si {f1, . . . , ft, ft+1} n’est toujours pas une base de Gröbner de I, nous pouvons itérer le procédé et
trouver deux nouveaux indices i et j tels que

R(f1,...,ft+1) (S (fi, fj)) 6= 0.

Et ainsi de suite jusqu’à ce que le processus s’arrête.

Exemple D.17. Considérons les polynômes f1, f2, f3 ∈ K [x1, x2, x3] définis par

f1 = x3
1, f2 = x1x2, f3 = x1x3 + x2

3.

On a
Mm(f1) = x3

1, Mm(f2) = x1x2, Mm(f3) = x1x3.

Déterminons une base de Gröbner de l’idéal I = 〈f1, f2, f3〉 .
Pour commencer, vérifions si {f1, f2, f3} est une base de Gröbner de I. On a :

S (f1, f2) = 0 =⇒ R(f1,f2,f3) (S (f1, f2)) = 0,
S (f1, f3) = −x2

1x
2
3 = −x3f3 + x3

3 =⇒ R(f1,f2,f3) (S (f1, f3)) = x3
3,

S (f2, f3) = −x2x
2
3 =⇒ R(f1,f2,f3) (S (f2, f3)) = −x2x

2
3.

Donc {f1, f2, f3} n’est pas une base de Gröbner de I.
Posons f4 = R(f1,f2,f3) (S (f1, f3)) = x3

3 et considérons l’ensemble {f1, f2, f3, f4}. On a

S (f1, f2) = S (f1, f4) = S (f2, f4) = 0,

S (f1, f3) = −x2
1x

2
3 = −x3f3 + f4 =⇒ R(f1,f2,f3,f4) (S (f1, f3)) = 0,

S (f2, f3) = −x2x
2
3 =⇒ R(f1,f2,f3,f4) (S (f2, f3)) = −x2x

2
3,

S (f3, f4) = x4
3 = x3f4 =⇒ R(f1,f2,f3,f4) (S (f3, f4)) = 0.

Donc {f1, f2, f3, f4} n’est pas une base de Gröbner de I.
Posons f5 = R(f1,f2,f3,f4)S (f2, f3)) = −x2x

2
3 et considérons l’ensemble {f1, f2, f3, f4,f5}. On a

S (f1, f2) = S (f1, f4) = S (f1, f5) = S (f2, f4) = S (f2, f5) = S (f4, f5) = 0,
S (f1, f3) = −x2

1x
2
3 = −x3f3 + f4 =⇒ R(f1,f2,f3,f4,f5) (S (f1, f3)) = 0,

S (f2, f3) = −x2x
2
3 = f5 =⇒ R(f1,f2,f3,f4,f5) (S (f2, f3)) = 0,

S (f3, f4) = x4
3 = x3f4 =⇒ R(f1,f2,f3,f4,f5) (S (f3, f4)) = 0,

S (f3, f5) = −x2X
3
3 = −x2f4 =⇒ R(f1,f2,f3,f4,f5) (S (f3, f5)) = 0.

∀i, j ∈ {1, . . . , 5} , R(f1,f2,f3,f4,f5) (S (fi, fj)) = 0 donc {f1, f2, f3, f4,f5} est une base de Gröbner de
l’idéal I = 〈f1, f2, f3〉 .
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D.3 Application à la résolution de systèmes d’équations

Dans ce paragraphe, nous allons voir comment les bases de Gröbner peuvent être utilisées afin de
caractériser l’ensemble des solutions d’un système d’équations polynomiales.

Le problème est de résoudre un ensemble de t équations {f1 = 0, . . . , ft = 0} avec f1, . . . , ft ∈
K [x1, . . . , xn]. On considère la précédence des variables x1 > · · · > xn. Le rôle des base de Gröbner
est similaire à celui de l’algorithme d’élimination de Gauss pour les systèmes linéaires.

Nous distinguons deux étapes dans la résolution.
– Tout d’abord, on construit une base de Gröbner de l’idéal engendré par les polynômes f1, . . . , ft.

On réordonne ensuite les éléments de cette base en commençant par le polynôme en xn, puis le(s)
polynôme(s) en xn−1 et xn, etc... Nous obtenons ainsi un nouveau système, triangulaire, équivalent
au premier. 




f1(xn) = 0
f2(xn, xn−1) = 0
...
fs(xn, xn−1, . . . , x1) = 0

– Ensuite, c’est une phase de calcul. On commence par calculer les racines réelles du polynôme en
xn, puis, chacune de ces racines donne un nouvel ensemble d’équation (on remplace xn par la
valeur obtenue), on peut calculer xn−1 et, etc. . .

Exemple D.18. Considérons le système suivant, de deux équations à deux inconnues

{
x2

1 + x1x2 + 2x1 + x2 − 1 = 0
x2

1 − x2
2 + 3x1 + 2x2 − 1 = 0.

(D.2)

Posons f1 = x2
1 + x1x2 + 2x1 + x2 − 1 et f2 = x2

1 − x2
2 + 3x1 + 2x2 − 1.

Commençons par vérifier si {f1, f2} est une base de Gröbner de l’idéal engendré par f1 et f2.

S (f1, f2) = x1x2 − x1 + x2
2 − x2 =⇒ R(f1,f2) (S (f1, f2)) = x1x2 − x1 + x2

2 − x2.

Donc {f1, f2} n’est pas une base de Gröbner. Posons f3 = x1x2 − x1 + x2
2 − x2, on a

S (f1, f2) = x1x2 − x1 + x2
2 − x2 = f3 =⇒ R(f1,f2,f3) (S (f1, f2)) = 0

S (f1, f3) = x2
1 + 3x1x2 + x2

2 − x2 = f1 + 2f3 − x2
2 + 1 =⇒ R(f1,f2,f3) (S (f1, f3)) = −x2

2 + 1

Donc {f1, f2, f3} n’est pas une base de Gröbner. Posons f4 = −X2
2 + 1, on obtient

S (f1, f2) = x1x2 − x1 + x2
2 − x2 = f3 =⇒ R(f1,f2,f3,f4) (S (f1, f2)) = 0

S (f1, f3) = x2
1 + 3x1x2 + x2

2 − x2 = f1 + 2f3 + f4 =⇒ R(f1,f2,f3,f4) (S (f1, f3)) = 0
S (f2, f3) = x2

1 − x1x
2
2 + 4x1x2 − x3

2 + 2x2
2 = f1 − (x2 − 2)f3 + f4 =⇒ R(f1,f2,f3,f4) (S (f2, f3)) = 0

S (f3, f4) = x1x2 − x1 − x3
2 + x2

2 = f3 + x2f4 =⇒ R(f1,f2,f3,f4) (S (f3, f4)) = 0

De plus, on peut vérifier que

R(f1,f2,f3,f4) (S (f1, f4)) = R(f1,f2,f3,f4) (S (f2, f4)) = 0,
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donc, {f1, f2, f3, f4} est une base de Gröbner de 〈f1, f2〉.
Nous obtenons un nouveau système équivalent au système (D.2) :





−x2
2 + 1 = 0

x1x2 − x1 + x2
2 − x2 = 0

x2
1 − x2

2 + 3x1 + 2x2 − 1 = 0
x2

1 + x1x2 + 2x1 + x2 − 1 = 0.

La première équation possède deux solutions x2 = 1 et x2 = −1. En remplaçant x2 par ces valeurs, on
obtient deux nouveaux systèmes (S1) et (S2), que l’on résoud aisément.

(S1)





x2 = 1
x2

1 + 3x1 = 0
x2

1 + x1 + 2x1 = 0
=⇒

{
x2 = 1
x1 = 0 ou x1 = −3

(S2)





x2 = −1
−2x1 + 2 = 0
x2

1 + 3x1 − 4 = 0
x2

1 − x1 + 2x1 − 2 = 0

=⇒
{

x2 = −1
x1 = 1

Ainsi, les couples solutions du système (D.2) sont (0,1), (-3,1) et (1,-1).



ANNEXE E
Estimation des

dérivées : différentiateur
Cette annexe propose différentes méthodes de différentiation. Le lecteur intéressé par cette problé-

matique trouvera dans [24] une liste plus complète et détaillée des méthodes existantes ainsi que des
comparaisons entre chacune d’elle.

E.1 Problématique

On souhaite mesurer une grandeur physique y(t) à travers un capteur C. La mesure yC(t) de y(t) à
travers ce capteur peut s’écrire :

yC(t) = G(y(t)) + bi(t), (E.1)

où G est une fonction qui modélise les distorsions linéaires ou non linéaires subies par y lors de la mesure
et où le terme bi(t) modélise la présence d’un bruit de mesure propre au capteur.
En pratique, c’est un peu différent : le signal y(t) à mesurer est toujours noyé dans un bruit de fond, ex-
térieur au capteur, caractéristique de l’environnement de mesure. En tenant compte de ce bruit extérieur,
noté be(t), on obtient une nouvelle expression de yC(t) :

yC(t) = G(y(t) + be(t)) + bi(t). (E.2)

La figure E.1 illustre cette modélisation.

Figure E.1 – Système de mesure.

Dans le cas particulier où l’on se limite à la zone de fonctionnement linéaire du capteur, l’expression
(E.2) à la sortie du capteur peut s’écrire

yC(t) = Ky(t) + Kbe(t) + bi(t) (E.3)

207
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où K est une grandeur constante.
Pour simplifier par la suite, nous nous limiterons au cas du fonctionnement linéaire des capteurs. De
plus, nous supposerons possible l’additivité des bruits Kbe(t) et bi(t). Nous pouvons donc à nouveau
simplifier et l’expression (E.3) devient

yC(t) = Ky(t) + δ(t) (E.4)

où δ(t) correspond à un bruit parasite regroupant les effets du bruit interne au capteur et du bruit extérieur.
Le différentiateur, dans la chaîne de récupération et de traitement du signal est positionné à la sortie

du capteur (voir figure E.1). L’expression (E.2) correspond donc à la forme du signal d’entrée dans le
différentiateur. Avec les hypothèses de linéarité du fonctionnement du capteur et d’additivité des bruits,
nous considons donc que tout signal bruité yδ(t) à l’entrée d’un différentiateur peut s’écrire de la forme

yδ(t) = y(t) + δ(t) (E.5)

où y(t) correspond au signal utile à dériver et, δ(t) au bruit parasite décrit précédemment.
Nous allons maintenant nous consacrer exclusivement au rôle du différentiateur et présenter diffé-

rentes méthodes de différentiation d’un signal. Dans un premier temps, nous évoquerons des méthodes
exclusivement numériques puis nous parlerons de la méthode de algébrique proposée par Fliess dans
[82].

E.2 Méthodes numériques

Nous nous plaçons dans un environnement idéal, c’est-à-dire non bruité. L’expression du signal à
l’entrée du capteur est donc tout simplement y(t). Dans un tel contexte, la méthode la plus intuitive pour
obtenir une estimation des n premières dérivées d’un signal est celles des différences finies, basée sur le
théorème de Taylor-Laplace.

E.2.1 La méthode des différences finies

Commençons par énoncer le théorème de Taylor-Laplace.

Théorème E.1. On considère un intervalle I ⊂ R non réduit à un point. Soit f : I → R une fonction
de classe Cn+1 sur I et soit a ∈ I , alors :

∀x ∈ I, f (x) =
n∑

k=0

f (k) (a)
k!

(x− a)k +
1
n!

∫ x

a
(x− t)n f (n+1)dt.

La première partie de l’expression,
∑k=n

k=0
f (k)(a)

k! (x− a)k, correspond au développement limité de f à
l’ordre n, aussi, la seconde partie, 1

n!

∫ x
a (x− t)n f (n+1)dt, correspond-elle à la différence entre f(x) et

son développement limité à l’ordre n. Cette différence est encore appelée « reste de Laplace ».

Considérons maintenant un signal continu y : t → y(t) et supposons que l’on a obtenu n+1 mesures
de ce signal, uniformément espacées d’un pas de temps ∆t. La première mesure est prise à l’instant t0,
la seconde à l’instant t1 = t0 + ∆t, etc...(∀i ≤ n, ti = t0 + i∆t). Nous obtenons un vecteur de mesure

(
y(t0) y(t1) . . . y(tn)

)T
.
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En appliquant n + 1 fois le théorème (E.1) aux n + 1 composantes de ce vecteur, nous obtenons un
système de la forme : 



y(t0)
y(t1)

...
y(tn)


 = A




y(t0)
y(1)(t0)

...
y(n)(t0)


 + b, (E.6)

où la matrice A et le vecteur b sont définis comme suit :

A =
(

(k∆t)j

j!

)
0≤k,j≤n

et b =
(

1
n!

∫ t0+k∆t
t0

(tk − t)n y(n+1) (t) dt
)

0≤k≤n

Notons que les colonnes de la matrice A sont indépendantes, elle est donc inversible. Nous obtenons un
nouveau système. 



y(t0)
y(1)(t0)

...
y(n)(t0)


 = A−1




y(t0)
y(t1)

...
y(tn)


−A−1b.

Les valeurs du vecteur b correspondent aux restes de Laplace des développements limités à l’ordre n
du signal aux n + 1 instants t0, t1, . . . , tn. Ces valeurs et par conséquent le vecteur A−1b peuvent être
négligés. Nous obtenons alors une estimation des dérivées du signal y(t) à l’instant t0 :




y(t0)
y(1)(t0)

...
y(n)(t0)


≈ A−1




y(t0)
y(t1)

...
y(tn)


 . (E.7)

Notons pour finir qu’en présence d’un bruit δ(t), cette méthode n’aurait pû être appliquée car il aurait
fallu dériver également δ(t) et cela aurait perturbé de façon conséquente le résultat de l’approximation.

Une autre approche plus originale pour résoudre ce problème de différentiation est d’utiliser une
interpolation polynômiale.

E.2.2 Interpolation polynômiale

On considère ici un signal continu y : t → y(t) et n + 1 mesures discrètes de ce signal. La méthode
consiste à interpoler ces mesures par un polynôme, appelé polynôme interpolateur. Nous énonçons pour
commencer le théorème d’interpolation de Lagrange :

Théorème E.2. On considère un intervalle I ⊂ R non réduit à un point. Soit f : I → R une fonction de
classe Cn+1 sur I . On suppose connues n + 1 mesures de f , uniformément espacées d’un temps ∆t, la
première mesure étant prise à l’instant t0, la seconde à l’instant t1, etc...(∀i ≤ n, ti = t0 + i∆t). Alors,
il existe un seul et unique polynôme continu sur I de degré inférieur ou égal à n qui interpole f . Ce
dernier, appelé polynôme de Lagrange et noté Ln, est défini par :

∀t ∈ I, Ln (t) =
n∑

i=0

f (ti) li (t) ,

où
li (t) =

∏n
j=0
j 6=i

t− tj
(i− j)∆t

.
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Pour obtenir une estimation des dérivées du signal y(t), il suffit de considérer les dérivées successives
de son polynôme interpolateur, qui s’obtiennent aisément à partir des coefficients de ce dernier. Toutefois,
cette méthode possède un inconvénient majeur, le phénomène dit "de Runge". Un changement même
infime d’une des mesures y (ti) provoque un changement sur l’ensemble des coefficients du polynôme
Ln (t). Cela engendre une modification des dérivées du polynôme Ln (t), particulièrement au voisinage
des points t0 et tn. En présence de bruit, cette méthode est peu recommandée dans le sens où un bruit,
même très faible provoquerait ce phénomène de Runge et perturberait ainsi fortement les estimations de
dérivées obtenues.

En conclusion, dans un environnement bruité, l’interpolation polynomiale tout comme la méthode
des différences finies, s’avèrent peu efficaces. C’est d’ailleurs pour cette raison que nous nous sommes
placés dans un contexte idéal non bruité. La méthode que nous allons maintenant illustrer est plus robuste
dans le cas d’un environnement bruité. Il s’agit d’une approche totalement différente, qui nous amène à
un problème d’optimisation sous contrainte.

E.2.3 La régularisation

Pour cette méthode, nous présentons uniquement l’idée générale sans entrer dans les détails calcula-
toires. Pour davantage de détails, consulter [53].

Problème d’optimisation sous contrainte
Nous nous plaçons, pour ce paragraphe, dans un environnement bruité. On considère un bruit blanc

gaussien, noté δ de moyenne nulle et de variance σ2. Soit y : R+ → R, un signal continu dont on souhaite
estimer les q premières dérivées (q > 0). Le signal à l’entrée du différentiateur peut donc s’écrire

yδ(t) = y(t) + δ(t)

On considère n + 1 mesures bruités
(
yδ (t0) , yδ (t1) , . . . , yδ (tn)

) ∈ Rn+1 de ce signal, prises aux ins-
tants t0, t1, . . . , tn uniformément espacées d’un temps ∆t. La méthode, dîte de régularisation, cherche
à lisser ces mesures bruitées. Pour cela, on se ramène à un problème d’optimisation sous contrainte, qui
consiste à minimiser un critère, appelé critère de régularisation.
On note ŷ : [t0, tn] → R ∈ Cq [t0, tn] l’estimation du signal bruité yδ, solution du problème d’optimisa-
tion contrainte.

Critère de régularisation
Généralement, le critère de régularisation pour ce type de problème est composé de deux termes :
– Un terme de lissage, équivalent à l’intégrale au carré de la qième dérivée, qui minimise l’énergie

de la qième dérivée.
– Un terme de précision, qui représente l’erreur quadratique moyenne entre la solution du problème

et les mesures obtenues.
Pour notre problème, le critère de régularisation s’écrit

min
n−1∑

i=q−1

(
ŷ(q)(ti) (∆t)q

)2
(terme de lissage), (E.8)

sous la contrainte :

1
n + 1

n∑

i=0

(
ŷ (ti)− yδ (ti)

)2
≤ σ2 (terme de précision).
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Dans (E.8), le terme ŷ(q)(ti) correspond à une estimation de la qième dérivée de ŷ à l’instant ti.,
obtenue par la méthode des différences finies (voir théorème (E.1)). On peut ainsi écrire

ŷ(q)(ti) =
ŷ(q−1)(ti+1)− ŷ(q−1)(ti)

∆t
.

Cette expression montre que le terme de lissage a été défini de manière à lisser la qième dérivée de ŷ.
Après des calculs élémentaires, nous obtenons la formule suivante :

ŷ(q)(ti) =
1

(∆t)q

q∑

j=0

(−1)q+jCj
q ŷ(ti+j),

où Cj
q est le nombre de combinaisons de j éléments d’un ensemble de q éléments

(
Cj

q = q!
j!(q−j)!

)
.

Exemple E.3. Dans le cas où q=1, le terme de lissage s’écrit

min
n−1∑

i=0

(ŷ(ti+1)− ŷ(ti))
2

et correspond à minimiser la somme des écarts quadratiques entre deux valeurs successive de ŷ.

Estimation
Pour obtenir les dérivées du signal yδ, la méthode consiste à régulariser ce signal. Nous obtenons la

formule suivante pour l’estimée ŷ du signal bruité :

ŷ = arg min
ỹ∈Cq[t0,t

k+n ]







n−1∑

i=q−1

(
ŷ(q)(ti) (∆t)q

)2


 + λ

(
k+n∑

i=k

(
ỹ (ti)− yδ (ti)

)2
− (n + 1)σ2

)


(E.9)
où λ est le paramètre de Lagrange. Par construction, ŷ a des dérivées lisses.

E.3 Une méthode algébrique

La méthode présentée maintenant a été proposée par M.Fliess et H.Sira-Ramirez dans [82]. Pour
obtenir les dérivées successives d’un signal y(t), elle utilise des résultats de l’algèbre différentielle. Les
personnes intéressées par davantage de détails sur les techniques de l’algèbre différentielle pourront se
référer à [80].

E.3.1 Principe

Considérons un signal arbitraire lisse. Au voisinage d’un instant t0 fixé, le signal y(t) peut être ap-
proximé, d’après le théorème (E.1) par son développement de Taylor à l’ordre N − 1. Soit ŷ l’estimation
obtenue, on obtient

ŷ (t) =
N−1∑

k=0

y(k) (t0)
k!

(t− t0)
k . (E.10)

Remarque E.4. Plus l’entier N sera grand, meilleure sera l’approximation ŷ.
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Il suffit donc pour obtenir l’estimée ŷ de y, d’obtenir une estimation des dérivées sucessives y(k), k <
N , du signal initial. Pour cela, commençons par remarquer dans (E.10), que l’estimée ŷ (t) peut être vue
comme solution du système différentiel :

{
ŷ(N) (t) = 0
ŷ(k) (t0) = y(k) (t0) pour k < N.

(E.11)

Exemple E.5. Pour N = 3, l’égalité (E.10) s’écrit

ŷ (t) = y (t0) + y′ (t0) (t− t0) +
y(2) (t0)

2
(t− t0)

2 .

et le système correspondant est le suivant




ŷ(3) (t) = 0
ŷ(2) (t0) = y(2) (t0)
ŷ′ (t0) = y′ (t0)
ŷ (t0) = y (t0)

Après transformation de Laplace du système (E.11), on obtient l’équation suivante :

sN ŷ (s)−
N∑

j=1

sN−j ŷ(j−1) (s0) = 0,

que l’on dérive N fois par rapport à la variable de Laplace s pour obtenir une nouvelle équation pour
ŷ (s) qui ne dépend plus des conditions initiales :

dN

dsN

(
sN ŷ (s)

)
= 0.

On divise ensuite cette dernière équation, respectivement par sN−1, sN−2, . . . , s et on obtient le système
triangulaire suivant :

(S)





1
sN−1

dN

dsN

(
sN ŷ (s)

)
= 0

...
1
s

dN

dsN

(
sN ŷ (s)

)
= 0

Ce système va nous permettre d’obtenir, moyennant une transformée de Laplace inverse, une estimation
des dérivées de y (t) . La précision de l’approximation dépend du choix de l’entier N . Dans le cas où
l’on souhaite un ordre de dérivation égal à q, M. Fliess et H. Sira-Ramirez proposent de prendre N = 4
afin d′obtenir une estimation convenable. Nous allons reprendre maintenant l’exemple présenté dans [82]
pour illustrer leur méthode.

E.3.2 Exemple

Considérons un signal arbitraire y, lisse dont on souhaite approximer les dérivées jusqu’à l’ordre
deux. On prendra donc N = 4. Le système (S) à résoudre est le suivant :

(S)





1
s3

d4

ds4

(
s4ŷ (s)

)
= 0

1
s2

d4

ds4

(
s4ŷ (s)

)
= 0

1
s

d4

ds4

(
s4ŷ (s)

)
= 0

.
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Un calcul élémentaire nous permet d’obtenir l’expression

d4

ds4

(
s4ŷ (s)

)
= 24ŷ (s) + 96s

dŷ (s)
ds

+ 72s2 d2ŷ (s)
ds2

+ 16s3 d3ŷ (s)
ds3

+ s4 d4ŷ (s)
ds4

.

Le système (S) peut donc s’écrire

(S)





24
s3 ŷ (s) + 96

s2
dŷ(s)

ds + 72
s

d2ŷ(s)
ds2 + 16d3ŷ(s)

ds3 + sd4ŷ(s)
ds4 = 0

24
s2 ŷ (s) + 96

s
dŷ(s)

ds + 72d2ŷ(s)
ds2 + 16sd3ŷ(s)

ds3 + s2 d4ŷ(s)
ds4 = 0

24
s ŷ (s) + 96dŷ(s)

ds + 72sd2ŷ(s)
ds2 + 16s2 d3ŷ(s)

ds3 + s3 d4ŷ(s)
ds4 = 0.

On effectue une transformation de Laplace inverse. La première équation du système (S) devient

24
(∫∫∫

ŷ

)
− 96

(∫∫
tŷ

)
+ 72

(∫
t2ŷ

)
− 16t3ŷ +

d

dt
(t4ŷ) = 0,

c’est-à-dire

24
(∫∫∫

ŷ

)
− 96

(∫∫
tŷ

)
+ 72

(∫
t2ŷ

)
− 16t3ŷ + (t4

dŷ

dt
+ 4t3ŷ) = 0,

soit encore, après simplification

24
(∫∫∫

ŷ

)
− 96

(∫∫
tŷ

)
+ 72

(∫
t2ŷ

)
− 12t3ŷ + t4

dŷ

dt
= 0.

En isolant dŷ
dt , on obtient :

dŷ

dt
= −24

t4

(∫∫∫
ŷ

)
+

96
t4

(∫∫
tŷ

)
− 72

t4

(∫
t2ŷ

)
+

12
t

ŷ + t4 = 0. (E.12)

La seconde équation du système (S) devient

24
(∫∫

ŷ

)
− 96

(∫
tŷ

)
+ 72t2ŷ − 16(t3

dŷ

dt
+ 3t2ŷ) + (t4

d2ŷ

dt2
+ 8t3

dŷ

dt
+ 12t2ŷ) = 0,

et, après simplification,

24
(∫∫

ŷ

)
− 96

(∫
tŷ

)
+ 36t2ŷ − 8t3

dŷ

dt
+ t4

d2ŷ

dt2
= 0.

En isolant d2ŷ
dt , on obtient :

d2ŷ

dt
= −24

t4

(∫∫
ŷ

)
+

96
t4

(∫
tŷ

)
− 36

t2
ŷ +

8
t

dŷ

dt
(E.13)

Notons que la troisième équation nous sera inutile ici étant donné que les équations (E.12) et (E.13)
obtenues nous permettent déjà d’obtenir une estimation des dérivées, d’ordre un et deux du signal y.
Remarquons que (E.12) et (E.13) peuvent s’écrire sous forme du système linéaire à coefficients non
stationnaire (c’est-à-dire dont les coefficients varient dans le temps) suivant :

(
t4 0
−3t2 t4

)(
dŷ
dt

d2ŷ
dt

)
=

(
12t3ŷ
−36t2ŷ

)
+

(
z1

z2

)

où 



ż1 = z2 − 72t2ŷ
ż2 = z3 + 96tŷ
ż3 = −24ŷ

.





ANNEXE F
Diagonalisation

conjointe
Cette annexe est consacrée à la diagonalisation conjointe (ou encore simultanée) de matrices à coef-

ficients réels. Les matrices que nous sommes amenés à diagonaliser dans le cadre de cette thèse sont des
matrices d’autocorrélation. Ces dernières étant symétriques, elles sont toujours diagonalisables. L’objec-
tif de cette annexe est de comprendre le principe diagonalisation conjointe.
Nous allons donc présenter, pour commencer, une méthode numérique de diagonalisation d’une matrice
symétrique, appelée méthode de Jacobi [25].
Ensuite, nous présenterons une extension de cette méthode afin d’obtenir un algorithme de diagonalisa-
tion approchée d’une matrice quelconque. Nous chercherons alors à obtenir une matrice la plus diagonale
possible, au sens d’un critère qui sera précisé. Enfin, forts de ces techniques, nous aborderons le prin-
cipe de diagonalisation simultanée d’un ensemble de matrices [18]. Notons que les techniques que nous
présentons dans cette annexe s’étendent naturellement aux matrices à coefficients complexes.

Il existe d’autres algorithmes de diagonalisation que celui proposé dans cette annexe. Notre présenta-
tion se veut avant tout pédagogique, son but étant de proposer un algorithme simple, complet et détaillé,
même si ce dernier n’est pas directement (sous cette forme) applicable dans cette thèse.

F.1 Préliminaires

Dans ce paragraphe, nous énoncons quelques rappels élémentaires d’algèbre matricielle utilisés par
la suite.

F.1.1 Matrices orthogonales

Définition F.1 (Matrice orthogonale élémentaire). Une matrice orthogonale élémentaire (ou matrice de
rotation) est une matrice, notée Ω (p, q, c, s) (où p < q), de la forme

Ω (p, q, c, s) =

p q
↓ ↓



1 0 0 0

1
...

...
0 · · · c s · · · 0

1
0 · · · −s c · · · 0

...
... 1

0 0 0 1




←− p-ième ligne

←− q-ième ligne
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où c = cos θ et s = sin θ, avec θ un nombre réel.
Ainsi définie, Ω(p, q, c, s) correspond à une matrice de rotation d’angle θ dans le plan des p-ièmes et
q-ièmes vecteurs de base. Elle est bien orthogonale dans la mesure où

Ω(p, q, c, s)TΩ(p, q, c, s) = Idn.

Maintenant, intéressons-nous au produit d’une matrice carré A = (aij)i,j∈N quelconque par une
matrice orthogonale élémentaire Ω (p, q, c, s). Soit B = (bij)i,j∈N définie par

B = ΩTAΩ,

où Ω = Ω(p, q, c, s). On a les relations suivantes entre les coefficients des matrices A et B :

bij = aij pour i, j 6= p et i, j 6= q,
bpj = capi − saqi pour j 6= p, q,
bqj = sapi + caqi pour j 6= p, q,
bpp = c2app − scapq − scaqp + s2aqq,
bpq = c2apq − s2aqp + cs(app − aqq),
bqp = c2aqp − s2apq + cs(app − aqq),
bqq = c2aqq + scapq + scaqp + s2app.

(F.1)

Seules les p-ièmes et q-ièmes lignes et colonnes de la matrice A sont modifiées par la transformation

A → B = ΩTAΩ. (F.2)

Nous allons voir que les relations (F.1) se simplifient dans le cas où la matrice A est symétrique.

F.1.2 Cas particulier : Matrice symétrique

Si la matrice A est symétrique, nous remarquons, d’après les expressions (F.1) et par symétrie de
A (i.e., ∀i, j, aij = aji), que les coefficients de la matrice B = (bij)i,j∈N définie par B = ΩTAΩ (où
Ω = Ω(p, q, c, s)) vérifient

bpq = bqp,

pour p et q fixés.

Proposition F.2. Soient A une matrice symétrique, Ω = Ω(p, q, c, s) une matrice de rotation élémen-
taire et B = ΩTAΩ. Si l’angle θ vérifie la relation

1
tan 2θ

=
aqq − app

2apq
, (F.3)

alors, on a
bpq = bqp = 0. (F.4)

Autrement dit, pour un angle θ convenablement choisi, les coefficients bpq et bqp de la matrice B =
(bij)i,j∈N sont nuls.
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Démonstration. On recherche une condition sur l’angle θ de sorte que les coefficients bpq et bqp soient
nuls. On veut

bpq = bqp = 0,

c’est-à-dire, d’après (F.1), (
c2 − s2

)
apq + cs(app − aqq) = 0,

avec c = cos θ et s = sin θ. En utilisant les relations trigonométriques :

cos2 θ − sin2 θ = cos 2θ et 2 cos θ sin θ = sin 2θ,

la condition bpq = bqp = 0 devient

cos 2θapq +
sin 2θ

2
(app − aqq) = 0,

soit encore
1

tan 2θ
=

aqq − app

2apq
.

Par conséquent, lorsque θ vérifie (F.3), la transformation A → B = ΩTAΩ permet d’annuler deux
termes symétriques non diagonaux de la matrice A. Cette transformation est à la base de l’algorithme
de Jacobi pour diagonaliser une matrice symétrique. Toutefois, avant de présenter cet algorithme, nous
énonçons un résultat fort utile par la suite.

F.1.3 Norme de Frobénius

Proposition F.3. Soient A = (aij)i,j∈N et B = (bij)i,j∈N deux matrices carrées vérifiant la relation

B = ΩTAΩ,

où Ω = Ω(p, q, c, s) est une matrice de rotation élémentaire. On a

‖A‖F = ‖B‖F ,

où ‖.‖F est la norme de Frobénius définie par

‖.‖F :




Rn×n −→ R
M = (mij)i,j∈N −→

∑

i,j∈N
m2

ij
.

Démonstration. Ce résultat vient du fait que la norme ‖.‖F de Frobénius est invariante par transformation
orthogonale (conséquence de l’inégalité de Cauchy-Schwartz). Pour davantage de détails, le lecteur peut
se référer à [25].
On a donc

‖B‖F =
∥∥ΩTAΩ

∥∥
F

= ‖A‖F .

Après ces quelques rappels, nous nous intéressons à la méthode de Jacobi pour diagonaliser des
matrices symétriques.
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F.2 Diagonalisation d’une matrice symétrique

Soit A = (aij)i,j∈N une matrice symétrique (donc diagonalisable) à coefficients réels. On souhaite
diagonaliser cette matrice.

F.2.1 Principe

L’idée générale de la méthode de Jacobi repose sur la construction d’une suite de matrices ortho-
gonales (Pn)n∈N, telle que la suite

(
PT

nAPn

)
n∈N converge vers une matrice diagonale D dont les

éléments diagonaux correspondent aux valeurs propres de A et telle que la suite (Pn)n∈N converge vers
une matrice dont les colonnes correspondent aux vecteurs propres de la matrice A.

On va chercher à annuler successivement tous les éléments hors diagonaux de la matrice A en la
multipliant par des matrices orthogonales élémentaires judicieusement choisies (c’est-à-dire en utilisant
une transformation du type (F.2)).

Itération 1 : Si A n’est pas diagonale alors il existe p et q, p 6= q tels que apq 6= 0.
Dans le cas où plusieurs éléments non diagonaux apq, p 6= q, sont non nuls, on choisit le couple (p, q) de
sorte que le coefficient apq ait la plus grande valeur absolue parmi les coefficients non diagonaux de A,
c’est-à-dire tel que

|apq| = max
i 6=j

|aij | . (F.5)

Puis, on considère la transformation

A → B1 = ΩT
1 AΩ1,

où Ω1= Ω(p, q, c, s), avec c = cos θ, s = sin θ et θ qui vérifie la relation (F.3). La matrice Ω1 ainsi
choisie permet d’obtenir une nouvelle matrice B1 telle que bpq = bqp = 0. On a ainsi annulé deux
éléments non diagonaux de la matrice A.

Itération 2 : Si la matrice B1 obtenue n’est pas diagonale , on réitère le même procédé afin d’obtenir
une nouvelle matrice

B2 = ΩT
2 B1Ω2,

où Ω2 est une matrice orthogonale élémentaire choisie pour annuler le coefficient maximal (au sens de
(F.5)) de B1.

Ainsi de suite, on itére le procédé jusqu’à obtention d’une matrice diagonale.
Nous admettons ici que ce processus converge, c’est-à-dire qu’il existe N ∈ N tel que BN soit diago-

nale (pour davantage de détails, consulter [25]). On définit alors la suite (Pn)n∈N par Pn = Ωn . . .Ω2Ω.
Ainsi, la suite

(
PT

nAPn

)
n∈N converge vers une matrice diagonale D = PT

NAPN . Et, dans le cas où les
valeurs propres de A sont distinctes, les vecteurs colonnes de la matrice P correspondent aux vecteurs
propres associés à ces valeurs propres.

F.2.2 Algorithme de Jacobi

Entrées : A = (aij)i,j∈N : matrice symétrique quelconque

Sorties : A : matrice diagonale

Algorithme :
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Tant qu’il existe un couple p 6= q tel que apq 6= 0∣∣∣∣∣∣∣∣

- Choisir le couple (p, q) tel que |apq| = maxi6=j |aij | ,
- Calculer θ de sorte que 1

tan 2θ = aqq−app

2apq
,

- En déduire la matrice Ω(p, q, c, s) correspondante,
- A := Ω(p, q, c, s)TAΩ(p, q, c, s).

Fin Tant que

F.2.3 Interprétation géométrique

Illustrons graphiquement la méthode de Jacobi dans le cas particulier de la diagonalisation d’une
matrice symétrique carrée d’ordre 2.

Soit A, la matrice définie par

A =
(

1 1
2

1
2 1

)
.

La matrice A peut être caractérisée par une ellipse (voir figure F.1) notée (E1), qui correspond à la
représentation graphique de la courbe d’équation

xTAx = cste,

c’est-à-dire d’équation
x2

1 + x1x2 + x2
2 = cste.

.

Figure F.1 – Ellipse (E1) associée à la matrice A.

Diagonalisons la matrice A. Considérons la matrice de rotation Ω suivante,

Ω =
(

cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
,
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où θ vérifie la relation (F.3), c’est-à-dire

1
tan 2θ

= 0 ⇐⇒ θ =
π

4
.

On a

Ω =

( √
2

2

√
2

2

−
√

2
2

√
2

2

)
,

et

D = ΩTAΩ =
(

1
2 0
0 3

2

)
.

On obtient bien une matrice diagonale.
Rappelons que la diagonalisation peut être vue comme un changement de base

x′ = Ωx.

Notons que les vecteurs colonnes de la matrice Ω correspondent bien aux vecteurs propres orthonormés
de la matrice A, associés respectivement aux valeurs propres 1

2 et 3
2 .

La figure F.2 correspond à la représentation graphique de la courbe d’équation

xTDx = cste,

c’est-à-dire d’équation

x2
1 +

(√
3x2

)2
= cste.

Il s’agit d’une ellipse, notée (E2). Cette ellipse est l’image par une rotation d’angle θ = π
4 de l’ellipse

(E1) de la figure F.1.

Figure F.2 – Ellipse (E2) associée à la matrice diagonale D.
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F.2.4 Conclusion

L’algorithme proposé ici dans le cadre de la diagonalisation d’une matrice symétrique est relative-
ment simple. Nous nous intéressons maintenant à sa généralisation pour une matrice quelconque (diago-
nalisable ou non) afin d’obtenir une matrice aussi diagonale que possible, au sens d’un certain critère.
Nous présentons une méthode inspirée de l’algorithme de Jacobi pour la diagonalisation approchée d’une
matrice à coefficients réels.

Les algorithmes que nous présentons dans les paragraphes suivants sont inspirés de [18].

F.3 Diagonalisation approchée

Dans ce paragraphe, nous présentons l’extension de la méthode de Jacobi pour la diagonalisation
approchée d’une matrice réelle. Considérons une matrice A quelconque à coefficients réels.

F.3.1 Introduction

Le principe de la diagonalisation approchée est le même que précédemment, il s’agit de rechercher
une suite de matrices orthogonales (Pn)n∈N, telle que la suite

(
PT

nAPn

)
n∈N converge vers une matrice

M la plus diagonale possible au sens du critère suivant :

Minimiser
M=(mij)

∑

i6=j

|mij |2 . (F.6)

Autrement dit, nous cherchons la matrice M = (mij)i,j∈N dont la somme quadratique des éléments non
diagonaux est minimale.

On va chercher à minimiser les éléments non diagonaux de la matrice A en utilisant une trans-
formation du type (F.2), c’est-à-dire en considérant les produits de A par des matrices orthogonales
élémentaires.

Avant de préciser le principe de l’algorithme, étudions plus en détails le critère (F.6).

F.3.2 Etude du critère à minimiser

Nous cherchons à remplacer le critère (F.6) par un critère équivalent plus simple [18].
Considérons le problème suivant

Minimiser
c,s

∑

i6=j

|bij |2 , (F.7)

où les bij sont les coefficients de la matrice B1 = ΩT
1 AΩ1. On rappelle que l’expression des coefficients

bij en fonction des coefficients aij de la matrice A sont donnés par les formules (F.1). On a

∑

i 6=j

b2
ij =

∑

i,j

b2
ij −

∑

i

b2
ii,

donc, d’après la proposition F.3, ∑

i6=j

b2
ij =

∑

i,j

a2
ij −

∑

i

b2
ii.
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Or, les coefficients aij de la matrice A sont indépendants de c et s, donc le problème (F.7) devient

Maximiser
c,s

∑

i

b2
ii. (F.8)

Etant donné que bpp et bqq sont les seuls éléments diagonaux de B1 dépendant de s et c, le problème
(F.8) est équivalent à

Maximiser
c,s

b2
pp + b2

qq. (F.9)

En appliquant l’égalité triangulaire1 à bpp et bqq, on trouve

b2
pp + b2

qq =
1
2

[
(bpp + bqq)

2 + (bpp − bqq)
2
]

=
1
2

[(
c2app + s2aqq + c2aqq + s2app

)2 + (bpp − bqq)
2
]

=
1
2

[
(app + aqq)

2 + (bpp − bqq)
2
]
.

De même que précedemment, les coefficients aij étant indépendants de c et s, le problème (F.9) devient

Maximiser
c,s

(bpp − bqq)
2 . (F.10)

Or, en remplaçant bpp et bqq par leurs valeurs données par les expressions (F.1), on a

bpp − bqq =
(
c2app − scapq − scaqp + s2aqq

)− (
c2aqq + scapq + scaqp + s2app

)

=
(
c2 − s2

)
(app − aqq)− 2sc (apq + aqp) .

Posons
bpp − bqq = x(c, s)TyA,

où x(c, s) et yA sont des vecteurs définis par

x(c, s) =
(

c2 − s2

−2sc

)
et yA =

(
app − aqq

apq + aqp

)
.

Ainsi, le problème (F.10) devient

Maximiser
c,s

x(c, s)TyAyT
Ax(c, s), (F.11)

et finalement, en posant Q = yAyT
A, ceci équivaut à

Maximiser
c,s

x(c, s)TQx(c, s). (F.12)

Autrement dit, il s’agit de maximiser la forme quadratique q(x) = xTQx sur
{
x(c, s), c2 + s2 = 1

}
.

Nous énonçons le résultat suivant :

Proposition F.4. {
x(c, s), c2 + s2 = 1

}
=

{(
x1 x2

)T
, x2

1 + x2
2 = 1

}
.

1∀x, y ∈ R, x2 + y2 = 1
2

�
(x + y)2 − (x− y)2

�
.
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Démonstration. Soit x =
(

x1 x2

)T tel que x2
1 + x2

2 = 1. Posons

c =

{
1 si x1 = −1 et x2 = 0,√

x1+1
2 sinon.

s =

{
0 si x1 = −1 et x2 = 0,

x2√
2(x1+1)

sinon.

Ainsi définis, c et s vérifient
c2 + s2 = 1,

donc
{(

x1 x2

)T
, x2

1 + x2
2 = 1

}
⊂ {

x(c, s), c2 + s2 = 1
}

.

Réciproquement, soit x(c, s) =
(

c2 − s2

−2sc

)
tel que c2 + s2 = 1. On a

(
c2 − s2

)2 + (−2sc)2 = c4 + s4 + 2s2c2 = (c2 + s2)2 = 1.

Donc,
{
x(c, s), c2 + s2 = 1

} ⊂
{(

x1 x2

)T
, x2

1 + x2
2 = 1

}
.

Ainsi, grâce à ce résultat, maximiser la forme quadratique q(x) = xTQx sur
{
x(c, s), c2 + s2 = 1

}

est équivalent à la maximiser sur la sphère unité
{(

x1 x2

)T
, x2

1 + x2
2 = 1

}
. On s’est donc ramené

au problème suivant
Maximiser

{(x1 x2)T,x2
1+x2

2=1}
q(x). (F.13)

Cette dernière condition revient à trouver le vecteur propre associé à la plus grande valeur propre de la
matrice Q.

F.3.3 Principe

Détaillons maintenant l’algorithme de diagonalisation. Considérons le problème suivant :
Itération 1 : Si A n’est pas diagonale alors il existe p et q, p 6= q tels que apq 6= 0. On choisit le

couple (p, q) de sorte que le coefficient apq soit maximal au sens du critère (F.5).
Puis, on considère la transformation

A → B1 = ΩT
1 AΩ1,

où Ω1= Ω (p, q, c, s). On choisit les paramètres c et s de la matrice Ω1 de sorte que la somme quadra-
tique des éléments non diagonaux de ΩT

1 AΩ1 soit minimale. Pour cela, on cherche le vecteur propre
associé à la plus grande valeur propre de la matrice Q = yAyT

A (voir paragraphe F.3.2). On obtient ainsi
une matrice B1 = ΩT

1 AΩ1 dont la somme quadratique des éléments non diagonaux est inférieure à la
somme quadratique des éléments non diagonaux de la matrice A, autrement dit

∑

i6=j

|bij |2 ≤
∑

i 6=j

|aij |2 ,

où A = (aij)i,j et B1 = (bij)i,j .
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Itération 2 : On réitère le même procédé avec la matrice B1 afin d’obtenir une nouvelle matrice B2 =
ΩT

2 B1Ω2, où Ω2 est une matrice orthogonale élémentaire choisie pour diminuer la somme quadratique
des éléments non diagonaux de B1.

Ainsi de suite, on itére le procédé jusqu’à obtention d’une matrice la plus diagonale possible au sens
du critère (F.6).

Convergence : La convergence de ce processus est assurée étant donné que toute suite décroissante
minorée de R converge. Toutefois, il n’a pas été démontré qu’il converge bien vers le minimum au sens
de (F.6). Avant d’observer sur un exemple concret la convergence du processus, présentons l’algorithme
de diagonalisation approchée d’une matrice réelle.

F.3.4 Algorithme

Entrées : A = (aij)i,j∈N : matrice quelconque à coefficients réels.
M = (mij)i,j∈N : matrice initialement égale à la matrice identité.

Sorties : A : matrice la plus diagonale possible au sens du critère (F.6)
Algorithme :

Tant que
∑

i6=j

|aij |2 <
∑

i6=j

|mij |2 ,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

- Choisir le couple (p, q) tel que |apq| = maxi6=j |aij | ,
- Calculer les paramètres c et s qui minimisent la somme quadratique
des éléments non diagonaux de la matrice Ω(p, q, c, s)TAΩ(p, q, c, s).
- M := A.
- A := Ω(p, q, c, s)TAΩ(p, q, c, s).

Fin Tant que

F.3.5 Exemple

Nous illustrons cet algorithme dans le cas particulier d’une matrice A de dimension 4 × 4, définie
par

A =




1 5 1 0
0 1 0 4
−1 0 −1 3
0 0 0 7


 .

Pour cette matrice, la somme quadratique s1 des éléments non diagonaux vaut

s1 =
∑

i6=j

|aij |2 = 52.

Nous cherchons à rendre la matrice A la "plus diagonale possible" au sens de (F.6). Nous allons détailler
les deux premières itérations de l’algorithme afin de mettre en évidence la convergence du processus.

Itération 1 : Le coefficient de la matrice A ayant la plus grande valeur absolue est a12 = 5 (p =
1, q = 2). Considérons donc la matrice Ω1 définie par

Ω1 =




c s 0 0
−s c 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 ,
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où c2 + s2 = 1. On doit choisir c et s de sorte que la somme quadratique des éléments non diagonaux
de ΩTAΩ soit minimale. Nous avons vu que ceci revient à résoudre le problème (F.12), autrement dit, à
trouver le vecteur propre associé à la plus grande valeur propre de

Q1= yAyT
A =

(
0 0
0 25

)
.

La plus grande valeur propre de Q est 25. Le vecteur propre associé est x =
(

0
−1

)
. On obtient c =

√
2

2

et s =
√

2
2 donc

Ω1 =




√
2

2

√
2

2 0 0
−
√

2
2

√
2

2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 ,

et on en déduit

A2 = ΩT
1 AΩ1 =




−3
2

5
2

√
2

2 −2
√

2
−5

2
7
2

√
2

2 2
√

2
−
√

2
2 −

√
2

2 −1 3
0 0 0 7


 .

La somme quadratique s2 des éléments non diagonaux de A2 vaut

s2 =
∑

i6=j

|aij |2 = 39, 5.

A2 est donc plus diagonale que A au sens du critère (F.6).
Itération 2 : Le coefficient de la matrice A2 ayant la plus grande valeur absolue est a34 = 3.

Considérons la matrice Ω2 définie par

Ω2 =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 c s
0 0 −s c




où c2 + s2 = 1. On doit choisir c et s de sorte que la somme quadratique des éléments non diagonaux de
ΩT

2 AΩ2 soit minimale. Ceci revient à trouver le vecteur propre associé à la plus grande valeur propre de

Q2= yA2
yT

A2
=

(
64 −24
−24 9

)
.

La plus grande valeur propre de Q2 est 73. Le vecteur propre associé est x =

(
− 8√

73
3√
73

)
. On obtient

c =

√
− 8√

73
+1

2 et s =
3√
73r

2
�
− 8√

73
+1
� donc
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Ω2 =




1 0 0 0
0 1 0 0

0 0

√
− 8√

73
+1

2

3√
73r

2
�
− 8√

73
+1
�

0 0 −
3√
73r

2
�
− 8√

73
+1
�

√
− 8√

73
+1

2




.

et on en déduit

A3 = ΩT
2 A2Ω2 =




−1. 5 2. 5 2. 909 2 0.191 10
−2. 5 3. 5 −2. 656 9 1. 200 4

−0.126 17 −0.126 17 6. 218 6 −1. 309 0
−0.695 76 −0.695 76 −4. 309 0 −0.218 63


 .

La somme quadratique s3 des éléments non diagonaux de A3 vaut

s3 =
∑

i6=j

|aij |2 = 21.304.

A3 est donc plus diagonale que A2 au sens du critère (F.6).
Ainsi de suite, on itère le processus afin d’obtenir une matrice la plus diagonale possible.

F.4 Diagonalisation simultanée approchée de matrices

Dans cette dernière partie, nous allons nous intéresser à la diagonalisation conjointe approchée de
matrices réelles.

Le problème est le suivant : on considère un ensemble

E = {Ak, k = 1, . . . , K}

de K matrices que l’on souhaite diagonaliser simultanément. C’est-à-dire que nous cherchons une ma-
trice orthogonale P telle que pour tout k,

PTAkP

soit diagonale ou la plus diagonale possible (au sens du critère (F.6) précédemment défini).
Dans un premier temps, nous présentons l’algorithme de type Jacobi, détaillé dans [18], permettant

de résoudre ce problème. Puis, nous illustrons cet algorithme dans le cas de deux matrices symétriques
de dimension 2× 2.

F.4.1 Principe

Le principe est similaire à celui présenté dans le cadre de la diagonalisation approchée d’une matrice
réelle. Nous allons construire une suite de matrices orthogonales (Pn)n∈N, telle que pour tout k, la
suite

(
PT

nAkPn

)
n∈N converge vers une matrice Mk la plus diagonale possible au sens du critère (F.6).

On va chercher à minimiser les éléments non diagonaux des matrices Ak =
(
akij

)
i,j

en utilisant des
transformations du type (F.2).
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Itération 1 : On choisit le couple (p, q) de sorte que

K∑

k=1

∣∣akpq

∣∣ = max
i6=j

K∑

k=1

∣∣akij

∣∣ ,

c’est-à-dire celui dont la somme des valeurs absolues des coefficients des matrices Ak aux indices de
ligne et colonne respectivement p et q est maximale.

On choisit une matrice orthogonale élémentaire Ω1 = Ω1(p, q, c, s) telle que, pour tout k, la matrice
ΩT

1AkΩ1 soit plus la plus diagonale possible au sens de (F.6) qui équivaut à (F.12). Le problème est
donc le suivant :

Minimiser
c,s

K∑

k=1

∑

i 6=j

∣∣akij

∣∣2 , (F.14)

où les akij sont les coefficients des matrices Ak. Par analogie avec l’algorithme présenté au paragraphe
F.3, la matrice Ω1 doit donc répondre au problème suivant :

Maximiser
{(x1,x2)},x2

1+x2
2=1}

K∑

k=1

qk(x), (F.15)

où qk(x) = xyAk
yT

Ak
xT .

Cette dernière condition revient à trouver le vecteur propre associé à la plus grande valeur propre de
la matrice

Q =
K∑

k=1

yAk
yT

Ak
.

et ainsi trouver les paramètres c et s de la matrice Ω1 (tels que pour tout k, les matrices ΩT
1 AkΩ1 soient

plus diagonales que les matrices Ak, au sens du critère (F.14)).
Itération 2 : On réitère le même procédé avec les matrices ΩT

1 AkΩ1 (∀k) obtenues. On recherche
ainsi une nouvelle matrice orthogonale élémentaire Ω2 afin de diminuer la somme des sommes quadra-
tiques des éléments non diagonaux des matrices ΩT

1 AkΩ1.
Ainsi de suite, on itére le procédé jusqu’à obtention de matrices les plus diagonales possible au sens

du critère (F.15).
La convergence de ce processus est assuré étant donné que toute suite décroissante minorée de R

converge mais comme dans le cas précédent, il n’est pas certain qu’il converge vers le minimum.

F.4.2 Algorithme

Entrées : A1,A2, . . . ,AK : matrices quelconques à coefficients réels.
M1,M2, . . . ,MK : matrices initialement matrices identités.

Sorties : A1,A2, . . . ,AK : matrices les plus diagonales possibles.

Algorithme :
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Tant que
K∑

k=1

∑

i 6=j

∣∣akij

∣∣2 <

K∑

k=1

∑

i6=j

∣∣mkij

∣∣2 ,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

- Choisir le couple (p, q) tel que
K∑

k=1

∣∣akpq

∣∣ = max
i 6=j

K∑

k=1

∣∣akij

∣∣ ,

- Calculer les paramètres c et s qui minimisent la somme des sommes
quadratiques des éléments non diagonaux des matrices
Ω(p, q, c, s)TAkΩ(p, q, c, s) au sens de (F.14).
- Mk := Ak.
- Ak := Ω(p, q, c, s)TAkΩ(p, q, c, s).

Fin Tant que

F.4.3 Exemple

Nous illustrons la méthode de diagonalisation simultanée dans le cas particulier d’un couple de ma-
trices symétriques de dimension 2 × 2. Dans un premier temps, nous proposons un résultat général issu
de [75] puis nous l’illustrons graphiquement.

F.4.3.1 Diagonalisation conjointe de deux matrices symétriques de dimension 2× 2

Dans [75], Pham propose une solution analytique pour la diagonalisation conjointe de deux matrices
symétriques réelles de dimension 2× 2. Nous présentons ici ses résultats.

Proposition F.5. Soient A1 et A2, deux matrices symétriques réelles non proportionnelles définies par

A1 =
(

a c
c b

)
,

A2 =
(

d f
f e

)
.

On suppose que A1 est définie positive. Alors, la matrice P définie par

P =
(

δ 2γ
2α δ

)
,

où
α = bf − ce
β = ae− bd
γ = cd− af

δ = β + sign (β)
√

β2 − 4αγ.

diagonalise conjointement A1 et A2, autrement dit, les matrices PTA1P et PTA2P sont diagonales.

Remarque F.6. Bien entendu, toutes les matrices de la forme DP, où D ∈ D, diagonalisent également
les matrices A1 et A2.

Pour clore cette annexe, nous avons choisi d’illustrer graphiquement la diagonalisation conjointe de
deux matrices symétriques réelles (dont l’une est définie positive), afin de mettre en évidence le rôle des
matrices orthogonales élémentaires Ω (matrices de passage).
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F.4.3.2 Illustration graphique

Considérons les matrices A1 et A2 symétriques suivantes

A1 =
(

1 1
2

1
2 1

)

A2 =
(

1 −1
2

−1
2

1
2

)
.

Les ellipses (E1) et (E2), représentées sur la figure F.3 correspondent aux représentations graphiques des
formes quadratiques associées aux matrices A1 et A2.

Figure F.3 – Ellipses (E1) et (E2) associées respectivement aux matrices A1 et A2.

La matrice A1 étant définie positive, ces deux matrices sont conjointement diagonalisables. Nous
allons détailler chaque transformation subie par les matrices A1 et A2 jusqu’à obtention de deux matrices
diagonales.

Etape 1 : On considère la matrice orthogonale élémentaire

Ω1 =

( √
2

2

√
2

2

−
√

2
2

√
2

2

)
.

On obtient

ΩT
1 A1Ω1 =

(
1
2 0
0 3

2

)
,

ΩT
1 A2Ω1 =

(
5
4

1
4

1
4

1
4

)
.
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Les ellipses (E ′1) et (E ′2), représentées sur la figure F.4, correspondent aux représentations graphiques des
formes quadratiques associées aux matrices ΩT

1 A1Ω1 et ΩT
1 A2Ω1.

Figure F.4 – Ellipses (E ′1) et (E ′2) associées respectivement aux matrices ΩT
1 A1Ω1 et ΩT

1 A2Ω1.

Etape 2 : On considère la matrice diagonale

D1 =

( √
2 0

0
√

2
3

)
.

On obtient

D1ΩT
1 A1Ω1D1 =

(
1 0
0 1

)
,

D1ΩT
1 A2Ω1D1 =

(
5
2

1
6

√
3

1
6

√
3 1

6

)
.

Le cercle (E ′′1 ) et l’ellipse (E ′′2 ), représentés sur la figure F.5, correspondent aux représentations gra-
phiques des formes quadratiques associées aux matrices D1ΩT

1 A1Ω1D1 et D1ΩT
1 A2Ω1D1.
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Figure F.5 – Ellipses (E ′′1 ) et (E ′′2 ) associées respectivement aux matrices D1ΩT
1 A1Ω1D1 et

D1ΩT
1 A2Ω1D1.

Etape 3 : On considère la matrice orthogonale élémentaire

Ω2 =




7
3

√
3− 2

3

√
3
√

13q
( 7

3

√
3− 2

3

√
3
√

13)2
+1

7
3

√
3+ 2

3

√
3
√

13q
( 7

3

√
3+ 2

3

√
3
√

13)2
+1

1q
( 7

3

√
3− 2

3

√
3
√

13)2
+1

1q
( 7

3

√
3+ 2

3

√
3
√

13)2
+1


 .

≈
( −0.120 984 826 7 0.992 654 356 6

0.992 654 356 6 0.120 984 826 7

)

On obtient

ΩT
2 D1ΩT

1 A1Ω1D1Ω2 =
(

1 0
0 1

)

ΩT
2 D1ΩT

1 A2Ω1D1Ω2 ≈
(

0.131 48 0
0 2. 535 18

)
.

Ces deux matrices sont bien diagonales. Ainsi, la matrice P = Ω1D1Ω2 diagonalise conjointement A1

et A2.

Le cercle (E ′′′1 ) et l’ellipse (E ′′′2 ), représentés sur la figure F.6 correspondent aux représentations gra-
phiques des formes quadratiques associées aux matrices diagonales ΩT

2 D1ΩT
1 A1Ω1D1Ω2 et ΩT

2 D1ΩT
1 A2Ω1D1Ω2.
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Figure F.6 – Ellipses (E ′′′1 ) et (E ′′′2 ) associées respectivement aux matrices ΩT
2 D1ΩT

1 A1Ω1D1Ω2 et
ΩT

2 D1ΩT
1 A2Ω1D1Ω2.

Pour obtenir les courbes (E ′′′1 ) et (E ′′′2 ) à partir des courbes (E1) et (E2), nous avons successivement
effectué une rotation d’angle π

4 puis une homothétie et à nouveau une rotation d’angle α ≈ 1. 69.
La diagonalisation conjointe revient à effectuer une première rotation afin de rendre la matrice A1

diagonale puis une homothétie pour que A1 soit représentée par un cercle et enfin une dernière rotation
pour rendre A2 diagonale (à noter que cette dernière rotation n’affecte pas le caractère diagonale de A1

puisque que la matrice A1 est représentée par un cercle).
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Contributions aux méthodes d’estimation en aveugle.
Sébastien LAGRANGE

Résumé

Le travail présenté dans cette thèse concerne d’une part, le problème de séparation aveugle de sources et
d’autre part, celui d’estimation de paramètres en aveugle. Pour ces deux problèmes, une nouvelle classe
de modèles de mélanges est étudiée, celle des mélanges inversibles, décrits par des équations différen-
tielles.
Pour le problème de séparation aveugle de source, nous définissons la notion de séparabilité selon un
modèle d’entrées fixé, puis proposons des méthodes de séparation basées sur des statistiques des signaux
et de leurs dérivées.
Pour le problème d’estimation aveugle de paramètres, nous définissons la notion d’identifiabilité en
aveugle selon un modèle d’entrées fixé et présentons une méthode d’estimation exploitant également
les résultats sur les dérivées de signaux.
Les techniques d’analyse par intervalles sont exploitées afin d’obtenir des solutions garanties.
Cette étude, principalement théorique, est illustrée par de nombreux exemples simples.

Mots-clés : Séparation aveugle de sources, Mélange inversible, Estimation aveugle de paramètres,
Analyse par intervalles, Dérivées de signaux aléatoires, Séparabilité, Identifiabilité en aveugle

Abstract

This dissertation presents the problem of blind source separation and the problem of blind parameter
estimation. For these problems, a new class of mixture models is considered : invertible mixtures, de-
scribed by differential equations. For the blind source separation problem, respectively blind parameter
estimation problem, we define the concept of separability, resp. of blind identifiability, according to an
input model. Then, we propose a separation, resp. an estimation, method based on new results con-
cerning random signal derivative. Interval analysis methods are exploited in order to obtain guaranteed
solutions. Although our study is mainly theoretical, many illustrative examples are proposed.

Keywords: Blind source separation, Invertible mixture, Blind parameter estimation, Interval
analysis, Derivative of random signal, Separability, Blind identifiability


