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Système Dynamique Hybride

Système hybride :

Modèle hybride : cadre générale de modélisation pour les systèmes complexes.

dynamiques continues (EDO, EDP, Equa.Diff.Stochastiques).

dynamiques discrètes (automates, processus de Markov).

Communautés scientifiques impliquées :

automatique, informatique,

X modélisation, contrôle optimal de processus, conception, analyse,...

toute communauté ayant une activité modélisation /simulation de systèmes,

X tous les domaines de l’industrie : transport, énergie, information, biologie,...

La sûreté de ces systèmes est généralement critique
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Vérification de propriétés et atteignabilité

Définition

La vérification de propriétés sur un système hybride doit permettre de garantir que
ce système répond bien aux:

X exigences de sécurité.
X spécifications de performances qui lui ont été imposées.

Problématique
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Contexte et objectif

Contexte

� Vérification de la propriété de sûreté pour les Systèmes Hybrides

I Calcul d’atteignabilité

⇒ Dynamique continue x ′ = f (x) (Problème)

II Hybridisation :

⇒ Trouver des régions Dk et des vecteurs Γk tels que:

∀ x ∈ Dk ⇒ ΓT
k .x ′ ≤ 0

objectif

Calculer l’espace atteignable d’un système hybride dont la dynamique continue est non-linéaire.
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Plan

1 Atteignabilité des Systèmes linéaires
Systèmes linéaires sans perturbations
Systèmes linéaires soumis à des perturbations

2 Atteignabilité des systèmes non-linéaires
Contexte et problématique
Algorithme de calcul d’atteignabilité
Calcul de domaine d’incertitude
Espace atteignable dans Pi
Calcul de l’espace atteignable global
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Sans Incertitudes
Avec Incertitudes

Structure de l’abstraction linéaire

x′ = Ax + b

1 Hyperplans

qT
k x = Kk,b

qk = (1− α)v1 + αv2

2 Secteurs8<
:

qT
i x ≥ Ki,b

qT
i+1x ≤ Ki+1,b

3 Inclusions différentielles8<
:

γT
i x ′ ≥ 0

γT
i+1x ′ ≤ 0

qT
i = γ

T
i A

Sous-espace Atteignable

8><
>:

γT
i (x − x0) ≥ 0

γT
i+1(x − x0) ≤ 0
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Sans Incertitudes
Avec Incertitudes

Sens de traversée des frontières

Hyperplan : qT
i x = Ki,b

Test : qT
i x′ ≥ 0

qi ⇒ face d’entrée

qi+1 ⇒ face de sortie

Exemple
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Sans Incertitudes
Avec Incertitudes

Prise en compte de l’incertitude

Modélisation de l’incertitude

x′ = Ax + b(t) avec b(t) ∈ Dom : Polyèdre

bα(t) = (1− α(t))b0 + α(t)b1, avec α(t) ∈ [0, 1]

Abstraction

1 Cellules

(qT
i x ≥ Ki,b0) ∧ (qT

i+1x ≤ Ki+1,b0)

Fi = (γT
i x ′ ≥ 0) ∧ (γT

i+1x ′ ≤ 0)

(qT
j x ≥ Kj,b1) ∧ (qT

j+1x ≤ Kj+1,b1)

Fj = (γT
j x ′ ≥ 0) ∧ (γT

j+1x ′ ≤ 0)

2 Inclusions Différentielles

ẋ ∈ Fi,j = ConvexHull(Fi , Fj )
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Sans Incertitudes
Avec Incertitudes

Procédure de calcul d’atteignabilité

Étapes

1 Recherche des cellules actives

2 Calcul de l’inclusion différentielle dans chaque cellule

3 Calcul de l’espace atteignable dans chaque cellule

4 Vérification des conditions de transition dans chaque
cellule

Gardes

Gpi,0 =

�
faux si qT

i (b1 − b0) ≤ 0 et qi vect.p.g
vrai sinon

Gm i,0 =

(
faux si qT

i (b1 − b0) ≥ 0
qT

i (Ax + b1) ≤ 0 sinon
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Sans Incertitudes
Avec Incertitudes

Exemple

Données

A =

�
0 1
−4 −5

�
, b0 =

�
0
4

�
, b1 =

�
−1
19

�
, Inv :

2
6664

1 0
−1 0
0 1
0 −1
3 −2

3
7775 x ≤

2
6664

10
−10
10
−1
15

3
7775

Résultat
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Contexte et problématique
Les étapes de calcul d’atteignabilité
Calcul de l’incertitude
Atteignabilité dans le domaine Pi
Atteignabilité globale

Linéarisation par morceaux de dynamique non-linéaire

Principe

Dynamique non-linéaire : x′ = f (x) , avec x ∈ Inv

⇓

Approximation affine garantie : x′ ' fapp(x) = Ai x(t) + bi + u(t) , avec x ∈ Pi ⊂ Inv

et u(t) ∈ Ui :Polyèdre

∀ x ∈ Pi ⊂ Inv ⇒ f(x) ∈ Ai x + bi + Ui

Problèmes

� détermination des paramètres A i et b i

1 Interpolation aux sommets d’un simplexe.
2 Linéarisation autour d’un point de l’invariant.
3 Régression linéaire sur un nuage de points. J

� détermination de domaine d’incertitude U i

Objectif

Approximation de l’espace atteignable de dynamique non-linéaire.
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Algorithme 1

Étape 1 : Pi est donné à priori.

Étape 2 : Calcul de la régression linéaire dans le domaine Pi :

1 Création d’un nuage de points dans le domaine Pi .

2 Utilisation de la méthode des moindres carrés pour calculer Ai et bi .

Étape 3 : Calcul du domaine d’incertitude Ui :

1 Création d’une Grille de pas h dans le domaine Pi .

2 Recherche d’un domaine Rect i enveloppant l’image des sommets de Grille par la fonction erreur,

e(s) = f (s)− Ai s − bi , avec s ∈ Grille .

un rectangle.

un hyper-rectangle orienté .J

3 Utiliser le théorème des accroissements finis pour calculer le domaine Ui ;

Si g est une fonction de [a, b] → R, continue sur [a, b], et dérivable sur ]a, b[, alors il
existe c ∈]a, b[ tel que :

g(b)− g(a) = g′(c)(b − a)

Étape 4 : Calcul d’atteignabilité dans Pi ⇐ (Ai , bi , Ui , x0).
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Estimation de l’erreur: e(x) = f (x)− Ai x − bi

Hypothèses

e une fonction C1 sur Pi et ∀j, k = 1, ..., n, | J j,k (x) | = |
∂ej (x)

∂xk
| ≤ Mj,k

la valeur de l’erreur en chaque sommet de Grille .

Résultats

1 ∀ x ∈ Pi , le sommet s de Grille , le plus proche de x, est tel que:

∀ j = 1, ..., n

|ej (x)− ej (s)| ≤ sup
x∈Pi

|
nP

k=1
Jj,k (x)(xk − sk )| ≤ (

nP
k=1

Mj,k ). h
2

⇓

e(s)− εi (h) ≤ e(x) ≤ e(s) + εi (h) avec εi (h) = max
j∈[1,...,n]

(
k=nX
k=1

Mj,k )
h

2

2 Ui est une sur-approximations de Recti , obtenue par élargissement des faces de Recti
d’une quantité εi (h):

Ui = Recti ⊕ B(0, εi (h))
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Sur-approximation du domaine d’incertitude Ui
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Exemple: Espace atteignable dans le domaine Pi

1 Dynamique non-linéaire : x′ = f (x1, x2) =

�
x2 + x1.x2 + 1

x2
2 − x1 + 1

, avec x0 =

�
0
0

�
.

Pi = Rect
�
−0.5 0.5 0.5 −0.5
−0.5 −0.5 0.5 0.5

�

2 Approximation affine garantie : x′ ' fapp = Ai x + bi + u(t) .

Ai =

�
0 1
−4 −5

�
, bi =

�
1
1.03

�
, bi + u(t) ∈ Rect

�
0.94 0.94 1.06 1.07
0.99 1.06 1.07 1.00

�
.

3 Espace atteignable dans Pi :
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Algorithme 2: amélioration de l’espace atteignable

Données de l’algorithme :

Pi .

Grille .

Reach , l’espace atteignable dans Pi .

le nombre de raffinements.

Étapes de l’algorithme :

1 utiliser le nuage de points, donnés par les sommets de Reach, pour recalculer la régression linéaire, Ai et bi .

2 recalculer le domaine d’incertitude Ui :

3 calculer le nouvel espace atteignable⇐ (Ai , bi , Ui )
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Espace atteignable global
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Futur travaux

1 Optimisation de la réalisation.

2 Application de la réalisation à d’autre exemples.

3 Extension de la réalisation au dimension supérieure.
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