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Introduction

0.1. Contexte

Depuis longtemps 1’aéronautique est un champ d’application privilégié pour les
méthodes de ’automatique. Le pilotage des avions, des missiles, des véhicules
spatiaux, la commande des robots, la stabilisation des satellites et bien d’autres
applications constituent un débouché naturel pour les méthodes avancées de
I’automatique. La « littérature automaticienne » est trés riche d’exemples de ce
domaine et les collaborations industrie / recherche sont, elles aussi, trés
nombreuses. C’est donc dans ce cadre de transferts de connaissances entre
industrie et recherche que s’inscrit notre travail : il s’agit en effet d’un
partenariat entre les trois entités suivantes :

- le Service Automatique de Supélec,
- la Direction des Lanceurs du CNES,

- le Service Pilotage Ariane 5 Plus et Lanceurs Futurs d’EADS
Launch Vehicles.

Notre travail s’inscrit également dans le cadre plus général du podle de
recherche PIROLA (Pilotage Robuste des Lanceurs) qui regroupe le CNES,
EADS, ’ONERA, le LAAS-CNRS et Supélec.

Si I’on s’intéresse plus particuliérement au pilotage ou au guidage des lanceurs
spatiaux, on se rend compte que ce domaine est quasi inexistant dans la
littérature automatique récente a 1’inverse de domaines comme les missiles.
C’est pourquoi le travail présenté ici sur 1’application spatiale accorde une part
importante a I’obtention d’un modéele réaliste pour la synthése et 1’analyse de
lois commande. Ce modéle sert de point de départ pour les études du pdle
PIROLA.



Les travaux présentés dans notre These reposent sur des réflexions menées sur
la problématique du pilotage des lanceurs (voir chapitre 5). Ces réflexions nous
ont en effet conduit a considérer des thémes tels que la synthése multiobjectifs
et le s€équencement de gains. Cependant, dans une démarche de recherche, il est
important de pouvoir généraliser a des classes de systémes physiques
suffisamment grandes pour éviter 1’écueil qui consisterait a mettre en place des
outils trop spécifiques, et les apports méthodologiques que nous proposons
doivent pouvoir s’étendre a d’autres domaines.

C’est pourquoi le probléme du lanceur a été replacé dans le cadre plus général
de la commande numérique de systémes flexibles non stationnaires, de fagon a
aller au-dela des motivations purement industrielles qui sont a 1’origine de ce
travail. Afin de mettre 1’accent sur cet aspect méthodologique, des exemples
d’application trés différents sont proposés a la fin des chapitres 4 et 5.

0.2. Analyse et synthése

L’¢laboration d’une loi de commande a pour objectif principal de conférer a un
systéme physique des propriétés qu’il n’avait pas naturellement ou de renforcer
ces propriétés si elles existaient déja. Pour mener a bien cette mission,
I’ingénieur automaticien a a sa disposition des méthodologies qui permettent
principalement de :

- synthétiser de manicre systématique des lois de commande a partir d’un
cahier des charges donné (synthese) ;

- garantir le bon fonctionnement des lois de commande une fois qu’elles
sont appliquées au systéme physique concerné (analyse).

Ces outils sont en général issus des collaborations entre I’industrie et la
recherche, et permettent d’utiliser des formalismes mathématiques au service
de I’ingénierie.

Le problémes rencontrés dans ces deux branches d’étude ne sont pas du méme
ordre. En effet I’analyse est beaucoup moins gourmande en quantité de calcul
que la synthése tandis qu’il n’est pas nécessaire d’avoir une connaissance tres
forte du systéme physique pour élaborer une loi de commande. Dans le cas
d’applications spatiales, la notion d’analyse est fondamentale comme dans
toutes les applications pour lesquelles les essais sont difficiles et/ou onéreux a



réaliser ; et le travail de synthése doit répondre a un cahier des charges parfois
trés difficile a satisfaire.

Dans notre cadre de travail, nous nous sommes principalement intéressés aux
méthodes de synthése et plus exactement a la mise en place de méthodologies
systématiques et reproductibles pour les systémes répondant a des exigences
similaires a celle que pose le pilotage des lanceurs.

0.3. Choix méthodologiques

Depuis que la notion de bouclage a été formalisée par Black [Bla34], les
avancées de I’automatique se sont faites par des progrés techniques (progres
informatiques par exemples) ou par la résolution de problémes mathématiques
(algorithmes d’optimisation convexe des années 90). On peut alors faire
apparaitre des grandes périodes dans 1’évolution des idées en automatique.
Depuis les années 40, on a vu se développer les outils de base de 1’automatique
dite classique [Bla34, Nyq32, Bod40] qui ont introduit des représentations, des
critéres graphiques et la notion de marge de stabilité ; apres la seconde guerre
mondiale, avec les premiers développements des calculateurs numériques, de
nouveaux problémes ont pu étre résolus pour aboutir aux commandes de type
LQG [Kal64, SA77, Doy78]". Les années 80 ont vu se développer la notion de
robustesse avec la commande H.. et la valeur singuliére structurée U
[Zam81,DGKF89, Doy82] ; puis dans le méme courant, les années 90 ont été
marquées par les probleémes d’optimisation et en particulier 1’introduction du
formalisme LMI*: c’est en 1991 que les premiéres formulations en terme
d’optimisation convexe sont apparues avec différentes méthodes de résolution
[BB91, GBPI1].

Aujourd’hui, I’optimisation sous contrainte LMI a montré son efficacité dans
de nombreux domaines, elle souffre cependant des défauts de ces avantages. En
effet, le formalisme LMI, grace aux algorithmes actuels, permet de résoudre un
certain nombre de problémes avec des temps de calcul raisonnables. Or deux
problémes importants persistent :

- dés que la taille du probleme d’optimisation grandit (le nombre de
variables d’optimisation), les solveurs numériques peuvent se révéler

! On parle alors d’automatique moderne en opposition a 1’automatique classique de la période précédente.

Une annexe est consacrée a ce formalisme puisqu’il est abondamment utilisé dans ce document.



inefficaces ou demander des temps de calcul rédhibitoires. Cette
difficulté existe avec les outils informatiques et algorithmiques actuels
mais peut disparaitre avec les progres de ceux -ci ;

- en transformant le probléme d’automatique initial en un probléme
d’optimisation LMI, on peut étre amené a résoudre un probléme plus
contraint et la méthode induit donc du conservatisme ; la solution
proposée (s’il y en a une) peut se révéler trés « éloignée » de la solution
optimale du probléme initial.

Plus généralement, ces problémes sont récurrents dans tous les problémes
d’optimisation pour la commande et il apparaissent a chaque étape de la
démarche qui consiste a traiter un probléme de commande par un probléeme
d’optimisation :

1. formulation du probléme de synthése sous forme d’un probléme
d’optimisation : définition d’un objectif et de contraintes

2. modification du probléme d’optimisation pour se ramener a une
formulation convexe de dimension finie que 1’on saura résoudre
numériquement

3. reconstruction de la loi de commande solution du probléme initial.

On remarque que chaque étape de ce processus modifie le probléme initial et
induit donc un écart entre la solution «trouvée » et la solution optimale
théorique.

C’est pour ces différentes étapes que nous avons cherché a développer des
méthodologies qui réduisent le conservatisme tout en utilisant les outils
d’optimisation sous contraintes LMI.

Les apports méthodologiques de notre Thése concerne plus particuliérement la
synthése multiobjectifs avec une formulation originale sous la forme d’un
probléme d’optimisation convexe sous contraintes LMI, et aussi la mise en
place d’une méthode d’interpolation de correcteurs a stabilité garantie. Un

effort a également ét¢é donné pour appliquer ces concepts a une application
industrielle pour mettre en avant 1’utilité des outils développés.



0.4. Organisation

Le corps de notre These est organisé en deux parties qui traitent d’une part des
aspects méthodologiques avec des exemples académiques (chapitres 1 a 4) et
d’autre part de la mise en ceuvre de ces concepts sur I’exemple du pilotage d’un
lanceur spatial (chapitres 5 a 7). Cette dichotomie peut paraitre arbitraire et
sembler différencier la théorie de la pratique ; mais il s’agit d’une coupure de
présentation car les outils utilisés sont évidemment pensés en rapport avec la
problématique de 1’application.

Voici un résumé des notions développées dans chacune de ces parties :

Chapitre 1

Il s’agit ici de définir les objectifs de synthese et d’introduire les notions
utilisées tout au long de ce document. On y trouve également une discussion
sur la stabilité des systetmes. Ce dernier point n’introduit pas de notions
nouvelles mais montre ou se situent les difficultés du passage d’un systéme
linéaire a un systéme non linéaire.

Chapitre 2

Le chapitre 2 est consacré a la notion de paramétrisation de Youla qui permet
de caractériser 1’ensemble des correcteurs stabilisant un systéme linéaire
invariant par ’ensemble des transferts stables. Cette propriété trés forte est
exposeée ici pour définir un outil intermédiaire pour le chapitre 3, mais la mise
en ceuvre pratique de cette paramétrisation permet aussi de structurer un
correcteur dynamique sous forme d’un observateur et d’un retour d’état. Cette
structuration tire son intérét de la facilité d’implantation qu’elle confére et des
interprétations physiques qu’elle facilite.

Chapitre 3

La synthése multiobjectifs est ici définie et montre comment un probléme de
synthése d’une loi de commande est transformé en un probléme d’optimisation.
L’intérét de ce chapitre réside dans la formulation sous forme d’optimisation
avec des contraintes LMI d’un probléme connu pour étre non convexe. La
méthodologie proposée permet de réduire le conservatisme des méthodes déja
existantes.



Chapitre 4

On s’intéresse dans ce chapitre aux techniques de séquencement de gains qui
sont nécessaires lorsque les systemes étudiés évoluent dans le temps et que leur
modélisation est elle aussi variable dans le temps (on parle alors de systémes
variants'). 1l apparait alors naturel d’utiliser des correcteurs qui eux aussi
varient dans le temps. Ces techniques suivent toutes, plus ou moins, les mémes
grandes lignes. Il s’agit pour nous de proposer une méthode qui généralise
I’interpolation linéaire utilisée dans la pratique, tout en offrant des garanties de
stabilité.

La suite de la thése est consacrée au probléme pratique de la mise en ceuvre
d’un telle méthodologie a un systéme complexe, en 1’occurrence un lanceur
spatial.

Chapitre 5

Afin de pouvoir développer des méthodes d’automatique, la premiére étape
consiste en la définition d’un modeéle et d’un cahier des charges. Il s’agit donc
de définir un cadre d’application a partir des équations de la physique et du
savoir faire du CNES et d’EADS-LV. Cette modélisation a abouti a la
définition d’un benchmark pour le pdle de recherche PIROLA en collaboration
avec ’ONERA.

Chapitre 6

La synthése multiobjectifs présentée au chapitre 3 est appliquée en un point de
vol particulier en intégrant a la synthese les objectifs les uns apres les autres.
Les différentes étapes de la synthése mettent en avant 1’influence des
différentes contraintes sur les performances globales du pilotage. On utilise ici
les spécificités structurelles du modele et du cahier des charges pour traduire
les objectifs de synthése sous forme de contraintes d’optimisation.

Chapitre 7

En réitérant la méthode du chapitre 6 en différents points de vol et en utilisant
la méthode d’interpolation a stabilité garantie du chapitre 4, on met en place
une loi de commande non stationnaire valable sur toute la phase de vol
atmosphérique. On montre ici comment les différents concepts de syntheése,

! Les termes « variant » et « invariant » sont utilisés ici (et dans la suite de ce document) comme des
adjectifs car ils sont directement traduit de 1’anglais et ne recouvrent pas exactement le méme sens
qu’en frangais usuel.



structuration et interpolation permettent de trouver une solution simple a un
probléme a priori complexe.

Ces derniers ¢léments permettent de tirer les conclusions et les perspectives de
recherche concernant ce type de probléme.
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1.1. Introduction

Ce chapitre préliminaire permet de rappeler les principes de base de la
commande des systémes pour introduire les notations utilisées et la notion
d’interconnexion des systémes.

Dans un second temps, on abordera la notion de stabilité et sa caractérisation
pour un systéme non linéaire. Cette mise au point permet de mieux comprendre
les difficultés de la mise en ceuvre des techniques de séquencement de gains
qui sont abordées aux chapitres 4 et 7.

La derniére partie de ce petit chapitre est consacrée au rappel des propriétés
séduisantes de la convexité et aux écueils a éviter pour rendre convexe un
probléme d’optimisation.

1.1.1. Représentation des systémes

Un grand nombre de systémes peuvent se représenter sous forme d’équations
différentielles ordinaires'. Méme s’il s’agit d’une modélisation approchée, elle
est souvent suffisante pour synthétiser une loi de commande. La classe des
systémes que nous €tudions ici se limite donc a ceux qui peuvent étre décrits
par des EDO.

Les systémes étudiés sont issus d’équations différentielles, puis discrétisés® ; il
s’agit donc de définir les notions de base pour les systetmes dynamiques
discrets. La problématique de la commande des systémes échantillonnés est un
probléme difficile qui nécessite encore le développement d’outils
méthodologiques, en particulier pour les syst¢émes non linéaires [MNO1]. Dans
ce contexte, on distingue deux approches : on fait une synthése continue et on
implémente la discrétisation du correcteur (approche indirecte), ou bien on
réalise une syntheése directement en discret sur le modéle échantillonné. Dans
ce dernier cas, la difficulté est de connaitre le comportement du systéme entre
chaque instant d’échantillonnage ; en effet une approche purement discréte ne
garantit les résultats qu’a ces instants.

! On trouve dans la littérature la notation EDO (équation différentielle ordinaire) en opposition 4 EDP
(équation aux dérivées partielles).

2 On parle de systémes échantillonnés.
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Mais les problémes ne se réduisent pas a ce point, en effet, méme si on se
limite au cas linéaire, il est bien connu que les zéros obtenus par
échantillonnage d’un systéme continu sont des fonctions compliquées de la
période d’échantillonnage. De plus ces zéros peuvent Etre instables alors que
ceux du systéme continu sont stables. Une discussion sur ce sujet est disponible
dans [AHS84]. Ainsi des méthodes fondées sur la compensation des zéros
peuvent s’avérer inopérantes selon la période d’échantillonnage choisie. 1l est
important de noter que dans un systéme échantillonné, ce sont ces zéros qui
fixent les limites des performances possibles pour la commande.

Ces problémes relévent d’une problématique difficile [MN93, MNO1] que nous
n’avons pas abordée pour nous consacrer aux méthodes de synthése
proprement dites. On considérera dans la suite que les systémes étudiés sont
correctement échantillonnés et que le comportement du systéme entre les
instants d’échantillonnage ne pose pas de probleme.

La forme la plus générale d’un systéme discret (échantillonné ou pas) est la
suivante :

h(x(k +1), x(k),u(k),k) =0 (Eq. 1.1.1)

Or il est difficile d’¢tudier un tel systéme si la fonction 4 n’est pas précisée
quant & sa forme et ses propriétés. C’est pourquoi la famille des systémes' est
encore réduite aux relations du type :

x(k+1)= f(xe(k),u(k) k) (Eq. 1.1.2)

La encore, la forme considérée est trés générale, et il est nécessaire de faire des
hypothéses sur la fonction f. Notre étude se limite ici aux systémes linéaires qui
peuvent étre représentés par une représentation d’état de la forme suivante :

x(k +1)= Alk) x(k) + By (k) wy (k) + By (k) wy (k) + B, (k)ulk)
z1(k) = C(k)x(k) + Dyy (k) wi (k) + Dy (k) w, (k) + Dy, (k )u(k)
25 (k) = Cy (k) x(k) + Dyy (k) wy (k) + Dy (k) wy (k) + D, (k)ulk)
(k) = C, (k)x(k)+ Dy (k) wy (k) + Dy, (k) w, (k) + Dy, (k)ulk)
(Eq. 1.1.3)

! Aussi appelé classe de systémes.
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. XN XN
avec Ae R™, B.e R™" | C;e RY7™" D; e RZ7™

Les signaux z; et y sont les sorties du systemes et w; et u sont les entrées ;
dans tous les cas il s’agit de vecteurs. On distingue de plus les sorties z; et la
mesure y qui est la seule a avoir une réalité physique. De méme le signal u est
appelé commande tandis que les signaux w; sont des perturbations. Pour un
probléme de commande, y est I’entrée du correcteur et u sa sortie.

Dans le cas ou les matrice 4, B, C et D ne dépendent pas du temps (k) on dit
que le systéme P est stationnaire'.

Par souci de simplification dans le cas stationnaire, on notera ce systéme de
manicre matricielle et on confondra le systéme et sa représentation d’état :

A| B B, B,

¢, | b, D, D
p=| t| e (Eq. 1.1.4)
C2 D21 D22 D2u

Cy Dyl Dy2 Dyu

D’autre part le transfert entre I’entrée w; et la sortie z; peut étre represente par
la fonction de transfert suivante :

P i(z)=Ci(zl - 4)'B; + Dy (Eq. 1.1.5)

1.2. Principes de commande

Le probléme de synthése d’une loi de commande stabilisante par retour de
sortie dynamique, notée K, sur le couple entrée-sortie (u, y) est illustré par la
Figure 1.1. Le correcteur K est noté de la méme maniére que le systéme P :

Ax | B
K=|£1"K (Eq. 1.2.1)
Ck | Dk

! On trouve aussi la dénomination invariant, directement issue de I’anglais et reprise par le sigle LTI qui
signifie Linear Time invariant.
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‘1 4 < "1
< <
zy P | W
y u

LFT(P,K)=P*K
Figure 1.1. Boucle de correction

On notera P * K le systeme bouclé de la Figure 1.1. Par ailleurs les transferts
en boucle fermée entre une entrée w; et une sortie z;, notés 7T, sont appelés
des Transformées Fractionnaires Linéaires'. Nous les noterons :

1 u A B
T(z)=LFI|| C, | D, D, |K |=|=4124 (Eq. 1.2.2)
C D D Ci,cl Di,cl
y Vi yu

Dans le cadre non stationnaire, on note également 4., B, C, et D, les
matrices de la représentation d’état du systéme bouclé.

La synthése d’un correcteur a pour but de stabiliser le systtme P et de lui
conférer certaines performances. La notion de stabilité utilisée ici est la stabilité
au sens de Lyapunov.

1.3. Stabilité

La notion de stabilit¢ est fondamentale en Automatique : c’est la premiere
propriété a garantir pour un systtme commandé. Ainsi, les définitions de ce
paragraphe regroupent quelques notions mathématiques qui seront récurrentes
tout au long de ce chapitre.

! En anglais Linear Fractionnal Transformation
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Définition : fonction Lipschitz

On dit que la fonction f : E — G (ou E et G sont des espaces normés) est une
fonction L-Lipschitz si il existe un réel positif L > 0 tel que

V(x;,x,)€ E*, ona ||f(x1)— £(x, ]| < L||x1 - x2|| (Eq. 1.3.1)

Remarques :

— Si fest Lipschitz en x, alors fest continue en x ;
— Si fest continue et de dérivée bornée, c’est-a-dire :

Jf;
ox ;

J

Vx / ||x|| =1,

Df(x)|< ! avec Df = (Eq. 1.3.2)

i)j
alors f'est Lipschitz.

D’apres la théorie des équations différentielles ordinaires, si f est localement
bornée et localement Lipschitz en x, I’équation différentielle x = f(x,7) ou
1’équation récurrente x(k +1)= f(x(k), k) déduite d’une équation différentielle
par discrétisation admet une solution unique sur tout intervalle de temps (tant
que x reste au voisinage du point d’équilibre)'.

Sans perdre de généralité, le point d’équilibre en jeu est x = 0. Il s’agit donc
dans ce paragraphe d’étudier la stabilité des trajectoires solutions de I’équation
dynamique (1.1.2) au voisinage de 1’origine.

On cherche alors la solution x:N — R” de I’équation (1.1.2) qui satisfait la
condition initiale suivante :

x(ky) = xo avec (k, x5)e NxR” (Eq. 1.3.3)

! La condition Lipschitz est nécessaire dans le cas continu, mais on peut étendre ce résultat aux fonctions
continues dans le cas discret.
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1.3.1. Equations dynamiques

Le systéme défini par (1.1.2) est dit stationnaire ou invariant si f ne dépend pas
explicitement du temps et non stationnaire sinon. Dans toute la suite on
supposera que la fonction f est continue par morceaux selon la variable
temporelle.

On définie B, comme la boule fermée de R" de rayon 4 centrée en 0. Cette
notion topologique permet de préciser le domaine de validité des propriétés que
I’on utilise, en effet celles-ci peuvent étre :

- locale: Vx, € B,,

- globale: Vx, € R”

- pour tout voisinage : Vx, € B, avec & quelconque (/1 < o)
- uniforme: Vk =2 0

Par défaut les propriétés seront locales.

1.3.2. Définitions de stabilité

Du point de vue intuitif, x = 0 est un point d’équilibre si la trajectoire de x(k)
solution de 1’équation dynamique (1.1.2) revient au voisinage de 0 pour une
condition initiale proche de 0.

Définition : stabilité au sens de Lyapunov

x = 0 estun point d’équilibre stable de (1.1.2) si :

Vky 20 et Ve>0,
36, , tel que x| <8 = Vk 2k [x(k) <e (Eq. 1.3.4)

Définition : stabilité uniforme

La stabilité précédente est dite uniforme si 6 ne dépend pas de k.

Remarques

— cette derniére notion traduit que le point d’équilibre ne devient pas
progressivement « moins stable » avec le temps.
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— cette définition est pauvre : elle ne suppose rien quant aux trajectoires

Définition : stabilité asymptotique

x = 0 est un point d’équilibre asymptotiquement stable si :
- x = 0 estun point d’équilibre stable

- x = 0 est attractif:

Vkg 20,38, > 0 tel que |xo| < &, = lim x(k)|=0 (Eq. 1.3.5)
—>00

Définition : stabilité asymptotique uniforme

x =0 est un point d’équilibre uniformément asymptotiquement stable si :
— x = 0 est un point d’équilibre uniformément stable ;

- x = 0 est uniformément attractif :

- 36 >0 tel que ||x0 || <0= klim ||x(kj| =0
—> o0
Remarque :

Dans le cas de la stabilit¢ asymptotique uniforme globale, cette derni¢re
propriété se réduit a I’expression de la limite de la trajectoire :

lim |x(k)| = 0 (Eq. 1.3.6)

k—>eo

Dans les définitions précédentes, n’apparait aucune notion de rapidité¢ de
convergence, pour cela on fait appel a la stabilité¢ exponentielle qui garantit que
I’écart de la trajectoire au point d’équilibre a une trajectoire qui converge vers
0 plus vite qu’une trajectoire exponentielle.

Définition : stabilité exponentielle

x = 0 est un point d’équilibre exponentiellement stable si :

- x = 0 estun point d’équilibre uniformément asymptotiquement stable ;
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- 1l existe deux réels positifs m et / tels que pour toute condition initiale
Xo, kg, la trajectoire vérifie la relation suivante :

(k)] < me™"®*)|x | pour tout k > k, (Eq. 1.3.7)

Remarques :

- On dit que cette stabilité est uniforme si m et / sont indépendant de k.

- On parle de stabilité locale si la trajectoire est limitée a un voisinage de 0 et
de stabilité globale sinon.

- Pour un systéme linéaire, les stabilités locale et globale sont équivalentes.

- Si les dynamiques ne sont pas des fonctions explicites du temps, alors la
stabilité est uniforme.

- Pour un systéme linéaire invariant, la stabilité asymptotique et la stabilité
exponentielle sont équivalentes, ce qui est faux en général.

1.3.3. Théorie de la stabilité de Lyapunov

Quelques concepts et résultats fondamentaux de la théorie de la stabilité de
Lyapunov sont présentés pour se faire une idée précise de la question. Un
développement complet incluant 1’ensemble des démonstrations de cette
théorie est disponible dans [Vid78].

L’intérét de la «seconde méthode de Lyapunov »' vient de sa capacité a
déterminer la nature de la stabilit¢ d’un point d’équilibre sans étre obligé
d’intégrer les équations différentielles qui régissent le systéme étudié. Cette
méthode est une généralisation de I’idée commune comme quoi une mesure
d’énergie associée a un systéme décroit lorsque celui-ci tend vers un point
d’équilibre. A titre de remarque on notera que la stabilité au sens de Lyapunov
a été introduite avant tout pour étudier la stabilité des systéemes mécaniques ou
la notion de commande n’existe pas ; elle peut aussi étre interprétée comme la
garantie de stabilité du systéme vis-a-vis d’entrées impulsionnelles [Wil70]. 1l
est donc indispensable d’établir des liens entre cette notion issue de la

! On I’appelle aussi la méthode indirecte de Lyapunov.
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mécanique et la vision entrée/sortie des systémes; pour une discussion
enrichissante a ce sujet on pourra se reporter a [Wil70].

Nous allons donc définir un certains nombre de concepts qui permettront
d’aboutir a une formulation simple de la caractérisation de la stabilité.

Définition : fonction de classe K

Une fonction o : R, — R est dite de classe K si elle est :
- continue,
- strictement croissante,
- ettelle que (0)=0.

Définition : fonction définie positive

Soit une fonction ¥ : NxR" — R, , V est une fonction localement définie
positive si il existe un réel 4 > 0 et une fonction o de classe K tels que :

V(k,0)=0 et V(k,x)> Oc(“x”) pour tout xe B, et £ 20

Dans le cas global, x € R” et il y a une condition supplémentaire :

lim o(s) = oo (Eq. 1.3.8)

§—>o0

Dans ces définitions il n’est pas question de décroissance de la fonction
d’énergie ; c’est pourquoi il est nécessaire d’introduire cette notion.

Définition : fonction K-bornée

La fonction ¥ est dite K-bornée si il existe un réel # > 0 et une fonction B de
classe K telle que

V(k,x)< ﬁmx”) pourtout x€ B, et k >0

Voici quelques exemples de fonctions :
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V(k, x) définie positive K-bornée
I Global oui
x" Px avec P >0 Global oui
(k + Dl Global non
| non oui
sin2(]?) local oui

Tableau 1-1. Exemples de fonctions de stabilité

De maniere générale, le théoréme de stabilité suivant affirme que s’il existe une
fonction définie positive et décroissante le long des trajectoires solutions de
I’équation dynamique, alors on peut conclure quant a la stabilit¢ du point
d’équilibre.

Théoréme : étude de la stabilité [Vid78]

Soit ¥ (k, x) une fonction continue et AV (k, x) la grandeur définie par :
AV (k,x) =V (k +1,x(k +1)) =V (k, x(k)), (Eq. 1.3.9)

alors on peut déduire les résultats du Tableau 1-I1.

Remarque :

Ce théoréeme donne des conditions suffisantes pour la stabilité du systeéme
(1.1.2) mais il est remarquable que sa réciproque est aussi vraie. En effet si un
systétme est stable, il existe une fonction de Lyapunov V. L’utilit¢ de ce
théoréme et de sa réciproque est limitée par le fait qu’il n’existe pas de
méthode systématique pour construire ces fameuses fonctions de Lyapunov V.
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condition sur ¥ (k, x) | condition sur — AV (k, x) conclusion

localement définie .
.. localement positive | stable au sens de Lyapunov
positive

localement définie

.. , localement positive uniformément stable
positive, K-bornée
localement définie localement définie .
.\ .\ asymptotiquement stable
positive positive
localement définie localement définie uniformément
positive, K-bornée positive asymptotiquement stable

définie positive, K- L .. globalement uniformément
définie positive

bornée asymptotiquement stable

Tableau 1-1I Etude de la stabilité

1.4. Boucle bien posée et stabilité interne

La stabilité entrée-sortie utilisée avec le formalisme des fonctions de transfert
n’est pas €quivalente a la stabilité au sens de Lyapunov de part la présence
possible de dynamiques non commandables ou non observables. On peut
néanmoins relier la stabilité de la représentation d’état et la stabilité par matrice
de transfert en considérant une matrice de transfert augmentée. Cette analyse a
¢été formalisée par Desoer et Chan dans [DC75] puis largement utilisée dans la
littérature.

On introduit deux entrées fictives v; et v, comme ’indique la Figure 1.2, que
I’on peut interpréter comme des bruits d’actionneurs et de capteurs.
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V2

K .

Figure 1.2 Interconnexion de P et K

On peut alors définir les notions de boucle fermée bien posée et de stabilité
interne en partitionnant la matrice de transfert de P sous la forme suivante :

P, P
p=|"1 "B (Eq. 1.4.1)
P21 P22

La matrice de transfert augmentée de la boucle fermée formée par
interconnexion de P et K est :

1

P+ PoK([ = PuK) ' Py Po(I-KPy)"' Po(I—KPy) 'K | w

z

ul=| KU -PuK)'Py (1-kPy)" (I-PpK)'K |

y (1 - PuK) ' Py (1= PuK) ' Py (1= PuK) ' PuK | v,
(Eq. 1.4.2)

On lit directement que cette matrice existe si et seulement si les transferts
(I - P,yK) et (I — KPy, ) sont inversibles. En remarquant que :

(I - PuK) ' =T+ Py(I-KPy) 'K (Eq. 1.4.3)

il suffit qu’un seul des transferts existe. Cette condition traduit la notion
d’interconnexion bien posée.

Cette notion exprime le fait que le modele mathématique posséde un minimum
de vraisemblance physique, c’est-a-dire que les signaux doivent étre uniques
pour une entrée donnée et ne dépendre a I’instant présent que du signal d’entrée
pour les instants présents et passés (causalité).
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Pour définir mathématiquement cette notion de fagon plus générale (et sans étre
limité au cas des systémes linéaires), il est nécessaire d’introduire I’opérateur
de troncature et les espaces étendus.

Pour un signal w et un scalaire 7 > 0, on note Pr(w) la troncature causale
pour I’instant 7" définie par :

vielo 7], Pr(w)t)=w(t)

Eq. 1.4.4

VisT,  Pr(w))=0 (Eq. 1.44)
Et on introduit les espaces étendus :

LR )= Zz >R /vT >0, Pr(we L, (NR")}  (Bq.1.45)

avee

lp(Z,R”): u:Z—R"/ +i||u(kj|p < oo
fk=—oo

Cet espace étendu permet d’englober des signaux de durée infinie (bruit blanc,
¢chelon) alors que ceux-ci n’appartiennent pas a 1, Z,R" | mais sont utilisés
dans la réalité.

Définition 1.1 Interconnexion bien posée

Le systeme interconnecté¢ de la Figure 1.2 est dit bien posé si, pour toutes
entrées w, v; et v, appartenant a des espaces étendus de type (1.4.5), tous les
signaux z, u et y existent, sont uniques et appartiennent a des espaces étendus
de type (1.4.5).

Lorsque 1I’on manipule des systémes et que 1’on étudie les propriétés des
interconnexions, il est nécessaire que celles-ci soient bien posées, ainsi il sera
sous entendu pour I’ensemble des interconnexions considérées qu’elles sont
bien posées.

On peut alors définir la notion de stabilité¢ interne d’une interconnexion de
systémes.

Définition. Stabilité interne

Un correcteur K stabilise le systéme P si I’interconnexion est bien posée et si
les 9 termes de la matrice de transfert (1.4.2) sont stables.
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Si de plus P est stabilisable et détectable, on montre (voir [DC75]) que 1’on
peut réduire le transfert précédent a :

u I~ KPy, )" 1 -KPy) 'K |V
[ U-Kmy )1 (7= Kby, )1 ! (Eq. 1.4.6)
y) \=PuK) Py (- PpK) PpK \"2

Sous ces hypothéses, le correcteur K stabilise le systéme P si et seulement si les
quatre termes de cette matrice de transfert sont définis et stables.

1.5. Analyse convexe

La notion de convexité tient dans ce manuscrit une place importante étant
données les orientations choisies. En effet les problémes de synthése dont il est
question sont formulés en termes d’optimisation, convexe si possible. La
convexité d’un probléme d'optimisation a un double avantage :

. . 1
- les temps de calcul pour trouver une solution sont raisonnables’ ;

- il n’existe pas de minimum local de la fonction colit a optimiser ; le
résultat obtenu correspond a un minimum global unique.

Cette approche allie donc vitesse et efficacité... Ce qui semble évidemment
trés séduisant. Il faut cependant faire attention aux idées regues: si un
probléme n’est pas convexe au départ, le transformer en une formulation
convexe peut parfois entrainer des conséquences non désirables.

Si la transformation non convexe / convexe se fait par des équivalences, c’est
le meilleur des cas et les seuls problémes qui peuvent en découler proviennent
d’un mauvais conditionnement numérique qui empécherait une résolution
algorithmique simple.

Pour mieux comprendre ce probléme, on discerne deux méthodes pour
transformer le probléme initial :

- Le champ de variation des variables d’optimisation est réduit ; c’est-
a-dire que la recherche se fait sur un ensemble plus petit que le
domaine de définition initial.

! Evidemment tout cela est relatif. Raisonnable est & interpréter en comparaison avec les algorithmes
d’optimisation non linéaire.
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- Les contraintes sont modifiées afin de les rendre convexes mais elles
deviennent alors plus contraignantes.

La solution ainsi obtenue par optimisation convexe est optimale au sens du
nouveau probléme mais pas nécessairement au sens du probléme initial. Il est
donc fort possible qu’elle ne soit pas optimale pour le probléme posé ! Cette
mise en garde est fondamentale pour I’interprétation des résultats obtenus en
synthése par des méthodes d’optimisation.

On trouvera ici quelques définitions qui permettent de comprendre la notion de
convexité dont il sera question dans la formulation des problémes de synthése
et de séquencement de gains des chapitres 3 et 4.

La convexité est une notion a la fois ensembliste et fonctionnelle, voici les
définitions dans chacun des cas.

Définition Ensemble convexe

Soit un ensemble C = R”, C est convexe si et seulement si
Vielo 1]cR, V(x,xy)e C* A +(1-Akx, € C (Eq. 1.5.1)

Définition Fonction convexe

Soit une fonction f:C < R" — R avec C un ensemble convexe, alors f est
convexe si et seulement si :

vielo 1JcR,
5 (Eq. 1.5.2)
V(x,x)e C7 f(Ax + (1= 2A)xy) < A (3 )+ (1= 2)f (x,)
Un probléme d’optimisation convexe s’énonce donc comme suit :
min(f(x)) (Eq. 1.5.3)

ou C est un ensemble convexe et fune fonction convexe.

Ce qui justifie I'intérét d’un probléme d’optimisation convexe, c’est qu’il
existe des algorithmes performants [BEFB94] permettant d’atteindre une
solution numérique de ‘bonne qualité’.
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Remarque :

- On dit qu’une fonction f'est quasi convexe lorsque

vielo 1JcR,

V(x),xy)e C2, (A + (1= A)xy) < sup(f£ (), £ (x,)) (Eq. 1.5:4)

- On peut alors utiliser les algorithmes d’optimisation convexe moyennant
quelques précautions.

Une formulation particuliére retiendra notre attention, il s’agit de I’optimisation
sous contraintes définies par des inégalités matricielles linéaires (LMI'). On
montre qu’un grand nombre de problémes convexes peuvent s’exprimer sous
formes de contraintes de ce type. On trouvera a la fin de ce document une
annexe rappelant les principaux résultats de ce formalisme.

Notion de conservatisme et de calculabilite

Dans la résolution algorithmique des problémes d’optimisation, se pose la
question de pouvoir obtenir un résultat numérique dans un temps convenable.
Un probléme est dit résolvable en un temps polynomial lorsque le temps de
calcul CPU que son algorithme de résolution met en jeu est une fonction
polynomiale de la taille du probléme. La taille du probléme est une notion
difficile a définir, on pourra retenir qu’il s’agit d’une fonction croissante du
nombre de variables mises en jeu ; de plus, pour un probléme informatique, on
tiendra compte de I’espace mémoire utilisé par celles-ci.

D’autre part, une condition est dite conservative lorsqu’elle est trop
contraignante ou pessimiste par rapport au probléme réel considéré. Le cas se
présente lorsqu’on transforme un probléme initial en un probléme que 1’on sait
résoudre. Le dilemme entre complexité et calculabilité est récurrent dans la
résolution des problémes d’optimisation sous contraintes. Lorsque ces
contraintes sont trés pointues, elle sauront parfaitement traduire le cahier des
charges d’un ingénieur mais le temps de calcul risque de ne plus étre
admissible. Et a I’inverse une solution facilement calculable met en jeu des
exigences physiques ¢élémentaires ou des hypotheéses trop fortes, et ces

! Sigle anglais pour Linear Matrix Inequality. Un développement sur ces techniques est donné en Annexe
a la fin de notre these.
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conditions n’intéresseront pas 1’ingénieur automaticien. Il est donc primordial
de toujours garder en téte que tout probleme sera résolu en établissant un
compromis entre ces deux notions.
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2.1. Contexte

La paramétrisation de Youla est connue pour étre I’outil fondamental pour
représenter 1’ensemble des correcteurs stabilisant un systeme donné par
I’ensemble des systémes stables (Figure 2.1). La question qui se pose alors est
de savoir quelles sont les relations entre ces deux ensembles et comment peut-
on utiliser ces relations.

Correcteurs Stabilisant

Systémes stables

Ensemble des systémes dynamiques linéaires Ensemble des systémes dynamiques linéaires
de dimension finie de dimension finie

Figure 2.1 Principe de paramétrisation

Le but de ce chapitre est donc de comprendre pourquoi un tel outil posséde des
propriétés trés intéressantes pour I’automatique et surtout comment il est
possible d’obtenir cette paramétrisation de maniere simple et efficace.

On considére donc un systéme linéaire invariant' P et on cherche a définir
simplement 1’ensemble des systémes linéaires invariant qui font que
I’interconnexion P * K de la Figure 2.2 reste bien posée et stable au sens de la
stabilité interne définie au chapitre 1. Cet ensemble est noté K et s’écrit de la
maniere suivante :

K={K / P * K stable} (Eq. 2.1.1)

1 . . r . : r
Dans ce chapitre on ne fera pas la différence entre le cas discret et le cas continu, les concepts exposés
sont parfaitement identiques.
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Cet ensemble n’est pas simple a déterminer de maniére analytique et c’est
pourquoi il est nécessaire d’utiliser une paramétrisation. Cependant on ne
trouve qu’assez peu d’utilisation pratique de cet outil dans la littérature car les
propriétés qui découlent peuvent paraitre déroutantes.

L K

Figure 2.2 Interconnexion P* K

2.1.1. Historique

L’idée générale de paramétrisation de 1I’ensemble des correcteurs stabilisant un
systéme linéaire est née de la constatation suivante : pour un systéme P stable,
I’interconnexion de la Figure 2.3 reste stable pour tout systéme Q stable.

Figure 2.3. Principe de la paramétrisation de Youla
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Cette paramétrisation est en fait déja utilisée dans les années 50 en commande
optimale [RF58] mais les implications fondamentales qui nous intéressent
n’avaient pas encore été relevées. Ce n’est que dans les années 70 que ces
travaux ont été repris par Kucera [Kuc74] dans le cas discret et par Youla et co-
auteurs [YJB76] pour le filtrage de Wiener-Hopft, c’est le nom de Youla que
I’histoire a retenu. On peut aussi remarquer que les premieres utilisations ont
¢été faites dans le cadre de la synthése H, dans les années 50 alors que Zames
[Zam81] a repris cette paramétrisation pour la commande H...

La forme générale de la paramétrisation a été finalement énoncée par Desoer et
co-auteurs [DLMF80], en utilisant les représentations fractionnaires co-
premiéres [Vid85]. Des interprétations avec une représentation d’état ont été
mises en place en 1984 par Doyle [Doy84].

Des utilisations actuelles de cette paramétrisation existent dans [And98,
CHDFO1, NS99, Nie99].

La définition de la paramétrisation de Youla correspond au théoréme suivant
dont on trouve une démonstration dans [Mac89].

2.2. Définition

Il s’agit de paramétrer de manieére compleéte la famille des correcteurs
stabilisant pour un systéme donné. Nous présenterons dans un premier temps
les concepts en utilisant le formalisme des fonctions de transfert et
factorisations co-premieres [Vid85] (pour son aspect historique et sa facilité de
présentation), puis nous verrons 1’intérét de la formulation dans 1’espace d’état
dans certains cas particuliers. On fera I’hypothése que P est stabilisable par u et
détectable par y.

Théoreme et définition 2.1 ([Mac89])

Soit P, = NM 1 = M7IN des factorisations premiéres a gauche et a droite

de Pyu ,ouM, N, M et N sont des matrices de transfert stables.

Soit de méme les factorisations premiéres d’un correcteur K stabilisant P :
Ko =UyVo ' =770, (Eq.2.2.1)

qui de plus vérifient :



36

o —Un M U I 0
"o =Y 0= (Eq. 2.2.2)
_N i [N V) |o 1

Pour tout systéme stable O de dimensions adéquates, on définit :

U =Uy+MQ (Eq. 2.2.3)
V =V, + NQ (Eq. 2.2.4)
U=Uy+0OM (Eq. 2.2.5)
V =Vy+ON (Eq. 2.2.6)

Sous ces hypotheses, on vérifie 1’égalité Uyt =710 et le correcteur
K =Ur~' =717 est stabilisant pour P.

De plus pour tout correcteur stabilisant il existe des factorisations premiéres du
type (2.2.3 22.2.6).

Remarques :

- Il important de noter que la factorisation du correcteur initial K (2.2.1)
avec la condition supplémentaire (2.2.2) existe toujours. Ce résultat est
démontré dans [Vid85].

- La condition (2.2.2) peut étre interprétée comme une condition de stabilité
de la boucle fermée par le correcteur initial (voir [Vid85] p106 n°30). En
effet, en utilisant les notations précédentes, les trois propositions suivantes
sont équivalentes :

o K| stabilise P

o Il existe une factorisation co-premiére a gauche de K, telle que

VoM —U,N =1 (Eq. 2.2.7)
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o Il existe une factorisation co-premicere a droite de K, telle que

MVy-NU, =1

(Eq.2.2.8)

Ce théoréme nous donne le résultat fondamental qu’une fois connu un
correcteur stabilisant quelconque, on est capable de générer la famille de tous

les correcteurs stabilisants.

Corollaire 2.1

Tout correcteur K stabilisant P peut étre représenté sous la forme LFT de la

Figure 2.4, ou le systeme J admet la représentation suivante, d’ordre au plus

I’l+l’loi
K 7
J = 0 0

vt -y

o —ho
1
i

z < .
1
i
vy
1
NP
!
I 1
P
! 1
I —
roy
R IS
1
1
1
1
I 0
1

K

Figure 2.4. Forme générale de la paramétrisation de Youla

(Eq.2.2.9)
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2.3. Propriétés

On supposera dans ce paragraphe et dans toute la suite du chapitre que les
interconnexions sont bien posées (voir chapitre 1).

Les propriétés de la paramétrisation de Youla présentées ici correspondent aux
propriétés utilisées usuellement dans la littérature [Mac89, BB91, Sch95,
HHB98]. On remarquera tout de méme que le formalisme par transfert est
largement plus utilisé que les représentations d’état. On peut justifier cette
remarque par la facilit¢ de présentation et d’interprétation que procure la
représentation par transferts.

Propriétée 1

Par définition, il existe une bijection entre [’ensemble des correcteurs
stabilisant un systéeme donn¢ et I’ensemble des systémes stables.

Propriété 2

On note les différents transferts par les égalités :

_ _ (G611 G2
P+xK=PxJxQ=G*Q etG= (Eq.2.3.1)
Gy G
Alors
Gy =0 (Eq.2.3.2)
Preuve :

La démonstration se fait en identifiant les différents termes des transferts en
boucle fermée.

On a en effet le relation suivante :
P+K =P+ P,K(I - PyK) Py (Eq. 2.3.3)
D’apres le théoréme-définition de la paramétrisation de Youla, le correcteur

Ky stabilisant P admet une factorisation co-premiére K, = UOVO_1 = 170_150
qui vérifie de plus la relation suivante :
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o —Us M U I 0
"o =Yo 0= (Eq. 2.3.4)
-N i [N V) |o 1

Alors il existe un systéme stable Q tel que

—1

K(I - PuK) ' = Uy + MOYVy + NOY | 1 - M 'N(Uo + MOV, + NO) !
K Py

(Eq. 2.3.5)

Cette relation peut directement se réécrire sous une nouvelle forme qui permet
de simplifier quelques termes :

-1

K(I-PyK) " =(Uy +MQ)| 81V, - NU, + (VN - NM)Q | M

I 0
(Eq. 2.3.6)
Ceci est possible car :
- MN-NM =0 par définition de la factorisation premiere,
- MVy - NUy = I par définition de K|, .
On obtient donc I’égalité suivante :
PxK =P+ P,(Uy+MO)MPy, (Eq. 2.3.7)
soit encore :
P# K = (B + PaUgMPyy )+ Py MOMP;, (Eq. 2.3.8)

On peut donc identifier cette relation a une autre expression du transfert en
boucle fermée :

G0 =Gy + GOl -Gpn0) Gy (Eq. 2.3.9)
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Ces relations sont valables pour tout transfert Q stable ; on en déduit donc qu’il
est nécessaire d’avoir la propriété requise :

Gyy =0 (Eq. 2.3.10)

Cette propriét¢é fondamentale exprime que le systtme G formé par
l'interconnexion de P et J (Figure 2.4) a un transfert rigoureusement nul « vu »
du couple entrées / sorties (i, ).

Propriéte 3 : interprétation dans [’espace d’état

Soit une représentation d'état du systéme G défini sur la Figure 2.4 :

Ag | Bg  B;
G=|C; | Do Dg, (Eq.2.3.11)

alors puisque Gy, =0, la propriété suivante est vérifiée :

Ci(al —45)"'B

Dj/fl =

i (Eq. 2.3.12)

Cette propriété exprime le fait que les sous-espaces non-commandable et non
observable de G sont supplémentaires dans 1’espace d’état. Ainsi, elle permet
d’obtenir une représentation d’état qui soit simultanément sous forme
commandable et observable. Le changement de base correspondant permet
d’obtenir le partitionnement suivant avec une matrice d'état sous forme
triangulaire par blocs :

4 Ay | Biy By | By
G=|Cy Cip | Dy Dy | Dy (Eq. 2.3.13)
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Remarque : Les matrices D;; de G sont les mémes que celles du systeéme initial
P pour deux raisons :

- la structure particuliere du transfert direct de J ne génére aucune
transmission directe de w vers z.

- le changement de base trigonalisant n’affecte pas non plus ces
transmissions directes.

Propriéte 4 : convexité
L’aspect le plus important pour la suite des travaux, c’est indiscutablement la
convexité qui découle des deux propriétés suivantes :

- I’ensemble des fonctions de transfert stables est convexe ;

- le transfert de la boucle fermée est linéaire en Q :
G * Q = Gll + G12QG21 (Eq 2314)

Cette propriété justifie que ’on utilise la paramétrisation de Youla pour
transformer un probléme de synthése de correcteur en un probléme de synthése
convexe. Nous verrons dans le chapitre consacré a la synthése comment cette
« transformation » peut se faire et quels en sont les avantages et les limites.

2.4. Réalisation pratique

Pour profiter de manicre pratique des propriétés qui viennent d’étre énoncées,
nous allons présenter une méthodologie qui permet d’obtenir une
représentation des systemes G, J et Q tels qu’ils sont définis sur la Figure 2.4. 1l
est important de ne pas oublier qu’il n’y a pas unicité de la paramétrisation de
Youla et que les cas proposés ici ont pour critére de choix la « simplicité ».

2.4.1. Cas général

Dans le cas d’un systéme P qui est stable, la Figure 2.3 peut étre reprise avec la
forme de la Figure 2.5.

Le systéme J de la Figure 2.4 apparait graphiquement comme « I’intersection »
des blocs G et K.



42

I | G
| |
z; 4 : < : Wi
I P |
| «— !
1 y u 1
R . L
P o
1 1 1 |
: i + 1 !
! i J—— — ! I
: i + Pyu 1 i
- -
W oo T - - -—Z-._._._. _.C
! l
| I
0 - :
I u y :
'. v K

Figure 2.5 Paramétrisation de Youla pour un systeme stable

I1 est clair sur cet exemple que si P n’est pas stable, la stabilité interne n’est
plus assurée. Dans ce cas une stabilisation par un premier correcteur K, tel
que P * K|y soit stable de maniére interne suffit a se ramener au cas précédent :
P Ky remplace formellement P comme le montre la Figure 2.6.

Cette approche n’est pas satisfaisante dés que 1’on s’intéresse a ’ordre des
transferts mis en jeu. En effet si on suppose que P est d’ordre n, et K d’ordre
ng, le systtme d’interconnexion J est d’ordre n + 2n . Par contre d’apreés le
corollaire 2.1, la représentation suivante de J convient :

Ky 7!

J=1 -1
) -Vo N

(Eq. 2.4.1)

et I’ordre du systeme J est au plus n + ng.
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Figure 2.6 Paramétrisation de Youla d’un systéme instable

2.4.2. Cas minimal

En fait ’ordre minimal que I’on peut espérer obtenir pour le systéme
d’interconnexion J est n, y compris pour un systéme instable en boucle ouverte.

En effet, il est démontré dans [Mac89] que ’ensemble des paramétrisations
possibles (c’est-a-dire 1’ensemble des systémes d’interconnexion J candidats)
est généré par I’ensemble des correcteurs a base d’observateur issus des
représentations d’état de P, y compris les représentations non-minimales. Or
nous allons voir que si la structure de K|, est celle d’un observateur et d’un
retour d’état, alors I’ordre de J est égal a I’ordre de I’observateur ; on démontre
ainsi que 1’ordre minimal de J est I’ordre du systéme P a stabiliser. De plus, le
calcul' montre qu’une représentation d’état simple existe pour J.

' Ce calcul a été présenté pour la premiére fois par Doyle dans la note technique [Doy84].
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Soit Py, le systtme « vu» par le couple entrée / sortie (1, y) qui admet le
représentation d’état suivante :

P 4| By (Eq. 2.4.2)
yu
Cy Dyu

Alors on peut écrire une représentation d’état du systéme d’interconnexion J
sous la forme suivante :

A-B,K.-K;C, |K; B,
J = “K, 0 I, (Eq. 2.4.3)
-C, I, 0

ou K. et K, sont respectivement les gains d’un retour d’état stabilisant et
d’un observateur stable (Figure 2.7).

Le théoréme qui suit formalise ce résultat et représente la motivation principale
pour la structuration de correcteur. En effet, il garantie que cette entreprise a au
moins une solution.

Theoreme 2.2 : structure observateur / retour d’état

Tout correcteur K peut s’écrire sous la forme de I’interconnexion d’un
correcteur de type observateur — retour d’état et d’un parameétre de Youla
(systéme stable).

Nous avons donc une démarche constructive pour obtenir la paramétrisation de
Youla dans différents cas. Cependant seule la derniére retiendra notre attention
car elle permet de donner au systéme initial quelques propriétés préliminaires
qui s’avereront intéressantes.

La question qui se pose maintenant est de savoir comment peut-on a partir d’un
correcteur quelconque obtenir une paramétrisation de Youla sous la forme
minimale, c’est-a-dire observateur / retour d’état ; c’est ce que nous appellerons
la structuration de correcteur.
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Figure 2.7 Paramétrisation de Youla d’un correcteur par retour d’état estimé

2.5. Structuration de correcteur

L’intérét de cette structuration est double : il permet d’obtenir une forme de
paramétrisation de Youla simple, mais la raison historique de cette
structuration réside dans les avantages industriels de tels correcteurs. En effet
les correcteurs de type observateur — retour d’état ont 1’avantage de pouvoir
étre implantés de maniére simple dans un contexte industriel avec des
contraintes d’embarquabilité. De plus, de tels correcteurs ont des
interprétations modales simples. Ce sont donc ces raisons qui ont motivé les
travaux qui visent a trouver une structure équivalente observateur / retour d’état
pour un correcteur quelconque. Les travaux de Schumacher [Sch80] montrent
qu’en général, tout correcteur peut €tre mis sous la forme retour d’état estimé ;
Bender et Fowell [Ben85, FB85] ont quant a eux formulé une méthode simple
de transformation pour un correcteur d’ordre égal a celui du systeéme de
synthése ; les derniers travaux sur le sujet sont ceux d’Alazard et Apkarian
[AA99].
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Dans notre cas, I’équivalence entre les structures est motivée par la réduction
de l'ordre du systéme d’interconnexion J et I’extraction naturelle d’un
parametre de Youla, point clé¢ de notre méthode.

Nous allons voir dans ce paragraphe que quelques difficultés techniques
subsistent lorsqu’il s’agit de résoudre les problémes numériques et surtout les
difficultés induites par la non unicité des solutions.

2.5.1. Genéralités

Soit un correcteur K d’ordre k stabilisant le systtme P d’ordre n et défini par
les équations d'état suivantes :

Ag | B
K=|2K1"K (Eq. 2.5.1)
Ck | Dk

On cherche & mettre le correcteur K sous la forme K = LFT(J,Q) (Figure
2.8.b), qui est équivalente a la structure de la Figure 2.8 (a) lorsque J est décrit
par les relations du paragraphe précédent (illustrées par la Figure 2.7) et Q par
la représentation suivante :

_[4o | Bg
Q—(CQ DQ) (Eq. 2.5.2)

Dans le cas général d'un parametre de Youla dynamique, la représentation
d'état correspondant a la structure de la Figure 2.8 (b) s'écrit :

A-B,K.-K;C,-B,DyC, B,Cq|K,+B,Dg
K= - BoC, Ag Bo (Eq. 2.5.3)
-K.—DgoC, Co [ Do

le vecteur d’état étant :

%
X = ( ] (Eq. 2.5.4)
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La question est donc de trouver les matrices de gain K., K, et une
représentation d'état de Q telles que les représentations d'état de K et K soient

équivalentes.

Cherchons pour cela un changement de base 7 tel que :

g = T(xxg] (Eq. 2.5.5)
' P
4+— —— )
Y
> K
a 0 e o

(a) Correcteur initial

(b) Correcteur équivalent

Figure 2.8. Equivalence avec un correcteur de type observateur / retour d'état
utilisant la paramétrisation de Youla

L'équivalence est obtenue quand les égalités matricielles suivantes sont

vérifiées :
AT A-B,K,~K,C, -B,DyC,
—BQCy
| g _(Kr*BuDg
K BQ

B,C,
g

|

(Eq. 2.5.6)
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On distingue alors trois cas distincts qui ne se traitent pas de la méme maniere :
- D’ordre du correcteur est égal a celui de P,
- D’ordre du correcteur est strictement supérieur a celui de P,

- D’ordre du correcteur est strictement inférieur a celui de P.

2.5.2. Cas d’ordre plein

Lorsque le correcteur initial est d’ordre égal a celui de P, alors le systeéme O se
réduit a la matrice de gain statique Q= Dgp. Les ¢galités matricielles
précédentes (Eq. 2.5.6) deviennent :

T~'4gT=4-B,K.-K;C,-B,0C,
-1

IT™'By =K, +B,0

CKT:_KC —QCy

Dk =0

(Eq. 2.5.7)

La détermination de Q est immédiate et celle de la paire (K.,K f) est
subordonnée a 7. Les substitutions de O, K. et K  dans la premiére équation
conduisent a une équation de Riccati généralisée d’inconnue 7 :

AgT-T(4+B,DgC, )-TB,CxT+ByC, =0 (Eq. 2.5.8)

On remarquera que malgré les substitutions on garde un raisonnement par
équivalence (a partir de 7 et O, on est capable de reconstruire la paire
(K., K r ). En effet le systéme est équivalent a :

(AgT-T(4+B,DgC,)-TB,CxkT+BxC, =0
Ky=T""Bx -B,0

K,=-CxT-0C,

(@ =Dg

(Eq. 2.5.9)

I suffit donc de résoudre 1’équation de Riccati généralisée pour répondre au
probléme.
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2.5.3. Résolution de ’équation de Riccati généralisée

I1 est assez peu commun de résoudre ce genre d’équation mais la méthode est la
méme que pour les équations symétriques que 1’on obtient en commande LQ :
la méthode des espaces invariant. Le livre de référence pour la résolution de ces
équation est [BLWII].

2.5.3.1. Cas géneral

Soit I’équation généralisée en X suivante :

- XA-XBX+C+DX =0 (Eq. 2.5.10)

ou les matrices X, 4, B, C et D sont de tailles respectives mXxXn, nXn, nxXm,
mxn et mxm . Eton définit I’'Hamiltonien H de I’équation par :

H = (é i}e Rr+m)x(ntm) (Eq. 2.5.11)

Le théoréme suivant donne les conditions d’existence d’une solution et surtout
la forme de la solution.

Théoreme 2.3 : solutions de [’équation de Riccati [BLW91]

L’équation (Eq. 2.5.10) a une solution X € C™" si et seulement si il existe un
ensemble de n vecteurs propres {v; ... vn} de ’'Hamiltonien H tels que

Vi :(ji)pourizl,...,n (Eq. 2.5.12)

i

ou y; € C" et {y ... y, } forme une base de C”.

De plus en utilisant les notations suivantes :
Y= - »)eC™etZ=(3 - z,)eC™ (Eq. 2.5.13)

toute solution est de la forme X = ZY ! pour un ensemble de vecteurs propres
donné.
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Le théoréme 2.3 montre que pour un choix de valeurs propres donné, la
solution X est unique.

A titre de remarque, on peut étudier plus particulicrement le cas ou toutes les
valeurs propres choisies sont de multiplicité 1. Dans ce cas, pour un choix de n
valeurs propres de H (choix de n parmi n + m) le nombre de solutions est
combinatoire.

En effet, pour un choix donné de valeurs propres, le passage d’un jeu de
vecteurs propres a un autre se fait par une combinaison linéaire de
transformations de type permutation et multiplication scalaire; et ces
transformations sont « annulées » par la forme méme de la solution générale.

A titre d’exemple, on peut considérer le probléme suivant. Soit P une telle
transformation, alors comme la permutation se fait de maniére identique sur Y
et Z, on peut écrire :

P:(p O} (Eq. 2.5.14)
0 p

On peut donc écrire ce changement avec les relations suivantes :
Y'=YpetZ'=2p (Eq. 2.5.15)

Et la solution de 1’équation reste inchangée comme le montre cette série
d’égalité :

X=zv'=zply=2zv'=x (Eq. 2.5.16)

Par contre si la multiplicité des valeurs propres est supérieure a 1, le choix
d’une base donnée pour un espace invariant n’est plus unique a une direction
pres. Ceci se traduit sur la matrice P par I’existence d’une transformation du

type :

0
p=|?! (Eq. 2.5.17)
0 p

La solution X qui en découle est évidemment différente. On verra dans la suite
les difficultés qui apparaissent dans ce cas.



51

2.5.3.2. Application a notre probleme

Dans le probléme qui nous intéresse, la définition 1’Hamiltonien H de
I’équation (2.5.9) devient :

A+B,DxC,, B,C
_ u=K=y “u-K (Eq. 2.5.18)
BgC, Ag
L’équation (2.5.9) s’écrit alors sous la forme suivante :
In
-7 I1,)H ’ =0 (Eq. 2.5.19)

Soient A = diag(ll ),n) une matrice formée a partir de n valeurs propres de
H,et U =(u; - u,)lamatrice des vecteurs propres associés :

HU = UA (Eq. 2.5.20)

En partitionnant U de la maniére suivante :

U= (Ul } (Eq. 2.5.21)
U,

le théoréme 2.3 permet d’affirmer que 7' = U,U 1_1 est solution du probléme.
De plus les n valeurs propres affectées a la matrice 4-B,K,. (qui
correspondent a la dynamique de retour d’état) sont les valeurs propres retenues
dans A.En effet, cette propriété s’explique par le calcul ; d’une part on peut
écrire :

A-B,K.=A+B,(CxT+DgC,) daprés la relation (2.5.9)

et (A +B,DgC, )Ul + B,CxU, =U;A d’apres la relation (2.5.20)
On en déduit donc :

A+B,CxT+B,DgC, =UAU,” = 4-B,K, (Eq. 2.5.22)
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Par voie de conséquence, les n valeurs propres non retenues dans A sont les
valeurs propres de la matrice 4—K rCy qui correspond a la dynamique de
reconstruction de 1’état.

Cette méthode de résolution des équations de Riccati impose de choisir une
partition des valeurs propres pour les espaces invariants (I’un li¢ a 1’estimation,
I’autre li¢ a la commande). Afin de réduire ce choix, on peut tenir compte de
ces quelques remarques d’ordre général [AA99] :

- les espaces invariants seront choisis auto-conjugués afin d’obtenir des
matrices de gain réelles c’est-a-dire que 1’on ne doit pas séparer les
paires de poles complexes conjugués ;

- les valeurs propres non commandables de (4, B, ) doivent étre retenues
dans la matrice A puisqu’elles ne sont pas modifiées par le retour
d’état ; sinon la matrice U; est singuliére ;

- les valeurs propres non observables de (A, Cy) doivent étre écartées de
la matrice A puisqu’elles ne sont pas modifiées par le gain de
’observateur ; sinon la matrice U, est singuliére ;

- les n valeurs propres retenues sont en général les plus proches de celles
du systéme en boucle ouverte pour que les dynamiques du retour d’état
soient dominantes.

Le dernier critére de choix devra étre la cohérence numérique qui résulte de la
structuration du correcteur ; on remarque en effet que dans certains cas, les
résultats sont sensibles aux choix qui sont faits méme si du point de vue
entrée / sortie I’équivalence est garantie.

2.5.4. Correcteur d’ordre supérieur a celui du systéme

Dans le cas ou ng >n, en repartant des équations (2.5.6), I’équation de
Riccati a résoudre peut s’écrire comme dans le cas d’ordre plein sous la forme

Cr o1, )H’[l”TK ): 0 (Eq. 2.5.23)

avec la matrice T'de dimension nyg Xng et la matrice H’ augmentée
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H = 0 4 0 (Eq. 2.5.24)

En effet, la premiere équation (2.5.7) devient :

A 0 (K;+B,D
-1 _ | ST Pu0
T AKT_(O AQ] [ 5 ](Cy 0)

+(BO”](—KC—DQCy Co)
+(i”]DQ(Cy 0)
:[;1 A()Q}—T_lBK(Cy 0)+[i“]cKT+(i”}DK(Cy 0)

On en déduit I’équation de Riccati généralisée en T :
A+ B,DypC 0 B
AT =T KTy —Bilc, 0)+7| " [ckT  (Bq.2.525)
0 Ap Y 0

On retrouve donc la structure de I’Hamiltonien augmenté et on a de plus :

TeR'W"K H'e R(n+nQ+nK)x(n+nQ+nK) avec n+ng =ng

La structure particuliére de I’équation (2.5.25) conduit a deux équations de
Riccati indépendantes. En effet en utilisant la méthode des espaces invariants
(cf. paragraphe précédent), on choisit ng valeurs propres de H’ parmi 2ng,
d’ou A= diag(ll Ay ) la matrice des valeurs propres et U la matrice des
vecteurs propres associés. En partitionnant la matrice U de la manicre
suivante :
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on se ramene au systeme d’équation suivant :

o Ut ) _(Yn
Uj U, (Eq. 2.5.27)

AgUyy =UppA

ou la matrice H est celle définie au paragraphe 2.5.3.2. La premiére équation
est donc celle qui correspond au cas du systéme d’ordre plein, alors que le
second terme du systéme concerne les dynamiques du parametre de Youla. La
résolution se fait donc exactement de la méme maniére que dans le cas d’ordre
plein a la précision pres que la relation suivante doit étre vérifiée :

Uy
ran =n+np=n Eqg. 2.5.28
g(UzJ 0 =g (Eq )

Les précautions de choix des valeurs propres restent identiques et la solution
qui en découle s’écrit :

-1
o (Un
T=U, (Eq. 2.5.29)

Le choix combinatoire est augmenté par rapport au cas précédent et il n’existe
pas de régle qui garantisse un meilleur comportement selon ces choix.

Le raisonnement que nous venons de mener procede par conditions nécessaires,
pour conclure a I’équivalence des correcteurs, il faut montrer que le
cheminement inverse est aussi possible. C’est-a-dire qu’a partir du correcteur K
et de la matrice 7, on peut reconstruire les matrices K., K ¢ et le systeme Q.
On utilise alors le systéme de départ (2.5.6) et on procede élément par élément.

On commence par:

On peut alors déterminer K. et Cg par la relation :

k. -DgC, Co  )=CkT (Eq. 2.5.31)
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De méme K r et BQ se déduisent de :

K/ +B,D
N (Eq. 2.5.32)
Bo

La dernicre ¢quation permet enfin de déterminer la matrice 4g . En effet :

A-B,K.—-K  C, —-B, D B, C
T\ AT = ute TSy T TuTO Put0 (Eq. 2.5.33)
~BoCy Ap
On en déduit I’expression de A :
_1 0
Ag=(0 1, )77 4xT . (Eq. 2.5.34)
K

Nous avons bien reconstruit I’ensemble des paramétres nécessaires a la mise en
place du correcteur sous la forme observateur / retour d’état augmenté par le
parametre de Youla.

2.5.5. Correcteur d’ordre reduit

Dans le cas ou le correcteur initial est d’ordre réduit par rapport au modele de
synthése, il n’est plus possible d’utiliser un observateur d’ordre plein du méme
type que celui du paragraphe 2.5.2. C’est pourquoi on s’intéresse ici aux
observateurs d’ordres réduits. Le but de se paragraphe est de généraliser la
démarche précédente pour les observateurs de Luenberger et dans le cas ou
c’est possible, a des observateurs d’ordre plus réduit encore.

Remarque :

il n’est plus question ici de la paramétrisation de Youla ; en effet la matrice J
serait d’ordre réduit, ce qui est incompatible avec le paragraphe 2.4.2.

2.5.5.1. Observateur de Luenberger

Dans le cas d’un observateur d’ordre réduit, on ne reconstruit qu’une partie z de
I’état défini par une matrice de projection 7 :
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z=Tx  TeR'k*" (Eq. 2.5.35)
Un observateur de z est défini par la relation suivante :

R R . X encontinu
& =Fz+Gy+TB,u ou ox = , (Eq. 2.5.36)
Xp41 endiscret

TA-FT =GC
avec { Y et Fe R"KX"K (Eq. 2.5.37)

F stable

Le premicre relation assure la convergence de Z vers z, alors que le second
point assure la stabilité de 1’observateur.

Remarque :

Soit € = z — Z, alors 8¢ = F¢

On peut alors construire un correcteur de type observateur / retour d’état de la
forme suivante :

Observation : 0z =Fz+Gy+TB,u (Eq. 2.5.38)
Reconstruction : x=H{z+Hyy (Eq. 2.5.39)
Retour d’état : u=-K.3+0y-C, %) (Eq. 2.5.40)

Avec les contraintes :

TA-FT =GC, et H\T+H,C, =1, (Eq. 2.5.41)

C’est donc a cette structure que nous allons identifier le correcteur que ’on
cherche a structurer. Afin de déterminer le correcteur a base d’observateur, il

faut donc déterminer les matrices F, G, T, Hy, H,, K, et O et garantir

C
I’équivalence des deux correcteurs.

Remarque : le terme Q(y -C yfc) a été ajouté a 1’équation de retour d’état pour
calquer la structure précédente.
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2.5.5.2. Identification des correcteurs

La matrice 7 représente la projection de I’état complet dans un espace d’état
réduit dans une base particuliére (si il n’y avait pas réduction d’ordre il s’agirait
simplement d’un changement de base). Ainsi, on choisit la base de 1’espace
réduit telle que :

xg =2=T% (Eq. 2.5.42)

Il s’agit maintenant de trouver comment identifier chacun des termes.

Calcul du changement de base T

En ¢liminant les termes u et x de 1’équation d’évolution, on obtient :

&=(F+78B,(- K, -0C,)H,)2+(G+7B,(0- K H, - 0C,H,))y
u=(K.-0C,)Hz+(0-K.H,-0C,H,)y

(Eq. 2.5.43)
L’équation de mesure permet d’en déduire les égalités suivantes :
Cx = -k, -0C,, JH, (Eq. 2.5.44)
Dg =0-K.H,-0QC,H, (Eq. 2.5.45)
On en déduit ainsi une représentation d’état du correcteur :
6z=(F+T1B,Cx )z+(GTB,D
( ) u K) ( u K)y (Eq. 2.5.46)
u=Cgz+Dgy
Les équations manquantes sont donc :
Ay = F+TB,C
K u-k (Eq. 2.5.47)
BK = G + TBM DK

Ces derni¢res relations montrent qu’une fois évaluée 7, on déduit
immédiatement les matrices F et G.
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La condition de convergence asymptotique de I’observateur 74 — FT' = GC,,
se transforme en 1’équation de Riccati généralisée :

TA—(4g —TB,Cy )T = (Bx —TB,Di )C, (Eq. 2.5.48)

On retrouve donc une fois de plus I’équation du cas d’ordre plein (voir
paragraphe 2.5.2) mais avec une matrice 7 rectangulaire. Cette équation s’écrit
sous la forme

=0

A+B,DxC, BCg )

0 (Eq. 2.5.49)

(Eq. 2.5.50)

H =
avece [ BK Cy AK

la matrice H étant également la matrice d’évolution de la boucle fermée.

La résolution de I’équation (2.5.48) donne 7, et on en déduit F et G. Les
inconnues qui restent sont /7y, H,, K. et Q.

Calcul de K.

En utilisant les trois équations suivantes,

Cx =K. +0C, ),
Dy =—(k.+0C, )i, +0 (Eq. 2.5.51)
Hl T+H2 Cy :Il’l

le caleul de Cx T+ DgC), conduit a I'expression de K :

KC = _CK T_DKCy (Eq 2552)

Calcul de Hy, H, et Q

La détermination de H; et H, se fait par la résolution de I’équation
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T
(H, Hz)[ ]= I, (Eq. 2.5.53)
C&

nxn,,

avec H, € R™"% et H, e R

On distinguera trois cas de figure pour la résolution de cette équation linéaire :

- ng +n, =n estle seul cas ou la concaténation de 7'et C,, peut étre
inversible.

- n—-n,<ng<n

y

- ng <n-n,

Le premier cas reste le plus intéressant car il permet d’obtenir un observateur
de type réduit classique.

2.5.5.2.1 Cas particulier ou ng +n, =n

T
Dans le cas d’un probléme bien posé, la matrice ( c J est inversible.
y

En effet, T représente la partie reconstruite de maniére dynamique, alors que
C,, représente la partie de I’¢tat reconstruite algebriquement. Si cette matrice
n’est pas inversible, c’est qu’il y a redondance de I’information et donc cette
hypothése peut étre écartée.

On obtient donc une solution algébrique au probléme :

T —1
(H, H,) :( ] (Eq. 2.5.54)
(jy

Pour calculer alors le dernier parameétre, on utilise la propriété de
commutativité de I’inverse qui se traduit par la relation suivante :

T Ve a0 TH2) (T O s ss
c, "V e,y ey |00, (Eq-2.5.53)
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Par identification bloc par bloc, on en déduit que C,H; =0 et C H, =1,
On peut alors en déduire les égalités suivantes en Cg :

my -

0

Cyx =-K. H, (Eq. 2.5.56)

eten Dy :

Dy =-K.H, -QC,H, +0
\_ﬁr_J

1
%/—J

0
Dy =K. I, (Eq. 2.5.57)

On remarque que le paramétre Q peut étre quelconque. On ne se trouve donc
plus dans le cadre de la paramétrisation de Youla comme annoncé en
introduction' puisque ce paramétre ne peut évidemment pas engendrer
I’ensemble des correcteurs qui stabilisent le systeme P initial.

Remarque :

La propriété¢ fondamentale de la paramétrisation de Youla G,, = 0 formulée
au paragraphe 2.3 est une condition nécessaire mais pas suffisante.

La forme finale du correcteur structuré sous forme observateur réduit et retour
d’état correspond a la représentation sous forme condensée suivante :

& =(F-TBK, H, )2 +(G-TBH,)y
)2=H12+H2y

u=-K,% (Eq. 2.5.58)

' Du point de vue intuitif, on peut interpréter ceci comme le fait que les contraintes supplémentaires de
structure  réduisent le nombre de degrés de liberté et ne permettent donc plus d’avoir une
paramétrisation de Youla.
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La forme classique est donnée au paragraphe 2.5.5.1.

La matrice T intervient toujours (contrairement au cas d’ordre plein) car elle
représente la partition des variables d’état qui sont reconstruites
algébriquement et celles qui le sont dynamiquement.

25.5.2.2 Etudeducas n—n, <ng <n

Si on reconsidére le systéme linéaire a résoudre, il comporte n(nK +ny)
inconnues qui sont les coefficients de Hy et H,, et n? €quations :

H\T+H,C, =1, (Eq. 2.5.59)

Et comme dans le cas précédent si les sous-systémes de n? €quations n’ont pas
de solution c’est que le probléme de reconstruction de I’état est mal posé. Nous
nous limiterons donc au cas favorable.

Une solution possible est d’utiliser la pseudo-inverse :

1
H, :(TTT+CchyT T’

1 (Eq. 2.5.60)
H, =(TTT+CchyT c,’

Et pour terminer, la solution est validée si le systéme linéaire en O a une
solution :

Cx +K.Hy =0C H, (1)

Eq. 2.5.61
Dg +K Hy =0\-C H, +1ny) 2) (Eq )

Or les deux équations sont liées par la combinaison linéaire suivante :

(xT+@2)xC, =0 (Eq. 2.5.62)

Iy a n,xn, inconnues qui sont les coefficients de Q, il suffit donc de

y

résoudre n, xn, équations indépendantes et vérifier la cohérence dans les

y
autres équations.
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On remarque qu’il n’y a pas de solution générique au probléme, ni de méthode
générale de résolution. On peut simplement poser le probléme non linéaire
général en substituant K .. Le systeme devient donc :

Cx (1, —=TH,)=(Dg —Q)C, H,
(Dg —Q)(Iny —CyH, )= CxTH, (Eq. 2.5.63)
H2T+H2Cy :In

avec pour inconnues H;, H, et Q.

I1 est difficile dans le cas général de conclure a une structure fixe ; la solution
pour contourner cette difficulté est soit d’opérer une réduction d’ordre qui
permette de se ramener a un observateur d’ordre réduit classique soit au
contraire de rajouter des dynamiques (en général rapides) pour se ramener au
cas d’un observateur d’ordre plein.

25.5.2.3 Etudeducas ng <n-n,

Dans le cas ou ng <n-—n,, le principe de se¢paration qui a permis de justifier
I’approche par observateur n’est plus valide, on ne peut donc plus appliquer les
mémes arguments que précédemment.

Une solution consiste en la création d’un correcteur augmenté K., qui
permet de se ramener au cas précédent :

Kug=| 0 Ay | By Tn- (nK +ny) (Eq. 2.5.64)
Cxk C,|Dg

Le probleme est donc ramené au choix des trois matrices 4,, B, et C,. Pour
ce faire, on peut énoncer un certain nombre de conditions nécessaires mais il
n’existe pas de condition suffisante.

Nous ne donnerons ici que quelques pistes d’investigation pour comprendre ou
se situent les difficultés.
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En se ramenant au cas précédent, on doit résoudre 1’équation de Riccati
généralisée suivante :

A 0 By
{o AZ}T—T(A+BM D C,)-TB(Cy cz)T+[B2 }cy )

I
avec T =
T,

La réécriture non matricielle aboutit a deux équations en 77 et 7, :

(Eq. 2.5.65)

Ag Ty - TI(A + BuDKCy)_ I B,Cx Ty =11 B,CoT, + BxC,, =0
A4, Ty ~Ty(4 + B,DxC,)~Ty B,Cx Ty + B,C,, —TyB,C,T, = 0
(Eq. 2.5.66)

Une condition simple qui permet de découpler les équations est de choisir
C, =0 ; et on obtient ainsi :
Ap Ty -T1\Ad+ B, Dy C,)-Ty B,Cx T{ + BxC,, =0
K 11 1( u"K y) 1Pu~K *1 K%y (Eq. 2.5.67)
Ay Ty —Ty(4+ B, D C, + BCk T; )+ ByCy, =0

La premicre équation est une équation de Riccati généralisée en 7} du méme
type que précédemment, qui peut se résoudre par la méthode des espaces
invariants (voir a ce sujet le paragraphe 2.5.3). Et la seconde €quation est alors
linéaire en 75 et c’est sur cette équation qu’interviennent les parametres A, et
Bz .

Pour guider le choix de ces parameétres, voyons comment se détermine le
correcteur structuré.

En reprenant les notations de I’observateur de Luenberger (voir paragraphe
2.5.5.1), on obtient :

Ag —-TB,Cx 0
F:( K1 Pu =K ] (Eq. 2.5.68)

~T,B,Cx A4
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By -1y B, D
G=| K 17wk (Eq. 2.5.69)
By, -T)B, Dg
K.=-Cg Ty -Dg Cy (Eq. 2.5.70)
n
(Hll H12 T2 +H2Cy :In (Eq 2571)
h
oubien | Hyy, Hyp, Hy|T |=1, (Eq. 2.5.72)
<~ <~ — C
ng n—ng-—ny ny y

Il suffit donc que la derniére équation aie une solution et pour cela, une
condition suffisante est que la matrice créce par la concaténation de T et C,,
soit inversible.

La matrice (TlT CyT )T est généralement de rang plein lorsque le probléme
est bien posé (voir paragraphe 2.5.5.2) mais il s’agit de trouver 75 telle que :

h
rang| T |=n (Eq. 2.5.73)

Cy

Remarque :

- Cette matrice est carrée par construction.

- On montre en annexe (paragraphe 2.7) comment garantir que 7, soit de
rang plein et a quelle condition cela est possible, mais on ne peut pas
garantir le rang de la matrice qui apparait dans la relation (2.5.73).

- 1l est donc bien difficile de structurer un correcteur d’ordre inférieur a
celui du systéme a commander mais dans certains cas favorables, nous
avons montré la marche a suivre pour aboutir a un résultat.
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2.6. Conclusion

Nous avons vu dans ce chapitre quelques outils utiles pour la synthése et
I’analyse de correcteurs dans le cadre de D’automatique linéaire. La
paramétrisation de Youla ou paramétrisation de 1’ensemble des correcteurs
stabilisant représente un outil fondamental car il permet de conférer un certain
nombre de propriétés au nouveau systeéme considéré et en particulier de rendre
la boucle fermée linéaire en le parametre de synthése (propriété 4) ; et c’est
justement 1’objet du chapitre suivant d’utiliser ces propriétés.

Cependant du fait de la multiplicité des représentations possibles, il est difficile
de systématiser la fagon de 1’obtenir ; c’est pourquoi il nous a semblé important
de présenter une méthode de mise en ceuvre qui permettent de s’affranchir de
cette difficulté de choix (le critére choisi étant la minimalité de I’ordre).

Le second point important abordé ici, la structuration de correcteur, est issu du
théoréme 2.2 qui affirme que tout correcteur Ky peut s’écrire sous la forme de
I’interconnexion d’un correcteur de type observateur — retour d’état et d’un
parametre de Youla. En effet de tels correcteurs ont 1’avantage d’avoir des
interprétations modales plus simples que des correcteurs dynamiques
classiques, on verra aussi leur intérét lors de procédures d’interpolation au
chapitre 4. Cette structuration des correcteurs est relativement systématique
lorsque leurs ordres sont grands en faisant appel aux observateurs classiques
mais la généralisation a des ordres réduits avec des observateurs de Luenberger
est beaucoup plus délicate et procede donc par conditions nécessaires. On
remarquera dans 1’approche classique des correcteurs d’ordre plein qu’il est
nécessaire d’opérer un choix combinatoire (voir paragraphe 2.5.2) sans régle
bien précise lors de la résolution de I’équation de Riccati généralisée. Cette
difficulté ne peut tre levée que par des considérations intuitives ou numeériques
car du point de vue formel 1’équivalence est absolue ; ce probléme est plus
particuliérement étudié dans I’application de la structuration au pilotage du
lanceur en vue d’une interpolation. Il est en effet nécessaire de garantir une
continuité dans la répartition des valeurs propres dans la structure ; les détails
sont donnés au chapitre 7.
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2.7. Annexe : résolution de I’équation algébrique

On montre ici comment garantir que la matrice 7, ne soit pas singuliére en
proposant une solution particuliére du probléme pour les choix de 4, et B, .

Afin de trouver une solution 7> non singulicre, il faut résoudre I’équation
linéaire matricielle suivante :

ATy ~To(A+B,DgC, +B,Cx Ty + B,C,, =0 (Eq. 2.7.1)

Les conditions de résolution sont les suivantes [BS72, Gan66] :

- Les valeurs propres de 4, et de (A+BMD kCy +B,Ck Tl) doivent
étre distinctes pour que la solution 7, soit unique.

- Lamatrice B,C 3 doit étre de rang plein pour que la solution ne soit pas
singuliére.

Les degrés de liberté pour garantir une solution non singuliére sont :
- lamatrice 4, introduite pour augmenter le systéme ;
- lamatrice B, qui assure la non dégénérescence des solutions.

On suppose de plus que la matrice C), est de rang plein, ¢’est-a-dire que les
sorties du systeme sont linéairement indépendantes :

rang(Cy)z ny, (Eq. 2.7.2)

On recherche donc les solutions non singulieres de (2.7.1), sachant de plus que
I’équation (2.7.1) a une solution 7, de rang plein si le produit B,C est de
rang plein.

Or étant données les dimensions mises en jeu, il est nécessaire d’avoir :

n—ng —n,<n, (Eq. 2.7.3)

En effet, B, € R(n_nK —y ey , Cy € R"™™" et le rang du produit de deux
matrices est inférieur ou égal au minimum des deux rangs.
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Il est donc necessaire d’avoir : ng 2 n—2n,,

A une permutation prés, on peut supposer :

C,=[C Cy (Tn, p=n—ng—n, (Eq. 2.7.4)
>
p  np
avec Cjde rang p.
On peut alors choisir pour la matrice B, :
1
B, =C{ (cycyT T (Eq. 2.7.5)
I en découle que B,C y est de rang plein, c¢’est-a-dire de rang p :
BC—CT(CCTTIC Eq.2.7.6
2%y — ™1 Y=y y ( q. 2./. )

La résolution du systeme en 75 est alors possible. Et 1a encore, il est nécessaire
de faire un choix pour 4, qui doit étre stable. Posons par exemple :

Ay = A1 p avec |)u| <1 (cas discret) ou Re(A)< 0 (cas continu) (Eq. 2.7.7)

L’équation (Eq. 2.7.1) est de la forme :

X Xplp
Mp|Tyy Ty |=(Ta1 Ty X2 Xop +By €y Cy [=0(Eq.2.7.8)
— <~ > — <~ d
p n-p P n—p p n-p

11 suffit alors de résoudre le systéme suivant :

{/szl—Tlen—T22X21+32C1:0 (Eq.2.7.9)

ATy =Ty X1p =Ty Xop + By Cy =0

qui peut aussi s’écrire
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Al, -Xy1 —Xp
(T ) 7 =-B,(C; () (Eq. 2.7.10)
- Xy M, -Xp

Il est clair qu’il existe au moins une valeur de A vérifiant les conditions (2.7.3)
telle que cette équation admette une solution unique :

—1
AL~ X, -X
p ol 12 ) (Eq. 2.7.11)

T2 = —Bzc
( -Xy M, -Xp

Et cette matrice 7, est bien de rang p.
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3.1. Introduction

En 1991, I’'intérét des méthodes multicritéres a ét¢ montré par Boyd et Barrat
[BBI1] : elles permettent de traiter des problémes a objectifs contradictoires
particuliérement intéressants car ils reflétent les compromis propres a la mise
en ceuvre d’une loi de commande. Cette vision de la synthése en terme
d’optimisation nécessite de revisiter une approche de 1’optimalité qui a été
définie par Pareto il y a plus d’un si¢cle [Par96], et qui se traduit intuitivement
par la Figure 3.1 dans le cas de deux objectifs : elle peut s’énoncer simplement
en remarquant que toute amélioration de I'un des objectifs se fait au détriment
de ’autre et que la solution optimale est un compromis entre les deux. Pour
plus de détails, on se reportera au paragraphe 3.2 dédié a cette approche.

A
Objectif' 1

P = argmin(d)

>
Objectif 2

Figure 3.1. lllustration de [’optimalité au sens de Pareto

Les principes fondamentaux de la synthése multiobjectifs exposés dans [BB91,
Dor91] conduisent a la résolution de problémes d’optimisation de dimension
infinie que I’on ne sait pas aujourd’hui résoudre numériquement. Cependant,
de nombreuses solutions approchées ont été proposées ; on peut les classer
selon trois grands axes. Le premier consiste a utiliser des heuristiques afin de
résoudre les problémes d’optimisation ou bien a considérer des cas particuliers
comme la commande LQG [BH89, KR91a], le placement de pdles [CGI6], le
retour d’état [BEFB94, BSU93, FG94], ou I’application a des systémes a
structures particuliéres (par exemple monovariable) [KR91b, KKR93, Szn94,
RS98, SDV97]. Le second axe regroupe quant a lui des approches plus
générales (qui utilisent notamment une correction par retour de sorties) ;
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cependant elles introduisent un grand conservatisme' 1lié en particulier a
I’utilisation d’une fonction de Lyapunov commune a tous les problémes
[EF96a, EF96b, Fol97, MOS98, Sch95, SGCI7]. Enfin, d’autres approches, les
plus récentes, constituent une troisi¢éme voie visant a réduire le conservatisme
tout en restant exploitables numériquement [HHB98, Sch99, CD99, CD00a].
On notera également que le probléme mixte H,/H.. tient une place
particulierement importante dans les cas étudiés. C’est dans la derniére voie
que s’inscrit la méthode de synthése présentée ici, méthode reposant sur la
paramétrisation de Youla [Kuc74, YJB76]. En effet les propriétés
fondamentales de cette paramétrisation permettent de transformer le probléme
initial en un probléme d’optimisation convexe sous contraintes LMI (Inégalités
Matricielles Affines). Ce formalisme est particuliérement adapté a la synthése
multicritére car il permet de juxtaposer les critéres sans perdre la convexité ; de
surcroit il existe de nombreuses formulations de critéres de synthése en terme
d’inégalités matricielles [Fol97, SGC97, GPBI1]. On trouve également des
articles récapitulatifs [CSZ98, VI97, SNTS85].

Cependant une limite importante est inhérente a ce formalisme : la calculabilité
est limitée par 1’augmentation de la complexit¢ due a la réduction du
conservatisme. Notons que ce dilemme complexité / calculabilité est récurrent
dans la résolution des problémes d’optimisation sous contraintes. En effet
lorsque les contraintes sont trés pointues, elle savent parfaitement traduire le
cahier des charges d’un ingénieur mais le temps de calcul risque de ne plus étre
admissible. Et a I’inverse une solution facilement calculable met en jeu des
exigences physiques ¢lémentaires ou des hypothéses trop fortes
(conservatives), et ces conditions n’intéresseront pas I’ingénieur automaticien.
Il est donc primordial de toujours garder en téte que tout probléme sera résolu
en établissant un compromis entre ces deux notions.

Il est tout de méme fondamental de noter que si les méthodes actuelles
induisent un fort degré de conservatisme, ce n’est pas seulement a cause des
problémes de complexité mais par construction méme. En effet, le principe du
multiobjectifs est de satisfaire simultanément plusieurs critéres, et les
raisonnement qui aboutissent a des solutions numériquement acceptables sont
fondées sur des conditions suffisantes. Ainsi les manipulations matricielles a
bases de lemmes techniques comme le lemme d’¢limination [BEFB94] ou de
changements de variables [SGC97] conduisent soit a des impasses soit a des

! Une propriété est dite conservative si elle est valable de facon exacte sur un ensemble contenant
strictement I’ensemble étudié. Il s’agit d’un anglicisme difficile a traduire en frangais, c’est pourquoi il
sera employé tout au long de ce document.
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solutions trés conservatives. L’idée fondamentale pour éviter ces €cueils est de
conserver le couplage qui existe entre les critéres' et ce sans en créer de
nouveaux qui sont a I’origine du conservatisme. C’est ce point qui a motivé
I’utilisation d’une fonction de Lyapunov unique, et donc induit du
conservatisme par le passé, mais c’est aussi ce point que la paramétrisation de
Youla permet de satisfaire en limitant le conservatisme.

Les propriétés de la paramétrisation de Youla ont été exposées au chapitre 2,
nous allons donc dans cette partie nous attacher a tirer partie de ces propriétés
pour mettre en ceuvre une méthodologie de synthése multiobjectifs. Nous
commencerons par rappeler la problématique de 1’optimisation multiobjectifs
(paragraphe 3.2) et définir les critéres considérés (paragraphe 3.3). Puis nous
verrons comment le probléme de synthése se traduit en un probléme
d’optimisation NP-difficile’ (paragraphe 3.4) qui peut, sous certaines
hypothéses, dégénérer en termes de LMI (paragraphe 3.5). L’algorithme de
synthése qui s’en déduit est présenté au paragraphe 3.6, puis mis en ceuvre sur
un exemple benchmark déja longuement étudi¢ dans la littérature [LCR93,
LDL96]. Cet exemple sera trait¢ de deux manicres différentes, afin de mettre
en évidence la flexibilité de l'approche proposée (paragraphe 3.7).

On trouvera en outre, a la fin de ce chapitre, trois annexes :

I’annexe 1 présente une interprétation de la norme H, en termes
énergétiques et montre 1’équivalence possible entre la synthese
H; et la synthése LQG ;

- Dlannexe 2 se présente comme une boite a outils pour
transformer les objectifs en contraintes LMI ;

- l’annexe 3 fait I’analogie de la méthode proposée dans le cas
continu.

! Cette notion de couplage entre les critéres apparaitra plus clairement dans le corps du chapitre.

211 s’agit de la traduction du terme anglais NP-hard ot NP signifie Non Polynomial. Cette terminologie
signifie que la résolution du probléme d’optimisation ne peut pas se faire en un temps qui serait une
fonction polynomiale du nombre de paramétres d’optimisation. Autrement dit, dés que le probléme
devient grand, le temps de calcul augmente de fagon prohibitive et le probléme devient impossible a
résoudre.
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3.2. Probléme d’optimisation multiobjectifs

Le probléme d’optimisation multiobjectifs souffre d’un manque de définition et
reste souvent inexpliqué. Ce paragraphe est ici pour rappeler quelques idées
générales et poser une nomenclature claire pour le reste du manuscrit.

Lorsque I’on veut traiter un probléme dont les objectifs sont contradictoires, il
est nécessaire de se contenter d’un compromis entre ces différents objectifs. Par
exemple, une probléme de base dans la commande d’un systéme oscillant est le
compromis a faire entre rapidité et I’amortissement.

De fagon plus formelle, on dira que 1’on sait optimiser un critére scalaire mais
que 1’on ne sait plus rien faire dés que I’on sort de ce cadre. En effet si on
considére le probléme d’optimisation sans contrainte suivant :

min (J(x) / J(x)e E) (Eq. 3.2.1)

X

Alors ce probléme n’a de sens que si I’ensemble £ est muni d’une relation
d’ordre total. A contrario, la relation suivante :

(x)

min(j1 (x) / J(x)eE, J,(x)e E) (Eq.3.2.2)
2

n’a pas de sens. Le probléme d’optimisation pratique se ramene donc toujours a
un critére scalaire.

Par contre, si on considére le probleme d’optimisation multi-contraintes, la
problématique n’est plus la méme. Soit le probléme d’optimisation sous
contraintes suivant :

min(J(x)e E/ xe C) (Eq. 3.2.3)

X

L’ensemble C peut représenter plusieurs contraintes (éventuellement
contradictoires) ou plus exactement I’intersection de plusieurs contraintes, on
parle aussi d’optimisation multi-critéres.

Dans la pratique les objectifs et les critéres sont souvent li€s et on se ramene a

un probléme « mono-objectif, multi-contraintes » en utilisant des relations
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simples entre les objectifs et en utilisant les contraintes associ¢es. On ne fait
plus la distinction alors entre les problémes d’optimisation multi-objectifs ou
multi-contraintes. Quelques exemples pour la commande sont présentés dans
[CHDFOI1]. On peut illustrer ceci sur le probléme de commande H, / H... On
considére le systeme P rebouclé avec le correcteur K et on cherche & minimiser
les normes H.. et H, de la boucle fermée en garantissant la stabilité ; le

probléme multiobjectif serait alors le suivant :

n}}n(ﬂP K, . |P+K].) (Eq. 3.2.4)

Mais comme nous venons de le voir, il n’a pas de sens mathématique, il est
donc nécessaire de le transformer en un probléme similaire qui est « mono-
objectif, multi-contraintes » et qui réalise un compromis entre les deux
objectifs visés :

P K], <7

[P+ K], <7 (Eq. 3.2.5)

min /l]’yl + /12')/2 /
K

ou A; et A, sont fixés.

La notion d’optimalité au sens de Pareto reprend ce résultat intuitivement
évident d’un point de vue plus général et permet d’en déduire des courbes de
compromis qui traduisent I’ensemble de faisabilit¢ d’un probleme
d’optimisation multi-objectifs comme le montre la Figure 3.2.

-1 r .
D’autre part la lecture de ces courbes de compromis permet d’en déduire un
certain nombre de propriétés concernant les couplages éventuels qui existent
entre les objectifs. En effet, en considérant les valeurs suivantes :

jl = min(J,(x)/ xe C)
J, =min(J,(x)/ xe C) (Eq. 3.2.6)
J; =min(AJ,(x)+ (1 - AW, (x)/ xe C)

! « trade-off curve » est le nom anglais le plus utilisé dans la littérature sur le sujet.
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3.3. Définitions de quelques critéres

Dans une démarche de synthése de correcteur telle qu’elle est décrite au
chapitre 1, on cherche a obtenir sur chaque transfert 7; de la boucle fermée une
propriété qui se traduira par une contrainte sous forme d’inégalité matricielle.
On formule ainsi le cahier des charges de la synthése sous forme d’un probleme
d’optimisation sous contraintes d’inégalités matricielles. Nous allons donc
nous attacher a établir des liens entre un cahier des charges et des notions de
type H.., Hy ou o-stabilité, que I’on sait quant a elles exprimer sous forme
matricielle. Dans le cas général, la formulation a laquelle on aboutit ne
correspond pas a un probléme convexe. En effet, les inégalités obtenues ne sont
pas linéaires en les parameétres inconnus, il ne s’agit donc pas de LMI. Les
paragraphes suivant s’attacheront a rendre linéaires ces inégalités. Notons que
si nous nous limitons aux trois critéres cités ci-dessus, d’autres peuvent étre
considérés [Fol97, SGC97, Chi96].

3.3.1. Norme H.,

La norme H.. des systémes a été¢ au centre de nombreuses études au cours des
années 90 [ZDGY6, Fra87, et références incluses] ; elle a en effet permis de
donner un formalisme unifi¢ pour 1’analyse et la synthése fréquentielle [DF99].
Elle permet de prendre en compte des objectifs de suivi de référence, de
stabilité, de «roll-off », de marges de stabilit¢ et de modelage des différents
transferts. Il s’agit d’une norme induite par la norme euclidienne des signaux
comme le montre la définition suivante.

Définition 3.1 Norme H..

On appelle norme H., du transfert 7} entre w; et z; le réel positif défini par :

V4
I ].= sup 2, (Eq. 3.3.1)
wieLl, wy #0) ||W1||2

Il existe une caractérisation par inégalité matricielle de la borne supérieure de
cette norme comme le montre le théoréme suivant.
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Théoréme 3.1 [BEFB94]. Caractérisation matricielle de la norme H..

Un systeme discret (4, B, C, D) est stable et admet une norme H.. inférieure a
un niveau ¥si et seulement si :

-Xx," 4 B 0

T T
4 Xpo 0Oy (Eq. 33.2)

3.3.2. Norme H,

La norme H, d’un systéme est définie a partir d’une caractérisation
entrée/sortie pour les signaux aléatoires. Elle permet d’intégrer un critére
énergétique sur I’ensemble de la bande de fréquence. La norme H, est par
exemple un bon outil pour évaluer I’aptitude du systéme a filtrer les bruits
engendrés par les capteurs, générés par les actionneurs ou bien encore issus de
perturbations extérieures d’énergie connue.

Définition 3.2 Norme H,

On appelle norme H, du transfert 7, entre w, et z, le réel positif défini par :

|17 ], = \/ | ; trace( 7,2 | 1,27 ) dv (Eq.3.3.3)

Le calcul algébrique de la norme H; utilise les grammiens d’observabilité et de
commandabilité du systétme [Mac89]. On montre que pour un systéme qui a
pour représentation d’état les matrices (4, B, C, D) :

|D+C(e1 -4y B| = \mracelD" D+ B'L,5)
2 (Eq. 3.3.4)

= Jtrace(pD™ + CL,CT )

ou L. et L, sont respectivement les grammiens de commandabilité et
d’observabilité, solutions des équations de Lyapunov suivantes :
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AL A" —L,+BB" =0
(Eq. 3.3.5)

ATLA-L,+CTC=0

De plus il existe une caractérisation par inégalités matricielles de la borne
supérieure de cette norme comme le montre le théoréme suivant :

Théoréme 3.2 Caractérisation matricielle de la norme H,[Fol97]

Un systeme discret (4, B, C, D) est stable et admet une norme H, inférieure a
un niveau ¥ si et seulement si :

A" X, A- X, +CTC <0

(Eq. 3.3.6)
trace(DTD + BTXZB)< 72

L’utilisation conjointe du lemme de Schur et de manipulations matricielles
conduit a une caractérisation sous forme d’inégalités matricielles. Le systéme
est stable et admet une norme H; inférieure a un niveau v si et seulement si il
existe deux matrices symétriques définies positives X, = X,’ >0 et
Yy=y">0 telles que :

-X,' 40

AT —x, ¢’ <o (Eq. 3.3.7)
0 c -1
-X,' B 0
BT -y DT <0 (Eq. 3.3.8)
0 D -1
trace(Y) < y° (Eq. 3.3.9)

L’intérét de la norme H, réside dans son interprétation énergétique et dans
I’équivalence que I’on peut trouver entre la synthése H, et la synthése LQG :
I’annexe 1 du paragraphe 3.9 est consacrée a ces problémes.
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3.3.3. Propriété d’a-stabilite

L’ a-stabilité est une propriété des systemes qui permet de garantir la rapidité
de convergence vers un point d’équilibre. Ce critére peut aussi étre vu comme
une contrainte de placement de pdles dans un disque de rayon o.

Définition 3.3 o-stabilité

L’état x d’un systéme est dit o-stable (o €]0;1[) si et seulement si pour une
entrée nulle et pour toute condition initiale x(0), la relation suivante est
vérifiée :

tim (o] x(k)[ )= 0 (Eq. 3.3.10)

k—oo

De manicre équivalente on peut dire que le module des valeurs propres de la
matrice d’évolution est inférieur a o.

I1 existe une caractérisation matricielle de cette propriété :

Théoréme 3.3 Caractérisation matricielle de [’ o-stabilite

Un systeme (A4, B,C, D) est a-stable si et seulement si :

a2X3 AT

X, = XL >0/
3 3 X3—1

>0 (Eq. 3.3.11)

Deémonstration

En appliquant le lemme de Schur, la relation (3.3.11) est équivalente a la
relation suivante :

. .

X3 >0

ou bien encore 1 VY 1 (Eq. 3.3.13)
X, —(—A) X3(—A)> 0
o o

Cette relation montre que la fonction suivante :
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V(k)= x(k)" x5 x(k) (Eq. 3.3.14)

est une fonction de Lyapunov pour le systéme dynamique :

x(k+1)= 1 Ax(k) (Eq. 3.3.15)
o

Les valeurs propres de la matrice — A4 sont donc a I’intérieur du disque unité.
o

Et par conséquence les valeurs propres de la matrice 4 sont a I’intérieur du
cercle de rayon o

Il est important de noter qu’il s’agit une notion trés contraignante, en effet il
n’est pas possible de I’imposer sur un sous-ensemble des valeurs propres du
systéme.

3.3.4. Modification par congruence

Nous venons de présenter les caractérisations classiques des normes H; et H..
en temps discret, cependant on remarque que cette représentation est non
linéaire en les variables. Dans le cas de ’analyse, une application du lemme de
Schur suffit a lever les non linéarités. Lors de la synthése cette méthode conduit
a des termes d’ordre 2, qu'il est plus facile par la suite d’éliminer que des
termes d’ordre 3 ou des inverses.

Ainsi nous allons adopter un formalisme différent, qui peut sembler moins
¢légant au sens de la minimalité en symbole mais ne faisant intervenir que des
termes bilinéaires que I’on s’attachera ensuite a faire disparaitre pour mener a
bien la synthése d’une loi de commande.

Le lemme suivant rappelle une propriété des matrices définies positives :
Lemme. Positivité et congruence
Soient deux matrices A€ C™" et Ce C™™,sid>0 alors C° AC >0

De plus C*4C > 0 si et seulement si rang (C) = m (C est de rang plein)
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Utilisons ce résultat avec les matrices Il;, Il, et Il; suivantes pour les
caractérisations respectives des normes H,, H.. et de I’a-stabilité :

X,y 0 00

IT, = 0 100 (Eq. 3.3.16)

o o0 1 0 4=

0 0 0 [
X, 00

I,=(0 I 0 (Eq. 3.3.17)

0
Il; = I (Eq. 3.3.18)
Remarque :

Les matrices I1;, I1, et I1; sont de rang plein car définies positives.

La modification par congruence en multipliant a gauche et a droite les
inégalités matricielles (3.3.2) par I1; et I1,”, (3.3.7), (3.3.8) par I, et I1,”,
et (3.3.11) par II5 et H3T se traduit immédiatement par le théoréme suivant :

Théoreme 3.4 Probleme multicritere

En utilisant les notations suivantes qui se reportent a la Figure 3.4, les
transferts de w; — z; notés T; ont pour représentation d’état :

i,cl i,cl

Al B; [
P = Eq. 3.3.19
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7] 44— — W
Z; 44— P 4— W2
Z; 44— +— W3
47
y u
L K

Figure 3.4 Boucle de correction

Alors le systtme LFT (P, K ) vérifie les trois propriétés suivantes :

1Tl <n (Eq. 3.3.20)
Iz, <72 (Eq. 3.3.21)
LFT(P,K) o-stable (Eq. 3.3.22)

si et seulement si il existe quatre matrices symétriques définies positives X,
X,, X3 etY telles que les inégalités suivantes soient vérifiées :

- Xl XIACZ XlBl,cl 0
ATx, -X 0 c b
o : b l<0 (Eq. 3.3.23)
B . X 0 -nl Dy
0 Cao Diag -1l

JXy —X, Gl |<0 (Eq. 3.3.24)
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- X, X1B; 0

B,y X, -Y Dy, |<0 (Eq. 3.3.25)
0 D2,cl -1
trace(Y) < y,° (Eq. 3.3.26)

0‘2X3 AclTX3
X34, X3

>0 (Eq. 3.3.27)

3.4. Généralités sur la problématique de la synthése

Le probléme est alors de trouver une solution a ce probléme ; si on s’intéresse a
I’analyse d’un systéme, les inégalités précédentes sont linéaires en les variables
inconnues, il s’agit donc simplement d’un probleme de faisabilit¢ LMI, et
celui-ci ne pose pas de probléme particulier. En revanche dés qu’il s’agit de la
synthése d’un correcteur les matrices de la représentation d’état dépendent du
correcteur qui fait partie des variables d’optimisation du probléme :

B A+B,DxC, B,Cx | Bi+B,DgD,,
I il

(C-Cz D." J: BC, Ay BgD,, (Eq. 3.4.1)

b Ci+ Dy DgC, D;Cg | Dy + Dy Dg Dy,

i,cl

Les inégalités du probléme multiobjectifs ne sont donc plus linéaires et il
n’existe pas aujourd’hui de méthodes pour résoudre ce genre de probleme. Il
est donc nécessaire de le transformer tout en conservant ses caractéristiques.
Deux approches sont alors envisageables :

- On cherche a satisfaire des propriétés plus générales que celles qui sont
demandées et on se rameéne a un ¢énoncé que l’on sait résoudre
numériquement. On parle alors de solution conservative.

- On limite la recherche de solution a un sous-ensemble des solutions
possibles. On parle alors de solution sous-optimale.

On trouve dans la littérature la premicre approche essentiellement sous la
forme d’une réduction des degrés de liberté. En effet, en imposant dans les
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inégalités que pour tous les critéres la fonction de Lyapunov considérée soit
identique (Vi X; = X'), on impose une contrainte de stabilité plus forte que
celle qui est nécessaire alors que la recherche du correcteur se fait dans un
ensemble non limité. Cette approche est largement développée dans [Chi96,
EF96a, EF96b, Fol97, MOS98, SGC97]".

Dans cette approche, la démarche peut se résumer par les points suivants :

- On impose une fonction de Lyapunov unique X pour I’ensemble des
objectifs de synthése?.

- Un changement de variable bijectif permet de rendre les inégalités
matricielles linéaires en les nouvelles variables ; il utilise la fonction de
Lyapunov et les matrices de la représentation d’état du correcteur (c’est
principalement cette étape qui varie selon les approches considérées).

- Le probléme, mis sous forme LMI, peut alors étre résolu de manicre
numérique.

- La reconstruction du correcteur peut alors se faire en utilisant le
changement de variable inverse.

Les deux points délicats et dont il est difficile de mesurer les effets sont le
choix d’une matrice X unique et le changement de variable qui doit étre
numériquement bien pos¢ pour pouvoir étre inversible.

La seconde approche qui consiste a chercher une solution sous-optimale est
souvent utilisée en tenant compte de propriétés structurelles du systeme étudié
et réduit nécessairement le champ d’application de telles méthodes’.
Cependant, nous allons voir comment il est possible de s’inscrire dans cette
approche tout en gardant un caractére général quant aux systémes considérés.
Le caractere sous optimal vient du fait que le correcteur est recherché dans un
sous-espace des correcteurs candidats.

' La thése [Fol97] présente un ensemble de critéres exposés de maniére unifiée pour la synthése et
I’analyse, on y trouve aussi des exemples d’applications concretes. L’article [MOS98] présente une
approche similaire avec un formalisme synthétique ; la méthode présentée est trés proche de ce qu’on
peut trouver dans [SGC97]. En effet, on trouve dans cet article des résultats identiques présentés sous
forme de catalogue de critéres comme dans la thése [Chi96].

2 11 est affirmé dans [SGC97] que le conservatisme induit n’est pas problématique. Il est cependant
important de remarquer que les axes de recherche sur le sujet sont justement tournés vers ce probléme
de conservatisme qui est la limitation majeure de cette approche.

3 Voir I’introduction du chapitre pour situer les différentes approches.
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3.5. Optimisation du parametre de Youla

Ce paragraphe est consacré a I’exploitation des propriétés de la paramétrisation
de Youla. En effet, celle-ci va permettre d’exprimer un probléme de synthése
multicritére par retour statique de sortie sous forme de probléme d’optimisation
convexe. On rappelle sur la Figure 3.5 (issue du chapitre 2) les différents
systémes mis en jeux et les notations introduites au chapitre 2.

1 1
Z,'< L ¢ L Wi
1 P 1
1 — !
1 y u 1
1 1
o o
1
E 1 —p 1 :
Lo J 1 :
: 1 _> 1 .
1 1 1
E eodee T T - _._. —i
| !
1
L o
! . Y K

Figure 3.5. Forme générale de la paramétrisation de Youla

3.5.1. Linéarisation des inégalités matricielles

Soit le systtme G de la Figure 3.5, asymptotiquement stable, et QO un retour
statique de sortie :

A, | B
G=|291"69letQe R™™ (Eq. 3.5.1)
CG DG

Nous allons montrer qu’il existe une formulation LMI au probleme de
commande H,/H... Ce résultat est obtenu par changement de variables et
manipulations matricielles.
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Considérons les caractérisations matricielles des normes H; et H.. du systéme
bouclé :

Gey =LFT(G,Q)=(CI D,
C C

A, | B
ol | “c ) (Eq. 3.5.2)

ou @ est un retour statique de sortie ; compte tenu de la propriété 3 de la
paramétrisation de Youla présentée au chapitre 2, la représentation d’état du
systéme boucl¢ a la forme suivante :

4 4+ B;0C;
.| A
¢ Cy Gy + DROC
Cy1 Cop + Dy 0C;

By + B;0D;y By + B;0D;,
By, By,
Dy + Dy;0D;y Dy + Dy 0Dy,
Dyy + Dy;0D;1 Doy + Dy;0Dy
(Eq. 3.5.3)

Les caractérisations par inégalités matricielles des normes H.. et H, exposées
au paragraphe 3.3.4 et appliquées a G,; ne sont pas linéaires en les variables
(les fonctions de Lyapunov et le gain Q). Par exemple le terme X 14¢, fait
intervenir un terme ou intervient dans le méme produit X et Q. Il est donc
nécessaire de modifier le probléme pour le transformer en un probléme
d’optimisation convexe.

Soit X; la fonction de Lyapunov associée au critére i (H.. ou Hy). On la
partitionne dans les mémes proportions que la matrice d’état de G :

X = WiT Zi ) selon Ag = A A3 (Eq. 3.5.4)
Z;i Y 0 4

et on définit le changement de variable bijectif suivant :

Ri’lxi’l N Ri’lxi’l

Lyw 2z R S, Wil —w'z, (Eq. 3.5.5)
T sl - Ty—1 Ty—1
Zi Y S L) \-z'w v -z'w 'z

1

ainsi que la matrice M, :
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R, O

M. =| ! Eq.3.5.6
1 (SiT Ji ( q )

|

En appliquant au systetme bouclé G, les caractérisations matricielles des
critéres décrites au paragraphe 3.3 et en utilisant les propriétés de congruence,
on obtient des formulations LMI.

Probléme H..

En utilisant la congruence par la matrice I1; = diag(M; M; I I), on
obtient a partir de (3.3.23) :

0 -1 O I 4, T,By, 0
* x| _R 0 0 RTc,” o
: <
¥k | -7 0 G, +Co" D + 857Gy
* * * * -l D"+ DﬁlTQTDleT
* * * * * —l
(Eq. 3.5.7)
Probléme H,

En utilisant la congruence par les matrices Il,, = diag(M, M, 1) et
,, = diag(M, I 1), on obtient a partir de (3.3.24), (3.3.25) et (3.3.26) :

~Ry 0 | AR, A4S,-S,4,+4; +B;0C; 0
0 -T,| 0 T, A, 0
* x| R, 0 Ry Cy)" <0
* * 0 — T2 C2,2T + C);TQTDZZ;T + SZTCZJT
* * * * -7
(Eq. 3.5.8)
- R2 0 B2,1 + BLQQD)*Q - S232’2 0
. . T 7T |<Y
-Y Dyy" + Dy QF Dy
k k % _ ]
(Eq. 3.5.9)
trace(Y) < 7> (Eq. 3.5.10)
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Ces différentes inégalités sont effectivement linéaires en les parameétres R, S,
T, Q et y; pour le probléme H.. et R,, S,, T, Y, QO et j/zz pour le
probléme H,. Les deux problémes sont couplés par le retour statique de sortie
O et utilisent des fonctions de Lyapunov indépendantes. Nous avons ainsi
montré 1’existence d’une formulation LMI au probléme de commande H, / H..
et explicité les LMI correspondantes.

Remarque :

Il est important de noter que si l'on souhaite intégrer une contrainte d’o-
stabilité il est nécessaire se s’assurer qu’elle est déja vérifiée par G avant de
calculer Q. En effet, de part la propriété fondamentale de la paramétrisation de
Youla, les pdles de G ne sont pas modifié€s par I’interconnexion de Q.

3.5.2. Vers une solution optimale

La solution sous-optimale ainsi trouvée avec un parametre de Youla statique
peut étre considérablement améliorée en utilisant un parameétre dynamique. De
plus I’ensemble des correcteurs stabilisant pouvant étre généré par 1’ensemble
des paramétres de Youla, on peut espérer se «rapprocher » de la solution
optimale.

3.5.2.1. Probleme

Si ’on souhaite introduire un retour dynamique de sortie pour augmenter le
nombre de degrés de libert¢ pour I’optimisation et donc réduire le
conservatisme de la méthode, on choisit comme parametre de Youla un
systéme dynamique de représentation d’état :

Ao | B
0 | Po

0= (Eq. 3.5.11)
Co | Do

Dans ce cas, on se ramenera au cas précédent d’un retour statique de sortie en
fixant la paire (4yp Bgp) — ou la paire (4g Cp). Ce choix se justifie en
remarquant que les dynamiques de Q apparaissent directement dans les
dynamiques de la boucle fermée. Par ailleurs la représentation d’état de la
boucle fermée en incluant les dynamiques de Q répond bien a la structure
nécessaire a la méthode exposée. En intégrant les dynamiques de Q dans le
systéme G on obtient le systéme augment¢ suivant :
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4 45 0,g B, Bj B;
U, A, 0 By Brs O(u—r)n,
Opr  BoCy  Ag | BoDyi BoDiy  Ogua,
G=| G Cio 0 Dy Dy Dy |(Bq.3.5.12)
G Qo O | Dy Dy D
Oper Opnr) 1, 0 0 0
0,0, xr G Ouxg | D Dy, 0

et le parametre Q de la Figure 3.5 est formellement remplacé par la matrice
(Co Dg).

3.5.2.2. Choix de dynamiques pour Q

L’ensemble des résultats précédents peuvent alors étre modifiés pour la
synthése d’un parametre de Youla dynamique. En effet, on considére une
famille libre de systémes stables {0, }i=0...nQ avec :

Y
0=> 9,0 (Eq. 3.5.13)

i=0

Alors les résultats restent valables pour le systéme augmenté obtenu en
remplagant G par G et Q par Q définis par la Figure 3.6.

22

| ﬁ
G >

> 0, >

>0, » 4]

L’QnQ 1 é

Figure 3.6 Structure avec un Q dynamique
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Du point de vue pratique, il est necessaire de fixer la paire (4 Bg),
autrement dit il faut que I'information contenue dans (Cy Dg) soit
suffisante pour caractériser le systtme Q tout entier. Une formulation qui
répond bien a cette demande est de considérer O comme un filtre a réponse
impulsionnelle finie (filtre FIR) :

0i(z)=z" pour i =0...n, (Eq. 3.5.14)
La représentation d’état de Q est alors la suivante :

0
o=| o I, (Eq. 3.5.15)

Qny Gng-1 - @1 | 40

I(nQ—l)xny
0

ce qui correspond a introduire ng retards sur chaque sortie (Figure 3.7).
La sortie p[k] est remplacée par 7[k], avec :
ilk]
ylk]=| (Eq. 3.5.16)
ilk—r]

Z < > Wi

V) ¢ G l %)
——

% u

[\]l
~]
~

l

Figure 3.7 Systeme augmenté par une batterie de retards
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Cette méthode a 1’avantage important d’étre trés simple a implémenter. La
difficulté réside dans le choix des dynamiques du paramétre Q ; ce probléme
reste encore ouvert.

3.5.2.3. Choix d’une base de systemes stables

Plus généralement, I’ensemble des systémes stables est de dimension infinie et
il n’existe pas a I’heure actuelle de méthode d’optimisation pour ce type de
problémes. Ainsi il est nécessaire de tronquer 1’espace des systémes stables et
la solution obtenue ne sera qu’un minimum global dans cet espace tronqué.
Toute la difficulté des méthodes exposées réside donc dans le choix de cette
base qui devra répondre aux deux exigences suivantes :

- générer un ensemble de systémes le plus grand possible,
- étre d’une complexité réduite pour des raisons numériques.

Le compromis entre ces exigences contradictoires ne pourra étre envisagé
qu’avec une connaissance approfondie du probléme de commande considéré.

Sans rentrer dans les détails de conditionnement numérique des différentes
bases de systémes stables, on peut citer les travaux de [HFBF01, Sch95, Dar99,
NN97, NG97, SBS99].

Le probleme posé n’est pas simple et souleve le paradoxe de [’information a
priori bien connu dans le domaine de I’identification des systémes. En effet
pour garantir que la solution optimale est un élément de I’ensemble généré par
la famille {Q, }l.:Oan , 1l faut avoir une connaissance a priori du résultat
recherché ! Cette connaissance va de paire avec la connaissance du systéme que
I’on cherche a commander.
Du point de vue pratique, on pourra inclure dans cette famille :

- les dynamiques du correcteur initial

- les dynamiques de la boucle ouverte

- les dynamiques de la boucle fermée

- une série de retards et avances de phase

- un FIR
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Il faut cependant garder en téte qu’un probléme d’optimisation sera ensuite
numériquement résolu et que la taille de celui-ci dépend du nombre de

dynamiques introduites par la famille {0, }i= 0.ng

3.6. Algorithme

L’utilisation des concepts développés dans les paragraphes précédents aboutit a
une méthode systématique de synthése de loi de commande satisfaisant
simultanément un ensemble de critéres.

La méthode se décompose en 4 étapes :

(1) Synthése initiale : synthétiser un correcteur initial en utilisant les
algorithmes classiques tels que les méthodes LQG, optimisation H; ou
H.. ou bien encore d’autres algorithmes de synthése multicritére
malgré le conservatisme induit.

(i) Paramétrisation observateur / retour d'état : il s’agit de mettre en
ceuvre la structuration de correcteur exposée au chapitre 2 afin
d’obtenir une paramétrisation de Youla et les systémes
d’interconnexion G et J (définis sur la Figure 3.5).

(iii)) Optimisation convexe : choisir I’ordre du paramétre de Youla Q et
résoudre le probléme d’optimisation sous contraintes LMI décrit au
paragraphe 3.5.

(iv) Reconstruction du correcteur : le correcteur final est obtenu par
interconnexion des systémes J et O :

K=J%0 (Eq. 3.6.1)

Cette méthodologie reste suffisamment générale pour ne pas restreindre la
classe des systémes pour lesquels on peut la mettre en ceuvre. En effet la seule
contrainte forte réside dans la formulation matricielle des contraintes lors de
I’étape (iii). D’autre part la flexibilité induite par la séparation des contraintes
permet de réaliser des syntheses tres différentes comme le montre I’exemple du
paragraphe 3.7.
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Remarque

D’un point de vue pratique, on peut supposer que la qualit¢ des résultats
dépende du correcteur initial. La premiére étape de la synthése peut donc faire
appel a une synthése conservative utilisant une fonction de Lyapunov unique
[SGCI7] ou une synthése monocritére garantissant déja un des objectifs de
synthése [CD99].

Par ailleurs, la contrainte d’ o-stabilité doit étre prise en compte lors de 1’étape
de synthése initiale (i) conformément a la remarque faite au paragraphe 3.5.1.

3.7. Application a un bras flexible

Dans ce paragraphe, nous proposons une ¢évaluation de cet algorithme en
considérant un benchmark choisi dans les années 90 par le Groupe de
Recherche Automatique du CNRS [LDL96]. Le probléme est traité par deux
approches différentes, qui mettent en évidence les diverses possibilités de la
méthode.

3.7.1. Le systéme étudié

Le systéme est un bras flexible, d’une longueur de un metre, constitué¢ de deux
lames d’aluminium reliées entre elles par dix pontons régulierement espacés.
Ce bras est fixé par une de ses extrémités a un axe vertical. L’axe peut étre mis
en rotation par un moteur a courant continu, qui fait décrire au bras un
mouvement circulaire dans le plan horizontal (Figure 3.8). L’extrémité libre du
bras peut recevoir une charge dont la masse varie de 0 a 75 g, et la position de
cette extrémité est mesurée par un capteur a infrarouge. Ce systeme a donc
pour entrée la commande u de I’asservissement analogique de la position du
moteur, et pour sortie y la position de I’extrémité libre du bras, mesurée par le
capteur.
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Capteur IR

Bras Sortie

Moteur DC Charge

Commande

correcteur

Figure 3.8 Bras flexible

La modélisation tient compte des trois premiers modes de résonance qui sont
trés peu amortis. La fréquence de Shannon a donc été choisie entre le 3™ et le
4™ mode. La période d’échantillonnage est T ., =70 ms. Trois modéles
d’ordre 6, correspondant a des charges de 0 g, 25g et 75g, ont été identifiés

[LDL96]. Ils correspondent a la fonction de transfert :

_ -3 —4 -5 6
byz ™2 4 byz 4 byz "t + b5z + byz (Eq. 3.7.1)

H(z_l)—

1+ alz_l + azz_z + a3Z_3 + a4Z_4 + aSZ_S + a6Z_6

Les coefficients et les réponses fréquentielles des trois modeles sont donnés

dans le Tableau 3-I et la Figure 3.9 respectivement.

L’objectif de ce benchmark est de commander les trois configurations de ce
bras souple avec un correcteur unique.
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Coefficients Charge 0 g Charge 25 g Charge 75 g
a -1,95254 -2,12025 -2,30990
a 1,38492 1,50938 1,73794
a3 -0,57667 -0,41965 -0,46104
ay 0,81758 0,67078 -0,72261
as -1,33320 -1,28873 -1,33301
a6 0,76063 0,71391 0,68082
b, 0,04235 0,03682 0,03531
b; -0,04359 0,00961 -0,01520
by -0,16986 -0,10102 -0,12648
bs 0,42575 0,28427 0,27310
bg -0,19068 -0,12933 -0,13373

Tableau 3-1 Parametres des 3 modeles

Module

-180 |

-360 |-

-540 |

Phase

=720 |

75g\ 258
V' _—
3 /}W&h—/””’ e
A
N\L_A
! 10’ 10'
\
N
N
" 10’ 10

Pulsation

Figure 3.9 Représentation de Bode des 3 modéles de bras souple
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3.7.2. Spécifications

Les études faites au Laboratoire d’Automatique de Grenoble ont montré qu’il
¢était nécessaire de calibrer la fonction de sensibilité perturbation-sortie (3.7.2)
essentiellement pour des raisons de robustesse par rapport aux variations des
parametres :

S=(I-KH)" (Eq. 3.7.2)

De méme, la fonction de sensibilité perturbation-commande (3.7.3) doit étre
calibrée pour des raisons de sollicitation de I’actionneur et de robustesse vis-a-
vis des dynamiques hautes fréquences :

KS=K(I-KH)"' (Eq. 3.7.3)

Le régulateur doit étre calculé de fagon a tenir les spécifications suivantes pour
les trois charges :

1) Maximum de la fonction de sensibilité perturbation-sortie :

| S | < 6dB (soit une marge de module supérieure a 0,5)

2) Maximum de la fonction de sensibilité perturbation-commande

| KS | <15 dB pour les fréquences comprises entre 0 et 0,4 f; (ou f estla

fréquence de Shanon)

| KS | <10 dB pour les fréquences comprises entre 0,4 f; et 0,5 f;

3) Marge de retard AT 27, = 70 ms
4) Erreur statique nulle
5) Face a un échelon de consigne :
- temps de montée a 90% de la valeur finale inférieur a 1,8 s

- temps d’établissement a 2% inférieur a 4,8 s
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6) Face a un échelon de perturbation appliqué en sortie :
- temps de rejet de la perturbation inférieur a 2,8 s

- intégrale du module de I’écart a la consigne normalisé par
I’amplitude de la perturbation inférieure a 1,5 s. En notant &
I’erreur et D I’amplitude de la perturbation, cette grandeur est
donnée par la relation suivante :

E= i @ T (Eq. 3.7.4)

e
k=0

Afin de résoudre ce probléme de commande avec la méthodologie présentée
dans ce chapitre, deux approches différentes sont mises en ceuvre. La premiére
utilise un critere d’o-stabilité tandis que la seconde utilise une modélisation
particuliére pour les modes souples. Ces deux approches sont ici exposées pour
montrer la flexibilité de I’algorithme de synthése utilisé.

3.7.3. Synthese multicritére : o-stabilité

Dans cette premiere approche, la robustesse vis-a-vis de la charge est
recherchée en imposant une contrainte d’o-stabilité: outre qu'elle permet
d'assurer une certaine rapidit¢ a la boucle fermée, elle évite surtout les
compensations pole-zéro entre le correcteur et le modele de synthése, dont on
sait qu'elles posent des problémes de robustesse sur les structures flexibles. Le
correcteur est calculé en utilisant le modéle a vide. Les résultats obtenus sur les
trois modeles sont donnés dans le paragraphe suivant.

La Figure 3.10 donne le schéma de synthése qui a été choisi: le suivi de
consigne est assuré par l'ajout explicite d'un intégrateur numérique dans la
boucle. Le correcteur, qui a 3 entrées, réalise donc une correction a 2 degrés de
libert¢ avec action intégrale. Des pondérations constantes W, =0,5 et
W, = 0,2 sont utilisées pour traduire les spécifications sur S et KS en objectifs
H.. : ceux-ci sont respectés si les transferts de w; vers z; et de w; vers z, ont
une norme H.. inférieure a 1. Le choix de ces valeurs est directement issu des
spécifications sur S et KS :

1 1
— ~6dB et — ~ 14 dB (Eq. 3.7.5)

m W,
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P Bras flexible | + » w, —»

Z1

Correcteur

Figure 3.10 Schéma de synthése (premiére approche)

Comme indiqué dans 1’algorithme du paragraphe 3.6, la synthése consiste en
deux étapes successives basées sur I’optimisation LMI.

La synthése initiale est faite a partir d’'une méthode multicritére n’utilisant
qu’une seule fonction de Lyapunov. Les critéres sont ’o-stabilité (la valeur
a = 0,875 a été choisie pour contraindre les poles dominants de la boucle) et la
performance H., sur K § :

<y et o - stabilité ) (Eq. 3.7.6)

W —Zp

min (j/ / HT

()

L’algorithme utilis¢ est déduit de [SGC97] avec quelques manipulations
matricielles pour obtenir une formulation en temps discret. Il fournit un
correcteur initial d'ordre 7.

La seconde étape (passage a une forme observateur / retour d'état) est réalisée
en affectant a la dynamique de commande les valeurs propres les plus lentes.

La troisiéme étape (optimisation du paramétre de Youla) est une synthése
multicritére ou les objectifs sur S, K S et le suivi de référence sont introduits
sous la forme de deux contraintes H.. :

i AT | G| I el | P T R
1 2 WZKS _ Tw1—>zz 3 1 7 =€ |loo 2

(Eq. 3.7.7)
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L’avantage de cette formulation (par rapport a une synthése H.. traditionnelle)
est de supprimer toute contrainte artificielle sur les transferts croisés de » vers
zy et z5, etde wy vers €.

Afin d’obtenir des résultats probants, un paramétre de Youla sous forme de
filtre FIR d’ordre 4 a été utilisé. L’ordre du correcteur finalement obtenu est 11.

3.7.4. Résultats de la premiére approche

Les résultats temporels obtenus sont résumés dans le Tableau 3-II tandis que
les performances fréquentielles sont présentées dans le Tableau 3-III. Ils sont
trés satisfaisants si l'on se référe aux objectifs et aux résultats obtenus par
d’autres méthodes [LDL96]. L’indice de performance défini dans [LDL96] est
de 97%.

Le diagramme de Bode du correcteur (Figure 3.11) et le diagramme de Black-
Nichols de la boucle ouverte (Figure 3.12) montre qu’il n’y a pas eu de
compensation pole / zéro lors de la synthése. La Figure 3.13 montre que les
spécifications sur les fonctions de sensibilit¢ S et KS sont globalement
respectées pour les trois modeles. Enfin, les réponses a des échelons de
consigne et de perturbation (Figure 3.14 et Figure 3.15) remplissent les
objectifs de manicre satisfaisante.

Echelon de consigne Perturbation
t10%(S) | ta, (s)| Dépassement (%) tioe (8) [edr (s)
Objectifs 1,8 4.8 10 2.8 1,5
0g 1,68 2,54 0 2,21 1,03
25¢g 1,47 3,26 0 2,29 1,08
75 ¢ 1,28 4,80 11 2,44 1,08

Tableau 3-1I Résultats temporels
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Domaine fréquentiel
S KS AT (ms)
Objectifs 2 6/3 70
Og 2,1 4,32/3,8 56,0
25¢g 1,8 5,25/3,13 74,5
75 g 2,3 6,29 /3,00 293
Tableau 3-1II Résultats fréquentiels
10
10 ~—
iﬁ 10’ \\\ —— vr\
N 7
- 10" \ -~
A4
107 - ;
10 10 10
0 AT
§ -18
36 TN
10" 10 10
Pulsation

Figure 3.11 Diagramme de Bode du correcteur
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Figure 3.12. Diagramme de Black-Nichols de la boucle ouverte corrigée
(contours a 1 dB,3 dB et 6 dB)
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Figure 3.13 Fonctions de sensibilité S et KS
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Figure 3.14 Réponses a un échelon de consigne
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Figure 3.15. Réponses a un échelon de perturbation

3.7.5. Algorithme de synthése : deuxiéme approche

Dans ce paragraphe, la robustesse est recherchée en introduisant des
incertitudes sur chacun des modes. Le suivi de consigne est assuré de fagon
classique en synthése H.. , par une pondération sur l'erreur d'asservissement. Le
correcteur est calculé en utilisant le modele a vide. Les résultats obtenus sur les
trois modeles sont donnés dans le paragraphe suivant.

Les incertitudes sont modélisées en utilisant la décomposition en éléments
simples de la fonction de transfert :

3

H(z) =Y K;

i=1 22 + (XiZ + ﬁi

Zra; (Eq. 3.7.8)

Chaque ¢€lément simple, qui correspond a un mode, est noté M ;. On modélise
alors les incertitudes sur chaque mode par un scalaire complexe 9; (Figure
3.16) qui traduit simultanément des incertitudes sur le gain, la pulsation propre
et I’amortissement du mode.
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v

Figure 3.16 Incertitude sur le mode M ;

Le systeme global est la somme des trois modes souples, la matrice
d’incertitude résultante s’écrit donc A = diag(6y,0,,03).

La Figure 3.17 donne le schéma de synthése avec un correcteur a deux degrés
de liberté qui a été choisi: elle contient les mémes pondérations constantes
W, =05 et Wy, =0,2 pour les objectifs H.. sur § et KS, et une pondération
W) pis du premier ordre pour assurer le suivi de consigne :

0,535z - 0,465
z—-0,999

Wibis (2) = (Eq. 3.7.9)

Les signaux z, et w, correspondent aux entrées et sorties de la matrice
d’incertitude A. D’aprés le théoréme du petit gain, la robustesse aux incetitudes

est d’autant meilleure que HT Wy —>24 H est petite.

~

u Bras flexible
A Correcteur » W, —»

Ll ZI

Figure 3.17 Schéma de synthese (deuxieme approche)

Les trois étapes de la synthese s'effectuent successivement comme suit :
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La synthése initiale est faite a partir d’'une méthode multicritére n’utilisant
qu’une seule fonction de Lyapunov. Les critéres sont la performance H.. sur S
et KS et la robustesse de la stabilité par rapport aux variations de mod¢les :

min| 7, H(Wsz]

Le choix de 7y, =1 permet d’assurer un niveau de robustesse suffisant et
notamment d’éviter les éventuelles compensations pole zéro. L’algorithme
fournit un correcteur initial d'ordre 7.

TWI—)ZI
= T <’}/1 et HTW2—)Z4 oo

W —2)

<7, |(Eq.3.7.10)

oo

La seconde étape est réalisée la-aussi en affectant a la dynamique de commande
les valeurs propres les plus lentes (la dynamique de la pondération W, est elle
aussi affectée a la commande en raison de son caractére non observable par les
mesures).

La troisiéme étape est une synthése multicritére ou les objectifs sur S, KS et le
suivi de référence (transfert entre » et € noté S, ) sont introduits sous la forme
de deux contraintes H.,

TWIHZI
wks| N T =N
I’Illl’l + WI%Zz . Ul
Yitva/ 2 - (Eq. 3.7.11)
”I/Vlbzvazv”(><> r—>z3 < Y2

Afin d’obtenir des résultats probants, un parametre de Youla sous forme de
filtre FIR d’ordre 4 a été utilisé. L’ordre final du correcteur obtenu est 12.

3.7.6. Résultats de la deuxiéme approche

Les résultats obtenus sont résumés dans le Tableau 3-IV pour les performances
temporelles et dans le Tableau 3-V pour les performances fréquentielles. Ils
sont 1a aussi tres satisfaisants. L’indice de performance est de 98%.

Le diagramme de Bode du correcteur (Figure 3.18) et le diagramme de Black-
Nichols de la boucle ouverte (Figure 3.19) montre qu’il n’y a pas eu de
compensation pole/zéro. La Figure 3.20 montre que les spécifications sur les
fonctions de sensibilité S et KS sont respectées pour les trois modéles, tandis
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que la Figure 3.21 montre la réponse en suivi de trajectoire avec le gabarit
1/ W, utilisé. Enfin, les réponses a des échelons de consigne et de
perturbation (Figure 3.22 et Figure 3.23) remplissent les objectifs de maniére
satisfaisante (méme si le temps de montée est légérement supérieur a la
spécification).

Echelon de consigne Perturbation
t10%(S) | tae, (s)| Dépassement (%) tioe (S) [edt (s)
Objectifs 1,8 4.8 10 2.8 1,5
0Og 2 4,1 5 1,9 1,10
25¢g 2,1 4,1 9 2,15 1,11
75¢g 2,3 4,8 11 2,42 1,15

Tableau 3-1V Résultats temporels

Domaine fréquentiel
S KS AT (ms)
Objectifs 2 6/3 70
Og 2 2,25/2,53 458
25¢ 1,8 2,25/2,39 367
75¢ 2,3 2,25/2,39 405

Tableau 3-V Résultats fréquentiels
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Figure 3.23 Réponse a un échelon de perturbation

3.7.7. Comparaison des méthodes

Dans les deux synthéses proposées, la complexité du correcteur n’est pas prise
en compte explicitement mais elles aboutissent a des résultats similaires a ceux
présentés dans [LDL96]. L’ordre du correcteur peut étre réduit avec les
méthodes classiques de la littérature.

Quant aux résultats obtenus, ils sont trés satisfaisants au vu des spécifications
et des résultats déja publiés [LDL96] : I’indice de performance est supérieur a
97% dans les deux cas. La seconde méthode qui utilise un modele d’incertitude
donne de meilleurs résultats fréquentiels, alors que la méthode utilisant 1’o-
stabilité est plus performante pour I’amortissement des réponses temporelles.

3.8. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présent¢ une approche méthodologique
systématique pour résoudre le probléme de synthése multicritére. Les critéres
pris en compte sont de type H.., Hy, ou o-stabilité, mais cette liste ne doit pas
étre considérée comme exhaustive et d’autres objectifs tels que ceux décrits
dans [Fol97, SGC97] peuvent aisément étre traités ; de maniere générale on
peut considérer tous les critéres pour lesquels il existe une formulation par
inégalités matricielles. L’utilisation de la paramétrisation de Youla permet de
transformer le probléme de synthése en un probléme d'optimisation sous
contraintes LMI, tandis que la formulation d'un correcteur initial sous forme
observateur / retour d'état permet de limiter I'ordre du correcteur final. Le
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principal avantage de cette approche est de pouvoir combiner différents critéres
de manicre séparée pour s’affranchir des éventuels couplages non désirés. C’est
pourquoi des synthéses H.. / H.. ont trouvée leur place dans ce formalisme.

Afin de tester les performances de 1’algorithme de synthése proposé, celui-ci a
¢été appliqué a un "benchmark" de la littérature et s’avére aboutir a des résultats
concluant en comparaison avec ceux publiés dans [LDL96]. Pour montrer le
caractére modulable de la méthode, deux approches ont été utilisées pour
prendre en compte les objectifs de robustesse, d une part une contrainte de type
o-stabilité et d’autre part 1’utilisation d’incertitudes paramétriques. Notons que
nous n'avons pas cherché a minimiser l'ordre du correcteur, ce point ne faisant
pas partie du cahier des charges. Il est probable, d'aprés sa réponse
fréquentielle, qu'on pourrait le réduire sans dégradation notable des résultats.

Différents points pourraient faire 1'objet d'investigations supplémentaires a la
suite de ces résultats. On peut notamment s’interroger sur le choix de la
dynamique du paramétre de Youla Q. Nous nous sommes limités a des filtres
FIR, mais on pourrait par exemple décomposer Q sur une base de fractions
rationnelles ou autre chose encore'.

I est cependant important d’étre conscient que la taille du probleme
d’optimisation devient rapidement grande et qu’il faut donc limiter le caractére
« multiobjectifs » pour lever des difficultés et non pas comme la réponse
universelle au probléme de synthése d’une loi de commande.

I est donc raisonnablement possible de coupler cette approche avec les autres
approches de la synthése convexe car elle appartiennent a la méme
problématique qui consiste a transformer le probléme de synthése en un
probléme d’optimisation convexe.

! On pourra s’intéresser aux travaux dans le domaine de I’identification en ce qui concerne les bases de
filtres. Cependant, il est difficile aujourd’hui de multiplier les bases de systémes car la taille du
probléme croit considérablement dés que 1’on cherche des procédures automatiques. D’autre part on
peut se reporter aux récents travaux de 1’Onera sur le sujet [Dar99] et le travail actuel entrepris a
Supélec par S. Hbaieb.
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3.9. Annexe 1 : interprétation de la norme H,

3.9.1. Interprétation énergétique

En effet la norme H;, d’un systéme représente 1’énergie de la sortie en réponse a
un bruit blanc unitaire.

Soit le systéme de la Figure 3.24 dont on cherche la norme H :

G ,

Figure 3.24 Systeme a régler

Le signal w est un bruit blanc unitaire :

Edole () |= 180k —x) (Eq. 3.9.1)

de sorte que sa densité spectrale de puissance (DSP) est @, (z) =1.

On sait que la DSP du signal de sortie y s’écrit alors :
D, (ezﬂjv ) = G(e_zﬂjv )CI)WW (Z)G(ezﬂjv )T = G(e_zajv )G(ezajv )T (Eq.3.9.2)

De plus on peut écrire la relation suivante en utilisant la fonction
d’autocorrélation en O :

EP () |=6,,(0)
_ % Eq;yy 2" Jav (Eq. 3.9.3)

- i ; G(e‘z’g" )G(ez’g" )[dv
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La puissance instantanée du signal de sortie peut s’écrire et se transformer
selon les équations suivantes :

E{y(k)T y(k)}: tmce(E{y(k)J’(k)T}) (Eq. 3.9.4)
_ b ;trace(G(e_zajv b(eznjv )T )Jv o

2

Compte tenu des propriétés de la trace: trace(AT B) = trace(ABT ) et
trace(AB) = trace(BA), on en déduit :

E{y(k)y(k)T }: % E trace(G(ezﬂjv )T G(e_znjv ))dv (Eq. 3.9.5)
Soit :

EpER &Y 1=a],> (Eq. 3.9.6)

Le carré de la norme H, est donc la puissance instantanée du signal de sortie
obtenu en appliquant en entrée un bruit blanc de covariance identité.

3.9.2. Relation entre la synthése H; et la synthése LOQG

I est possible d’interpréter la commande H, comme une généralisation de la
commande linéaire quadratique et donc d’en utiliser le savoir faire existant.

Soit le systéme suivant :

ox = Ax+ Bu + G, p; (Eq. 3.9.7)
y=Cx+G,p, o

avec p; et p, des perturbations. Les signaux choisis pour caractériser le bon
fonctionnement de la commande sont :

e, = Hx
b= (Eq. 3.9.8)
62 = qu
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On se pose alors le probléme de trouver le correcteur K qui stabilise la boucle
fermée et minimise la norme H, du transfert de p vers e comme le montre la
Figure 3.25.

p —> —> e

y K +— u

Figure 3.25. Synthése H,

Or on sait que I’énergie instantanée de la sortie correspond a la norme H, du
systéme bouclé pour une entrée en bruit blanc unitaire :

[P+ K|.? = Efe"e} pour p bruit blanc et E{pp” }= I (Eq.3.9.9)

En utilisant les spécifications (3.3.16), la norme H; peut s’écrire :

Hx
Pl = el uTHJ)(H;u}}

(Eq. 3.9.10)
On pose alors :
Q= H,"H,
R=H, H,
(Eq. 3.9.11)
V = GlGlT
W = G2G2T

Le probléme d’optimisation H, utilise le critére défini par :
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[P+ K|7 = ERT Ox -+ u” Ru (Eq.3.9.12)

Cette grandeur est constante, il est donc possible d’en faire une somme
temporelle :

N
[P+ K],* = ERT0x +u” Ruj= Nlii)nwE{%ZxTQx+uTRu} (Eq. 3.9.13)
k=1

On retrouve le cadre de la commande LQG dans lequel on considére le systéme
suivant :

Ox = Ax+ Bu+v

Eq. 3.9.14
y=Cx+w (Eq )
ou v et w sont des bruits blancs de variances V et V.
La solution consiste a optimiser le critére :
: 1Y, T
J = lim ES— x"Ox+u' Ru (Eq. 3.9.15)
N —oo N k=1

Il existe donc un lien direct entre la commande H; et la commande LQG, c’est
pourquoi on retrouve dans la littérature un grand nombre d’approches
s’intéressant a la synthése mixte H / He..
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3.10. Annexe 2 : tableau récapitulatif — boite a outils

De maniére générale, de nombreux critéres qui existent sous forme d’inégalités
matricielles peuvent se réécrire avec un formalisme LMI. On montre ici par des
tableaux récapitulatifs comment les traiter, d’abord avec une fonction de
Lyapunov unique puis avec la méthode qui vient d’étre présentée.

Les tableaux suivant permettent, a partir des inégalités matricielles initiales,
d’indiquer comment remplacer chaque terme pour obtenir la formulation LMI a
résoudre.

3.10.1. Fonction de Lyapunov unique

La méthode présentée ici est directement adaptée des résultats en temps continu
de [SGC97]. 1l s’agit d’utiliser une fonction de Lyapunov unique pour
I’ensemble des critéres considérés et de transformer les inégalités matricielles
selon le Tableau 3-VI. On obtient alors un systtme LMI dont les variables de
décision sont :

R s 48 ¢ D (Eq. 3.10.1)

Une représentation d’état du correcteur peut alors étre donnée par les relations

suivantes :
Cx = NC=DC,RMT
. : (Eq.3.102)
By =N"\(B-sB,D)
N

dans lesquelles les matrices N et M sont telles que :

MNT =1 -RS (Eq. 3.10.3)
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Terme dans la caractérisation de
la propriété en boucle fermée

Terme équivalent pour construire la
LMI

1 R I
X IS
R I
X IS
» AR+B,C 4+B,DC,
A s4+Bc,
B+ B,DD
Bcl ' Y
SB+ 8D,
C, (cr+D,& Cc+D,DC,)
D, D+D,DD,

Tableau 3-VI Boite a outils pour synthése avec fonction de Lyapunov unique
(temps discret)

3.10.2. Paramétrisation de Youla

Dans le cas de la méthode qui fait 1’objet de ce chapitre, on peut résumer les

transformations dans le tableau suivant :
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Terme dans la caractérisation de
la propriété en boucle fermée

Terme équivalent pour construire la
LMI

o 7]

X
AlR A1S - SA2 + A3 +B QC
‘XAcl ! 4
0 T4,

B+ B,0D, — SB

XB,, |+ B,0OD,, - SB,
7B,

C, @R ¢ +D,0C,+GS)
D, D+D,0D,

Tableau 3-VII Boite a outils pour synthése avec fonctions de Lyapunov différentes
(temps discret)
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3.11. Annexe 3 : extension au cas continu

Le cas continu est homologue au cas discret et I’ensemble des résultats peuvent
étre retranscrits.

3.11.1. Fonction de Lyapunov unique

La méthode présentée ici est directement celle de [SGC97].

Terme dans la caractérisation de Terme équivalent pour construire la
la propriété en boucle fermée LMI
x4, AR +AB” C A+8B, PC y
A S4+ BC,,

B+ B,DD

XB cl u" g
SB+BD,

C, (cr+D,¢ Cc+D,DC,)
D, D+D,DD,

Tableau 3-VIII Boite a outils pour synthése avec fonction de Lyapunov unique
(temps continu)

3.11.2. Parameétrisation de Youla

Dans le cas de la méthode qui fait 1’objet de ce chapitre, on peut résumer les
transformations dans le tableau suivant :
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Terme dans la caractérisation de
la propriété en boucle fermée

Terme équivalent pour construire la
LMI

AlR A1S - SA2 + A3 +B QC
‘XAcl ! 4
0 T4,

B+ B,0D, — SB

XB,, |+ B,0OD,, - SB,
7B,

C, @R ¢ +D,0C,+GS)
D, D+D,0D,

Tableau 3-1X Boite a outils pour synthése avec fonctions de Lyapunov différentes
(temps continu)
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4.1. Introduction

L’appellation « séquencement de gains », plus connue sous son nom anglais
« gain scheduling », regroupe un grand nombre de problémes de I’automatique.
Pour caricaturer,

« Machines that walk, swim, or fly are gain scheduled » [SR0O0].

Cette problématique est apparue dans la recherche au début des années 90
[Rug91, SA90] mais existait déja largement dans la pratique; elle était
considérée comme une partie de la famille des commandes adaptatives [SB89,
AWO95]. 1l apparait assez naturel que pour des processus qui varient dans le
temps (on dit aussi variants') on utilise des correcteurs qui eux aussi varient
dans le temps, comme le suggere la Figure 4.1. Cette notion reste trés vague et
il est donc nécessaire d’établir une classification des problémes selon leurs
particularités afin d’aboutir a des résultats qui seront exploitables du point de
vue pratique. En effet, notre travail se situe & mi-chemin entre la théorie et la
pratique, il est donc important que les résultats théoriques qui en résultent
soient associés a une méthodologie pratique qui puisse étre mise en ceuvre de
maniere industrielle.

Séquencement
Références Objectifs
—> —
K p| Systeme
>
Commandes
Mesures

Figure 4.1 Principe du séquencement de gains

! Les termes « variant » et « invariant » sont utilisés ici (et dans la suite de ce document) comme des
adjectifs car ils sont directement traduit de I’anglais et ne recouvrent pas exactement le méme sens
qu’en frangais usuel.
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L’exemple du pilotage d’un lanceur spatial s’inscrit typiquement dans cette
problématique ; il s’agit en effet d’un systtme dynamique dont les
caractéristiques évoluent dans le temps au fur et a mesure qu’il progresse le
long de sa trajectoire. Cependant les méthodes proposées dans ce cadre peuvent
étre étendues a une large gamme de problémes non linéaires comme cela est
expliqué dans [Sco97]. Restreindre I’étude aux systemes dont les parameétres
varient dans le temps ne restreint par pour autant le champ d’application du
séquencement de gains.

D’un certain point de vue, 1’utilisation des gains variables peut s’interpréter
comme une généralisation des méthodes linéaires pour une certaine classe de
problémes non linéaires. Deux arguments tentent a consolider cette intuition :
— la théorie de Lyapunov [Lya92] assure qu’au voisinage d’un point
d’équilibre, le systéme non linéaire et sa linéarisation ont le méme

comportement'.

— Pour un systéme dont les paramétres varient « suffisamment lentement »
alors la stabilité¢ des modeles linéaires garantit la stabilit¢ du modele non
linéaire [Des69].

C’est d’ailleurs a partir de ces résultats qualitatifs que s’est développée
I’utilisation des gains variables dans la pratique industrielle, et en particulier
dans le domaine aéronautique, et ce n’est que plus tard que les théoriciens se
sont penchés sur la question [Rug91].

On peut décrire le déroulement typique de la synthése de correcteurs séquencés
par les six étapes suivantes :

1. Choix des variables qui traduisent le séquencement a suivre

2. Choix d’un ensemble de points de la trajectoire du systéme?.

3. Linéarisation du systéme autour de chacun de ces points.
4. Synthése d’un correcteur linéaire en chacun de ces points
5

Le correcteur final est donné par interpolation de I’ensemble des
correcteurs synthétisés.

6. On effectue la validation du correcteur par simulation.

! Cette affirmation est vraie sous I’hypothése qu’il n’y ait pas de valeur propre associée a la linéarisation
stationnaire a partie réelle nulle (dans le cas continu) ou de module unitaire (dans le cas discret).

2 On considére souvent le principe « plus il y a de points, mieux c’est » et la limitation se fait par rapport
aux moyens de calcul.
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On discerne alors immédiatement les points critiques : les deux premieres
étapes ne relévent pas de procédures systématiques et de plus rien ne garantit la
stabilit¢ du systeéme bouclé si on s’¢loigne des points de synthése. Cependant,
la mise en ceuvre des méthodes de gains variables a donné dans la pratique des
résultats trés satisfaisants et a donc motivé un grand nombre de travaux : la
littérature sur ce sujet commence a étre conséquente [SR00]. Mais, les
méthodes pratiques sont souvent intrinséquement liées a des applications
spécifiques et sont donc peu reproductibles. Nous proposons donc ici de nous
placer a mi-chemin entre des résultats trés généraux et la possibilité d’une mise
en ceuvre facile dans un cadre industriel.

Afin de mieux comprendre la problématique des gains séquencés, on
commencera par un rappel sur I’évolution des idées et des outils dans ce
domaine avant d’aborder les aspects techniques, dans un cadre d’étude
spécifique a la problématique du suivi de trajectoire.

4.2. Cadre d’étude

4.2.1. Genéralites

Le séquencement de gain a attiré particuliérement 1’attention dans les années
90 avec I’utilisation des représentations fractionnaires (LFT)' introduites dans
[DPZ91, PZPB91, LZD96]. On trouve ainsi dans [Pac94] une condition
suffisante utilisant les représentations LFT et le formalisme LMI pour la
synthése en exploitant une dépendance rationnelle en les paramétres. Ce travail
concerne les systémes a temps discret alors que la version continue est décrite
dans [AG95, AB95]. Le probléme de la prise en compte de parameétres réels est
trait¢ dans [BPPB93, PBPB93, BP93, AGB9%4, AGB95]. 1l s’agit alors de
résoudre un probléme LMI dont la taille croit exponentiellement avec le
nombre de paramétres. Dans 1’état actuel des méthodes de résolution
numérique, ce genre de probléme devient trés vite impossible a résoudre. Par la
suite des améliorations de ces résultats ont été proposées dans [Hel95a,
Hel95b] ; il s’agit d’une formulation proche de la u-analyse dans un cadre
algébrique bien particulier. Plus récemment de nouvelles conditions suffisantes
ont été proposées dans [Sco97, SE98], elles permettent de réduire de manicre

' LFT signifie «Linear Fractional Transformation» ce qui une fois traduit de I’anglais donne
transformation linéaire fractionnaire.
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importante la taille des problémes. De plus 1’approche proposée permet de
généraliser la méthode a une grande classe de problémes non linéaires.

On notera pour terminer 1’utilisation de modeles polytopiques dans [Sch96,
Cour99] ; Ces approches aboutissent a des formulations LMI intéressantes dans
le cadre de I’analyse mais les problémes sont trop compliqués numériquement
dans le cadre de la synthése [CBG99].

D’autre part, 1’étude des relations entre les linéarisés tangents sur lesquels le
travail est effectué¢ et le systtme non linéaire est fondamental pour la
compréhension des difficultés intrinseéques au séquencement des gains. Méme
si le probléme reste ouvert, il est largement étudi¢ dans [Sha88, Fro95,
FMNO96, Sha95, SA90, Sco96] dans différents formalismes et on trouve aussi
quelques articles de « survey » qui récapitulent les avancées dans le domaine
[SROO0, LLOO].

Quoiqu’il en soit, la résolution des problémes est d’autant plus difficile qu’elle
est accompagnée d’une autre €tape critique : I’interpolation. En effet, la mise
en ceuvre des méthodes utilise la plupart du temps des interpolations linéaires,
soit sur les gains, les pdles et les zéros [NRR93], soit sur les gains du
correcteur sous forme observateur /retour d’état [HG93]. Bien que ces
approches aboutissent a de bons résultats, en théorie rien ne garantit que la
boucle non linéaire soit stable. Dans le cas particulier des correcteurs dits LPV
[AGY95, AA98, CBGY99, CBBO00], I’interpolation est implicite puisque le
correcteur est séquencé directement par les parametres variant mesurés et la
stabilité est alors garantie. Cependant le degré de conservatisme induit par ces
méthodes de « self-scheduling » est tel qu’il est possible de ne pas aboutir & une
solution.

En ce qui concerne les applications pratiques de méthodes de gains variables,
on pourra se référer a [DE9S, Bia96, Hir99, HDBIS].

C’est donc dans ce cadre qui s’est dessiné dans les années 90 que s’inscrit notre
travail.

La premiere étape consiste a définir les spécificités du pilotage d’un lanceur le
long de sa trajectoire pour restreindre la classe des systémes étudiés et aboutir a
des résultats facilement exploitables. Il s’agit donc de considérer 1’ensemble
des systémes linéaires qui suivent une trajectoire connue a I’avance et dont les
coefficients sont paramétrés en fonction du temps :
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(Eq. 4.2.1)

Remarques :

- La synthése de correcteurs pour les systeémes en temps discret a été
abordée avec le formalisme LFT mais reste peu applicable. En effet la
mise sous forme standard des incertitudes pour un systéme échantillonné
est difficile si on souhaite conserver la physique du probléme.
Cependant une approche originale est proposée dans [Imb01] pour
obtenir une forme dite M-A discréte équivalente.

- Relativement peu de choses existent pour les interpolations discrétes
[BDRKO0O, DBKROO]. Il existe bien des résultats de passage d’un
correcteur LPV continu a un correcteur LPV discret [Apk97] mais il
semble a priori plus judicieux de travailler directement en temps discret
lorsque cela est possible.

- La restriction au cas linéaire variant n’est pas problématique [Fro95
p.- 99] ; le cas général peut s’y ramener.

4.2.2. Le probléme du séquencement

Le probléme fondamental dans la synthése d’une loi de commande séquenceée,
c’est le comportement du systéme entre les points de séquencement. En effet,
les syntheses sont réalisées sur les linéarisés tangents du systéme non linéaire,
on connait donc le comportement au voisinage des points d’équilibre’, mais
rien n’est garanti a priori pour le systétme bouclé non stationnaire lorsqu’on
quitte ce voisinage. De manicre intuitive, lorsque le systéme et le correcteur
varient peu, il n’y a pas de raison a priori pour que |’interpolation se passe mal
c¢’est-a-dire que la stabilité ne soit pas assurée’. Par contre du point de vue
théorique les choses sont plus complexes. Les difficultés du séquencement de
gain résident particuliecrement dans deux domaines: le comportement du
systéme non linéaire entre les points pour lesquels des synthéses linéaires ont
¢été faites et la méthode d’interpolation choisie. Il est donc important d’étudier
la relation entre la stabilité des systémes linearisés tangents et la stabilité du
systétme non linéaire ; et cela n’est pas un probléme simple : il existe des

! C’est en effet une justification a priori des méthodes de gains variables.

2 C’est aussi une des motivations principales de cette approche [Des69].
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systémes non linéaires stables dont les linéarisés tangent sont instables [SL72]
et réciproquement [Sha88].

Cependant, la propriét¢ d’avoir pour un systéme I’ensemble des linéarisés
tangents stables est simple a caractériser de maniére systématique. Ainsi, la
démarche couramment utilisée est d’étudier les relations qui existent entre les
linéarisés tangents et le systéme non stationnaire ; cette approche est largement
étudiée dans les travaux de V. Fromion' [Fro95, FMN96, FS01]. Dans le cas
particulier d’un systéme LTV?, il sagit donc d’étudier les relations qui existent
entre la stabilité du systéme non stationnaire :

(Eq.4.2.2)
y(k) = C(k) x(k)+ D(k) ulk)
et celle du systéme linéaire stationnaire dit a parametres « gelés » :
k+1)=A4 k)+ B k
ok +1)= Ae) k) + Br) ulk) o 423)

ou 7 est fixé arbitrairement.

La méthodologie que nous avons adoptée ici est celle qui va dans le sens de
I’intuition : puisqu’il est possible de caractériser simplement la stabilit¢ des
systemes gelés, il ne reste plus qu’a trouver les conditions nécessaires et/ou
suffisantes qui garantissent la stabilité du systéme non stationnaire.

Dans la procédure générale de séquencement de gains, la synthése a de plus été
faite sur un certain nombre de points distincts les uns des autres, il faut donc
définir une procédure qui permettent de passer de 1’'un a I’autre, en d’autres
termes définir une méthode d’interpolation.

L’objectif d’une interpolation est de passer d’un point & un autre en suivant un
chemin défini. La Figure 4.2 résume le role d’une fonction d’interpolation : il
s’agit de générer une famille de trajectoires admissibles par une fonction dite
d’interpolation.

! Je tiens 4 le remercier particuliérement pour les discussions fructueuses que nous avons eues a propos
des méthodes a gains variables.

? « Linear Time varying », c’est a dire un systéme linéaire non stationnaire dont les paramétres sont des
fonctions du temps.
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En général I’ensemble des trajectoires admissibles ne peut pas étre paramétré
de maniére simple, alors on se limite a un sous-ensemble qui doit répondre aux
criteres de bon sens :

bonne couverture du domaine
simplicité
inclure I’interpolation linéaire
Ce dernier point est important car la méthode la plus simple qui est souvent

utilisée dans la pratique est I’interpolation linéaire, il est donc important de se
ramener a celle-ci lorsque c’est possible.

Ensemble des trajectoires possibles

Famille de trajectoires paramétrée par une
interpolation donnée

N

<

N\

’\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
H

\

¢

D
R

Interpolation linéaire

Zone non
atteignable par
I’interpolation
considérée

Figure 4.2 Principe de l'interpolation

L’ensemble de ces remarques permet de mieux cerner les problémes et les
enjeux des méthodes de gains séquencés : devant I’ampleur de la question, il
est nécessaire de raisonner par conditions suffisantes pour que les résultats
obtenus soient applicables. Les choix qui sont faits ici sont de deux types :

1. la classe des systémes considérés est limitée aux systemes LTV discret
du type de I’équation (4.2.1)

2. la fonction d’interpolation choisie est arbitraire et ne couvre pas
I’ensemble des trajectoires paramétriques possibles. Elle est néanmoins
plus générale que I’interpolation linéaire.
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La suite de ce chapitre est donc logiquement consacrée a la mise en place d’une
méthode d’interpolation qui garantisse la stabilité du systéme non stationnaire.
Ce chapitre est organisé en quatre parties. Nous rappellerons dans un premier
temps des résultats permettant de garantir la stabilit¢ exponentielle. Et en
utilisant les propriétés énoncées, nous pourrons aboutir & des conditions
suffisantes sous forme de contraintes LMI pour I’interpolation de correcteurs
de type observateur / retour d’état (d’abord du point de vue théorique, puis du
point de vue pratique) ; et nous terminerons par un exemple d’illustration.

4.3. Théoreéme de stabilité [Sha88]

Une part importante est donnée a la stabilité exponentielle car elle permet
d’introduire la notion de rapidité de convergence indispensable pour obtenir
des ordres de grandeur dans une application pratique. Ainsi le résultat suivant
est fondamental pour relier la théorie de Lyapunov et la stabilité exponentielle.

Dans ce qui suit, on traite en paralléle deux cas appelés respectivement linéaire
et quadratique. La différence entre les deux cas apparait dans les inégalités qui
interviennent dans la suite, ou les normes sont au carré (cas quadratique) ou
non (cas linéaire).

Théoréme 4.1 Stabilité d'un point d’équilibre

Soit le systéme régi par 1’équation de récurrence x(k +1)= f(x(k), k), avec
x(k)e R".

On suppose que fest C Let L-Lipschitz c’est-a-dire

AL /| f(x k) - f(x k)| < Lx — x| (Eq.4.3.1)

Alors les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(i)  Le point d’équilibre 0 du systéme est globalement exponentiellement
stable

(ii) il existe une fonction ¥ : R” x N — R™ et 4 réels positifs n, ﬁ, e, A
tels que, pour toute valeur de £ :
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Cas linéaire Cas quadratique
V(0,k)=0 V(0,k)=0
0 ] < v (x. k) < 0l < ¥ k) <l

2

AV (k) 4, < _gux(k)xo,ko

||V(xl, k)— V(XZ, kj| < A”xl — Xy ||

ou x(k)xO, K, Ct (AV(k))xO’ k, designent respectivement I"¢tat x(k) et la
différence ¥V (x(k + 1),k +1)—V(x(k), k) correspondant a la trajectoire
initialisée par x(k, )= x,.

Remarques :
- La preuve du cas linéaire se trouve dans [Sha88 pp. 29-33], alors que
celle du cas quadratique apparait bien plus tot dans [Kra63, Hah67].
Cette derniére permet en plus d’exhiber explicitement des fonctions
V(x, k).

- La fonction V dite de Lyapunov peut étre interprétée comme une
estimation de la norme || . ||2 le long de la trajectoire (et donc de
I’énergie).

- Lorsqu’on utilise une fonction de Lyapunov quadratique (par
exemple V(x(k))zx(k)TPx(k) avec P=P! >0), on parle de
stabilit¢ quadratique.

4.4. Conditions suffisantes d’interpolation

Dans un premier temps seule I’interpolation de correcteurs de type retour d’état
sera envisagée. Cette approche permet de réduire le probléme a I’interpolation
de gains. Le but avoué¢ de cette interpolation est qu’elle soit la plus simple
possible c’est-a-dire qu’elle puisse dégénérer en interpolation linéaire dans les
cas triviaux.

4.4.1. Famille de correcteurs de type retour d’état stabilisant

Afin de faciliter la compréhension du probléme, nous présenterons les idées de
manicre progressive. Un premier résultat issu de [SR98] (généralisé et



132

démontré ici dans le cas discret) permet de générer une famille de correcteurs
stabilisants pour un systéme LTI' fixé.

Lemme 4.1 Famille de retours d’état

Soit le systéme LTI suivant
x(k +1)= Ax(k)+ Bu(k) (Eq. 4.4.1)

et deux gains de retour d’état K; et K, tels que 4+ BK| et A+ BK, soient
Schur-Cohn®

Alors il existe deux matrices X; et X, symétriques définies positives telles que

V(ll,lz)e R+ . 2’1 +212 * O,
K = (MK X| + AKX, (A4 X, + A, X, )‘1 (Eq. 4.4.2)

est un retour d’état stabilisant.

Généralisation : pour une famille finie de correcteurs de type retour d’état notés
K; on peut généraliser ce résultat de la maniére suivante :

-1
i i

Preuve

Pour i =1 et 2, on définit les fonctions de Lyapunov suivantes :

Vi, k)=V,(x)=x" X 1x (Eq. 4.4.4)

1

"'LTI pour Linear Time Invariant, ¢’est-a-dire linéaire et invariant dans le temps (ou stationnaire)

2 Une matrice Schur-Cohn est une matrice dont les valeurs propres sont toutes de modules strictement
inférieur a 1. C’est I’analogue discret d’une matrice de Hurwitz dans le cas continu.
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On notera I’aspect non classique du a la présence de I’inverse, On prend donc
X 1_1 comme fonction de Lyapunov pour (4+ BK;) et X 2_1 pour
(4+ BK,).

Alors I’inégalité matricielle suivante est vérifiée :
(4+BK;) x7'(4+BK,)-x;7' <0 (Eq. 4.4.5)

L’application du lemme de Schur transforme cette inégalit¢ en 1’inégalité
suivante :

-1 -1
{(A+BI)<(i)T x;! . (i(tFKi)Jw e
i _x

I i

De plus on peut modifier cette inégalité par congruence sans perdre
I’équivalence :

-1 -1 T
X0 - Xi XA+ BR) X 0 (Eq. 4.4.7)
. X, 44

0 X;|(4+BK) x; —-x;! 0
et donc :
- X; (4 + BK;)X;
T <0 (Eq. 4.4.8)
X;(4+ BK;) - X;
On définit alors les grandeurs suivantes :
X = X +2X, et K = (4K X] + K, X, )X (Eq. 4.4.9)

On a bien X >0 et en écrivant la combinaison lin€aire des inégalités
matricielles (4.4.8), on obtient :

(Eq. 4.4.10)

-X (4+ BK)X
(X(A+BK)T - X J<O
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La vérification est immédiate pour les termes diagonaux et les deux termes
anti-diagonaux sont obtenus en écrivant :

Al(A + BK] )Xl + /12(/1 + BK2)X2 = A(ﬂle + /lzXz)-l— B(AlKle + 12K2X2)
= AX + BKX
(Eq. 4.4.11)

On a donc bien par application du lemme de Schur sur I’inégalité (4.4.9) :
~X-X(A+BK) (- x4+ BK)X <0 (Eq. 4.4.12)
d’ou I’on déduit I’inégalité :
Alx 4, -x7" <o (Eq. 4.4.13)

ou A, = A+ BK est la matrice d’évolution du systéme bouclé.

Cette derniére inégalité (4.4.13) signifie que K est un retour d’état stabilisant
pour le systéme LTI considéré.

Fin de demonstration

Remarques

- On peut noter que si les deux fonctions de Lyapunov sont identiques, on se
raméne a une combinaison linéaire des gains de retour d’état. Il suffit de
choisir Ay =4 et A, =1— A et on obtient :

X =2 +(1-2)X; = X, (Eq. 4.4.14)
et donc
K=0QKX+(1-VDK, X)X =K +(1-2)K, (Eq. 4.4.15)

- On remarque que cette famille est redondante ; en effet pour le couple oX;
et aX,, on retrouve le méme correcteur que pour le couple X; et X,.
Cette redondance pourrait étre problématique dans un cadre d’optimisation
classique mais elle est propre a la théorie de Lyapunov. On peut ais€ément y
remédier de maniére numérique comme c’est déja le cas dans les
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algorithmes existants avec un critere de minimisation de la trace des
matrices.

4.4.2. Hypothese de recouvrement

I s’agit d’une hypothése nécessaire pour permettre [’interpolation de
correcteurs : elle exprime simplement que pour tout point du domaine
paramétrique, il existe au moins un correcteur stabilisant.

Hypothese nécessaire

Soit P(9) un systeme paramétré par 6 et une famille finie de correcteurs K;
telle que :

- Pour tout i, K; stabilise P(6;)
- K, stabilise P(6) pour 8 € O, ensemble ouvert

- pour tout & du domaine de fonctionnement 6 € U ©;
i

Intuitivement dans le cas de deux correcteurs, la condition de recouvrement est
vérifiée si il existe un intervalle de temps qui n’est pas réduit a un point
pendant lequel les deux correcteurs sont stabilisants.

4.4.3. Interpolation de deux correcteurs par retour d’état

Par souci de simplicité, les développements de ce paragraphe considérent
principalement le cas de deux correcteurs mais la généralisation a un nombre
plus élevé est immédiate, elle sera abordée en fin de paragraphe.

Hypotheses

Soit le systéme variant (LTV) suivant
x(k +1) = A(k)x(k)+ Bk u(k) (Eq. 4.4.16)

Soient deux gains de retour d’état K, et K, tels que A(k;)+ B(k))K; et
A(ko )+ B(k )K 5 soient Schur-Cohn.

On suppose que les zones de stabilité (pour £ gelé¢) ne sont pas disjointes
conformément a I’hypothése de recouvrement du paragraphe 4.4.2 et on définit
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les points a, b, ¢ et d selon le schéma de la Figure 4.3 : A(k; )+ B(k; )K; est
Schur-Cohn pour tout & tel que @ < k < ¢ et A(k, )+ B(ky)K, 1’est pour tout
k tel que b <k <d. L’objet de ce paragraphe est de proposer une procédure
d’interpolation sur I’intervalle discret [b c].

Zone de recouvrement

K

=V

K, stabilisant
K, stabilisant

Figure 4.3 Evolution du correcteur dans le temps

On remarquera que I’interpolation proposée se limite a I’intervalle de temps ou
les deux correcteurs considérés sont stabilisants.

Théoréme 4.2 Interpolation de retours d’états

Si il existe deux matrices X; et X, symétriques définies positives et un réel
strictement positif ytels que les relations suivantes sont vérifiées :

Vk =a,...c,
- X (A(k) + B(l)K; )X
(Xl (4(k) + Bl(k)Kl Y X, ! 1}< = (Eq. 4.4.17)
Vk=b,..d,
- X (A(k) + B(k)K, )X
[Xz (4(k)+ Bz(k)Kz ) ~ X, 2 )< il (Eq. 4.4.18)

X, - Xy <(c=-b)yI (Eq. 4.4.19)
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On peut définir le gain variable :

K si a<k<b
—1
K(k)= c_kK1X1+uK2X2 C_kX1+k_bX2 b<k<c
c—b c—b c—b c—b
K3 c<k<d
(Eq. 4.4.20)

Alors le retour d’état non stationnaire K(k) défini ci-dessus est
exponentiellement stabilisant.

Remarques :

- Une fonction de Lyapunov non stationnaire associée est la suivante :

Vix, k)= x(k)" X (k) x(k)

Xl aSka
" k—b
avee X(k)=1"""x, + X, b<k<c (Eq. 4.4.21)
c—b c—b
X2 CSde

- La condition (4.5.19) est originale car elle ne fait pas intervenir de
norme.

- Comme pour le lemme 4.1, si X; = X, on obtient une interpolation
linéaire sur I’intervalle [b c].

Deémonstration

Le systeme bouclé par le gain variable est défini par I’équation suivante :
x(k +1)= A (k)x(k) = (4(k) + Bk )K (k))x(k) (Eq. 4.4.22)

Nous allons montrer que le systeme (4.4.22) est globalement quadratiquement
stable.

D’apres le paragraphe 4.4.1 (preuve du lemme 4.1), ’inégalité suivante est
vérifiée a tout instant &
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[ — X (k) (4(k) + B()K (k)X (k)

X (kX A(Kk)+ B(k)K (k)" ~ x(k) )< —y1  (Eq.4.4.23)

I suffit, en effet, de considérer le parameétre temporel £ fixé et de reprendre,
dans la zone de recouvrement, le calcul conduisant des inégalités (4.4.8) a
I’inégalité (4.4.10).

I reste donc a démontrer la stabilité quadratique du systéeme LTV en utilisant le
théoréme de stabilité 4.1.

Définissons la fonction V suivante :

V: R"XN —>R,

(k) > V(xk) = (k) X (k)" x(k) (Eq. 4.4.24)

11 suffit de vérifier les hypothéses du théoreme 4.1 :
(i)  Vestpositiveet V(0,k)=0

(ii)  Sur I’intervalle [a d] d’entiers, on peut définir les grandeurs suivantes :

c—k k-b Y

N = min X, + X, /b<k<c (Eq. 4.4.25)

- c—b c—-b

- c—k k-b Y

1 = max X, + X, | l/b<k<c (Eq. 4.4.26)
c—-b c—-b

alors
n1<(X(k)™" <n I pourtoutktelque a<k<d. (Eq. 4.4.27)

En effet, le cas des intervalles [a b] et [c d] est inclus puisque a ces instants
X (k) est constante (égale a X; et X, respectivement). Cette relation méne donc
a I’encadrement suivant :

| < V(e k) < nf (Eq. 4.4.28)
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(iii)  Montrons que V est décroissante sur les trajectoires de manicre
quadratique par le calcul de ’accroissement de ¥ noté AV (k) :

AV (k)=V(x(k + 1),k +1) =V (x(k), k)
x(e+1)" X (k+1) " x(k +1) = x(k) X (k)" x(k) (Eq. 4.4.29)
(6 (4 )7 X+ 1) 4, ) X6 o)

I1 s’agit donc de montrer que pour tout ktel que a <k < d,
A T Xk +1y" 4, (k)- x (k)" <0 (Eq. 4.4.30)

L’application du lemme de Schur montre que cette derni¢re relation est
équivalente a :

(Eq. 4.4.31)

(— X (ke +1) Acl(k)1}< 0

Aq ()" = x(k)

qui peut aussi s’écrire sous la forme suivante en utilisant la relation de
congruence :

Vk=a,...,d,
- X(k) A (k)X(*)) (-ax(k) O
[X (k)Aqp (k)" ! X (k) J+( 0 0] <0 (Eq. 4.4.32)

Or le premier terme de la somme est inférieur 8 —y I en tout instant d’aprés la
relation (4.4.23), il suffit donc de montrer que :

~AX(k)<yI (Eq. 4.4.33)

D’autre part, la variation AX de X sur un échantillon peut se calculer
explicitement en utilisant la définition de X :
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0 k=b Eq.4.4.34
1
= (X, - X)) b<k<e (b )
c_
0 c<k<d

—k=1_ k+1-b —k . k-b
AX:(C—X1++—X2)—(C X, + Xz)

c—-b c—-b c—-b c—-b

= b((c_k)Xl_X1+(k_b)X2 + Xy = (= k)X - (k- b)X,)

= Xy, - X
(- )

(Eq. 4.4.35)

Or par hypothése — AX < y I, ce qui termine la démonstration de (iii).

(iv)  V aune dérivée en x bornée dans tout voisinage de x = 0, et comme V
est continue en x, on peut en déduire que V est localement Lipschitz en
x, et ce sur l’intervalle temporel [a d] < N fini. V vérifie donc la
relation suivante avec A positif':
IV (ep, k) =V (g, k)| < Axy = x| (Eq. 4.4.36)
Fin de démonstration
Commentaires

Ce théoréme conduit donc a une condition suffisante d’interpolation des
gains de retour d’état permettant de garantir la stabilité du systéme non
stationnaire.

La valeur de AX peut étre interprétée comme une « distance orientée »
entre les fonctions de Lyapunov et donc entre les correcteurs. On peut
remarquer que lorsque les fonctions de Lyapunov sont identiques, cette
valeur est réduite a zéro et la condition sur y est toujours vérifiée, on
peut donc toujours interpoler les gains. Et de plus cette interpolation
devient linéaire. On a donc bien une généralisation de I’interpolation
linéaire.
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L’existence des matrices X; qui définissent les fonctions de Lyapunov
est garantie de maniére théorique par un probléme LMI. En effet, si on
s’intéresse a ’intervalle de temps discret [a c], 1’inégalité¢ suivante,
linéaire en X :

( ~ X, (A(k)+ B(k)K, )X, J< —y 1 (Eq. 4.4.37)

X, (Ak)+ BK, ) - X,

doit étre vérifiée pour un nombre fini d’indices 4. Il n’est cependant pas
raisonnable d’espérer résoudre un probleme LMI de si grande taille.
Une solution pratique consiste a considérer un espace polytopique dans
lequel évolue le systéme non stationnaire et a se limiter a quelques
points et a tester a posteriori la condition (4.4.37) sur les autres.

La Figure 4.4 montre, pour une matrice de gain a deux composantes
K =(a B), les différentes trajectoires possibles permettant de passer
de K, =(0 0) a K,=(2 2), par la méthode d’interpolation
proposée (les matrices X; ont été tirées de fagon aléatoire, en ne
conservant que les matrices définies positives). Elle met en évidence la
quantité¢ importante de trajectoires candidates malgré la redondance de
I’interpolation.

K %

A
v
L/

Figure 4.4 Trajectoire aléatoire
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La généralisation de I’interpolation a N gains de retour d’état est alors
immédiate. On adopte les notations de la Figure 4.5, pour les instants
précédemment notés a, b, c et d.

e

1
1
1
1
-

>
a; k; b, ¢ =iy ki di =biyy i = a0 ki
K; stabilisant
K1 stabilisant
K., stabilisant
Figure 4.5 Evolution des gains entre les différents instants
Le probléme LMI a résoudre est le suivant :
Pour i=1...(N - 1),
Vk = ai""’ ci’
- X; Alk)+ Blk)K; )X,
! r (Alk)+ BEIK, )X, <—y; 1 (Eq. 4.4.38)
X, (4(k)+ B(k)K;) - X;
Vk = bl geeesy dl )
- X; Alk)+ Bk)K, . )X;
Xi+1(A(k)+B(k)Ki+l) _Xi+1

On remarque que I’intervalle pour lequel le gain K;,; est stabilisant, c’est-a-
dire entre les instants b; et ¢, est traité a cheval sur deux itérations, i et i+1.
En effet, ce gain est d’une part cible de I’interpolation pour I’itération i, et
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ensuite point de départ pour [D’itération i+1. Cette distinction explique
¢galement les redondances dans les notations de la Figure 4.5.

Les points 1 et N ont un traitement particulier et servent a définir les bornes
extrémales :

- le premier point est aussi le début de la trajectoire temporelle, on a donc
a = kl )

- la fin de la trajectoire temporelle est le dernier point, on a donc
dN—l = kN .

Le gain de retour d’état non stationnaire K (k) est alors défini par les relations
suivantes :

Pour a; <k <b;, K(k)=K;

Pour b, <k <c¢;,

—1
K(k)— c—kKX k; — b ¥ cl-—kX k — bX
¢, —b c;—b SR c.—b ¢ — b

i i i i i i i

(Eq. 4.4.41)

4.4.4. Interpolation de deux observateurs

Nous venons de traiter I’interpolation de correcteurs de type retour d’état. En
utilisant la dualité du retour d’état et de 1’observateur d’ordre plein, il est facile
de transposer le résultat précédent a I’interpolation des observateurs.

Soit le systéme variant (LTV) suivant

E o )=( )(’(‘);‘( ) (Eq. 4.4.42)

Soient deux gains d’observateurs L, et L, tels que A(ky)+ L;C(k;) et
A(ky )+ LyC(ky) soient Schur-Cohn respectivement pour a<k; <c et
b<k,<d.
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On suppose que les zones de stabilité (pour £ gelé¢) ne sont pas disjointes
conformément a la condition de recouvrement du paragraphe 4.4.2 et on définit
les points a, b, c et d selon le schéma de la Figure 4.6.

L,

.7

kl k2

v

Figure 4.6 Evolution du gain d’observateur dans le temps

La encore I’interpolation proposée se limite a ’intervalle de temps ou les deux
gains considérés sont stabilisants.
Théoréme 4.3 Interpolation de gains d’observateurs

Si il existe deux matrices X; et X, symétriques définies positives et un réel
strictement positif ytels que les relations suivantes sont vérifiées :

Vk =a,..., c,

- X (dle)+ Lic @) X1 |, (Eq. 4.4.43)
X1 (4(k) + L,C(k)) - X
Vk =b,....d,

- X3 (k) + L, C)" X3 | _ 1 (Eq. 4.4.44)
X5 (A(k)+ Ly, C(k)) - X,
X, -X, <(c=-b)yI (Eq. 4.4.45)

On peut définir le gain variable :
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Ll aSka
-1
L(k): C_le—}—k_sz c_leLl-i-ﬂXsz b<k<c
c—b c—b c—b c—b
L, c<k<d
(Eq. 4.4.46)

Alors le gain de 1’observateur non stationnaire L(k) est tel que 1’observateur
non linéaire est exponentiellement stable.

Une fonction de Lyapunov non stationnaire associée est la suivante :

V(x, k)= xTX(k)_lx

Xl aSka
—k k—b
avee X(k)=1""" X, + X, b<k<c (Eq. 4.4.47)
c—b c—b
Xz CSde

Quant a la généralisation a N observateurs, elle se déduit directement du cas du
retour d’état et des résultats de ce paragraphe.

4.4.5. Cas d’un correcteur LQG

L’application directe des théorémes 4.2 et 4.3 permet de mettre en ceuvre
I’interpolation de correcteurs de type LQG, qui se présentent naturellement
sous la forme d’un observateur d’ordre plein (ou filtre de Kalman) et d’un
retour d’état sur 1’état estimé. En effet d’aprés le principe de séparation, la
dynamique du systéme bouclé est formée par la réunion de la dynamique du
retour d’état et de celle de I'observateur. L’interpolation du gain de retour
d’état et du gain de I’observateur par les procédures proposées garantit donc la
stabilité exponentielle du systéme non stationnaire ainsi bouclé.

4.4.6. Interpolation de deux correcteurs quelconques

A partir d’'un correcteur issu d’une syntheése préliminaire autre que LQG,
comme par exemple une synthése H.., il est intéressant de pouvoir interpoler
les correcteurs obtenus avec la garantie que la stabilité soit préservée.

Il est en général possible de forcer la structure d’un correcteur pour le mettre
sous forme observateur / retour d’état interconnecté avec un parameétre de
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Youla, comme on le montre dans le chapitre 2 a propos de la structuration des
correcteurs. On rappellera que cette structuration n’est pas toujours possible et
que le cas le plus favorable est celui d’un correcteur du méme ordre que le
mode¢le de synthése.

Une solution possible est de choisir un parameétre de Youla constant le long de
la trajectoire en utilisant I’algorithme proposé¢ au chapitre 3 pour se ramener a
I’interpolation des gains d’observation et de commande. Les correcteurs
synthétisés dans un premier temps sont structurés selon la méthode du chapitre
2 ; ensuite une synthése multiobjectifs et multi-mod¢les est mise en ceuvre afin
de garantir la stabilité de I’ensemble des linéarisés tangents avec un parametre
de Youla unique. Au final, on garantit que I’ensemble des points de la
trajectoire du systéme non stationnaire sont exponentiellement stables.

En pratique, le nombre de LMI (ou plus exactement de variables
d’optimisation) peut étre trop important pour un temps de calcul raisonnable.
Une solution pratique plus raisonnable peut étre d’utiliser des parametres de
Youla différents, issus de plusieurs synthéses, et de les interpoler eux aussi. On
perd dans ce cas la garantie théorique de stabilité sauf dans le cas particulier
d’une interpolation linéaire. En effet avec une fonction de Lyapunov commune,
si ’ensemble des systémes bouclés gelés sont stables, la stabilité est assurée sur
toute la trajectoire considérée.

4.5. Probléme LMI en pratique

Le probléme LMI exact ne peut pas raisonnablement trouver une solution par
les outils de calcul actuels, il est donc nécessaire de le simplifier en vue d’une
application pratique ; voici quelques points qui peuvent étre considérés.

1/ On peut réduire le nombre de contraintes en supposant le probléme
suffisamment régulier.

En effet, la LMI suivante, qui doit étre vérifiée pour a < k < ¢,

(Eq. 4.5.1)

( - X (4(k)+ B(k)Kl)X1}<_71
X, (4(k)+ Blk)K, ) - X

peut étre considérée a ses extrémités et ensuite vérifiée sur 1’intervalle tout
entier.
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2/ le choix des extrémités des intervalles est difficile et ne reléve pas d’une
procédure automatique, on peut donc choisir que l’interpolation se fasse de
maniere continue. En appelant k; les instants d’interpolation choisis,
I’interpolation entre I’instant k; et I’instant k;,; est menée en choisissant :

k
k

i—1

~

(Eq. 4.5.2)

+1

~

QU O & 9
Il

i+2
Du point de vue algorithmique, si on considére que 1’on connait une solution a

I’indice i, ¢’est-a-dire :

( X, (A(k)+ B(k)K; )Xz']< v (Eq. 4.5.3)

X;(A(k)+ BR)K; ) - X,

pour k€ {k;_y ., k; , ki1 ),

il reste a résoudre le probleme LMI suivant :

[ - Xt (A(k) + B)K 1 41)X ;41

-y Eq.4.54
Xi+1(A(k)+B(k)Ki+1)T - Xt )< 4 (Eq )

pour k€ {k; , kiyq > kio }, avec

Xi =Xy < kg —kiJy 1 (Eq.4.5.5)

4.6. Exemple d’une bobineuse

Considérons le systéme d’enroulement de bande issu de [KS72] et représenté
sur la Figure 4.7. Un moteur a courant continu entraine une bobine sur laquelle
vient s’enrouler un fil métallique. La commande consiste a maintenir constante
la vitesse linéaire d’enroulement.
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v(t)

Moteur

R@)

Jult
¢ Bobine Iut)

Figure 4.7. Systéeme d’enroulement

L’enroulement du fil provoque 1’augmentation du rayon R, et donc du moment
d’inertie J, de la bobine. Si v(f) est constante, on peut établir les relations
suivantes :

R(0)? + h
70)+ 1 (RG)* = ROY )=,y + 74 0)

R(¢)
J(t)

~

(Eq. 4.6.1)

ou J(t) est I’inertie totale ramenée sur le moteur.

Soit u(¢) la tension d’alimentation du moteur, le comportement du systéme
peut étre décrit par I’équation différentielle :

% ORA)) = bult) - 0 Q) (Eq. 4.6.2)

En notant &(¢) = J(t)Q(¢), I’équation d’état peut s’écrire :

O N IPTA T (Eq. 4.6.3)

dt J(t)

tandis que la vitesse linéaire est donnée par I’équation d’observation :

W) = R) &() (Eq. 4.6.4)
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Considérons le probléme de régulation de la vitesse v(¢) autour de v,. La
commande nominale u(z) qui lui correspond est donnée par

P50(1)=V0%

)= 2mw)- 0,0

} (Eq. 4.6.5)

Soient x =& —&y, # =u—uy et v =v—yvg, les variations des grandeurs
autour du régime nominal. Ces nouvelles grandeurs vérifient les équations
d’état et d’observation :

x(7) = —(D x(¢)+ bu
0= =50+ 110
- _R(t)x

(Eq. 4.6.6)

Le probléme est donc d’assurer le maintien a 0 de x et v, au moyen d’un retour
d’état :

u(t)=—K(t)(t) (Eq. 4.6.7)

i) = - KV O 5 (Eq. 4.6.8)

Pour appliquer la méthode d’interpolation proposée, nous allons considérer que
le dispositif est piloté par un calculateur (systéeme échantillonné), il nous faut
donc discrétiser le systeme.

Valeurs numériques
¢ =0,01 kgm’s™
b=01 kgm?.V's?

p =006 m>V?3s?
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vo =35 m.s’!

R()=+0,01+5.10"%7 (enm)

J(t)=0,02 + 66,67(R(t)4 - R(o)“) (en kg.m?)

La longueur du fil est de 300 métres ; ’enroulement s’effectue donc en 60
secondes et double le rayon de la bobine. On choisit une période
d’échantillonnage 7y = 0,4 s., qui donne donc 150 pas d’échantillonnage.

Afin de tester la méthode, trois types de corrections sont réalisées :
- retour statique (O - courbes en vert)

- retour d’état variant calculé¢ par une méthode de commande linéaire
quadratique a horizon fini (® - courbes en bleu) [KS72]

- retour d’état variant calculé par interpolation des gains de la commande
linéaire quadratique (@ - courbes en rouge).

Aprées avoir choisi 3 instants significatifs (£ =10, 135 et 150), la méthode du
paragraphe 4.5 peut étre appliquée (les listings sont en annexe) sur les gains du
retour d’état. K est stabilisant sur I’intervalle [0 135], K, sur I’intervalle [10
150] et K5 sur [135 150]; les fonctions X; sont calculées sur les points
suivants :

X, pour k=0, 10, 135
X, pour k= 10,135, 150
X3 pour k=135 150
Puis les LMI sont vérifiées sur ’ensemble des points intermédiaires.

Les gains de retour d’état aux différents instants et pour les trois commandes
sont donnés sur la Figure 4.8. La Figure 4.9 montre les gains correspondant
lorsque la commande est exprimée en fonction de la vitesse.

Remarques :

- es gains variables s’annulent a la fin de I’enroulement puisqu’il n’y a
L bles s’ lent a la fin de I’ 1 t il n’y
plus besoin de commande (la commande linéaire quadratique a horizon
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fini a été calculée sans pondération terminale) alors que ce n’est
évidemment pas possible avec gain constant.

La Figure 4.10 et la Figure 4.11 montrent I’évolution de la vitesse
linéaire v et de la commande u. Lors des simulations temporelles, on
introduit des perturbations de vitesse pour mieux se rendre compte de
I’action de la correction

Les résultats sont satisfaisants puisque la stabilité est préservée au prix
d’une quantité de calcul faible. De plus les performances du correcteur
issu de D'interpolation sont trés proches de celles de la commande
optimale, alors que le correcteur statique est un peu plus lent malgré un
gain de retour de vitesse croissant.

Gains de retour d'état

0 50 100 150
instants d'échantillonnage

Figure 4.8. Gains de retour d’états
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Gains de retour vitesse

vitesse

3.5

100

instants d'échantillonnage

150

Figure 4.9. Gains de retour de vitesse

] IR L -

ssif -

59F- - - - e R .

5.7 ,,,,,,,,,,, o - - oo Lo .

1 S A 1

100

instants d'échantillonnage

Figure 4.10. Réponse temporelle de la vitesse
a des conditions initiales appliquées tous les 40 pas.
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commande

w2
L

g
19

1'5 I I
0 50 100 150

instants d'échantillonnage

Figure 4.11. Réponse temporelle de la commande
a des conditions initiales appliquées tous les 40 pas.

4.7. Conclusion

Nous avons présenté une méthode d’interpolation originale pour les correcteurs
de type observateur — retour d’état. Celle-ci est fondée sur la théorie de la
stabilité exponentielle a partir de fonctions de Lyapunov variant dans le temps.
Les avantages d’une telle méthode sont multiples :

- la garantie a priori de la stabilité lors de la période de commutation
n’existe pas dans les méthodes actuelles alors qu’elle est le point de
départ de la méthode proposée ici.

- T’utilisation de I’optimisation convexe sous contraintes LMI allége la
quantité de calcul.

Dans le cas ou le probléme est suffisamment régulier, la méthode
d’interpolation proposée devient linéaire et valide a posteriori les applications
industrielles qui utilisent cette méthode. On peut également modifier le
probléme LMI en imposant des fonctions de Lyapunov communes afin
d’imposer une interpolation linéaire.
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Il est tout de méme important de noter que malgré une méthode précise, le
spectre des choix qui restent dédié€s au concepteur reste large et confirme que le
probléme des gains variables reste un domaine relativement ouvert.

L’objectif principal des travaux qui vont suivre est d’obtenir des lois de
commande non stationnaires sur le modéle du lanceur.
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5.1. Introduction

Ce chapitre est consacré a 1’analyse physique d’un lanceur dans sa phase de vol
atmosphérique et traduit en termes d’automaticiens les différents
comportements. Ce travail a été conduit en étroite collaboration avec le CNES
et EADS pour la validation de cette étude.

A T’issu de cette étude physique, il a été mis en place avec ’ONERA (Centre
de Toulouse) un benchmark interne au groupe de travail PIROLA. Celui-ci
permet de générer des modeles de synthése, d’analyse et de simulation qui
prennent en compte les différents aspects du cahier des charges. De plus les
aspects rapidité des outils informatiques et convivialité de I’interface utilisateur
ont été pris en compte tout au long de la mise en ceuvre de ce benchmark.

Afin de mettre en ceuvre un algorithme de synthése de loi de commande pour
un systeme, il est nécessaire de bien connaitre le systeme étudié. La qualité
d’un modele reléve du compromis fait entre le réalisme et la complexité. En
effet, la prise en compte de tous les parametres conduit a un modele
extrémement complexe et donc inexploitable numériquement ; et inversement,
un modele trop simple ne refléte pas suffisamment la réalit¢ physique du
probléme. Nous allons donc mettre en place un modele dynamique de lanceur
qui allie réalisme et simplicité.

Notre démarche s’appuie d’une part sur des conditions physiques pour ce qui
est de la mécanique de vol des lanceurs et d’autre part sur des conditions
propres a I’automatique pour ce qui est de la simplification du modele [JPC99].

De simples considérations permettent de définir un lanceur comme une
structure rigide soumise a des déformations et commandée par des tuyeres
orientables. Pour simplifier notre approche, nous allons considérer le systéme
en un point de vol donné et utiliser toutes les variables externes comme des
constantes du probléme. L’étude se résumera en 2 points :

- le mode rigide,
- les modes de flexion.

Les autres phénomeénes physiques qui pourraient intervenir dans la
modélisation, comme par exemple les modes de ballottement du carburant,
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seront négligés par souci de simplicité. Ils pourront intervenir sous forme
d’incertitudes.

Dans un second temps, ce systeme physique sera considéré du point de vue de
I’automatique, autant pour I’analyse que pour la synthese de lois de commande.
Nous verrons dans cette partie un ensemble de schémas-bloc qui reflétent la
structure du probléme et un ensemble de graphiques qui permettent I’analyse
du probléme. Cette partie utilise des données numériques produites par EADS
Launch Vehicles et propose une traduction du cahier des charges en terme
d’automatique.

Il est important de noter que la modélisation proposée ici est réalisée sous la
forme d’un systeme régit par des €équations différentielles dont les parametres
physiques évoluent dans le temps. Nous verrons donc dans un premier temps la
modélisation d’un lanceur autour d’un point de fonctionnement. Puis nous
verrons comment €évoluent les paramétres qui avait été considérés comme
constants.

5.2. Généralités

5.2.1. Phases de pilotage

Les contraintes que 1’on soumet au lanceur au cours de son vol varient selon le
moment considéré. Pour schématiser le pilotage d’un lanceur on pourra
distinguer six phases de pilotage :

- Sursocle

o Audécollage
o Eviter les chocs des tuyeres avec la table de lancement
o Limiter le déport latéral de I’engin

- Etage 1
o Limiter l’incidence aérodynamique pour limiter les efforts
généraux
- Etage2

o Suivre la consigne du guidage
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o Limiter les conditions cinématiques au largage de la coiffe et a
la séparation

- Etage 3

o Identique a I’étage 2 sauf pour le largage de la coiffe
o Mise a poste des charges
o Utilisation des tuyeres du systeme de contrdle d’attitude
o Contraintes de précision en attitude et en vitesse angulaire
La modélisation qui suit est dédié¢ a la phase 1 de pilotage mais la démarche
adoptée est générale et concerne tous les points de vol.
5.2.2. Chaine de Pilotage
La chaine de pilotage comprend 2 niveaux distincts :

- le guidage permet d’asservir le centre de gravité du lanceur sur la
trajectoire désirée. Il fournit donc les consignes du pilotage

- le pilotage permet de stabiliser le lanceur autour de son centre de
gravité en s’adaptant aux variations de I’environnement extérieur. Le
pilotage fournit le braquage commandé aux vérins de gouverne.

Ces 2 points sont schématisés sur la Figure 5.1.

L9i de > Ifoi de > B}oc de Engin
guidage pilotage puissance
A A
Capteurs <

Figure 5.1 Principe du guidage — pilotage
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5.2.3. Représentation d’un lanceur et hypothéses

La figure 2 représente un lanceur dans le plan du pilotage en lacet, et permet
d’introduire les grandeurs utiles a la modélisation.

B

Figure 5.2 Axe de lacet et aux petits angles

La modélisation du lanceur présentée est obtenue par 1’écriture des équations
de Lagrange (voir paragraphe 5.3.1) qui sont ensuite simplifiées pour étre

exploitables.

Les hypothéses suivantes sont envisagées :

mouvement plan autour de la trajectoire de référence supposée plane et
rectiligne.

Petits mouvements autour du centre de gravitg.
Lanceur flexible.

Ballottements des liquides négligés.
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Nomenclature des variables :

G Centre de gravité total
Gg Centre de gravité du lanceur rigide sans tuyere
Gr Centre de gravité de la tuyere
M Masse du lanceur
Mg Masse du lanceur sans tuyere
My Masse de la tuyere
M; Masse généralisée du mode de flexion i
Ny Coefticient de portance
0] Point d’articulation de la tuyere (point d’application de la
poussée)
F Foyer
P. Poussée utile pour le pilotage (somme de poussées braquables)

Poussée pivotante

GXYZ Repere 1i¢ a la trajectoire nominale

Gxyz Repere 1i¢ a I’engin
B Angle de braquage de la tuyere
oy Ecart de lacet entre I’attitude commandée v, et I’attitude
réelle v

w Vitesse du vent latéral

z Vitesse de dérive sur GZ

i Incidence
C, Coefficient de portance

14 Vitesse du lanceur le long de sa trajectoire nominale
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n;
hy (i)

h (i)

Inertie totale du lanceur autour de G

Longueur totale du lanceur

Inertie du lanceur sans tuyére autour de G

Inertie de la tuyére autour de G

Distance G — point d’application de la poussée O
Distance Gy — point d’application de la poussée O
Distance O — centre de poussée F

Pression dynamique = % sz

Masse volumique de 1’air

Surface de référence

Gradient de portance =
Ol

trainée

Coordonnée généralisée du mode de flexion i

Amplitude normalisée du mode de flexion i au point X

Pente du mode de flexion i au point X

5.3. Equations de la mécanique

Contrairement a I’approche classique en utilisant les lois de Newton, nous
allons formaliser le probléme avec la méthode de Lagrange [Spi72].

Cette approche se ramene au lois de Newton, mais elle est particuliérement
intéressante par la facilité relative avec laquelle elle permet de résoudre un
certain nombre de problémes.
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5.3.1. Coordonnées généralisées

Soit un systéme de N points matériels en mouvement et soumis a des liaisons ;
alors pour décrire le mouvement, on a besoin d’un certain nombre de
coordonnées indépendantes que 1’on note de la fagon suivante :

9q1,925--->49y

On les appelle coordonnées généralisées. Elles peuvent étre des distances, des
angles ou des quantités rattachés a ces dernieres; et le nombre n de
coordonnées généralisées est le nombre de degrés de liberté du systeme. Il
important de noter qu’un choix judicieux de ces coordonnées peut
considérablement simplifier un probléme.

Pour v =1... n, on note le vecteur position 7z
P, =xvi +y, ] +zk (Eq. 5.3.1)

Les relations existant entre les coordonnées généralisées et les coordonnées
d’espace sont données par les équations de transformation :

o= 1@ dn s t) (Eq. 5.3.2)

On note qu’on ne s’intéresse ici qu’au systémes holondmes, c’est-a-dire que
toutes les liaisons peuvent étre représentées mathématiquement par des
équations de la forme :

¢q1. .. gy 1)=0 (Eq. 5.3.3)

On peut alors 1’énergie cinétique totale du systtme comme une forme
quadratique des vitesse généralisées q,, :

1N
E, == Ym,F> (Eq. 5.3.4)
2y=g

On peut définir la notion de force généralisée a partir du travail W fourni a un
systéme de particules par des forces F,, agissant sur la v ™ particule. On a :
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n
dW = 3 @y dqy

o=1

N . o
avec @y = Y F, o —~
v=l 9

(Eq. 5.3.5)

On appelle @, la force généralisée associée a la coordonnée généralisée ¢, .

On peut alors relier la force généralisée a 1’énergie cinétique par les équation
suivantes dites équations de Lagrange :

d(JE. | OE,
dt| 94, 9

=@, pourx=1,....n (Eq. 5.3.6)

Ce sont ces équations qui seront a la base de la modélisation qui est ici
proposée. Dans un premier temps, le formalisme de Lagrange sera utiliser pour
comprendre la notion de mode souple et elle sera ensuite appliquée a
I’ensemble du lanceur.

5.3.2. Les modes souples

Un lanceur est un corps ¢lancé dont la masse a ¢té optimisée (allégement
maximal des structures) et il peut donc avoir des mouvements de flexions
significatifs.

Ces modes de flexions peuvent entrainer une instabilité. En effet une flexion
entraine une perturbation de la mesure, d’ou une perturbation sur la commande.
Si cette commande induit une force transverse qui provoque elle-méme une
flexion, alors le systéme peut devenir instable. Il s’agit donc de maitriser les
flux d’énergie de ces modes.

5.3.2.1. Description d 'un mode souple

La description d’un mode souple est faite a partir de 1’analyse modale linéaire.
On suppose les déformations de faible amplitude pour pouvoir considérer que
I’engin est un systéme élastique linéaire d’axe x.

Les ¢tudes (par les ¢éléments finis) du comportement vibratoire fournissent une
description des modes vibratoires de la structure sous la forme suivante :
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- fréquence et amortissement du mode,
- masse généralisée du mode,
- déformée modale de la structure.
On note :
- h(x) la déformé modale,
- m(x) la répartition massique de la poutre,
- f(x,t) le champ d’effort excitant selon ’axe z,
- u(x,t) le déplacement de la poutre selon I’axe z.

On recherche tout d’abord les solutions de 1’équation du mouvement libre de la
poutre. Ces solutions sont appelées modes propres et peuvent étre écrites sous
la forme ¢ (x) cos (w;?) ; elle fournissent donc la déformée modale 7 (x) et la
pulsation propre ®;. On suppose ensuite que la solution générale de I’équation
du mouvement de la poutre est la superposition des effets de chacun des modes
propres et que I’on a la séparation des variables de temps () et d’espace (x). On
obtient donc :

(e o]

u(x,t)="Y h(x)n; () (Eq. 5.3.7)

i=1

ou 7;(¢) est appelé coordonnée modale généralisée du mode i. La Figure 5.3
illustre le cas du premier mode de flexion en lacet.

Nez

u(x,t)
Queue

\ A

Figure 5.3 — lllustration d’un mode de flexion
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En utilisant les équations de Lagrange, on montre que les coordonnées
généralisées suivent une équation différentielle du second ordre du type

suivant :
il ) + 28,0 + 02, 0)= Fio (Eq.53.8)

avec :

- = _[m (x) h; (x)2dx : masse généralisée ;

poutre
- &, amortissement modal introduit pour tenir compte des dissipations
internes d’origine mécanique.
- Fi(t)= [ f(x,t)hj(x)dx : effort généralisé.
poutre

Remarques :

- Chaque mode propre se comporte comme un systéme masse-ressort
amorti.

- La détermination de chaque mode se fait a partir du calcul par ¢léments
finis et d’essais sur maquettes dynamiques.

- II existe une infinit¢ de modes souples ; pour le pilotage, on ne retient
en général que les 4 ou 5 premiers sur chaque axe.

- La force d’excitation provient de la propulsion, de 1’aérodynamisme,
des forces d’inertie dans les tuyeres et des autres modes.

5.3.2.2. Application au lanceur

Dans le cadre de 1’étude d’un lanceur, nous nous limitons aux flexions selon un
axe unique (Figure 5.4).

En application a notre systéme, on obtient pour le mode i I’équation
différentielle du second ordre suivante :
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i + 2801, + @;*n; = —w;> Py (i)B (Eq. 5.3.9)

ou hp (z) est le déplacement du mode propre i au droit de la tuyére et en
prenant comme masse généralisée :

W=—5 (Eq. 5.3.10)

On a autant d’équations de ce type que de modes souples pour chaque axe.

Figure 5.4 — Définition des forces

Au niveau des mesures de lacet et de vitesse de lacet, les modes de flexions
induisent des écarts s’ils ne sont placés ni sur un nceud ni sur un ventre de
vibration :

- auniveau de la centrale inertielle :
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Y =W — X hi () (Eq. 5.3.11)

i=1

ou 4., (i) est la pente de la déformée modale au droit de la centrale inertielle.

- auniveau du gyrometre :

Yo =V — X by (01 (Eq. 5.3.12)
i=1

ou h'Gy(i) est la pente de la déformée modale au droit de la centrale
gyrométrique.

I faut noter que ces valeurs sont soumises a des incertitudes : pour le premier
mode, 15% sur la pulsation et 30% sur les déformées modales et leurs dérivées,
pour le second mode et les suivants, 10% sur les pulsations et 20% sur les
déformées modales et leurs dérivées.

5.3.3. Equations de Lagrange

L’¢énergie cinétique totale du systéme s’exprime par la relation suivante :

2E, =M

ME+MT(

+([E+[T+ IE+ZT)2]W2

. Mr+M . (Eq. 5.3.13)
+3 M +[1T +%ZT2)ﬂW
i

+ 3 1o O~ Mrir o @~ o) B
i
L’énergie potentielle et 1’énergie dissipative ont la formulation suivante :

2E, = zM,.co,?nﬁ (Eq. 5.3.14)
i

2
Eg = ZMiwiéini (Eq. 5.3.15)

l
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Les forces agissant sur le systéme sont :

- lapoussée P = P.X + {Pc(y/ + 3 ho (i J+ POﬁJE (Eq. 5.3.16)
i

- les forces aérodynamiques A=-X 4xX+ (x 4V + Nai)E (Eq. 5.3.17)

- le couple de la servogouverne T’ (Eq. 5.3.18)

avec P, la poussée totale, P, la poussée pivotante, X 4 la trainée, N, le
coefficient de portance, i I’incidence.

Les coordonnées généralisées choisies pour décrire le mouvement du lanceur
sont les suivantes :

v B m ... n) (Eq. 5.3.19)

avec n le nombre de modes souples considérés

Les forces généralisées associées a chaque coordonnée s’expriment alors par
les relations suivantes :

0, = Pc[W+zhb(i)Ui)+ Poﬂ—XAllf—Na(llf+ Z_W) (Eq. 5.3.20)
O\ M
Q.,V:(—<PC—P0—XA>ﬁ+XAzhO<i>] rir
- thO(i)ni
’ (Eq. 5.3.21)

—(PCZhb @in; + Poﬁ]MA]fIZE

M M —
_Na( rlr EZE+ZFIW+Z W]

M M V
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Mrly
M

Ml W
~ N, LT [w+z ) (Eq. 5.3.22)

o :[_(Pc -5 —XA)ﬁ+XAZhb(i)J

M 14
+T

Oy, - (Pczhz) o +Poﬂ}‘o(i)

+(— (P.—P,-X4)B +XAzhb(i)—Na(w+ Z_W)}MTZT ho i)

i V M
(Eq. 5.3.23)
Les équations de Lagrange s’écrivent donc
d(JE,\ O0E. 0E; OE
0y =—| =% |- —<+ .d + P (Eq. 5.3.24)
di\ 94; ) dg;  9dq;  dq;
Remarque :

Les énergies potentielle et dissipative ne dépendent pas explicitement de ¢; .

De plus en introduisant la notation M, :

Myply  Mglg
M., =—-N _ w1, Eq. 5.3.25
o “[ M YR (Fa )

on en déduit les équations du mouvement pour les différentes coordonnées
mises en jeu :

- Pour la dérive z :

z=W

M:=(P.—X,—=Ng)u+P.Yhyli)+P,B - N, (Eq. 5.3.26)
i
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- Pour I’attitude v :

MM ..
Jl/.i‘i‘(IT‘}‘ T ElT(ZE‘i‘lT))ﬁ:MaW
Mrlr Mglg o
+ X - P holin;
( A M c M i O()nz
- thO(i)ni
1
Mrlr Mglg
- P.-P,—-X,)+P
( M (c 0 A) [0) M
z—-W
+M, -

(Eq. 5.3.27)
- Pour la commande 3 :

(IT Mg o )ﬂ ( MM iy >}y + 3 1o 0) - ho @), =
i

Mrlr
M
Mrlr

— NOC

1

Myl
_(PC_PO_XA) LT

B
Myplp =W

_N
““MmMm v

+T
(Eq. 5.3.28)

- Pour chaque mode souple 7; :
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Mij; + (ITh'O (i)-Mrply (ho ()= Irho (l)))ﬁ +2M & wm; + Mo n; =
[ Ng M hO( )}V

[ o0+ a0 ol

[ ot R0

Mplp v z2-W
- N h
o IY; 0(1) %

(Eq. 5.3.29)

Ces quatre équations représentent donc le comportement du lanceur autour
d’une trajectoire de référence plane et en considérant des angles petits.

5.4. Modele simplifié

Afin de pouvoir exploiter les dynamiques du lanceur, il est nécessaire de
simplifier ce modele. La premiere hypothése envisagée est issue d’une
réflexion sur la servogouverne afin de remplacer 1’équation différentielle qui
régit celle-ci. La seconde hypothése concerne le lanceur rigide (c’est-a-dire
sans les modes souples) : on suppose que I’inertie et la masse de la tuyere sont
nulles ; ce qui semble raisonnable par rapport aux masses et inerties mises en
jeu dans le probléme.

5.4.1. Servogouverne

Il s’agit du mécanisme qui actionne les vérins de commande de braquage des
tuyeres pour diriger le lanceur. On modélise cet ensemble par un filtre du
second ordre comme on le fait de maniére classique pour les actionneurs. Cette
simplification est validée par un raisonnement sur les couplages en jeu et les
liaisons dynamiques. On simplifie alors 1’équation représentant les dynamiques
du servomoteur par un second ordre.

B+ 26707 B + 07 B = o7 B, (Eq. 5.4.1)
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Les grandeurs &7 et w7 représentent I’amortissement et la pulsation alors que

B, représente I’angle de braquage commandé.

5.4.2. Equation principale

L’équation principale correspond au comportement du lanceur rigide et en
particulier a son attitude. On néglige les modes de flexion et on considere

comme nulles I’inertie et la masse de la tuyere.

On définit les grandeurs suivantes :

A6:Ma _ Nolp-1g)
J J
Myl MEglg
(PC_PO_XA)+P0 P.l
K = — M M — o'F
: J J

On aboutit alors a I’équation de base du pilotage :

=W

l/7=1‘16[‘//+ )+K1ﬁ

(Eq. 5.4.2)

(Eq. 5.4.3)

(Eq. 5.4.4)

Ag est naturellement positif sur les lanceurs et les missiles, ’engin est donc
aérodynamiquement instable (le centre de poussée est sous le centre de
gravité). Les allures typiques de I’évolutions des coefficients 44 et K| sont
données Figure 5.5. Il est important de noter que les évolutions des paramétres

sont connues sous la forme de tableaux de points.
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K,

»
T T T T |l

0 T critique temps (s)

Figure 5.5 Allures des courbes d’évolution de As et K,

Cette équation peut aussi s’écrire en fonction de I’incidence (angle entre la
vitesse relative du lanceur et 1’axe vertical du lanceur) ce qui donne I’équation
classique du mode rigide :

W =Agi + K1 (Eq. 5.4.5)

En effet, si on considere 1’axe de lacet, et les mouvements aux petits angles qui
permettent de confondre 1’angle, son sinus et sa tangente, on peut exprimer la
valeur de I’incidence i.

Conformément a la Figure 5.2, en notant & 1’angle entre la vitesse absolue et
I’axe GX (trajectoire nominale) et 6 1’angle entre vitesse absolue et vitesse
relative, I’incidence a pour expression :

i=a—-0+y (Eq. 5.4.6)
Or en confondant o et son sinus, on obtient :

o = ﬁ (Eq. 5.4.7)

De méme, en considérant le vent orthogonal au lanceur et en confondant 0 et
son sinus, on obtient :
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9" (Eq. 5.4.8)

On en déduit I’expression de I’incidence

z=W
V

i=y+ (Eq. 5.4.9)

Les différents termes qui ont été négligés, et en particulier les déformations
dues aux modes souples, peuvent étre pris en compte de maniére indirecte sous
la forme d’incertitudes sur les coefficients 44 et K| .

5.4.3. Equation de dérive

La dérive selon I’axe z est pris en compte dans 1’équation (5.3.25); en
négligeant les modes souples, on peut facilement la simplifier en I’équation
suivante :

F=aqy+ay(Z-W)+asp (Eq. 5.4.10)
avec

alzpc_XA;_N“ (Eq. 5.4.11)

ar = —% (Eq. 5.4.12)

ay = Aj"V (Eq. 5.4.13)

5.4.4. Les modes souples

Les modes souples qui ont été mis de coté lors des simplifications précédentes
doivent tout de méme éEtre pris en compte, et c’est par les déformations aux
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niveaux des centrales inertielles et gyrométriques que leurs effets vont étre
introduits.

L’équation dynamique d’évolution de chaque mode souple peut se résumer par
I’équation suivante :

fi; + 28,01, + 0;°1; = -0;” P.hr (1)B (Eq. 5.4.14)

Tandis que le couplage au mode rigide se fait par les mesures :

(o]

W =W — X hi i (Eq. 5.4.15)
i=1
Y =V — XhG, (@0 (Eq. 5.4.16)

i=l

Cette modé¢lisation permet de limiter le nombre de couplages et facilite par la
suite la mise sous forme LFT nécessaire pour 1’application de certaines
méthodes utilisés par le groupe de travail PIROLA.

Tout comme les coefficients 44 et K; du mode rigides les caractéristiques des
modes souples évoluent au cours du temps autant pour les pulsations que les
amortissements ou encore le déformées modales. Ces variations sont connues
sous formes de tabulations.

5.4.5. Centrales inertielle et gyrométrique

Par souci de simplification, la centrale inertielle est considérée comme parfaite
et se limite a un gain unitaire, tandis que le gyromeétre est modélisé par un filtre
du second ordre.

Les bruits de mesures utilisés pour les simulations sont additifs aux sorties et
centreés.
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5.5. Bilan de la modélisation

5.5.1. Equations

On peut résumer la modélisation du lanceur, en omettant les modes de
ballottement, par le systéme dynamique suivant :

- W
Fzay +ay —— + a3 B (Eq. 5.5.1)
y zZ—
Vo= Ay + + K, (Eq. 5.5.2)
iy + 2801 + 0;n; = —0;>P.hp (()B pour i=1,n (Eq. 5.5.3)
Equations de couplage :
W =¥ = X hi (i (Eq. 5.5.4)
i=1
Y =V — X hg, (g (Eq. 5.5.5)
i=1

L’aspect non stationnaire des ces équations doit étre pris en compte par la
connaissance a priori de 1’évolution de I’ensemble des parameétres en fonction
de la trajectoire.

5.5.2. Schema bloc

Par I’assemblage des différent éléments, on obtient le schéma bloc de la Figure
5.6. On peut noter que cette représentation modulaire peut facilement évoluer
vers des structures qui prennent en compte plus de complexité.
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Vent: W

Bruit de mesure
Commande v
—»  Actionneur > Engin rigide ¥ zt ) Centrale Inertielle e W
K

Mesures d’attitude
et de sa dérivée

Bruit de mesure

O—>

\ 4

MS 1

Figure 5.6 Schéma bloc du lanceur (prise en compte de 2 modes souples)

5.5.3. Lanceur rigide

Les entrées sont I’angle de braquage commandé [ et la perturbation due au
vent W ; et les sorties sont ¥ et v/ .

B 14
On définit u = [WJ et x=|y (Eq. 5.5.6)

z

Une représentation d’état du systéme est :

0 1 0 0 0
x=|45 O ﬁ +| K} - ﬁ (Eq. 5.5.7)
V V
aq 0 a 613 —da

Soit H;(s) et H,(s) les fonctions de transfert de B — w et W — y pour les

systemes dont les parametres sont figes a 7,4, (défini sur la Figure 5.5) :

Ag
K1S + 7&3 + azK

Hy(s)= i (Eq. 5.5.8)

53 —azs2 —Ags +arAg —
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As
-5
Hy(s) = 4 v (Eq. 5.5.9)
s5 - 612S2 — Ags + ayAg — 17

5.5.4. Les modes souples

La mise sous forme de systéme dynamique des modes souples conduit pour
chaque mode au systéme suivant :

—| . |= 2 : 2 .
de\1; ;" —20;0; |1; —; PchT(l)
Eq. 5.5.10
A (0 Y e
z) 0 gy ()|,

Enfin I’interconnexion des systémes décrivant les modes rigides et les modes
souples est donnée par les équations :

Ym =V — 2

) (Eq. 5.5.11)
Y =Y — 23

5.5.5. Interprétations graphiques

Les figures qui suivent (Figure 5.7) représentent les différents transferts mis en
jeu dans la modélisation avec les paramétres delés correspondnat a un instant
de vol particulier. Il s’agit du modele continu discrétisé a la période
d’échantillonnage 7,. On considérera deux entrées et trois sorties qui sont :

(i) les entrées :
- I’angle de braquage f3,
- lavitesse du vent W7,

(ii) les sorties :
- I’angle d’attitude y,, (mesuré par la centrale inertielle),
- la vitesse de variation de I’angle d’attitude : y,, (mesurée par le
gyromeétre),
- I’angle d’incidence i (non mesuré).



180

=

(gp) apmyuseiy <(3op) aseyq

(gp) opmyusely *(5op) aseyq

Fréquence

Fréquence

W -y,

B-v,

(gp) opmyuseyy *(5op) aseyq

(gp) apmiuseyy :(39p) aseyq

Fréquence

Fréquence

W -y,

B—v,

(gp) opmyusely *(3op) aseyq

=) o

(gp) opmyuSely :(3op) oseyd

Fréquence

Fréquence

W —i

Figure 5.7 Diagrammes de Bode du lanceur
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5.6. Cahier des charges

Le cahier des charges pour la synthése non stationnaire se divise en deux
parties ; la premicre concerne des spécifications fréquentielles qui devront étre
validées sur I’ensemble des linéarisés tangents du systéme non stationnaire
(c’est-a-dire avec les paramétres gelés); et les seconde concerne les
simulations temporelles.

En ce qui concerne les contraintes fréquentielles, elles sont identiques pour
I’ensemble des points de vols et doivent étre validées sur les cas définis dans le
Tableau 5.1. Tandis que les spécifications temporelles ne se traduisent pas de la
méme maniére en début et en fin de vol. En effet en début et en fin de vol, la
diminution de la pression dynamique permet d’étre moins exigeant sur
I’incidence.

Pour des raisons de confidentialité des données numériques, I’ensemble des
spécifications sont exprimées de manicre littérales. Il en est de méme pour les
résultats qui seront normalisés en fonctions des spécifications.

5.6.1. Cas « pires » a étudier

Pour éviter un balayage complet de I’espace paramétrique des incertitudes, des
configurations dites « pire cas » ont étés identifiées ; elles correspondent au
tableau suivant :

Déformées
A K ;
6 1 @i modales
+ 10% +20%
Incertitude +40% + 10% (sauf 15% pour | (sauf 30% pour

le 1¥ mode) le 1¥ mode)

1 min max min max
2 max min min max
3 min max max max
4 max min max max

Tableau 5.1 Liste des cas « pires »
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5.6.2. Spécifications fréquentielles

Les contraintes fréquentielles sont classées selon 3 catégories qui
correspondent a trois bandes de fréquences distinctes.

(i) Basses fréquences : marges de stabilité sur le mode rigide

marge de gain BF : AGpr dB
marge de gain HF : AGyr dB
marge de retard au moins égale a une période d’échantillonnage

(ii) Moyennes fréquences : premier mode de flexion

Sa proximité de la bande passante autorise de régler celui-ci « en
phase », c’est-a-dire de placer le pic de résonances entre —90° et
90° dans le plan de Black. Il est toutefois possible de le
considérer comme les autres modes décrits dans le point suivant.

La marge de retard doit é&tre supérieure a une période
d’échantillonnage

(iii)  Hautes fréquences : autres mode de flexion

Les autres modes doivent étre atténués en dessous de Xy dB

Pour se fixer les idées graphiquement, une allure de diagramme de Black
typique est donnée Figure 5.8.

Marge BF

0dB /
>&1argc HF

-360 -180 0 180

Figure 5.8 Allure typique du diagramme de Black de la boucle ouverte corrigée
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5.6.3. Spécifications temporelles

Les contraintes temporelles sont a vérifier en simulation avec un profil de vent
typique représenté sur la Figure 5.9 et elles se résument par :

- L’incidence maximale doit rester inférieure a 7, degrés (en valeur

absolue),

- Le braquage de tuyére (commande f) est limité au maximum a f3,,«
degrés(en valeur absolue),

- La vitesse de braquage est limit¢é au maximum a f,,, degrés par
secondes (en valeur absolue).

D’autre part un critere de consommation doit étre pris en compte. Il est défini
par la formule suivante

Ty

consommation = Z|ﬁ(k +1)- ﬁ(kj (Eq. 5.6.1)
k=0

et ne doit pas excéder C,,, degrés.

Amplitude

Temps

Figure 5.9 Vent de référence
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Remarques :

- On peut ajouter aux contraintes que 1’attitude doit étre proche de zéro
en fin de vol pour préparer la phase suivante comme on 1’a indiqué dans
la présentation du probléme.

- Lors de la présentation des résultats, les valeurs numériques seront
normalisées a 100 en fonction des spécifications.

5.6.4. La loi de commande

Le correcteur final doit étre un systéme dynamique discret échantillonné a la
méme vitesse que le simulateur du lanceur.

L'ordre du correcteur est un point important pour des besoins de
compréhension / interprétation de ce correcteur et pour des contraintes en place
mémoire et charge calcul des ordinateurs de bord du lanceur. Ce point est un
souci permanent et a ¢té treés influant dans le développement et la mise en place
des pilotages actuels. Toutefois, dans un avenir plus lointain et dans une
hypothése de reprise compléte de la structure du programme de vol, voire
d'évolution des calculateurs embarqués, on peut étre moins contraint. Ainsi
pour cette application cela n'est pas fixé comme contrainte forte au départ.

5.7. Interface du Benchmark PIROLA

La réalisation pratique du simulateur non stationnaire et des outils d’analyse
graphique a été faite en collaboration avec le département DCSD du Centre de
Toulouse de ’ONERA et s’adresse a I’ensemble des partenaires du groupe de
travail PIROLA.

On montre ici quelques ¢léments de I’interface MATLAB / SIMULINK :

- le simulateur proprement dit avec la structure qui a été exposée dans le
paragraphe précédent

- Dinterface Matlab qui permet d’exploiter les résultat
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5.7.1. Simulateur

Le simulateur présenté ici reprend les équations différentielles qui régissent le
comportement linéaire du lanceur avec I’ensemble des paramétres qui varient
dans le temps. Ces variations sont tabulées en fonction du temps et suivent des
lois d’interpolation pour les instants intermédiaires. L’ensemble des parametres
sont implantés dans les « blocs » de la Figure 5.11 qui représente la version du
modele a 5 modes souples qui se trouve dans le « bloc lanceur » de la Figure
5.10.

7
profil de vent

Clock

Profil de vent
p( 1
>
- it incidence i
g &)
dz
7 :
I > J ] Fsi
»>(,) »>(3)
dPsi

bruit de mesure sur psi
P In1

bruit de mesure sur dpsi 1

Bruits de mesure

commande appliquée

A

A

consommation

Figure 5.10 Simulateur de la boucle fermée
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211 >
| >
>e
z1 o
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z11
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@
+ + + +

41

A4

Figure 5.11 Modele du lanceur a 5 modes souples

5.7.2. Interface graphique pour les résultats

L’interface graphique de la Figure 5.13 permet de visualiser I’ensemble des
parametres de configuration du lanceur a étudier ainsi que ’ensemble des
variables temporelles issues des simulations qui elles mémes sont générés par

le menu de la Figure 5.12.

L’ensemble des ¢léments relatifs a cette interfaces sont consignés dans la note
technique Supélec-ONERA [CVO1].

4 |PIRDLA

=10l x|

Aide - Demo

Chargement d'un corecteur

Initialization |

Simulation

Figure 5.12 Fonctionnalités du benchmark
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5.8. Conclusion

La conception d’un modele de simulation a été faite a partir de considérations
physiques et des données numériques d’EADS — LV. Le développement d’un
modele utilisable sous Matlab-Simulink permet de définir un cadre
d’application réaliste et évolutif. L’étude faite dans un premier temps ne
considére qu’un mode¢le linéaire en un point de vol mais la démarche adoptée
permettra d’étendre le modele au cas non-stationnaire en utilisant la mise sous
forme standard en fonction des parameétres variant en fonction du temps. Cette
démarche s’avérera nécessaire pour mener des travaux de synthése de lois de
commande valable sur un large domaine de vol.
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6.1. Présentation

Ce chapitre d’application est essentiellement consacré a la mise en ceuvre des
méthodes de synthese du chapitre 3, ¢’est-a-dire la synthése multiobjectifs avec
paramétrisation de Youla. Nous avons fait le choix de présenter les différents
résultats de manicre constructive pour mettre en avant une méthodologie de
synthése pour le pilotage des lanceurs. Il est en effet important a nos yeux
d’insister sur le fait qu’une méthode de synthése n’est rien sans une
connaissance approfondie du systéme pour lequel la synthése est faite. Ainsi les
principes théoriques du chapitre 3 sont ici au service de I’ingénieur pour ajuster
les paramétres de réglages.

La méthodologie présentée est reproductible pour une autre configuration de
lanceur mais elle est aussi valide pour tout autre systeme dont le cahier des
charges est présenté sous forme d’objectifs contradictoires. Nous allons définir
quels sont les principaux objectifs de synthése et pour chacun d’eux nous
effectuerons une synthése particuliere pour laquelle les résultats (et donc les
objectifs) précédemment obtenus sont maintenus.

Pour chaque étape, les résultats présentés peuvent étre interprétés selon une
grille de lecture commune pour visualiser I’évolution des résultats. On
rappellera que toutes les figures sont normalisées pour des raisons de
confidentialité.

6.1.1. Lecture des critéres fréquentiels

Les contraintes fréquentielles peuvent se représenter sur les diagrammes de
Black-Nichols :

- des ¢étoiles définissent les limites des marges de gain conditionnelles
dites basse fréquence (AG g ) et haute fréquence (AGyr) ;

- l'atténuation des modes souples a partir du second mode souple est

repéré par une ligne horizontale.

Le calcul des marges de retard est donné par la formule suivante et fait I’objet
d’un calcul a part :

_Ad
(009

AT (Eq. 6.1.1)
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ou m, est la pulsation au gain unité. Dans le cas ou celle-ci n’est pas unique,
on prend la valeur de A7 la plus faible.

6.1.2. Lecture des contraintes temporelles

Les courbes de simulation présentées sont générées avec ou sans bruit selon les
cas de figure étudiés. En effet les bruits de mesures sont pris en compte
uniquement lorsque ’analyse fréquentielle montre que les hautes fréquences
sont atténuées. Les grandeurs représentées sont :

- l'incidence i

- lattitude w pour laquelle il n’y a pas de contrainte spécifique mais qui
doit rester « faible »'

- la commande f3
- lavitesse de variation de la commande 3

- I’évolution de la consommation (dans le cas de simulations bruitées)

L'échelle de temps de toutes les figures est la méme que celle du profil de vent
type de la Figure 6.1

Amplitude

Temps

Figure 6.1 Vent de référence

! Afin de pouvoir comparer des courbes qui n’ont pas de repére, on utilise la méme échelle pour toutes les
courbes de ce chapitre correspondant a une méme variable.
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6.1.3. Etude de la robustesse

Notre travail ne s’est pas spécifiquement orienté vers 1’analyse de la robustesse,
aucun outil spécifique n’a été développé a ce sujet; la robustesse est donc
simplement vérifiée a posteriori sur les configurations dites « pires cas»
définies au chapitre 5 (en plus de 1’analyse de la configuration nominale). Les
parameétres incertains considérés ainsi que les configurations étudiées sont
récapitulés dans le Tableau 6-1.

Aq K, o, Déformées
modales
+10% +20%
Numéro de cas +40% + 10% (sauf 15% pour | (sauf 30% pour
le 17 mode) le 1¥ mode)
1 min max min max
2 min max nominal max
3 min max max max
4 nominal nominal min max
5 nominal nominal nominal max
6 nominal nominal max max
7 max min min max
8 max min nominal max
9 max min max max

Tableau 6-1 Liste des cas « pires » étudiés

6.2. Le schéma de synthése

Le modele de lanceur utilisé est issu des études du chapitre 5. Pour la synthése,
nous avons choisi une représentation discréte du processus qui ne tient pas
compte des modes souples mais inclut par contre les capteurs et actionneur
(Figure 6.2). Ce choix permet de garder un modele de synthése d'ordre
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raisonnable (ici d’ordre 6). De plus les modes souples ont un mode de réglage
spécifique qui permet de les exclure du modéle de synthése.

14 @V ) »( 1)
3 A Incidence
»( 4
vitesse de dérive : dz/dt
1 » » »( 2
mesure de Psi
Commande de braquage Engin rigide i
2 > -
Vitesse du vent W
®

mesure de dPsi/dt

Figure 6.2. Modele de synthese du lanceur

En ce qui concerne la validation, le modéle complet du benchmark présenté au
chapitre 5 est mis en ceuvre avec les cing premiers modes souples. Comme il
s’agit ici de synthése linéaire stationnaire, on utilise le modele du benchmark
mais avec I’ensemble des paramétres figés.

Le schéma de synthese (Figure 6.3) reprend le modele rigide et les capteurs et
actionneur et il est augmenté des différentes pondérations qui traduisent les
spécifications du cahier des charges.

La synthése est faite avec l'algorithme de synthése multicritere décrit au
chapitre 3 avec un parametre de Youla d'ordre 2.

Sur le schéma de synthése (Figure 6.3), on voit apparaitre les différentes
pondérations qui servent dans la synthése. Les interprétations pour chacune
d’elles sont explicitées au fur et a mesure :

- Wi pour la positivité (voir paragraphe 6.5.1)

- W, pour le roll-off sur le second mode (voir paragraphe 6.5.2)

- Wj pour la sensibilité (voir paragraphe 6.4.1)

- Wi pour la pondération en entrée de vent (voir paragraphe 6.5.1).

En ce qui concerne les simulations temporelles et le schéma de correction on se
reportera au simulateur décrit au chapitre 5, et brievement rappelé sur la Figure
6.4.



195

©
A 4

PR E—ey

posit S
W1

w3 pertur posit1

Beta

Systéme Echantillonné Psi

W4 > dPsi
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Figure 6.3. Schéma de syntheése

Profil de vent
(1
- FQ > incidence i
g D
dz
4 0 D
> J_\_\_ > / X Psi
SO+
dPsi

Bruits de Mesure
commande appliquée ]

Correcteur Discret

Figure 6.4. Schéma de simulation

6.3. Généralités sur les synthéses

Les syntheéses qui suivent s'intégrent dans le cadre de la synthése H.. avec des
critéres découplés dans le cas ou I’on souhaite satisfaire plusieurs critéres
simultanément. En effet, ’intérét de la synthése H../H.. se comprend en
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regardant comment se calcule la norme H.. d’un systétme P avec deux entrées
(1, 2) et deux sorties (1, 2). On sait alors que :

IA.. =

(Eq. 6.3.1)
P21 P22

[Pn b

oo

Alors que les spécifications portent sur ||PH||°° et ||P22 ||°o , les termes croisés
induisent du conservatisme et peuvent conduire a des solutions trés sous-
optimales.

La stratégie adoptée procede par étapes successives et constructives :

1. régler la partie rigide du lanceur pour satisfaire les contraintes
temporelles ;

2. prendre en compte le premier mode pour assurer la stabilité robuste du
correcteur ;

3. introduire les spécifications sur le second mode pour garantir le rejet

correct de perturbation.

Nous allons nous rendre compte que le probléme de syntheése revient a gérer le
compromis entre les différentes exigences. Les résultats sont présentés de
manicres quasi-identiques pour chaque étape :

- description des contraintes ;
- valeurs numériques : incidence maximale, marges ;
- représentations fréquentielles ;
- représentations temporelles.
La robustesse des lois de commande est testée sur les modeles dits « pires cas »

qui correspondent aux configurations avec les valeurs extrémes des parametres
incertains ; ces configurations sont décrites au chapitre 5 dans le tableau 5.1.

Les résultats sont facilement lisibles sur les courbes, il n’y aura donc que peu
de commentaires.
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6.4. Premiére étape : réglages sur le mode rigide

Les différents éléments du cahier des charges apparaissent relativement
découplés. En effet les actions du vent et les effets des bruits de mesure
n'agissent pas sur les mémes bandes de fréquences : les variations de la vitesse
du vent agissent sur les basses fréquences tandis que les bruits sont plutot a des
fréquences élevées. Ainsi pour assurer que l'incidence ne dépasse pas sa valeur
limite, deux approches sont envisageables:

- modeler la fonction de sensibilité afin de « dynamiser » le systéme,
c’est-a-dire lui conférer les dynamiques nécessaires pour rejeter la
perturbation de vent

- agir directement sur le transfert entre le vent W et l'incidence i, puisqu'il
s'agit de minimiser l'effet du vent sur l'incidence en basse fréquence.

Nous présentons successivement ces deux approches. On remarquera que
I’étude de robustesse, n’est faites que sur les cas 1, 4 et 7 puisque les modes
souples ne sont pas pris en compte. De plus les cas mentionnés dans les
tableaux récapitulatifs des performances sont ceux qui apparaissent sur les
différentes figures.

6.4.1. Réglage de la sensibilité

Le principe de réglage de la fonction de sensibilité S pour assurer le respect de
la contrainte temporelle sur l'incidence reléve de deux parametres : pulsation de
coupure et grand gain en basse fréquence.

Le critére d’optimisation adopté (apres réglage de la pondération) est :

0,1919z
in (y / [7,S Wy(z)= ————— Eq. 6.4.1
min (}’ S|, < 7’) avec I3(2) z—0,9993 e )

Le transfert W3S est obtenu en utilisant ’entrée @ et la sortie @ dans le
schéma de synthéese (Figure 6.3).

Remarque :

A ce stade de I’étude, les diagrammes fréquentiels et temporels ne prennent pas
en compte les modes souples qui déstabiliseraient le systeme. C’est pourquoi
les cas envisagés par le Tableau 6-1 se réduisent a trois (Tableau 6-1I).
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cas Incidence max AGpR AGyp At
(X imax) (X AGBFmin) (X AGHFmin) (X Te)
1 0,949 7,22 2,12 /
4 0,947 5,97 2,40 /
7 0,948 4,81 2,71 /
Tableau 6-11 Performance (étape 1)
v —ou
———_
Vo
$
O\ =—
v ou
v —u
Pulsation Phase

Diagramme de Black de la boucle ouverte

corrigée

3|

Figure 6.5 Résultats fréquentiels — étape 1
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Temps Temps
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Amplitude
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Amplitude

|

Temps Temps

Commande [3 Dérivée de la commande B

Figure 6.6 Résultats temporels — étape 1

Ce réglage remplit bien les spécifications temporelles mais l'introduction des
modes souples rend le systéme instable. On ne tient compte ici d'aucune autre
spécification que la sensibilité.
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6.4.2. Réglage du transfert de W — i

Nous rappelons qu’il s’agit d’une alternative au réglage effectué au paragraphe
précédent.

Ce transfert représente l'influence directe du vent sur l'incidence, il s'agit
naturellement de l'effet que l'on souhaite minimiser. D'aprés le schéma de
synthése, c'est l'action de la commande B qui agit. Or le transfert en boucle
ouverte non corrigée de 3 vers i est trés faible en comparaison avec le transfert
direct de W vers i, il s'agit donc d'une contrainte difficile a satisfaire. Le vent
est un phénomene relativement basse fréquence par rapport aux dynamiques
propres du lanceur.

Il serait naturel d’utiliser un critere H, pour ce critére de synthése si on
connaissait les propriétés statistiques du vent en tant que bruit perturbateur.
Mais en réalité on connait mieux les propriétés fréquentielles de celui-ci, ¢’est
pourquoi un critére H.. a été finalement choisi.

Le critere de synthese est le suivant :

min (y / ||W4TW—>i||oo < 7’)

0,4107z + 0,4068
22 —1,9708z + 0,9716

avec W,(z) = (Eq. 6.4.2)

Le transfert optimisé est obtenu en utilisant I’entrée @ et la sortie ® du schéma
de synthése (Figure 6.3).

cas Incidence max AGpp AGyp At
(Ximax ) (X AGpr min ) | (XAGE min) | (XTe)
1 0,86 2,36 1,14 /
4 0,80 1,58 1,44 /
7 0,76 0,78 1,76 /

Tableau 6-111 Performance (étape 1)
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Figure 6.7 Résultats fréquentiels — étape 1bis
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Figure 6.8 Résultats temporels — étape 1bis

Les résultats obtenus sont trés bons en ce qui concerne l'incidence méme si
celle-ci ne revient pas a 0 (cette spécification ne figure pas dans le cahier des
charges). Ceci n'a rien d'étonnant, c'est en effet le seul critére pris en compte!
Par contre du point de vue fréquentiel, les résultats ne sont pas satisfaisants du
tout. Il faut donc ajouter des contraintes tout en faisant attention a conserver au
mieux les performances sur l'incidence.
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6.4.3. Bilan des deux synthéses

La seconde approche permet de satisfaire plus largement la contrainte sur
l'incidence qui s'avere par expérience difficile a régler. Pour s'assurer plus de
liberté, nous choisissons donc le second réglage comme point de départ de la
seconde étape.

6.5. Deuxiéme étape : les modes souples

Pour le réglage des modes souples, le choix de placer en phase le premier et
d'atténuer les suivants a été choisi. En effet, les modes sont trés peu amortis et
sont donc difficiles a atténuer. Le premier se trouvant trés prés de la bande
passante ce choix donne a premicre vue une marge de manceuvre plus grande.

6.5.1. Positivite

Soit H = S —T ou S est la fonction de sensibilité et 7 la fonction de sensibilité
complémentaire. Alors on a la propriété de positivité suivante :

VYwe R,

H(") <1 = - % < arg (e’ ))< % (Eq. 6.5.1)

ou L est le transfert de la boucle ouverte.

En effet, un transfert L est dit positif réel si il répond aux deux propriétés
suivantes [AV73] :

- les poles de L(z) sont a I’intérieur du cercle unité
. . ok
L(efwT)+ L(efwT) >0 pour w € R

On montre également dans [DV75, SC88] que cette dernicre relation s’écrit
aussi de la maniére suivante :

H(l —L)(1 +L)_1H <1 (Eq. 6.5.2)

)

Or les fonctions de sensibilité sont définies par :
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S=(1+L)"

Eq. 6.5.3
T=LO+L)" (b :

On retrouve bien la relation voulue qui traduit la positivité par une norme H.. :

IS-7]_<1= - % < arg (L(ej“’T ))< % (Eq. 6.5.4)

Une ¢étude compléte sur la positivit¢ est faite dans [FCG78] et un
développement pratique utilisant ce formalisme pour la commande H.. est
disponible dans [Fon95].

Cette propriété permet donc de commander en phase un mode résonant en
imposant la positivité sur une bande de fréquence centrée sur le mode, au
moyen d’un filtre passe bande W, :

0,04z° + 0,4592z — 0,477

W, (z) = 5 (Eq. 6.5.5)
z© —=1,057z + 0,61
On obtient donc un critére H.. du type
|m(S-T)|, <n (Eq. 6.5.6)

Le transfert correspondant est obtenu en utilisant I’entrée O et la sortie ® du
schéma de synthése (Figure 6.3). La synthése ne prend pas en compte les
modes souples dans le modele et découple les critéres de positivité et de rejet
de perturbation de vent.

Les criteres de cette synthése sont donc :

min(y, /| W, (S=T)|_ <7) (Eq. 6.5.7)

et min (y4 / ||W4TWﬁl-||m < }/4) (Eq. 6.5.8)

Les simulations sont faites avec le premier mode souple uniquement.
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L’analyse des résultats peut se résumer a la lecture du Tableau 6-IV, de la

Figure 6.9, et de la Figure 6.10 :

- La contrainte d'incidence est bien respectée puisqu'elle ne dépasse pas
90% de la spécification (Tableau 6-IV et Figure 6.10) ;

- le 1¥ mode est trés bien positionné en phase malgré l'incertitude sur la
fréquence propre (Figure 6.9) ;

- le second mode ne serait pas du tout amorti ; I'ajout de ce second mode

entrainerait la perte de la stabilité, ce qu'on peut vérifier sur la Figure

6.11;

- la marge de retard n’est pas respectée pour un certain nombre de cas

mais elle n’est pas vraiment représentative car les spécifications des

hautes fréquences ne sont pas encore prises en compte.

cas Incidence max AGpp AG yr At
(X imax ) (X AGpp min) | XAGyp min) | (XT,)
1 0,88 3,38 7,74 0,73
2 0,88 3,38 6,42 0,57
3 0,88 3,38 6,13 0,43
4 0,83 2,31 7,63 0,90
5 0,83 2,31 6,60 0,71
6 0,83 2,31 6,20 0,54
7 0,78 1,29 7,90 1,09
8 0,78 1,29 6,81 0,85
9 0,78 1,29 6,44 0,64

Tableau 6-1V Performance (étape 2)
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Figure 6.9 Résultats fréquentiels — étape 2
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6.5.2. Roll off

Pour éviter que le second mode ne déstabilise la boucle, le cahier des charges
préconise de l'atténuer ; de plus cette atténuation permet de commander les
autres modes flexibles non modélisés ici. Cette atténuation des hautes
fréquences permet aussi de limiter l'effet des bruits qui entachent les mesures.
Cette spécification se fait avec un filtre de roll-off W, :

_15,0102° - 28,654z% + 18,163z — 3.8217

W, (z) : . (Eq. 6.5.9)
z7 —0,3368z° +0.0348z — 0,011
Les critéres optimisés sont les suivants :
min(y, /[ % (S-T)|_ <n) (Eq. 6.5.10)
. W4TW —i Tﬁ —i
min | ¥, / <y (Eq. 6.5.11)
g H W2W4TW%u WZTﬁ%u ?

On peut noter que les termes de couplage qui apparaissent ici sont relativement
faibles et ne pénalisent pas la synthése. Le premier transfert est obtenu en
utilisant ’entrée @ et la sortie @ du schéma de la Figure 6.3. Le second utilise
les entrées ® et @ et les sorties ® et @.

Les réponses fréquentielles qui suivent (Figure 6.12) ont été tracées avec les
modes souples pour vérifier que la synthése effectuée sans les modes souples
fournir un roll-off suffisant.

Le Tableau 6-V récapitule numériquement les performances fréquencielles
ainsi que la performance d’incidence.

Remarques :
- L’ajout de ce critére nous fait perdre la performance temporelle de

l'incidence, mais ce n’est pas critique (97% dans le pire des cas).

- La perte de performance est par contre plus sensible sur la marge de
gain conditionnelle HF (82%).
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La synthése du correcteur se fait a partir de compromis entre performances,
stabilité et robustesse, on a donc vu dans notre démarche que l'atténuation du
second mode se fait au détriment des autres objectifs de performance. Le
réglage proposé dans ce paragraphe correspond a notre sens au meilleur
compromis atteignable de manicre systématique ; c’est donc celui-ci qui est
conserve.

Les performances demandées pour la commande et sa dérivée ne prennent tout
leur sens qu'en présence de bruit. L'objectif d'atténuation du second mode est
corrélé a cette contrainte donc seule la dernicre synthése permet de la satisfaire.

cas Incidence max AGpp AG yp At
(X Zpax ) (XAGpr min) | (XAG g min) | (XT,)
1 0,97 3,66 0,82 3,18
2 0,97 3,66 0,82 1,92
3 0,97 3,66 0,82 1,12
4 0,99 2,26 1,16 3,18
5 0,99 2,26 1,16 1,95
6 0,99 2,26 1,16 1,12
7 1,01 1,03 1,53 3,22
8 1,01 1,03 1,53 1,95
9 1,01 1,03 1,53 1,12

Tableau 6-V Performance (étape 3)
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Figure 6.12 Résultats fréquentiels — étape 3
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Figure 6.13 Résultats temporels — étape 3

Les figures qui suivent représentent les simulations temporelles avec des
mesures bruitées (Figure 6.14).

L’ajout des bruits de mesures n’entrainent pas de changement sur la
performance d’incidence. Par contre on remarque qu’ils ont une influence sur
la commande et sa dérivée : 1’effet de la contrainte de roll-off permet de
satisfaire les spécifications. En ce qui concerne la consommation, seules les
courbes bruitées ont un sens et on remarque que la contrainte est légérement
dépassée.
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Figure 6.14 Résultats temporels — étape 3 bruitée
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6.6. Le correcteur et sa réduction a posteriori

Le correcteur final obtenu est d’ordre 15 ; il est connu que les correcteurs
synthétisés a partir d’optimisation H.. peuvent étre réduits sans perte de
performance [Val98], c’est pourquoi nous avons voulu voir a titre indicatif
comment se comportent les réductions du correcteur trouvé précédemment.

La méthode utilisée est une méthode classique de réduction modale par
agrégation [SMB79], qui consiste principalement a retirer les modes les moins
importants, au sens d’un coefficient énergétique. Le critére de choix se limite a
ne tolérer aucune détérioration des résultats. Le Tableau 6-VI récapitule les
modes du correcteur et les valeurs propres qui peuvent étre éliminées sont
grisées et en gras.

Le résultat est visible sur la Figure 6.15 qui montre que la réduction n’a pas
altéré la réponse fréquentielle du correcteur. Les simulations temporelles
représentés de la Figure 6.16 sont tout aussi satisfaisantes. On remarque aussi
que les diagrammes de Black ne sont pas altérés par la réduction.

Une réduction plus importante entraine par contre des dégradations de
I’atténuation du second mode et de la marge de retard.

Cette réduction a I'ordre 7 garde cependant un caractére informatif car les
synthéses sont faites en vue d’une interpolation au cours du temps : or une
réduction peut rendre impossible cette opération si les correcteurs ne sont pas
du méme ordre.
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Valeur Propre Module Amort. Puls. coef. énergie

6.28e-1+5.12e-11 8.10e-1 2.94e-1 1.15e-1 6.30e-2
6.28e-1-5.12e-11 8.10e-1 2.94e-1 1.15e-1 6.30e-2
1.01 1.0le+0 -1.00 1.46e-3 -1.2e+2
9.93e-1 9.93e-1 1.00 1.04e-3 1.00e+0
8.76e-1 8.76e-1 1.00 2.1le-2 1.95e-3
3.56e-1+4.87e-11 6.04e-1 4.73e-1 1.71e-1 1.22e-2
3.56e-1-4.87e-11 6.04e-1 4.73e-1 1.71le-1 1.22e-2
-2.82e-1+1.86e-11i 3.38e-1 3.89%e-1 4.46e-1 1.70e-5
-2.82e-1-1.86e-11i 3.38e-1 3.89%e-1 4.46e-1 1.70e-5
3.46e-1 3.46e-1 1.00 1.70e-1 1.36e-3
4.11e-2+1.12e-11 1.19e-1 8.67e-1 3.93e-1 1.37e-5
4.11le-2-1.12e-11i 1.19e-1 8.67e-1 3.93e-1 1.37e-5
-5.17e-2+1.67e-21i 5.44e-2 7.17e-1 6.52e-1 2.82e-8
-5.17e-2-1.67e-21 5.44e-2 7.17e-1 6.52e-1 2.82e-8
2.60e-2 2.60e-2 1.00 5.86e-1 8.10e-10

Tableau 6-VI. Décomposition modale pour l'agrégation

Yy —U l//m—>u

—_ —_

Gain

AN

Phase

Pulsation Pulsation

Figure 6.15. Comparaison des diagrammes de Bode du correcteur initial et du
correcteur réduit
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Figure 6.16 Résultats temporels — correcteur réduit
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6.7. Conclusion

Nous venons de présenter une mise en ceuvre des méthodes de synthese
multiobjectifs par optimisation LMI présentées au chapitre 3, avec des critéres
fréquentiels qui tentent de traduire le cahier des charges. Celui-ci étant
redondant sur plusieurs points, seuls trois critéres sont effectivement
considérés : le premier régle principalement les performances temporelles du
lanceur tandis que les suivants s’intéressent au réglage en phase du premier
mode souple et a I’atténuation des modes souples plus hauts en fréquence.

Les points clés de la démarche sont les suivants :

- Nous avons suivi une méthode constructive par étapes successives pour
respecter au mieux les objectifs

- Les différents objectifs ont pu étre découplés de sorte que I’on réduit le
conservatisme induit par l'utilisation de différents critéres.

Les résultats obtenus ne sont valables en toute rigueur que sur le point de vol
de synthese, les simulations également ; il s'agit donc maintenant de généraliser
cette synthése au systéme non stationnaire correspondant a ’ensemble de la
phase de vol. C’est I’objet du chapitre suivant qui reprend cette méthode de
synthése pour un certain nombre de points de vol en vue d’une interpolation
des correcteurs.

Une version de ces résultats a été présentée au Comité Scientifique du podle
PIROLA le 14 septembre 2000 et en juillet 2000 lors de la conférence /EEE
Mediterranean Conference on Control on Automation [CD0O0b].
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7.1. Cadre d’application

En considérant les performances requises et 1’évolution du systeme a
commander, le pilotage d’un lanceur semble difficilement réalisable avec un
correcteur LTI pour I’ensemble du vol. En effet, méme en se limitant a la phase
atmosphérique, on comprend intuitivement qu’un certain nombre de paramétres
physiques du lanceur évoluent le long de la trajectoire de I’engin : la masse du
lanceur, la gravité, la température... changent ; cependant ces changements de
parametres peuvent étre considérés comme lents par rapport aux vitesses de
variation des grandeurs que 1’on cherche 4 commander'. Ainsi la modélisation
du chapitre 5 reste valable a tout instant mais en considérant les paramétres
physiques comme variables le long de la trajectoire ; on se trouve donc dans le
contexte des systémes LPV.

D’autre part, la trajectoire que doit suivre le lanceur est parfaitement connue a
I’avance, et I’évolution des parameétres ’est aussi, puisque ceux-ci dépendent
explicitement de la trajectoire. On se trouve ainsi dans un cadre trés favorable
aux techniques de séquencement de gains décrites au chapitre 4 : un systeme
linéaire a paramétres variant lentement dans le temps et dont la trajectoire est
déterminée a ’avance. Il est donc possible de mettre en ceuvre la méthodologie
proposée.

Les travaux de pilotage non stationnaire présentés dans ce chapitre s’inscrivent
dans les taches du groupe de travail PIROLA afin de comparer les apports des
nouvelles méthodes par rapport a celles aujourd’hui utilisées.

7.2. Méthodologie

Les méthodes mises en ceuvres sur les lanceurs relévent actuellement de
méthodes LQG non stationnaires présentées dans [MS98] ; la mise en place de
syntheses H.. est en cours de réalisation pour les vols futurs.

' On a vu qu’une motivation principale du « gain scheduling » est que des variations lentes des
parametres garantissent un comportement similaire du systéme non linéaire et de ses linéarisés tangents
(voir chapitre 4 a ce sujet).
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Le but de ce chapitre n’est pas de démontrer qu’une méthode est meilleure
qu’une autre, mais plutdt de présenter une méthodologie constructive qui
permet de systématiser un savoir faire souvent intuitif.

Le cahier des charges de la commande non stationnaire est similaire a celui
présenté pour le cas stationnaire au chapitre 5.

Contraintes fréquentielles :

— Basses fréquences : marges de stabilité sur le mode rigide

marge de gain BF : AGgr dB
marge de gain HF : AGyr dB
marge de retard au moins égale a une période d’échantillonnage

— Moyennes fréquences : premier mode de flexion

Sa proximité de la bande passante autorise de régler celui-ci « en
phase », c’est-a-dire de placer le pic de résonance entre —90° et
90° dans le plan de Black. Il est toutefois possible de le
considérer comme les autres modes décrits dans le point suivant.

La marge de retard doit étre supérieure a une période
d’échantillonnage

— Hautes fréquences : autres mode de flexion

Les autres modes doivent étre atténués en dessous de Xy dB
(X HF < 0 dB)

Spécifications temporelles :
— Dincidence maximale doit rester inférieure a i,,, degrés,
— le braquage de tuyere (B ) est limité au maximum a f3,,, degrés,

— la vitesse de braquage est limitée au maximum a f,,, degrés par

secondes,

— la consommation ne doit pas excéder Ci,y -




221

7.3. Les cinq étapes de synthése par séquencement de gains

On reprend ici la méthode de séquencement de gains point par point en utilisant
les arguments développés au chapitre 4 pour I’interpolation des différents
¢léments. Comme dans toutes les méthodes de séquencement, certains choix
n’ont de justification que dans la connaissance approfondie du systeme
physique.

7.3.1. Choix des variables qui traduisent le séquencement a suivre

Dans le schéma de synthése qui est rappelé Figure 7.1, le modéle sur lequel est
fait la synthese est de la forme suivante :

x(k +1)= A(k (k) + Bk u(k)
(k)= Clk (k) + Dk (k)

(Eq. 7.3.1)

avec les coefficients des matrices 4, B, C et D qui varient lentement dans le
temps. Le seul paramétre a prendre en compte est donc le temps'.

7
J_l_\_ > / dPsi

Figure 7.1 Systeme de synthese

De part cette structure particuliére que 1’on retrouve dans la littérature sous le
nom de systétme LTV, on réduit considérablement la taille du systéme et on
évite ainsi de parcourir un espace paramétrique trop grand. La derniere
remarque sur cette forme vient de la nature méme du parameétre choisi,
I’évolution du systeme ne se fait que dans un seul sens puisque le temps n’est
pas réversible.

! La dénomination paramétre peut paraitre déroutante pour qualifier le temps mais il s’agit d’un raccourci
pour dire que la seule connaissance de I’instant de simulation (le temps) permet de déterminer
I’ensemble des paramétres du systéme.
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7.3.2. Choix des points de la trajectoire

L’étape du choix des points de syntheése sur la trajectoire paramétrique du
systeme est 1’étape la plus empirique de la méthode ; il s’agit d’échantillonner
les évolutions des parametres dans le temps. Dans notre cas cette procédure est
facilitée par la structure LTV, il suffit de garantir que I’écart entre les courbes
réelles et celles reliant les différents points ne soit pas « trop grand ». La Figure
7.2 rend compte de maniére caricaturale de ce que peut étre un bon choix qui
«colle » a la courbe initiale et un mauvais choix qui ne rend pas compte de

I’évolution. Mais il faut bien faire attention a gérer le compromis fidélité /
nombre de points qui peut rapidement rendre les synthéses impossibles.

Dans le cas de I’évolution des parameétres du lanceur, nous avons limité le
choix a 10 points uniformément répartis sur I’ensemble de la phase
atmosphérique que nous étudions ; ils seront notés k; avec i variant de 1 a 10.
Ce choix permet de rendre compte de maniere fidele des différentes évolutions
paramétriques.

Parametre

Temps

Figure 7.2 Exemples de choix de points

7.3.3. Linéarisation

Lors de la linéarisation d’un systeme, la difficulté peut se trouver pour certaines
non linéarités. Dans le cas du modéle de lanceur que nous avons développé, le
systeme est modélisé sous forme LTV, la linéarisation est donc une opération
immédiate et sans difficulté ; le systéme linéarisé tangent a I’instant 7 est
représenté par le systéme linéaire invariant dit « gelé » suivant :
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x(k+1)= A(m) x(k +1)+ B(r ) u(k +1)

y(k)=C(r) x(k)+ D(r) u(k) (Bq. 7.3.2)

7.3.4. Synthése d’un correcteur linéaire en chacun de ces points

La synthese des correcteurs est alors faite selon la méthode décrite au chapitre
6 avec quelques précautions supplémentaires. En effet afin d’assurer une
continuité dans 1’évolution de la boucle fermée, la méme structure de synthése
est utilisée en ne faisant varier que les parameétres des filtres de synthéses.

Ces variations s’expliquent facilement par les évolutions de la structure du
modele au cours de sa progression sur la trajectoire :

- L’¢volution des parametres Ag (Figure 7.3) et K; (Figure 7.4) modifie les
performances fréquentielles en terme de marge de gain et les performances
temporelles. Ainsi le pire des cas est obtenu lorsque la valeur de K; est
maximale. L’évolution du gabarit de performance suit sensiblement
I’évolution de ces parametres : la Figure 7.6 montre les gabarits retenus
pour les dix points de synthése choisis.

- L’¢évolution de la fréquence du premier mode souple (Figure 7.5) change la
zone de fréquence qui doit répondre au critéere de positivité. Ainsi la
fréquence centrale du filtre de positivité évolue avec celle de la fréquence
du premier mode souple (Figure 7.6).

Amplitude

Temps

Figure 7.3 Evolution du paramétre Ag
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Figure 7.4 Evolution du paramétre K
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Temps

Figure 7.5 Evolution de la fréquence du premier mode souple

On préserve ainsi une certaine continuité tout en suivant I’évolution des
parameétres physiques.

La seconde précaution importante qu’il faut prendre intervient lors de la
structuration du correcteur pour le mettre sous la forme d’un observateur et
d’un retour d’état complété par un parametre de Youla. En effet cette opération
va étre répétée autant de fois qu’il y aura de points de synthese (10 fois) et doit
respecter elle aussi la continuité de la boucle fermée. Le probléme réside dans
le choix de I’affectation a la commande et a I’observateur des dynamiques de la
boucle fermée. Il est donc nécessaire de systématiser cette étape.

Or il a été dit dans le chapitre 3, a propos de la structuration, que cette étape ne
pouvait pas étre systématique. Cependant lorsqu’il s’agit d’un systéme qui
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évolue continiment dans le temps, on peut en dégager les grandes lignes et en

déduire des choix possibles comme le montre la Figure 7.7.

Les deux étapes de la méthode consiste donc a :

1. identifier par continuité les évolutions des valeurs propres ;
2. faire un choix parmi la combinatoire qui garantisse la continuité de
I’observateur et de la commande.
Remarques :

On notera que dans la pratique, c’est bien souvent le conditionnement
numérique qui dicte le choix des affectations. Dans le cas présent, une
solution a la fois systématique et bien conditionnée numériquement
consiste a retenir les dynamiques les plus rapides dans I’observateur
avec en outre une paire de valeurs propres complexes mal amorties et
non commandables.

Les deux cas ou la méthode garantit la stabilité sont 1’interpolation du
retour d’état et de I’observateur avec paramétre de Youla fixe et
I’interpolation linéaire de 1’ensemble des éléments. Nous verrons par la
suite qu’il est possible de proposer une interpolation linéaire, ¢’est donc
cette seconde option qui a été choisie car elle permet de limiter la
quantité¢ de calculs tout en donnant plus de souplesse aux différentes
synthéses.

Les parametres de Youla sont quant a eux interpolés de maniére linéaire
entre les points de synthése sur la base des retards utilisée pour les
syntheéses stationnaires.
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Figure 7.6 Evolution des gabarits de synthese
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Valeurs propres affectées a la commande Valeurs propres affectées a 1’observateur

Figure 7.7 Evolution et affectation des valeurs propres de la boucle fermée

7.3.5. Interpolation de I’ensemble des correcteurs synthétisés

L’ensemble des correcteurs synthétisés est maintenant mis sous la forme
voulue, c’est-a-dire observateur, retour d’état et paramétre de Youla, préts pour
la mise en ceuvre d’une interpolation des différents gains. Nous utilisons la
méthode présentée au paragraphe 4.4, en effectuant de fagon itérative
I’interpolation de deux correcteurs entre deux points de synthése consécutifs
(théoréme 4.2 et 4.3).
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Les cas des observateurs et des retours d’état sont traités de la méme maniére,
on se limitera donc a la présentation du cas du retour d’état.

11 s’agit ici de définir le gain de retour d’état non stationnaire suivant :

K si a<k<b
-1
K@) = k=l x, [ Ry by b<k<c
c—b c—b c—b c—b
K, c<k<d
(Eq. 7.3.3)

Aprés une description générale de la méthodologie pratique de calcul des
fonctions d’interpolation pour deux points consécutifs, on montrera comment
dans le cas du lanceur, on peut utiliser une interpolation linéaire.

7.3.5.1. Méthodologie générale

Les étapes nécessaires pour l’interpolation entre deux points k; et k; ; pour
préciser I’approche pratique sont les suivantes :

1. définir les intervalles en jeux et donc les points a, b, c et d ;

2. poser le probleme d’optimisation qui permet de définir les matrices X;
et X,,, solutions des LMI relatives aux points k; et &, ;

3. simplifier le probléme ainsi posé en limitant le nombre d’instants
considérés dans les intervalles [a c] et [b d] ;

4. wvalider les solutions du probléme simplifié¢ sur tout I’intervalle [a d].

Voici donc comment les étapes 1 et 2 peuvent se dérouler ; les points 3 et 4 ne
posent pas de difficultés particuliéres, ils ne seront donc pas commentés plus
avant. Les choix qui sont faits ici ont pour but principal de simplifier
I’approche et d’aboutir a des résultats satisfaisants tout en limitant la quantité
de calculs.

1. Choix des intervalles

La Figure 7.8 présente le probléme d’interpolation entre les points &; et k, 4,
pour rappeler les notations introduites au chapitre 4.
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K; stabilisant
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Figure 7.8 Evolution du correcteur dans le temps

Un choix simple d’intervalles consiste a conduire I’interpolation en continu sur
I’intervalle entier [k; k] ; ce choix se traduit par les égalités suivantes :

a=ki_
b = ki
(Eq.7.3.4)
¢ = ki
d=kiyp

ou les k; sont les points choisis sur la trajectoire pour lesquels la synthese est
faite et entre lesquels les correcteurs sont interpolés.

Dans le cas des extrémités le traitement est particulier :

- le premier point correspond au premier point de la trajectoire :

a = kl
b = kl
(Eq. 7.3.5)
C = k2
d = k3

- le dernier point correspond au dernier point de la trajectoire :
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a = kS
b = k9
(Eq. 7.3.6)
¢ = ki
d = klo

2. Probléme d’optimisation

On considere que le probléme est résolu jusqu’a ’instant k; et on cherche donc
a trouver une fonction d’interpolation pour passer au retour d’état K, ; de
I’instant k; ;. De plus pour limiter la taille du probléme LMI, on ne considére
que quelques instants d’échantillonnage sur I’intervalle considéré (les autres
instants seront validés a posteriori).

Du point de vue algorithmique, si on considére que I’on connait une solution a

I’indice i, ¢’est-a-dire :

( - X, (A(k)+ B(k)K; )X; ] <yl (Eq. 7.3.7)

X;(4(k)+ Bl)K; )" - X;

pour k€ iy 5 k; 5 ki1 }
il reste a résoudre le probléme LMI de faisabilité suivant :

( - Xis (A(k)+B(k)Ki+l)Xi+l

-y 1 Eq.7.3.8
Xi+1(A(k)+B(k)Ki+1)T - X J< ’ (ta :

pour k€ ; , kivy 5 ki }
Xi =X < —kiJy 1 (Eq.7.3.9)

Les variables d’optimisation sont X, ; et ¥ (puisque X, est connue depuis
I’étape précédente).

I faut ensuite vérifier la validité de la solution sur tout [’intervalle
[ki—l ki+1]:
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Vk :ki—l""kH-l’

- X, (4(k)+ B)K; )X, e 507310
X, (4(k)+ Bk ; )" - X, Y q.7.3.
Vk=kiyokisys
= Xiq (A(k) + B 1 41)X 141
-yl (Eq.7.3.11
[Xi+1(A(k)+B(k)Ki+1)T — X J< v (Eq )

Dans le cas ou la solution n’est pas valide, il suffit d’ajouter des instants
d’échantillonnage intermédiaires pour faire le calcul.

7.3.5.2. Interpolation linéaire

Dans le cas de I’interpolation linéaire, il suffit de forcer 1’égalité des fonctions
de Lyapunov dans les contraintes du probléme de faisabilité précédent :

X=Xy (Eq. 7.3.12)

I faut alors résoudre simultanément les LMI (7.3.7) pour tous les instants k;
sélectionnés, avec la méme fonction de Lyapunov.

On garantit alors la décroissance de la fonction de Lyapunov sur I’ensemble de
la trajectoire et donc la stabilité quadratique du systéme non stationnaire.

On peut aussi choisir de résoudre I’interpolation sur chaque intervalle sans
prendre en compte les résultats de I’itération précédente, c’est-a-dire en
calculant une matrice X; commune aux instants k; et k;,;, mais différente a
chaque itération. On garantit alors la décroissance par morceaux (sur chaque
intervalle) de la fonction de Lyapunov. Cette restriction ne pose pas de
probléme ici car la trajectoire paramétrique n’est parcourue qu’une seule fois'
et le nombre de points de changement de paramétre est fini. On peut donc
garantir que la fonction énergétique de Lyapunov converge exponentiellement
vers 0 a partir d’un certain temps. Par conséquence, la stabilité de la trajectoire
suivie est assurée pour 1’interpolation considérée.

" En effet la trajectoire est définie a I’avance et ne dépend que du temps, on est donc dans un cas
favorable pour garantir la stabilité.
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C’est cette derniére approche qui a été développée dans la suite afin de garantir
une interpolation linéaire, ce qui réduit considérablement la quantité de calcul
lors des simulations temporelles.

On rappelle également que les différents parameétres de Youla sont interpolés
linéairement sur la base des retards. Ceci ne pose pas de probléme car la
solution finale s’avére étre une interpolation linéaire.

7.4. Les résultats

L’interpolation des gains de retour d’état et d’observation est donc obtenue par
des interpolations linéaires entre chaque point de synthése comme le montrent
les figures suivantes: la Figure 7.9 montre [’évolution des différents
coefficients de K_(k), la Figure 7.10 montre I’évolution de la premiére
colonne du gain de I’observateur X ; (k), et la Figure 7.11 la seconde colonne.
Les points de synthéses sont matérialisés par des ronds et la trajectoire de
chaque coordonnée est indiquée en trait continu. Toutes les courbes sont
normalisées par rapport a leur valeuren £ = 0.

L’analyse des simulations temporelles qui montrent le comportement du
correcteur issu des interpolations est scindée en deux paragraphes : on montre
d’abord le comportement nominal pour lequel I’interpolation a été faite, puis
une analyse de robustesse a posteriori est faite sur ’ensemble des « pires cas »
déja mentionnés dans les chapitres 5 et 6. Il en est de méme pour I’analyse de
I’ensemble des systémes linéarisés tangents étudiés dans le plan de Black.
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Figure 7.9 Evolution du gain de retour d’état

Amplitudes des coordonnées

Temps

Figure 7.10 Evolution de la 1°° colonne du gain d’observation



234

?

E

p

?

Amplitudes des coordonnées

I r I r—erIre I r—o9r—9F
q
[
(]
q

E

&

Temps

Figure 7.11 Evolution de la 2" colonne du gain d’observation

7.4.1. Systéme nominal non stationnaire

L’analyse de I’ensemble des linéarisés tangents en boucle ouverte corrigée de
la Figure 7.12 montre bien que les spécifications fréquentielles de marges de
gains basse et haute fréquences sont garanties pour I’ensemble des points de
fonctionnement tout comme les marges de retard. L’atténuation des modes
souples hautes fréquences est dans la plupart des cas satisfaite. Ces résultats
sont synthétisés dans le Tableau 7-1.

En ce qui concerne les simulations temporelles prenant en compte les bruits de
mesures (Figure 7.13), on retrouve les différentes grandeurs caractéristiques du
lanceur. On peut noter les deux indicateurs suivants :

I’incidence maximale atteint 1,12 fois la spécification ;
- la consommation finale vaut 0,67 fois la spécification.

tandis que S et S restent trés en-deca des limites autorisées par le cahier des
charges.
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Gain

Phase

Figure 7.12 Ensemble de linéarisés tangents de la boucle ouverte corrigés

fon(izﬁilgzlem AGpr (X AGpp min) | AGyr (XAGyp nin) | AT (XT,)
1 7,7163 1,5971 2,624
2 7,7163 1,5971 2,624
3 7,3742 1,705 2,2345
4 5,6544 1,7684 2,3695
5 5,4489 1,7516 1,7852
6 47325 1,9279 1,7939
7 43668 2,0754 2,0889
8 2,7735 2,2596 2,1868
9 44514 2,2562 1,6036
10 5,8225 2,3174 1,2769

Tableau 7-1 Analyse fréquentielle des linéarisés tangents
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Figure 7.13 Simulation temporelles pour le correcteur interpolé
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7.4.2. Robustesse a posteriori

Comme dans le cas lin€aire la robustesse de la loi de commande est testée a
posteriori sur les configurations identifiées comme les pires (voir chapitre 5).

La Figure 7.14 représente 1’ensemble des diagrammes de Black des pires cas
pour I’ensemble des points de fonctionnement.

Gain

Phase

Figure 7.14 Ensemble des diagrammes de Black des boucles ouvertes corrigées pour
les pires cas de [’ensemble des points de vol

Les marges du flot de courbes peuvent se résumer par les données suivantes :

- marge de gain conditionnelle basse fréquence
valeur minimale : 0,934 AGzr in
valeur maximale : 9,441 AGgr min

95% des cas satisfont la spécification

- marge de gain conditionnelle haute fréquence
valeur minimale : 0,926 AG g min
valeur maximale : 1,902 AG g in

91% des cas satisfont la spécification
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- marge de retard
valeur minimale : 0,789 7,
valeur maximale : 3,919 7,

96% des cas satisfont la spécification

Les simulations temporelles sur 1’ensemble des pires cas des grandeurs
caractéristiques du pilotage sont représentées Figure 7.15. Le Tableau 7-II
récapitule les performances d’incidence et de consommation des pires cas
étudiés.

Il en ressort que seule la performance d’incidence n’est pas respectée de
maniere systématique alors que les autres spécifications le sont dans la
majorités des configurations étudiées.

Les résultats présentés correspondent a ce qui nous semble étre le meilleur
compromis tout en conservant des réglages simples et donc rapidement
reproductibles.

cas |Incidence (Xi,,, )| Consommation (X C,,,, )
1 1,1291 0,6719
2 1,1264 0,67637
3 1,1318 0,64354
4 1,0311 0,6842
5 1,0487 0,7064
6 1,0941 0,67344
7 1,1527 0,73651
8 1,1653 0,72253
9 1,2173 0,75672

Tableau 7-1I Analyse temporelle des pires cas
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7.5. Conclusion

Ce chapitre montre de maniere pratique comment mettre en ceuvre une loi de
commande non stationnaire pour un lanceur. Celle-ci établit des compromis
entre les différentes spécifications du cahier des charges. Ceux présentés ici
sont issus de réglages simples et facilement reproductibles. Nous avons choisi
de prendre en compte des spécificités globales du lanceur et non pas les
spécificités du modele utilisé. Ainsi la démarche peut aussi se transposer a
d’autres systémes appartenant a la méme problématique de commande.

En ce qui concerne I’application de la méthode d’interpolation du chapitre 4,
on remarque que le lanceur correspond a un cas trés favorable pour lequel on
peut se ramener a I’interpolation linéaire. Il serait donc peu intéressant du point
de vue de la quantit¢ de calcul d’utiliser une autre fagon d’interpoler.
Rappelons ici que la méthode proposée permettrait de le faire si nécessaire, et
qu’elle garantit présentement la stabilité de 1’interpolation linéaire.

Il est tout de méme important de noter que 1’étape de structuration des
correcteurs est des plus délicates. Les choix que nous avons effectués ont été
dictés par le conditionnement numérique.

La loi de commande proposée finalement est issue d’une méthode de synthése
qui utilise 1’ensemble des concepts exposés tout au long des 6 chapitres
précédents et s’inscrit donc dans une démarche systématique qu’il est facile de
reproduire pour des configurations différentes voire pour des systémes
physiques appartenant & la méme classe de systémes : systémes discrets non
stationnaires dont la trajectoire est connue a I’avance en fonction du temps'.

! Toutes les considérations faites en fonction du temps peuvent se ramener & la variation d’un parameétre
scalaire lui méme connu en fonction du temps et présentant une évolution monotone.
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Conclusion

Dans notre Thése, les aspects concernant les contributions et la prospective
sont étroitement liés : d’une part les réflexions que nous avons menées ont
abouti a des résultats concrets ; d’autre part, elles nous ont permis de mieux
comprendre comment maitriser les enjeux de la commande en Automatique et
ainsi d’ouvrir de nouvelles perspectives de recherche.

Contributions

Les contributions de notre These relévent volontairement d’une problématique
a mi-chemin entre les aspects théoriques et la mise en ceuvre pratique. Pour
cela, nous avons mis en place des outils (ou méthodologies) pratiques
utilisables par I’ingénieur en utilisant les avancées théoriques de 1’ Automatique
de ces derni¢res années. Nous avons donc abordé les themes de la synthése
multiobjectifs et des méthodes de séquencement de gains comme bases pour la
synthése d’une loi de pilotage pour un lanceur spatial.

En revisitant la synthése multiobjectifs a la lumi¢re de la paramétrisation de
Youla et de I"optimisation convexe, nous avons montré comment réduire le
conservatisme des méthodes déja existantes. C’est en effet principalement ce
défaut que des applications pratiques délicates ne peuvent supporter, puisque le
conservatisme induit par une méthode assure que les propriétés recherchées
sont « fortement » garanties ; dés lors que le processus requiert un réglage tres
fin, la méthode se révelera donc inadéquate. Dans cette recherche de réduction
du conservatisme, il reste cependant nécessaire de bien gérer le compromis
entre la réduction du conservatisme et la quantité de calcul nécessaire a la
résolution des problémes posés, car il est bien connu que 1’un se fait au
détriment de I’autre’.

1 . . . N . .
Voir la discussion a ce sujet au chapitre 1.
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La méthodologie proposée comporte plusieurs étapes clés énoncées au chapitre
4 et peut s’appliquer a toute sorte de probléme de syntheése, a partir du moment
ou le cahier des charges peut étre traduit par un probléme d’optimisation avec
des contraintes matricielles. On remarquera qu’aujourd’hui un grand nombre de
contraintes possédent de telles expressions.

De plus cette étape de synthése peut parfaitement s’inscrire dans une démarche
de synthése d’une loi de commande non stationnaire par des méthodes de
séquencement de gainsl. Cette problématique de la commande séquencée
occupe une grande place autant dans les préoccupations théoriques que
pratiques. En effet, les motivations intuitives de 1’interpolation de correcteurs
entre des points de fonctionnement d’un processus permettent d’utiliser la
simplicit¢ des méthodes de 1’automatique linéaire stationnaire pour des
systémes non linéaires pour lesquelles les outils généraux sont plus difficiles a
manipuler. Dans notre cas, on remarquera que le travail est facilité par le choix
d’une structure de modéle de lanceur sous forme LTV particuliérement adaptée
a cette approche.

Dans ce domaine de synthése non stationnaire, notre travail a principalement
porté sur les méthodes d’interpolation utilisées pour le passage d’un correcteur
a lautre tout en garantissant un certain nombre de propriétés. Nous avons ainsi
montré que ’interpolation linéaire peut étre généralisée pour aboutir a une
interpolation a stabilité garantie. Il s’agit bien évidemment de conditions
suffisantes, mais qui ont I’avantage de se présenter sous la forme d’un
probléme d’optimisation convexe ; 1’objectif de cette optimisation étant de
tendre vers I’interpolation linéaire, qui est la plus simple qui soit.

On retrouve dans ces deux thémes le souci d’aboutir a des méthodologies
systématiques qui ont pour but d’étre reproductibles et dont le fonctionnement
est dicté par la simplicité. Cette exigence est a notre avis fondamentale pour
que des méthodes soient largement utilisées par des ingénieurs.

C’est donc dans ce cadre que le pilotage du lanceur a été considéré. Nous avons
mis en ceuvre les méthodes développées dans notre Theése sur un modele de
lanceur congu en collaboration avec le CNES et EADS-LV afin de garantir sa
pertinence physique. Le cahier des charges associé¢ est lui aussi issu de ce
partenariat.

! Le terme anglais de gain scheduling est trés largement utilisé dans la communauté automaticienne.
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La syntheése multiobjectifs a permis de découpler les différentes contraintes
imposées par le cahier des charges du lanceur et d’éviter ainsi le conservatisme
induit par ces couplages. Nous avons donc pu mettre en place une
méthodologie propre au pilotage d’un lanceur avec des outils généraux de
synthése.

Le caractere reproductible de cette approche a permis de réitérer les syntheses
pour plusieurs points de vol de la trajectoire du lanceur. Cette trajectoire étant
parfaitement définie a 1’avance, nous avons pu interpoler les différents gains
par la méthode originale que nous proposons.

Les résultats obtenus représentent a nos yeux le meilleur compromis entre les
différentes contraintes du cahier des charges avec des réglages simples et
rapides. L’objectif principal de cette application n’est pas de trouver la
«meilleure » solution, mais plutot de mettre en avant une méthodologie ré-
utilisable par un ingénieur spécialiste du domaine en question sur des
configurations de lanceur qui évoluent selon le type de mission a effectuer et
aussi selon les évolutions techniques touchant au reste de la conception.

Prospective

Comme dans toute démarche scientifique, la recherche de la réponse a une
question appelle en général de nouvelles questions (parfois trés nombreuses), et
ce, a chaque étape de la réflexion. Ce sont ces questions souvent passionnantes
qui définissent les orientations du travail mais en laissant en suspens d’autres
interrogations, de nouveaux axes de travail apparaissent.

Sans rentrer dans les détails techniques qui sont développés au fur et & mesure
de notre These, certains points nous semblent particulieérement intéressants a
développer. Il s’agit d’une part de définir de maniére systématique des bases de
I’ensemble des transferts stables pour élargir la portée de toutes les méthodes
qui utilisent la paramétrisation de Youla. Ce domaine est aussi porteur pour
I’identification des systémes. D’autre part, la méthode d’interpolation proposée
exige la connaissance a priori de la trajectoire, la question qui se pose
naturellement est I’extension de celle-ci dans un cadre moins spécifique ; on
pourra alors s’interroger sur le conservatisme que peut induire une
généralisation de ce genre.
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De maniere plus globale, deux axes majeurs se dégagent pour les études
prospectives ; ['une porte sur les méthodes de séquencement de gains tandis
que I’autre plus générale porte sur les problémes d’optimisation.

Comme nous l’avons indiqué a plusieurs reprises dans notre Thése, les
méthodologies qui relévent des gains variables sont d’abord issues de
considérations industrielles et ont abouti a des résultats de trés bonne qualité.
Cependant cette branche de I’automatique a été trés largement illustrée dans la
littérature pour définir des méthodes, des outils, des criteres, etc... Mais les
liens entre ces aspects théoriques restent encore peu nombreux et méritent toute
notre attention.

On se rend compte que dans les problémes de commande qui se posent
actuellement, la place de I’optimisation est fondamentale ; il est donc tout aussi
fondamental que les automaticiens et les numériciens trouvent des terrains
d’entente comme cela s’est produit pour 1’utilisation des LMI. Ce travail de
grande envergure demande un investissement des deux communautés et
représente a nos yeux un challenge intéressant.

En parallele avec les problémes d’optimisation, une voie d’analyse intéressante
du point de vue des applications est de s’interroger sur l’influence de
I’évolution d’un cahier des charges sur une méthodologie donnée. Pour
reprendre des termes d’automatique, il s’agit d’une analyse de robustesse d’une
méthodologie face a un cahier des charges.

Ces perspectives sont des orientations possibles pour des travaux futurs qui
trouvent leur place a la fois dans un cadre théorique de formalisation mais aussi
dans un contexte industriel demandeur de telles investigations.
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Annexe - 3

L’optimisation sous contraintes LMI (pour Linear Matrix Inequality) est I’outil
de base utilisé dans la résolution des problémes posés dans notre manuscrit ; en
effet D’objectif principal de ces travaux a ¢été de mettre en place des
méthodologies de synthése en s’appuyant sur les outils d’optimisation convexe.
I1 est alors naturel d’utiliser le formalisme LMI qui s’aveére étre trés performant.

A.1. Brefs rappels historiques

The basic importance of the LMI seems to be largely
unappreciated, it would be interesting to see whether or not
it can be exploited in computational algorithms, for

example.
Willems, 1971.

L’histoire des LMI a plus de 100 ans, elle semble avoir débuté en 1890 quand
Lyapunov montre que la stabilit¢ du systéme x = Ax est équivalente a
I’existence d’une matrice P symétrique définie positive telle que
ATP+ P4 <0, Lyapunov montre aussi qu’il est possible de résoudre
analytiquement ce probléme. Dans les années 1940, 1’école Russe menée par
Lur’e et Postnikov énonce des critéres de stabilité¢, en particulier pour des
systtmes non linéaires, sous forme de LMI. Celles-ci étaient résolues
analytiquement pour des systemes de faible taille. L’étape suivante dans
I’évolution du formalisme LMI, a lieu au début des années 1960 lorsque
Yakubovich, Kalman et Popov traduisent les problémes d’analyse par des
criteres graphiques que I’on connait aujourd’hui sous le nom de Critére du
Cercle par exemple. On arrive ainsi a la résolution de LMI d’ordre élevé par
des critéres graphiques. Au début des années 1970, on montre que certaines
LMI peuvent étre résolues en terme d’équations de Riccati algébriques, on
retiendra a ce propos les travaux de Willems. La derniére pierre de cette
évolution repose sur la formulation des problémes classiques d’automatique en
tant que probléme d’optimisation convexe. Pyatnitskii et Skorodinski réduisent
le probléme de Lur’e sous la forme d’un probléme d’optimisation convexe
qu’ils résolvent numériquement en utilisant I’algorithme de 1’ellipsoide en
1982. On assiste alors durant les années 1980 et 1990 au développement des
méthodes de résolution des problémes d’optimisation convexe [BBFE93,
BBN90, BCH98, BV95a, BV95b, BVG94, Dan96, DGB99, Dus98, ES96,
GA94, Gah94, VB96, AT98, FF97].
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Les travaux actuels se concentrent sur les formulations possibles des problémes
d’automatique en tant que problémes d’optimisation convexe sous contraintes
LMI et I’amélioration des problémes numériques. Ces derniers concernent la
diminution des temps de calcul qui restent encore importants, et les problemes
de convergence lorsque la taille du probléme devient grande .

A.2. Notations et définitions

Définition Positivité d 'une matrice

Soit la matrice X € R™" telle que X = X7, X est dite définie positive si et
seulement si :

Vxe R",xT X x>0 (Eq. A.2.1)

Définition Matrice de Hurwitz

Une matrice M est dite de Hurwitz si et seulement si toutes ses valeurs propres
sont a partie réelle strictement négative.

Définition Racine carrée d’'une matrice [HJ85]

Soit 4 une matrice complexe semi-définie positive, il existe une unique matrice
hermitienne semi-définie positive B telle que B 2=-4.0Onnote B=A42.0na
de plus les 3 propriétés suivantes :

(i) BA= AB (Eq. A.2.2)
(ii) rang(A4) = rang(B) (Eq. A.2.3)
(iii) B est réelle si et seulement si 4 est réelle. (Eq. A.2.4)

Définition Valeur propre généralisée

Soient 4 et B deux matrices définies positives. Une valeur propre généralisée
de (A, B) est une valeur propre de la matrice

1 T 1
[3‘2) AB 2 (Eq. A.2.5)
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On note A
module.

A,B) la valeur propre généralisée de (4,B) de plus grand

max (

Définition Valeur singuliere

Une valeur singuliére d’une matrice complexe 4 notée G(A) est définie par

o(4)= 1/&‘/1*/1) ou A(M ) est une valeur propre de M. (Eq. A.2.6)

Les valeurs singuliéres sont réelles non négatives. On note & (4) la plus grande
valeur singuliere de 4.

A.3. le probléme LMI

A.3.1 Optimisation convexe sous contrainte LMI

Définition Inégalité Matricielle Affine

Soit une famille de matrices symétriques (P) de R™" et un vecteur

i=0.r
x € R", une inégalité matricielle affine (LMI) s’écrit sous la forme suivante :

Px)=Py+ D x;P, >0 (Eq. A3.1)

i=l.r

Remarque fondamentale : I’ensemble C défini par :

C= {XE R” / P(x)> o} (Eq. A.3.2)

est convexe (voir paragraphe 1.5), ce qui nous amene a considérer une
contrainte LMI comme une contrainte convexe.

D’autre part il est possible d’accumuler les contraintes LMI, en effet plusieurs
contraintes se résument en une seule: si P(x)>0 et O(x)>0 sont des
contraintes LMI, elles s’expriment sous la forme d’une seule LMI :

[P(x) 0 )J >0 (Eq. A.3.3)
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Pour résoudre un probléme d’optimisation convexe sous contrainte LMI, on se
ramene en général a un des problémes suivants par manipulations techniques.
On adoptera les notations suivantes :

xe R’

ce R”

et P(x), O(x), R(x) des contraintes LMI. (Eq. A3.4)

Définition Probleme de faisabilité

Trouver un élément x de I’ensemble
X = {xe R” / P(x)> o} (Eq. A.3.5)

Définition Minimisation de coiit linéaire

On cherche a minimiser un objectif linéaire sous une contrainte LMI :

min (7 x/ P(x) > 0) (Eq. A3.6)

xeR”
Définition Minimisation de valeur propre généralisée
On cherche a minimiser la plus grande valeur propre généralisée du systeme

(P, Q) sous la contrainte LMI R(x) > 0, c’est-a-dire :

AP(x)-0(x)>0

min A/ {P(x)>0 (Eq. A.3.7)
(l,X)GRXR R(x)> O
Remarque :

ce probléme est quasi-convexe alors que les deux précédents sont convexes.

Exemple classique

On se propose ici d’étudier la stabilité asymptotique par fonction de Lyapunov
d’un systéme libre d’ordre n régi par I’équation différentielle :

()= Ax(t) on 4 R (Eq. A.3.8)
A = Rn><n
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Soit ¥ une fonction de Lyapunov quadratique :
Vix)=x"Xx on Xe R™"/x=xT >0 (Eq. A.3.9)

L’¢tude de la stabilité¢ s’exprime sous la forme d’un probléme de faisabilité
LMI c’est-a-dire qu’il suffit de montrer que

{Xe R/ X=XT>0et ATX + X4< o};t@ (Eq. A.3.1)

Puisque P est symétrique, on peut 1’écrire sous la forme suivante :
n n
X=Y>xX; (Eq. A.3.10)
i=1j=i

ou X; est une matrice dont les seuls termes non nuls sont les ¢léments (i,) et
(j,i) qui valent 1. Le probléme devient alors de montrer que ’ensemble
suivant est non vide :

n(n+1) 0 n 0 n
xeR 2 /X=)Yx;X;>0 et Einj(ATXij+XijA)<O

i=1j=i i=1j=i
(Eq. A.3.11)
Cet ensemble peut se réécrire sous la forme
n(n+1) non _X. 0
R 2 / A <0 Eq. A.3.12
e E}quf[ 0o 4'x, +X,.jAJ (Fa )

ce qui montre que les inégalités X > 0 et AT X + X4 < 0 sont effectivement
des LML

A.3.2 Les outils techniques

Ces outils permettent d’exprimer des problémes d’analyse ou de commande de
systémes sous forme d’un probléme d’optimisation sous contrainte LMI. En
effet la mise sous forme LMI d’un probléme d’optimisation consiste dans un
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premier temps a traduire les contraintes par des inégalités matricielles que I’on
tente ensuite de rendre affine en fonction des variables d’optimisation.

Le complément de Schur ou lemme de Schur est un outil fondamental dans le
maniement des inégalités matricielles ; en effet il permet dans certains cas de
mettre sous forme LMI des contraintes non linéaires.

Lemme Complément de Schur

Soient les matrices symétriques (Q, S )e R xR™"™ et la matrice
Re R™"™  les 2 propositions suivantes sont équivalentes :

- 0)  R(x)
(i) [RT ) s (X)J> 0 (Eq. A.3.13)
(i) 0>0 et S(x)— R(x)"0x)"'R(x)>0 (Eq. A3.14)

Si les matrices O, R et S sont affines en x, alors (i) est affine en x alors que (ii)
ne 1’est pas.

La preuve de ce résultat se trouve dans [HJ85] et repose sur la remarque
suivante :

! 0YO RYr -07'R)_(© 0
[_RTQ—l IIRT SIO 7 ]_{O S—RTQ"IR] (Eq. A.3.15)

Exemple d’application

Soit A(x)e R™™ une matrice affine en x, on cherche 4 mettre sous forme LMI
le probléme suivant : trouver x tel que la plus grande valeur singuli¢re de 4 soit
minimisée, ¢’est-a-dire :

(r,A)= niino(l/ﬂm — AR) 4(x)> 0) (Eq. A.3.16)

Pour le couple (x, A) vérifiant la relation (A.3.17), la plus grand valeur
singuliere de A4 est en effet JA.On remarque que le probléme n’est pas affine
en (x,A). En appliquant directement le lemme de Schur, on transforme
I’inégalité matricielle en
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A A

m

[Im A@q>0 E
q. A.3.17)

Le probléme est maintenant de type LMI car affine en A et x.

Le lemme de complétion ou lemme d’élimination est utilisé en synthése pour
rendre linéaire un probléme bilinéaire, par projection.

Lemme d’élimination

Soient trois matrices G € R U e RV e R™Y, les trois problémes (i),

(ii) et (iii) sont équivalents.

(i) IK e R?*1 )G+ UKVT +vKTUT <0 (Eq. A.3.18)
uvleu
1 1 <0
(ii) ey <o (Eq. A.3.19)
1 GV <
G-oUUT <0
(iiij) 3o € R/ (Eq. A.3.20)
G-omvT <0

U, et V| sont les compléments orthogonaux des matrices U et V
respectivement ; le complément orthogonal de U est la matrice U | € R"<(-p)
telle que :

UIU =0et rang([U UL])z n

Une démonstration de ce résultat est disponible dans [BEFB94].

Le lemme de la S-procédure est utile pour transformer un ensemble de
contraintes quadratiques non convexes en une contrainte quadratique convexe.

Lemme S-procédure

s 1z . X . .
Considérons les matrices 7; € R"*" avec i =0 ... k et les formes quadratiques
associées
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Yue R",F,(u)=u’ Tu, (Eq. A.3.21)

1

alors la proposition (i) implique la proposition ().

(i) 3, e R,/ Fyw)— Y 7,F;(u)>0 (Eq. A.3.22)
i=1.k
(ii) F, (u) > 0 pour tout u # 0 tel que Vie I,Fl-(u) >0 (Eq. A.3.23)

Quand k =1, les conditions (i) et (ii) sont équivalentes s’il existe un u tel
que :

Fi(uy)>0 (Eq. A.3.24)

I1 est de plus possible d’obtenir 1’équivalence des deux propositions lorsque les
formes quadratiques F; sont des intégrales quadratiques. Pour plus de détails,
on se reportera a la thése de Gérard Scorletti [Sco97].

I1 existe aussi une version matricielle de la S-procédure qui est la suivante :

Lemme Corollaire de la S-procédure

Soient 4 =A",B,C,D,U =UT,V,w =Ww' des matrices réelles de taille
compatibles telles que

- C est de rang plein

Vv
- la matrice [VT W] possede une valeur propre positive

Alors les propositions (i) et (ii) sont équivalentes

0 A-ctwc B-C'v-c'wp
BT —vic-p"'wc -u-D"v-vID-D"WD

]> 0 (Eq. A.3.25)
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AY(U VYA
VA / , >0,
) 1 \vT wli
(ii) (Eq. A.3.26)

det(I — DA)# 0
A+BA(I -DAY'C+CT(1-DA)TATCT >0

A3.3 Les BMI

Un nombre important de problemes de commande robuste ne peuvent pas
s’exprimer sous forme LMI, cependant Safonov a proposé la notion de BMI
(Bilinear Matrix Inequality) [SGL96, GTSP94 GSP94, MSP00, GSP95, SP94]
qui peut étre vue comme une généralisation de la notion de LMI.

Définition Inégalité Matricielle Bilinéaire

Le probléme d’optimisation de faisabilité BMI est défini par :

Trouver x sous la contrainte BMI :

m m,m
F(x):FO +2xl-F} + ijxijk >0 (Eq A327)
i=1 J.k=1,1

avec des matrices symétriques données :

Fvi — F’ZT = R}’lX}’l

Fj = F-Y/; c R™" (Eq. A.3.28)
J J

Il n’existe pas aujourd’hui de méthode exacte pour résoudre ce genre de
problémes mais des heuristiques ont été mises en place dans différents cadres.
Une classification des différents problémes et des approches qui y sont
adaptées est aujourd’hui une préoccupation conjointe de 1’automatique et de
I’analyse numérique.

A.4. Les LMI : un outil performant

Les travaux actuels utilisant le formalisme LMI, que nous allons expliciter dans
la suite, considérent les probleémes d’automatique sous 1’angle de I’optimisation
de critéres. Se posent alors des problémes inhérents a cette représentation :
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- Les critéres d’optimisation choisis ne doivent pas se révéler trop
conservatifs pour permettre d’aboutir a une solution

- Afin d’obtenir une formulation de probléme d’optimisation convexe
sous contrainte LMI, il est nécessaire de s’assurer de la convexité des
critéres choisis.

- 1l s’agit ensuite de traduire les criteres sous forme de problemes
d’optimisation convexe

- Les solutions analytiques a ce type de problémes restent marginales et
sont difficiles a obtenir dés que la taille du probléme s’¢léve un peu.

Aujourd’hui, il existe des algorithmes performants pour la résolution des
problémes d’optimisation convexe sous contrainte LMI mais les temps de
calcul s’averent treés vite rédhibitoires dés que la taille des systémes devient
conséquente. Ainsi la taille du modéle, sa réduction, la représentation des
contraintes, la taille des ensembles considérés sont autant d’éléments délicats
dans la mise en place informatique des problémes.

A.5. Les algorithmes d’optimisation convexe

La résolution d’un probléme sous contraintes LMI pose des problémes
numériques qui se révelent génants. Les temps de calcul importants, la non
convergence des algorithmes pour les problémes de grand taille ou
numériquement mal conditionnés ont largement limité les études utilisant ce
formalisme. Méme s’il existe aujourd’hui des outils de calcul performants, dés
que la taille d’un probléme devient conséquente, le temps de calcul devient
prohibitif. Ainsi la recherche d’algorithme qui facilitent la résolution des
problémes LMI reste d’actualité.

Depuis la fin des années 80, les travaux sur ’optimisation des problémes
convexes font I’objet de nombreuses recherches. Les paragraphes qui suivent
résument les méthodes de résolution algorithmique les plus utilisées.

Il existe par ailleurs des boites a outils pour la résolution des problémes LMI,
on peut citer notamment la LMI Control Toolbox du logiciel Matlab
[GNLC95]. Cependant les temps de calcul et les interfaces ne sont pas toujours
a la hauteur des résultats attendus. Il existe aujourd’hui des développements
autour des différents algorithmes pour mettre en place des outils plus
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conviviaux et surtout plus rapides. On peut citer en particulier les travaux de D.
Peaucelle au LAAS-CNRS de Toulouse [APO1].

A.5.1 Algorithme de Dellipsoide

Il s’agit d’un algorithme simple développé par Shor, Nemirovskii et Yudin
[NYS83, Sho85] a partir des résultats de [BGT81]. Il permet de résoudre en
temps polynomial des problémes d’optimisation convexe sous contraintes LMI.

L’idée principale réside dans la construction d’un algorithme qui détermine des
ellipsoides de volume décroissant avec la garantie de toujours contenir le point
optimal. Voici en 4 étapes le déroulement de cet algorithme.

1. Initialiser I’algorithme par la recherche d’un ellipsoide dont on sait
qu’il contient le point optimal.

2. Couper cet ellipsoide par un plan sécant passant par son centre.

3. Déterminer le plus petit ellipsoide qui enveloppe le demi-ellipsoide
précédent contenant la solution.

4. Ttérer le processus en 2 jusqu’a obtenir un ellipsoide suffisamment petit.

On trouvera une présentation plus précise de cet algorithme dans [BE93,
BEFB94].

On montre que la suite des volumes observe une décroissance géométrique, ce
qui garantit un temps de convergence polynomial. Malgré ce point la mise en
ceuvre pratique conduit a des temps de calcul souvent prohibitifs. De plus une
grande difficulté vient du choix de I’ellipsoide initial.

A.5.2 Méthodes de points intérieurs

Les techniques d’optimisation dites de points intérieurs ont été développées par
Y. Nesterov et A. Nemirovskii a la fin des années 80 [NN88, NN94, NS98].
Elles se sont rapidement révélées performantes en terme de rapidité¢ de
convergence et ont suscité par la suite de nombreuses améliorations.

Pour le probléme de minimisation d’une fonction convexe f(x) satisfaisant une
contrainte LMI, la méthode repose sur I’introduction d’une fonction barriére.
C’est-a-dire une fonction ¢ différentiable qui posséde en outre les 2 propriétés
suivantes :
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1) ¢ est strictement convexe sur 1’ensemble admissible de la LMI
F = {xe R™ / F(x)> 0} (Eq. A.5.1)
2) Pour toute suite x, de points de F convergeant vers la frontiere de F,

lim (¢(x,)) = +oo (Eq. A.5.2)

n—>-+oo

On peut alors transformer le probléme de minimisation sous contrainte non
différentiable en probléme d’optimisation différentiable non contraint :

min(t £ (x)+ ¢(x)) (Eq. A.5.3)

ou ¢ est appelé parametre de pénalisation.

Une fonction barric¢re candidate a la résolution du probléme de faisabilité est la
fonction suivante :

o) = {— log(det(F (x))) sz: xeF (Eq. A5.4)

+ oo si x¢F
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Titre
Synthése multiobjectifs et séquencement de gains : application au pilotage d’un lanceur spatial.

Résumé

Les travaux de notre Thése reposent sur des réflexions menées sur la problématique du pilotage des
lanceurs spatiaux ; celles-ci nous ont conduit a considérer les thémes de la synthése multiobjectifs et du
séquencement de gains dans le cadre de la commande numérique de systémes flexibles non stationnaires,
en utilisant des méthodes d’optimisation convexe.

La paramétrisation de Youla, caractérisation de 1’ensemble des correcteurs stabilisant un systéeme donné,
nous a permis de développer une méthode de synthése multiobjectifs qui a le triple avantage de transformer
le probléme initial en un probléme d’optimisation convexe sous contraintes LMI (inégalités matricielles
linéaires), de réduire le conservatisme de la synthése, et de proposer un correcteur structuré sous la forme
classique d’un observateur et d’un retour d’état. C’est aussi cette structuration qui nous a amené a
considérer 1’interpolation de correcteurs sous cette forme spécifique dans le cadre de la commande par
gains séquencés de systémes linéaires non stationnaires.

En expérimentant ces méthodes sur le pilotage d’un lanceur spatial, notre objectif est de montrer que les
aspects théoriques (structuration d’un correcteur, synthése multiobjectifs et interpolation de correcteurs) se
révelent facilement adaptables aux spécificités du probléme posé: ils se situent a mi-chemin entre
préoccupations pratiques et bases théoriques générales.

Les aspects pratiques de la validation de ces expérimentations sont mis en ceuvre sur un simulateur
numérique que nous avons développé en collaboration avec le CNES, EADS Launch Vehicles et I’ONERA.
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Summary

The work of our Thesis relies on reflections carried out on the guidance problems for space launchers;
These ones led us to consider the topics of multiobjective synthesis and gain scheduling within the
framework of the discrete-time control for linear time varying (LTV) flexible systems, based on convex
optimisation methods.

The Youla parameterisation, characterising the set of all stabilising controllers for a given system, makes
possible the development of a method for multiobjective synthesis. It presents the triple advantage of:
transforming the initial problem into a convex optimisation problem under LMI (linear matrix inequalities)
constraints, reducing the conservatism of the synthesis, and proposing a structured controller in the
traditional form with an observer and a state feedback. This structuration also took us along to consider the
interpolation of the controllers in this specific form within the LTV systems gain scheduling framework.

By performing out these methods to design a space launcher autopilot, our main objective is to show that
the theoretical aspects (structuration of a given controller, multiobjective synthesis and interpolation of
controllers) appear to be easily adaptable to the specificities of the arising problem: they are located
halfway between the practical concerns and very general theoretical bases.

The practical aspects of these experiments validation are performed on a numerical simulator which has
been developed in collaboration with the CNES (French Space Agency), EADS Launch Vehicles and
ONERA.
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