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NOTATION

Les crochets [ ] ne sont jamais utilisés dans le sens de parenthéses, mais sont réservés
pour représenter les encadrements binaires (intervalles, pavés et intercompacts). Les
symboles — et +, utilisés comme exposant d'une quantité, signifient la valeur minimale ou
maximale au sens classique, au sens vectariel ou au sens de 1'inclusion que peut prendre

cette quantité sur I'encadrement binaire considéré.

Les vecteurs v ou les fonctions vectorielles f seront imprimés en caracteres gras. Les
équations vectorielles et les inégalités sont a comprendre composante par composante.
Les fonctions réelles usuelles telles que exp, sin ... lorsqu'elles ont pour argument un
vecteur deviennent des fonctions vectorielles et doivent, elles aussi, étre comprises
composante par composante. Elle seront imprimées en caractéres gras. Par exemple, si
u = (0, n/2, ©)T et v est le vecteur de dimension 3 satisfaisant v; = sin(y;), 1 €13,
alors, v =sin (u) = (0, 1, O)T.

Les ensembles seront écrits en caracteres double. Pour les intervalles et les pavés, nous

utiliserons des minuscules.

Pour 1'écriture des nombre décimaux, nous séparerons la partie décimale de la partie
entiére par un point, conformément a la notation anglo-saxonne. La virgule sera utilisée
comme séparateur dans les intervalles, les vecteurs-ligne et les opérandes a plusicurs

arguments.

clo(A) : adhérence de A (anglais : closure of A).

C(Rm : espace de tous les compacts de RM.

CHRM) : espace de tous les compacts pleins de R

dA : frontigre de A,

e(p) : erreur entre le vecteur des sorties modeles et le vecteur des données.
B : ensemble des erreurs acceptables.

g : précision requise pour les sous-pavages a obtenir.

he(A, B) : distance de Hausdortf de A a B.
h..(A, B) :distance de Hausdorff complémentaire de A 2 B.
ho(A, B)  : proximité de B 3 A.

(i)



int(a) : partie entiére du réel a.

int(A) : intérieur de l'ensemble A.

IR : ensemble de tous les intervalles de R.

IRR : ensemble de tous les pavés de R

KR : ensemble de tous les sous-pavages de RD,

L.(a, b)  :distance entre a et b, induite par la norme L...

L.(A,B) :séparation entre A et B.

M(.) : structure paramétrique du modgle du systeme & étudier.

M(p) : modele de structure M(.) associé au vecteur de parametres p.
m..(A, B) :distance de Hausdorff généralisée de A a B.

0 : opérateur de composition.

p : vecteur des parametres du modele.

p* : vraie valeur des parameétres.

P : ensemble des paramétres acceptables a priori .

R : ensemble des réels.

R~ : ensemble des réels négatifs ou nuls.

S : ensemble solution des problémes d'estimation de parametres.
U : sphere unité dans (R", L..).

V(a) : voisinage de a dans l'espace topologique auquel il appartient.
vol(A) : volume du compact A.

w(X) : longueur du pavé x.

X : ensemble solution du probléme ensembliste considére.

y : vecteur de toutes les mesures effectuées sur le systéme.
YulP) : vecteur des sorties du modéle associé au vecteur de parametre p.
Y : ensemble & inverser.

X : intervalle ou pavé contenant la variable réelle x ou vectorielle x.
X : milieu de l'intervalle x.

X~ : borne inférieure de l'intervalle x.

xt : borne supérieure de l'intervalle x.

X : centre du pavé x.

X~ : vecteur coin inférieur du pavé x.

x+ : vecteur coin supérieur du pavé x.

[A] : pavé enveloppe du compact A,

f : fonction d'inclusion de f.

f* : fonction d'inclusion minimale de f.

-1 : fonction réciproque de f, définie par f-1(A) = {(x e RM I f(x) € A}.

(v)



: produit cartésien de deux ensembles.

: cardinal de I'ensemble fini A.

: complémentaire de l'ensemble A.

: sous-ensemble de R formé de l'union des pavés du sous-pavage K.
: sous-pavage indéterminé, ou couche d'incertitude de l'encadrement de X.
: sous-pavage contenu dans I'ensemble X.

: sous-pavage contenant I'ensemble X.

: intercompact enfermant X

: he-convergence par l'intérieur.

: he-convergence par l'extérieur.

: affectation d'une valeur a une variable.

: est égal par définition.

. fin d'un exemple, d'une définition, d'une remarque...

v)



1.1.

CHAPITRE 1

INTRODUCTION

Problémes ponctuels et ensemblistes
1.1.1. Les problémes ponctuels

Les problemes posés en mathématiques ou dans les sciences pour I'ingénieur sont souvent
formulés de telle maniére qu'ils demandent une solution ponctuelle (par exemple un nombre
ou un vecteur réel). De nombreuses méthodes ont alors été développées pour résoudre ces
types de problémes, que nous appellerons problémes ponctuels. En raison des incertitudes
avec lesquelles sont connues les données intervenant dans I'énoncé du probleme, des erreurs
numériques introduites par le calculateur lors de la résolution ..., ces méthodes ne permettent
généralement pas de bien caractériser l'incertitude avec laquelle la solution est obtenue, et
nous ne savons pas quelle validité accorder au résultat. Parmi les méthodes pour résoudre
les problémes ponctuels nous parlerons de cing types de méthodes :

—  Les méthodes exactes permettent d'obtenir la ou les solutions (numériques ou
formelles) d'une fagon exacte. Ces méthodes s'appliquent & un nombre de problémes
tres restreints. Un exemple d'un tel probleme est de trouver l'ensemble des réels
solutions de I'équation x2 — 1 = 0. Les solutions obtenues —1 et 1 peuvent &tre

obtenues avec exactitude.

—  Les méthodes garanties sont telles que la distance, ou un majorant de cette distance,
entre le résultat obtenu et la solution du probl¢me est connue. L'incertitude avec
laquelle est trouvée la solution est donc caractérisée de fagon certaine.

—  Les méthodes siochasiigues balayent aléatoirement 'ensemble des solutions a priori
possibles, afin de trouver un résultat (qui dépend du hasard) qui vérifie les contraintes
et qui soit le plus acceptable au sens d'un critere de satisfaction 3 définir. Ces
méthodes ne convergent qu'en probabilité, et ne sont que trés rarement garanties

(incertitude totale quant & la précision avec Jaquelle la solution est obtenue).

—  Les méthodes déterministes aboutissent toujours au méme résultat lorsque nous
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relangons plusieurs fois l'algorithme (contrairement aux méthodes stochastiques). Le

hasard n'influence donc pas le résultat.

—  Les méthodes locales fournissent un résultat tel que tous les vecteurs appartenant i un
proche voisinage du résultat dans 1'espace des solutions sont "moins” satisfaisant que
le résultat lui-méme. Ceci ne veut pas dire, et loin s'en faut, que le résultat est la
solution, mais juste que le résultat pourrait étre la solution cherchée. Les méthodes
locales aboutissent & des résultats qui dépendent des conditions initiales, souvent
arbitraires, imposées a l'algorithme. Ces résultats peuvent donc €tre tres €loignés, sans
que nous le sachions, de la solution. Ces méthodes ne sont donc pas garanties et ¢'est
pourtant elles qui sont de loin les plus utilisées pour les problémes pour lesquels on ne

dispose pas de méthodes exactes.

—  Les méthodes globales convergent a coup sir (lorsqu'elles sont déterministes) ou
presque siirement (lorsqu'elles sont stochastiques) vers la ou les solutions du
probléme, et ceci quelles que soient les conditions initiales imposées a l'algorithme.
Les méthodes déterministes globales classiques s'appliquent a d'un nombre trés
restreint de problémes comme par exemple pour la résolution d'un systéme

d'équations linéaires ou la minimisation d'une fonction convexe.

Les méthodes disponibles pour résoudre les problémes ponctuels ne permettent pas (sauf
pour une classe trés réduite de problémes) de trouver de fagon garantie un résultat global
aussi proche que désiré de la solution du probleme. Une reformulation ensembliste
permettra, comme nous le verrons, de concevoir de nouvelles méthodes de résolution,
adaptées a nos besoins de garantie et de globalité, qui ne pouvaient se concevoir avec une

approche ponctuelle.

1.1.2, Les probléemes ensemblistes

Dans une reformulation ensembliste d'un probléme, nous cherchons non pas une solution
ponctuelle, mais un ensemble solution pouvant contenir une infinité de vecteurs. Un
probléme qui admet pour solution un ensemble sera appelé probiéme ensembliste. Parmi les

problemes ensemblistes nous distinguerons deux cas.

— Le premier est celui ol le probléme ensembliste se trouve associé a un probléme
ponctuel. L'approche ensembliste a alors uniquement pour but de pallier les
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incertitudes de certaines données intervenant dans le probléme ponctuel et les erreurs
de calcul numérique introduites par le calculateur en les prenant en compte lors du
traitement. Nous pouvons ainsi espérer obtenir un résultat garanti. Le probleme
ensembliste est donc formulé de telle fagon que 1'ensemble solution contienne, a coup
siir (ou avec une probabilité spécifiée), la ou Ies solutions exactes du probleme
ponctuel auquel il est associé. La méthode, pour qu'elle soit garantie, devra générer un
ensemble résultat contenant 'ensemble solution et donc la ou les solutions du

probléme ponctuel.

— Le second cas est celui ou le probleme ensembliste n'est associé 4 aucun probleme
ponctuel. C'est le cas lorsque nous cherchons & caractériser un ensemble dans le but
de calculer certaines de ses caractéristiques comme son volume ou ses propriéi€s de

connexité.

Les problémes ensemblistes sont toujours bien posés dans le sens oi la solution existe
toujours et est toujours unique (I'ensemble vide peut &tre solution du probléme). Les
approches utilisées pour résoudre es problémes ensemblistes peuvent €tre regroupés en rois

classes : analytique, stochastique et garantie.

—  Les méthodes analytiques cherchent & caractériser mathématiquement I'ensemble
solution d'une fagon exacte en l'exprimant analytiquement, par exemple a l'aide
d'inégalités. Ces recherches aboutissent fréquemment 4 des impasses car, méme si la
solution est obtenue, sa formulation est souvent tellement complexe qu'elle en devient
inexploitable. On se limite alors & trouver des propriétés de I'ensemble solution
(comme par exemple sa connexité, ou son volume, ...), sans résoudre complétement

le probléme posé.

—  Dans l'approche stochastique, les problémes ensemblistes sont résolus par balayage
sélectif d'un espace dans lequel l'ensemble solution est supposé inclus. Les
algorithmes fond€s sur cette approche sont trés simples a concevoir et s'appliquent &
beaucoup de problémes, mais le résultat obtenu ne présente aucune garantie.
L'ensemble solution est alors approché par un nuage de points qui se trouve a
l'intérieur de celui-ci. Ce nuage de points peut donner une trés mauvaise idée, sans

que nous le sachions, de I'ensemble solution.

— La troisieéme approche, que nous avons appelée "garantie”, consiste & trouver pour
résultat un ensemble exploitable qui contienne I'ensemble solution. Ce que nous
entendons par ensemble exploitable, est un ensemble qu'il est possible de représenter
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sur ordinateur avec une occupation mémoire raisonnable et dont on peut facilement
calculer certaines caractéristiques importantes (comme le volume ou la connexit€),
vérifier qu'un élément est a l'intérieur, ... Des exemples types d'ensembles
exploitables sont les ellipsoides ou les unions de pavés. Nous sommes ainsi amenés a
trouver des algorithmes qui nous donnent & chaque itération des ensembles
exploitables convergeant (dans un sens & définir) vers l'ensemble solution par
l'intérieur ou par l'extérieur. Par cette méme approche, il est possible de traiter des
problémes en cascade, I'énoncé de chaque probléme dépendant de I'ensemble solution
du probléme amont. La philosophie adoptée (contraire & celle du calcul formel)
consiste & aborder d'une maniére numérique des problémes qui se traitent

habituellement d'une maniere analytique.

Clest cette troisieme approche qui sera adoptée dans ce mémoire, car dans les probleémes
d'estimation et de comimande, le caractére garanti des solutions est, comme nous le verrons,
extrémement important, comme nous ne manquerons pas de l'argumenter par la suite. Les
ensembles exploitables que nous manipulerons seront formés d'unions de pavés et seront
appelés sous-pavages. Leur rdle principal sera d'approximer l'ensemble solution. L'outil
mathématique de base permettant la manipulation des sous-pavages est I'analyse par
intervalles. Cet outil généralise aux intervalles et aux pavés (aussi appelés inrervalles

vectoriels) tous les calculs existant sur les réels et les vecteurs.

Les problemes d'inversion ensembliste forment une grande classe des probleémes
ensemblistes. Dans ce type de problémes, I'ensemble solution est défini comme I'image
réciproque par une fonction donnée d'un ensemble connu. La structure simple de ces
problémes va nous permetire de proposer un algorithme unique permettant d'approximer
convenablement leur ensemble solution, et ceci quel que soit le probléme d'inversion
ensembliste considéré. Les propriétés de convergence de cet algorithme seront étudi€es
soigneusement, aprés une étude approfondie de la structure topologique de I'ensemble des
compacts. Nous nous intéresserons a titre d'application a la résolution de quelques
problémes ensemblistes qui nous viennent de l'estimation ¢t de la commande non linéaire.
Certains des probléemes considérés sont directement des problémes d'inversion ensembliste.
D'autres demanderont la conception d'algorithmes appropriés, en général tres voisins de

l'algorithme d'inversion ensembliste de base.
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1.2. Modélisation, estimation et commande

Introduisons le vocabulaire de base de la théorie des systémes que nous utiliserons pour

traiter des problémes d'estimation et de commande.

Un systéme ou processus est un concept abstrait qui désigne l'objet que nous cherchons a
analyser (par exemple pour comprendre son fonctionnement et connaitre certaines de ses
caractéristiques), ou & commander (pour lui donner un comportement satisfaisant). Nous
agissons sur le systéme par ses entrées et nous prenons connaissance de son comportement

par ses sorties.

Dans de nombreuses situations, nous ne connaissons, a priori, que trés peu de choses sur ce
systéme. Le role de la modélisation consiste alors 4 chercher un ou plusieurs modéles
chargés d'imiter an mieux le comportement du systeme. Les modeles sont en fait des entités
imaginaires et abstraites que nous pouvons comprendre, analyser et dont nous pouvons
prédire le comportement. Chacun des modeles considérés doit €tre homogéne au systéme,
c'est-a-dire comporter le méme nombre d'entrées et de sorties, avoir le méme espace des
temps, etc. C'est A travers ces modeles que nous connaissons le systéme et 1'analyse et la
commande seront effectuées a partir du ou des modeles sélectionnés apres I'étape de la
modélisation. La modélisation d'un systéme ou processus peut se décomposer en trois
étapes

—  Le choix de la structure : A partir d'informations a priori et d'intuition sur les
propriétés du systéme, il s'agit de proposer un ensemble de modeles parmi lesquels
nous sélectionnerons le ou les modeles finaux. Souvent, cet ensemble de modeles,
sera paramétré par un vecteur de paramétre p € P C R et sera appelé structure de
modéle et noté M(.). L'ensemble P est appelé ensemble admissible a priori pour les
paramétres. A chaque vecteur de parametres p est donc associé un modéle M(p) de la
structure. Si, quelle que soit l'entrée, la dépendance entre les sorties du modele

¥m{p. t) et p est linéaire, le modele sera dit linéaire par rapport aux paramétres.

—  Le prélévement des données . Aprés avoir fixé les conditions expérimentales, par
exemple a l'aide de techniques de planification d'expériences, les expériences sont
effectuées sur le systeme et les données expérimentales sont alors prélevées puis
rangées dans le vecteur y € R". Le vecteur y peut correspondre i ny mesures
scalaires faites 2 des temps donnés sur un systéme monovariable (une entrée et une
sortie), mais des systémes multivariables ou des processus statiques peuvent aussi étre
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pris en compte. Pour les conditions expérimentales utilisées, chaque modele M(p)
génére un vecteur de sortie y,,(p) homogene au vecteur des données y. C'est-a-dire
que les deux vecteurs ym(p) et y ont la méme dimension, et chacune des composantes
a la méme signification : si la i*™& composante de y a été prélevée au temps t sur la
ki®me sortie, la i®Me composante de y,(p) correspond & ce que génére le modele sur la
kime gortie au temps t. La dépendance entre y,, et les conditions expérimentales
n'apparaitra pas explicitement puisque les conditions expérimentales seront supposées
ici fixées une fois pour toutes. L'erreur entre les données y et la sortic modele ym,(p)

est définie par
e(p) =y — ym(p). (1.1)

—  L'estimation : Elle consiste & retenir un ou plusieurs modéles M(p) générant des
sorties modeles yp,(p) ressemblant suffisamment aux données expérimentales, c'est-a-
dire tels que I'erreur e(p) soit suffisamment petite dans un sens a définir. Lorsque un
seul modele est cherché, cas de l'estimation ponctuelle, on cherche souvent le modele
générant des sorties ressemblant le plus possible (au sens d'un critére & définir) aux
données expérimentales. L'estimation ensembliste consiste au contraire a caractériser
I'ensemble S des paramétres (ou des modeles de la structure) acceptables. Cette
approche est intéressante dans le sens ou elle donne une caractérisation de la validité de
'estimation et permet de prendre en compte avec rigueur les incertitudes sur les
données. En prenant un vecteur  au coeur de cet ensemble, nous obtenons une
estimée ponctuelle du vecteur des parametres et l'incertitude sur cette estimation est
complétement caractérisée par I'ensemble §. Dans cette thése, nous allons faire
uniquement de l'estimation non linéaire dans le sens ol e est une fonction non linéaire

de p.

I1 est souvent pratique de raisonner comme si le systéme étudi€ était un élément M(p*) de la
structure choisie. Le vecteur inconnu p* est alors appelé la vraie valeur des parameétres.
Sous cette hypothése, nous définissons le bruit de mesure par b =y — y,(p*).

L'approche habituellement suivie par les automaticiens consiste a sélectionner apreés
identification un seul modele de la structure choisie et & calculer la commande qui sera
appliquée au systéme & partir de ce modele. 1l s'agit donc, 12 aussi, d'une approche
ponctuelle. L'approche que nous considérerons dans cette thése est complétement
ensembliste : aprés estimation, un ensemble de modeles seront sélectionnés et une
commande (ou un ensemble de commandes) garantissant la stabilité de tous les modeles
retenus sera recherchée. Nous espérons ainsi, en appliquant cette méme commande au
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systeme, obtenir de sa part ce méme comportement. Cette approche ensembliste poss¢de
d'évidentes propriétés de robustesse et c'est pourquoi nous parlerons de commande robuste.
Par exemple, si nous faisons I'hypothése que notre systéme est un élément M(p*) de notre
structure, et si les hypothéses faites sur les caractéristiques du bruit de mesure b sont
exactes, la ou les commandes obtenues stabiliserons a coup sir le systtme M(p*), ce qui
n'est pas le cas dans I'approche ponctuelle, ol aucune garantie ne peut €tre espérée.

1.3. Plan de la thése

Dans cette thése, nous présenterons les outils de l'approche ensembliste qui nous
permettront ensuite de développer des algorithmes efficaces capables de donner des
solutions nouvelles & certains problémes ensemblistes et ponctuels d'estimation et de

commande.

Dans le chapitre 2, nous décrirons quelques problémes ensemblistes d'estimation et de
commande en rappelant les notions qui leur sont rattachées. Un certain nombre d'entre eux
sont des problémes d'inversion ensembliste, ot I'ensemble solution est défini comme
I'inverse par une fonction vectorielle d'un ensemble stmple (hypercube, ellipsoide, ...).
C'est le cas par exemple des problémes d'estimation non linéaire & erreur bornée pour
lesquels l'ensemble solution est appelé ensemble de vraisemblance. Dans un contexte
probabiliste, nous présenterons le probléme du calcul de régions de confiance d'une loi de
probabilité pouvant correspondre par exemple a la loi @ posteriori du vecteur de parametres a
estimer. En ce qui concerne la commande robuste, nous nous intéresserons au probléme de
la caractérisation de l'ensemble de stabilité d'une structure de modéles M(.) linéaires entrées-
sorties mais non linéaires parameétres-sorties, 'ensemble de stabilité étant constitu€ des
vecteurs p tels que le modele M(p) soit asymptotiquement stable. Enfin, nous présenterons
le probléme de la détermination de I'ensemble des régulateurs d'une structure donnée qui
stabilisent un ensemble de modeles d'une méme structure (ou de structures différentes).

Les notions d'analyse par intervalles, indispensables au développement des algorithmes
d'approximation ensembilistes seront présentées au chapitre 3. Les concepts de fonction et de
test d'inclusion, supports de tout calcul sur les intervalles, seront présentés. Des exemples
seront pris parmi les fonctions vectorielles intervenant dans les énoncés des problémes que

nous nous serons proposés de résoudre dans le chapitre 2.

Dans le chapitre 4, nous définirons les sous-pavages qui seront des ensembles
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représentables en machine formés d'unions de pavés. Ces sous-pavages seront chargés
d'approximer l'ensemble sclution & déterminer. Nous présenterons différentes métriques
dans I'ensemble des compacts afin de déterminer la topologie utilisée pour I'analyse des
propriétés de convergence des algorithmes présentés. Nous définirons ensuite les
intercompacts qui sont des ensembles de compacts représentables en machine formant un

voisinage de diamétre aussi petit que désiré du compact considéré.

Nous donnerons, dans le chapitre 5, un algorithme général d'inversion ensembliste que
nous appliquerons 2 la résolution de quelques problémes tests d'estimation a erreur bornée,
d'estimation de conditions initiales et d'analyse d'ensemble de stabilité¢ proposés dans le
chapitre 2. L'algorithme repose principalement sur les concepts d'analyse par intervalles, et
d'encadrement d'un compact par deux sous-pavages (ce qui €équivaut a l'appartenance a un

intercompact). Les propriétés de convergence et de complexité seront établies.

Dans le chapitre 6, nous verrons comment les méthodes d'inversion ensembliste
développées dans le chapitre 5 s'adaptent pour permettre la résolution de problemes
ensemblistes plus complexes. 1l s'agit par exemple du probléme de la détermination de la
région de confiance d'une loi de probabilité quelconque ou du probléeme du calcul de
I'ensemble des régulateurs d'une structure de commande qui stabilisent & coup siir un
modele dont les paramétres sont inconnus mais bornés. Des problémes tests proposés dans
le chapitre 2 seront résolus afin de valider les algorithmes présentés.

Le chapitre 7 sera consacré au probléeme de l'optimisation d'un critére linéaire ou non linéaire
sur l'ensemble solution du probléme ensembliste considéré. L'intérét de cette approche est
d'obtenir rapidement un renseignement garanti sur l'ensemble inconnu sans avoir a
caractériser complétement l'ensemble auparavant, d'oti un gain en temps de calcul
considérable. L'approche utilisée restera semblable & celles utilisées pour la résolution des
problémes ensemblistes. L'algorithme d'optimisation fondé€ sur les tests d'inclusion et les
sous-pavages, sera validé par quelques exemples tests et comparé a l'approche signomiale,
qui était la seule méthode proposée dans le domaine de I'estimation a erreurs borné€es pour

l'optimisation garantie sur l'ensemble solution.

Dans le chapitre 8, nous allons résoudre des problémes d'optimisation sans contrainte en
partitionnant l'espace de recherche en un ensemble fini de pavés sur lesquels le critére a
optimiser ne puisse admettre plus d'une solution locale. En combinant ce principe de
partitionnement de l'espace de recherche, & base d'analyse par intervalles, avec des
méthodes d'optimisation locale, nous proposerons un algorithme d'optimisation globale et
garantie qui ne présente pas les inconvénients des deux approches : la lenteur de
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convergence pour une trés bonne précision que possédent les algorithmes classiques
d'optimisation a base d'analyse par intervalles, et le manque de garantie du résultat des
méthodes locales. Un tel algorithme est possible grice a l'utilisation du critere de Routh qui

servira  tester la convexité du critére a optimiser sur le pavé considéré.

Une disquette contenant des programmes exécutables sur compatible IBM avec écran EGA-

VGA correspondant a tous les exemples illustratifs est jointe a ce document.



2.1.

2.2,

CHAPITRE 2
LES PROBLEMES ENSEMBLISTES
EN ESTIMATION ET EN COMMANDE

Introduction

Les problémes ensemblistes admettent pour solution non pas un nombre ou un vecteur,
comme c'est le cas dans la plupart des problémes, dit ponctuels, abordés dans les sciences
de l'ingénieur, mais un ensemble solution qu'il s'agit alors de caractériser. Une formulation
ensembliste des problémes ponctuels de la physique permet d'approcher la solution par un
ensemble la contenant & coup siir, avec une incertitude caractérisée de fagon rigoureuse, et
cect contrairement aux approches ponctuelles classiques. Parmi tous les problémes
ensemblistes, une classe importante est celle des problémes d'inversion ensembliste qui, par
leur structure simple, nous permettront d'aboutir 4 un algorithme unique permettant de les
résoudre tous. Certains problémes ensemblistes ne peuvent cependant pas étre mis sous la
forme d'un probléme d'inversion ensembliste, mais nous tenterons de les résoudre avec une
approche similaire. Dans ce chapitre, nous définirons ce que nous entendons par probléme
d'inversion ensembliste. Aprés un rappel succinct sur I'estimation ponctuelle classique,
nous proposerons différentes formulations ensemblistes de I'estimation, que ce soit dans un
cadre déterministe (estimation 3 erreurs bornées) ou stochastique (estimation de régions de
confiance). Dans le premier cas, nous avons 2 faire & un probléme d'inversion ensembliste
alors que le second nécessite une approche spécifique. Nous proposerons, toujours dans ce
chapitre, une nouvelle approche ensembliste pour 1'étude de la stabilité des systémes, et le
calcul de commandes robustes. Pour chacun des problémes posés, nous illustrerons par des
applications concrétes ce qu'apporte une formulation ensembliste par rapport aux approches
ponctuelles classiques. Ces applications nous serviront par la suite a tester I'efficacité des
algorithmes qui seront développés.

Notation vectorielle

La notation que nous utiliserons pour les équations et inéquations vectorielles sera inspirée
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de celle utilisée par le logiciel de programmation mathématique MATLAB. L'intérét de cette
notation est de simplifier I'écriture en faisant abstraction des indices des composantes
vectorielles et d'obtenir ainsi des expressions mathématiques plus concises et plus claires.
Dans ce systéme de notation, les vecteurs v et les fonctions f & valeurs vectorielles sont
imprimés en caractéres gras. Les équations et les inégalités vectorielles sont 4 comprendre
composante par composante. Par exemple si les vecteurs u et v sont définis par

uq Vi
u=|uletv=|va|, (2.1)
u3 V3

alors, pour ® € {<, >, <, 2, =} nous avons

u; ® vy
Ht®veyur ® vy 2.2)
uz @ vj

Pour montrer le danger engendré par la manipulation de tels opérateurs, notons par exemple
que la contraposée de la proposition u < v n'est pas u > v car les deux propositions peuvent
gtre simultanément fausses. Cette contraposée sera donc notée u £ v. La relation < n'est
donc qu'une relation d'ordre partielle sur I'ensemble des vecteurs. Les fonctions réelles
usuelles telles que sin, exp, ..., lorsqu'elles ont pour arguments des vecteurs deviennent des
fonctions vectorielles et seront €crites en caractéres gras. Leur évaluation se fait composante

par composante. Par exemple, nous avons

ug sin(uy)
sin(u) = sin |uy |=|sin(uy) |- (2.3)
u3 sin(us)

Le vecteur argument u et le vecteur image sin(u) ont donc nécessairement la méme

dimension. Dans la méme logique, nous aurons

U] V] i uyp =vy + 1
u=v+le|p|=|v|+|1|eJuz=v2+1 (2.4)
u3 V3 1 u3=V3+1.
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