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Résumé

L'étude et la conception des systémes non linéaires (étude de la stabiltt&&syde lois de commandes
stabilisantes, analyse en robustesse, ...) posent des problemes nusnéiffigiles, que les méthodes
classiques ont du mal a résoudre. Les formulations ensemblistes debksyes ou I'idée de base est
de remplacer une valeur ponctuelle par un intervalle qui la contient selé@nimontrées trés efficaces
pour leur résolution.

Dans cette thése, nous proposons de nouveaux algorithmes ensembBliéssaddes taches plus spé-
cifiques telles que la projection d’'un ensemble sur un sous-espace.’&ifelibrer I'efficacité de ces
algorithmes, dans un cadre général, nous avons présenté dewtLa@esmiére de ces idées consiste a
former & partir des contraintes, des graphes connexes de variablgsfi§as. L'objectif est de décom-
poser la projection d’'un ensemble:aimensions, en une intersection de projections d’ensembles dont
la somme des dimensions vautNotre deuxiéme idée consiste a rendre les algorithmes de projection
plus efficace en améliorant I'approximation intérieure.

Dans un deuxiéme temps, les algorithmes développés ont été mis en oeudeetediter des problemes
d’automatique liés aux systémes a retards, a la commande d’'un bateau a adédeenception de filtres
numériques et analogiques.

Mots-clés : analyse par intervalles, probléeme de satisfaction de contraintes (C®ction d’en-
sembles, inversion ensembliste, estimation a erreurs bornées, systetaedsa cemmande d’'un bateau
a voile, conception de filtres.

Abstract

The study and the design of nonlinear systems (stability study, stabilizingpttavirs synthesis, robust-
ness analysis, ...) arise difficult numerical problems that classical methwdgltificulty to solve. Then,
set-membership formulations of these problems, where the basic idea is tcerepiactual value by
interval that include it, where already show very efficient for their lgtsmn.

In this thesis, we propose new set-membership algorithms dedicated forpeogtidasks like set pro-
jection over a subspace. In order to improve, the efficiency of theseithlgs in general context, we
have presented two ideas. The first one consist to decompose thdiprojg@n-dimensional set, in an
intersection of sets projections where the sum of dimensions is equalTthe second idea consists in
yielding the projection algorithms more efficient by improving inner approximation

In a second time, the developed algorithms have been implemented in ordet gahdiity and control
problem of time-delay systems, sailing boat control and filters design.

Keywords : interval analysis, constraints satisfaction problem (CSP), set projebtioimded-error esti-
mation, set inversion, time-delays system, sailing boat control, filters design.
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CHAPITRE 1
Introduction générale

1.1 Contexte de I'étude

Depuis déja quelques décennies (voir [Moore, 1966, Moore, 19é8]inéthodes par intervalles sont
utilisées pour résoudre des problémes non linéaires. De maniére géoésalpproches sont inefficaces,
en terme de temps de calcul, face & des problémes de grandes dimensigm®kitmes d’estimation
ou le nombre de paramétres a déterminer est supérieur a 4). Dans catenthésavons donc adopté
le positionnement suivant. Premiérement, au lieu de caractériser compléteamsainble de solution,
nous avons choisi de réaliser sa projection sur deux dimensions paaraeriser qu'une partie de
cet ensemble. Ainsi, les problémes d’estimations de parameétres ont été anuékrmes de projection
d’ensembles. Deuxiemement, nous avons étendu les champs d’applicatimettedméthode a différents
problémes d’automatique.

Avant de détailler I'ensemble les travaux de cette thése, il hous a sembléwppe rappeler
guelques généralités sur I'automatique et les systéemes. L'automatiqueeedtsaipline scientifique
qui vise a I'étude desystemesjui décrivent le comportement de phénomenes ou processus physique
chimique, biologiqueetc.

Un systéme est un ensemble de relations causales établies entre les grdfetetées, d'états et
de sorties. De ce fait, les sorties d'un systeme (effets) dépendentnéraéle son état et des entrées
(causes). Les systemes se répartissent en trois catégories : les syétExmgs continu, les systémes a
événements discrets et les systémes hybrides, cette derniére catégmiesierée comme une combi-
naison des deux premiéres. La dynamique des systémes a événemeets escégie par des équations
récurrentes, tandis que celle des systemes continus obéit a des équifftoastielles ordinaires.

Les études menées sur les systemes concernent essentiellement troigptinesipesix :

e Modélisation : Cette notion consiste a doter le systéme d’une structure qui possédeogdasp
tés algébriques intéressantes, dans des espaces abstraits. Cette strpotur but de décrire les
comportements du systeme. Par exemple les systemes a temps continu utilisepitédesitations
de type temporelles ou fréquentielles. Ces systémes modélisent souvphédemeénes naturels,

5



6 CHAPITRE 1 — Introduction générale

de ce fait, la représentation temporelle requiert parfois I'utilisation desipesde la physique
classigue (mécanique newtonienne, électromagnétisme, thermodynaet@ue,

e Commande: La problématique liée a la commande peut étre résumée ainsi, comment détermi-

ner les entrées d’'un systeme afin d’obtenir des sorties désirées ?Ufres'®rmes, cela consiste
a imposer, a partir des entrées d’'un systéme, un comportement particllgeuPs ouvrages
d’automatique traitent de la commande des systémes linéaires a travers léspeode régu-
lation, d’asservissement, de rejet de perturbation, de commande robtest@pir entre autre
[de Larminat, 1993], [Landau, 1993] et [Barre et al., 1995]).

o |dentification : Cette étude consiste a trouver une structure pour un systéme, a padirroess
sances sur des données entrée-sortie. Ceci nécessite d'altaididién modele pour le systeme
puis d’ajuster "au mieux" les parametres dynamiques de ce modéle afin qprapertement du
modele soit le plus fidele possible aux mesures entrée-sortie dont noasatisg{[Ljung, 1987],
[Landau, 1993], [Rivoire and Ferrier, 1997]).

Dans le cas d’'une famille de systémes ou de systémes paramétriques, leetnais thétudes soulevés
ci-dessus posent des problémes d’estimation difficiles a résoudre. tfsgroblémes concerne, la sa-
tisfaction d’'une multitude de contraintes due a des impératifs de concept®nofaintes se traduisent
souvent sous forme d'inégalités non linéaires. Ainsi, le probléme qui estsosé revient a rechercher
les solutions a des inégalités non linéaires, dans des compakts. e probléme constitue un theme
important des mathématiques et en particulier du calcul numérique. Une métbsatenais classique
est la méthode dpoint fixe(méthode de Newton-Raphson) pour la recherche de racines d’émgiatio
non linéaires. Une autre méthode met a profit les méthodes d’optimisation afimiteiser la norme
euclidienne d’une fonction vectorielle.

L'inconvénient des deux méthodes que nous venons de citer reléemdiians de convergence re-
lativement restrictives (choix difficile d’'une condition initiale pour la méthod@dint fixe, convergence
des méthodes d’optimisation vers des minimums locaux). Dans le meilleur deesaméthodes per-
mettent de déterminer un nombre fini de racines dans un compact, lordigsectexistent. Par exemple,
ces méthodes ne peuvent prouver I'absence de racines dans urctompa

Face a ces inconvénients, nous avons recours a des méthodes dideaatiérisation d’ensembles
Ces méthodes s’intéressent a la représentation, au sens de la frandiérkime, d’un sous-ensemble
deR". La technique consiste a utiliser le calcul par intervalles afin de réaliseppreximation des en-
sembles par des structures de compact @nde typepavé Un pavé est un compact @& défini par le
produit cartésien d'intervalles. Le développement d’outils algébriqoas ges structures ensemblistes
permet d'effectuer des calculs, en temps fini, avec des compacts canstitme infinité de vecteurs
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(voir [Moore, 1966], [Moore, 1968], [Hansen, 1975], [Hans&865], [Krawczyk and Neumaier, 1985],
[Kurzhanski and Valyi, 1997], [Durieu and Walter, 200&}¢). Comparé aux approches intervalles, les
méthodes stochastiques ou aléatoires utilisées par les heuristiqgues d@space dans un voisinage
point par point. Par exemple, pour trouver les points situés a l'intérieur disque de rayon un, il fau-
drait & un calculateur, en utilisant une approche tyjoaté Carlg un temps infini.

Au cours de nos travaux, nous nous sommes intéresseés a la caractédeatjaatre types d’en-
sembles dont les expressions sont données par,

1. S ={xeX|f(x) e Y}

2. So ={f(x)|x € X};

3.S3={p€Pl3qe€Q f(p,q) € Y}

4. S, ={peP|VqeQ,f(p,q) € Y}.

avecX, Y, P, Q des compact®", f correspond a une fonction vectorielle quelconque. En ce sens
nos travaux s'inscrivent dans la liste des théses déja menées sur le3ajgin, 1994], [Kieffer, 1999],
[Didrit, 1997], [Braems, 2002)tc.
Les applications que nous avons traitées concernent surtout deasystéemps continu, une adaptation
des méthodes par intervalles est concevable pour des systémes a éuénisoects ou méme hybrides,
a condition de trouver une formulation adéquate pour les problemes asaa®é systéemes.

1.2 Organisation de la thése

Le contenu de ce mémaoire est divisé en deux parties. La premiére paaigt(eh 2-5) est destinée a
I’étude des notions et principes qui rentrent dans I'élaboration des desipar intervalles. La deuxiéme
partie (chapitres 6-9) concerne les applications de ces méthodes dobésmas liés aux systemes a
retards, a la commande de systémes non linéaires (recherche d'unteégolatimal pour un bateau a
voile) et a la conception de filtres.

1.2.1 Partie 1 (Principes et méthodes)

— Le chapitre 2 porte sur des rappels sur I'analyse par intervalles. Nous présesitelams ce cha-
pitre, les concepts qui sont a la base du calcul par intervalles. Lesusasidondamentales de
compact suiR™ seront représentées par des intervalles, des pavés svuepavagesNous ver-
rons, a travers l'arithmétique par intervalles et feactions d’inclusionles outils algébriques
permettant d'étendre, les opérations mathématiques sur les réels, aux satcdes intervalles
de valeurs réelles. Ainsi, dans le cas général, la fonction d’inclusiongiet’approximer I'image
d’un pavé par une fonction vectorielle.
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— Le chapitre 3 est consacré a la recherche du plus petit pavé renfermant les gestdisfaisants
une conjonction de contraintes de type inégalités non linéaires. La résotigions inégalités
sera abordée dans le cadre plus globalpdabléme de satisfaction de contraintesnnu sous
le nom de CSPQonstraintsSatisfactionProblen). Dans ce contexte, nous allons présenter les
notions deconsistance locale ou globafeais aussi deontracteurs|l sera proposé deux catégo-
ries de méthodes de consistance. La premiére catégorie, appelée métivodsidtance "faible",
utilise la décomposition en contraintes dites primitives puis I'algorithme de Waltziétandin-
tervalles afin de trouver un pavé qui possede des propriétés ad@qgoatda consistance locale
(voir [Waltz, 1975], [Cleary, 1987], [Davis, 1987]). Pour la deuri& catégorie de méthodes (les
méthodes de consistance "forte"), nous proposerons différeraeégitis qui visent a améliorer les
méthodes de consistance faible, ceci pour sortir des situations de btpoagenstitue la consis-
tance locale et d’atteindre, a terme, la consistance globale. Par la suithfféentes méthodes
de consistance seront appliqguées dans I'objectif de réaliser desatentsapour des ensembles
définis par des inégalités non linéaires.

— Le chapitre 4 s’intéresse a la représentation d’'un sous-enseBlateR™ par deux sous-pavages
(unions de pavés) etS tels queS ¢ S ¢ S. Dans ce chapitre, nous ferons un bref tour d’hori-
zon des principales méthodes de caractérisation d’ensembles a trav@rsblémes d’inversion
ensembliste, I'image d’'un compact par une fonction vectorielle ou encomnlaegité d’'un en-
semble. Les algorithmes employés seront construits a partir des contsatialmapitre précédent.
Nous indiquerons sous quelles conditions ces méthodes sont effitapedseen sont les incon-
vénients.

— Une classe de CSPs constitués d’inégalités non linéaires, et dont eégnaimables sont asso-
ciées a des quantificateurs existentiels ou universgiy, (est formulée en terme de projection
d’ensemblesLe chapitre 5 est dédié a ce probléme. Dans ce chapitre, une partie technique est
consacrée a la conception et au développement d’un logiciel norro&B. Ce logiciel réalise
la projection en deux dimensions d’ensembles définis par des inégalités éainds1 Au cours
de ces travaux, nous avons proposé la représentation des CSResmud’arbre. Les techniques
d’analyses syntaxiques ont été ensuite utilisées afin d’effectuer lagemdaun fichier texte, tra-
duisant un CSP, a des structures de type arbres aisément manipulablendalgorithme. Nous
avons ensuite combiné ce dispositif aux algorithmes de projection d’enseifitede générali-
ser ces algorithmes et d’en améliorer I'efficacité, nous avons présemédiEes. La premiére de
cesidées a consisté a former a partir des contraintes, des soussgraphexes de variables quan-
tifiees. L'objectif de ceci est de décomposer dans le cadre générabjéion d'un ensemble a
n dimensions en une intersection de projections d’ensembles dont la somnimdasidns vaut
n. Notre deuxieme idée consiste a rendre les algorithmes de projection ptase#in améliorant
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I'approximation intérieure. Pour cela, nous avons présenté, sous ld@i@¥IC (Inner Approxi-
mation Via Interval Computatignune approche qui utilise une méthode de recherche locale pour
déterminer dans un pavé une partie ou un domaine acceptable.

1.2.2 Partie 2 (Applications)

— Le chapitre 6 aborde des exemples, de problémes d’estimation de paramétres dandextecon
a erreurs bornées, d’identifiabilité, de conception de robot et de codenabuste, en terme de
projection d’ensembles. Au cours de ce chapitre, des mesures on¢i&éess afin d’analyser, les
améliorations apportées par I'utilisation de la méthbaIC proposée dans le chapitre précé-
dent.

— Le chapitre 7 a été mené en collaboration avec des membres de 'lRCCyN, les travalereent
I'utilisation des méthodes intervalles comme outil numérique pour I'étude desrsstiméaires a
retards. Pour des systémes a retards commensurables de type ratatdéeghous avons présenté
des problémes de stabilité, d'analyse en stabilité robuste, ainsi que de stialnilFr I'estimation
de parameétres stabilisants pour une loi de commande.

— Le chapitre 8 traite de la réalisation d’une loi de commande optimale pour un bateau a voite. Pou
cela, nous allons devoir résoudre deux problémes. Le premier probtérsiste a déterminer, dans
un contexte non linéaire, un régulateur pour le cap et I'ouverture dedwib@ateau. Le deuxieme
probléme concerne I'ajustement de I'ouverture de voile, dans le butid@tée pour un cap fixé et
un vent constant avec une direction donnée, une vitesse maximale patede bNotre systeme
(bateau a voile + systéme de commande) sera régulé pour aller le plus vilgleosss I'eau,
ceci en fonction du cap du bateau et de la direction du vent. Des tests dat@mont permis
de valider les performances de notre systeme de commande optimale. Ceattestssiste a la
stabilisation approximative du bateau autour d’une balise de référeticgistau mobile.

— Le chapitre 9 concerne la conception de filtres dans un contexte a erreurs bo@&ehapitre
montre, a travers I'estimation des coefficients de filtres (analogique ou iguagrque le calcul
par intervalles combiné aux techniques de recherche d'une solutiotuptiadsélection par cri-
teres) est un outil permettant la résolution de problémes d’estimation, déegrdimensions et
"mal conditionnés". Durant le traitement des exemples, nous tenterogpaiedre aux questions
suivantes :

e Est-il possible de trouver un filtre d’ordre satisfaisant des contraintes sur le gain ou la
phase ?

e Comment garantir 'ordre minimab* pour un filtre compatible avec des contraintes non
linéaires ? En d’autres termes, déterminer un ordr@u dessous duquel il n’existe aucun
filtre compatible avec nos contraintes.
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— En conclusion nous ferons un bilan sur le travail réalisé, nous distigt@nsuite les pistes envi-
sageables pour de nouvelles perspectives de recherche.



PARTIE 1: METHODES ETPRINCIPES







CHAPITRE 2

Rappels sur I'analyse
par intervalles

Les calculateurs électroniques représentent les réels suivant uddygmage a précision limitée
appeléflottants Pour des raisons que nous pouvons aisément comprendre, les rmagideat un réel
par un arrondi avec un nombre fini de chiffres aprés la virgule. pésations mathématiques effectuées
sur les flottants a la place de réels provoguent un cumul d’erreursud(eri@ndis. A I'issu de certains
calculs sur les flottants, le résultat obtenu peut étre éloigné du résultaduatiem solution adoptée
grace aux travaux de Ramon Moore dans [Moore, 1966] se décrit camitn®’une part, les réels sont
représentés par des intervalles bornés par des flottants avec un rderd@eimales fixes, par exemple
7 = 3.14159... sera représenté pg.1415, 3.1416] carm € [3.1415, 3.1416]. D’autre part, des outils de
calcul avec les intervalles sont définis afin de représenter le résulta dpération ou d’'une fonction
mathématique par un intervalle qui le contient de fagon garantie. De ce fa#,ardvons a quantifier
les erreurs introduites par I'utilisation des flottants. Bien entendu, la emaifon par des intervalles
n'a pas que des avantages. Un des inconvénients sérieux est lalgatién des bornes d’incertitude du
résultat obtenu a l'issu d’un calcul avec des intervalles.

Ainsi, le calcul par intervalles rassemble toutes les notions qui permettdfeatiier des opérations
mathématiques non pas avec des valeurs réelles, mais avec des intervadlesideréelles. Le dévelop-
pement de cet outil mathématique ainsi que les lois engendrées permettenigalat@m de structures
ensemblistes fondamentales. Une conséquence intéressante de kacalse, en un temps fini, d'un
compact constitué d’une infinité de points. Par exemple, cette analyse peut corsist@ntrer qu’un
systeme d'inégalités n'admet aucune solution dans un compak? dee calcul par intervalles est a la
base d’une multitude d’algorithmes développés pour la résolution d’inégaditebnéaires, pour I'opti-
misation globale de fonctions colts dans un domaine corgicu,.es chapitres qui suivent traiteront de
ces problémes ainsi que des méthodes associées.

Nous rappelons dans ce chapitre quelques notions sur le calcul pamilggr vu que le sujet
n'est pas nouveau dans le domaine du calcul ensembliste, une abolittinatieire est disponible dans
[Moore, 1966], [Moore, 1979], [Krawczyk and Neumaier, 19§Bleumaier, 1990], [Hansen, 1992b] et

Isous-ensemble connexe, fermé et borné

13
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[Jaulin et al., 2001]. La section 2.1 présente, d’une maniere génératatjda de sous-ensemblesig

et le sens des opérations ensemblistes( x, ...). La section 2.2 fait état de définitions et notations
pour les intervalles et les pavés ainsi que les opérations arithmétigues /, *, ...) sur les intervalles.
La section 2.3 rappelle ce qu’est une fonction d’inclusion. A cet effasigurs méthodes d’évaluation
de fonctions d’inclusion seront présentées et comparées. Comme aoussi'souligné précedemment,
les différentes méthodes d’'évaluations induisent un pessimisme (ou @valsiation) sur les bornes de
l'intervalle obtenu a Iissu du calcul. Ce pessimisme est d( dans certainsucasdpendance multiple
d’'une méme variable dans I'expression d’une fonction, nous appedlarela, leprobléme de multi-
occurrencesAinsi plus la largeur de l'intervalle résultat sera petite, plus la méthodealliéiion sera
jugée efficace. Enfin, la section 2.4 donne une analyse globale degpesimgie nous aurons présenté
ainsi que les propriétés intéressantes a en tirer pour la suite.

2.1 Opérations ensemblistes pures

Définition 2.1 (Inclusion ensembiliste).Soit A et B deux sous-ensembles B&. Rappelons qué est
inclus dansB si et seulement si tout élément deappartient 8. Il vient de ce fait

ACB& (VxeA xeB). (2.2)

Les opérations suivantes s’appliquent sur des sous-ensembR’s ele général. Elles regroupent
I'union, l'intersection, le produit scalaire et la projection. Etant doriXiét Y deux sous-ensembles de
R™ et deR™. Nous avons

Proj, (X) £ {x € R| I = (21, ooy Tty ooy Tn) | € X} , 2.2)
XNY 2 {xeR" xeXetx €Y}, avecn = m, (2.3)
XUY 2 {xeR" xeXouxe Y}, avecn = m, (2.4)
XxYé{(x,y)TeR’”m xeXOUer}. (2.5)

D’'une maniere générale, il va de soit que des principes valables posoussensembles, le seront en
particulier pour les pavés ainsi que les intervalles.
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2.2 Intervalles, pavés et sous-pavages

Comme cela a été souligné dans l'introduction, cette section a pour objet pel idgs notions
sur les intervalles et les pavés. Ces notions constituent des élémentméoridax de I'analyse par
intervalles. La plupart des définitions et opérations ensemblistes préseoié tirees de [Moore, 1966]
et [Hansen, 1992hb].

2.2.1 Définitions et notations

Définition 2.2 (Intervalle). Un intervalle[x] est un sous-ensemble connexe, borné et fermé de réels.
Nous avons

0] = [2,7] 2 {z €R, z <z < T}, 2.6)

ou z et sont respectivement les bornes inférieures et supérieurgs. dé&ensemble des intervalles est
notélIR. La largeur d’un intervalle est donnée paf|x]) 27— 1.

Définition 2.3 (Pavé). De la méme fagon que nous représentons un réel par un intervalle, dsssble
de concevoir une structure de compact simple afin de représentertenvacomposantes réelles. Un
pavé (ou vecteur intervallgx] est un compact d&™ défini par le produit cartésien deintervalles. On

note
[X] = [Ehfl] X [£27f2 X X [277,75”} 2.7)
= [x1] X [w2] X ... X [24],
ou encore
[gbjl]
=1 [z,7:] |- (2.8)
[&n?fn]
Pour tout: € {1,2,...,n}, lintervalle [z;] = [z;,7;] correspond & la&me composante déx|. Les
caractéristiques du pave sont décrites comme sulit,
— Lalongueur du pavgk] est donnée par
A n
w([x]) £ i (w ([2:])) (2.9)

— Le centre déx] est défini par

— — T
AfZT1+2Z T +x; Tn + 2,
m([x]) = ( Lo, s eees ) : (2.10)
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— Le volume dgx] est donné par
vol (x]) = TTw ([a:)

1—21) (T2 —Zy) o (Tn —zp) -

@.
[fe=b

(2.11)

)

Enfin, 'ensemble des pavés && est noté TR".

Remarque 2.4.Par généralisation, un réet est un intervalle dégénéré c’est-a-dire un intervalle dont
les deux bornes sont égalas= = = z. De la méme maniéere, un vecteuna&omposantes réelles est

aussi un pavé,
x = ([x1, @1] 5 ooy [T @) ooy [Ty 20]) T (2.12)
Remarque 2.5. Considérons en particulier, trois pavés|, [y], [z] deR” et une opération ensembliste
O e {n,u, x} tels que :
2] = [x] O [yl], (2.13)
alors nous avons
[2i] = [z:] O [wi] , i ={1,2,...,n}. (2.14)
Définition 2.6 (Sous-pavage)Un sous pavage est défini par une union de pavés. En particulieruan s
pavage régulier est constitué d’'un ensemble de pavés disjoints ou desqawne partagent que leurs

frontiéres.

Définition 2.7 (Bissection).La bissection est une opération qui partitionne un gayé&n deux autres

pavésL [x] et R [x] qui s’écrivent :

Lix 2 2,71 x .. x [x_J %@] X o X [y T (2.15)
Tj+ T,
R[x] 2 [z, 71] X ... ¥ [%@] X oo X 2, Fn] (2.16)

aveci 2 min {i|Z; — z; = w ([x])} qui correspond & I'indice de la composante de plus grande longueur

de[x]. Par la suite, nous avongx] = L [x] U R [x].

2.2.2 Arithmétique des intervalles

Cette partie constitue les fondements du calcul par intervalles. Lanalygsagmalles est le premier
outil de calcul ensembliste mais aussi le plus utilisé. Par rapport a d’aapessentations d’ensembles
comme les intervalles modaux, les ellipsoides, les zonotepeé/oir par exemple [Durieu and Walter, 2001],
[Vehi et al., 1997]), il est nettement plus facile d'effectuer des calmdthématiques sur des structures
de sous-ensembles de type intervalles ou pavés. En effet, il faut eetatint peu d’arguments pour deé-
finir un intervalle ou un pavé. Comme pour les réels, le calcul par intervallegpma des opérations
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arithmétiques, —, -, /). Une opération mathématique quelconguentre deux sous-ensembiEst Y
deR™ est définie comme suit :

XoY 2 {xoy| x€Xety € Y}. (2.17)

Les opérations arithmétiques considérées ici sont stables. Autremens désidtats de ces opérations
sont de méme type que leurs arguments. Par exemple, le résultat d’'uneradditio produit de deux
intervalles est aussi un intervalle. Paue {+, —, -, /}, le récapitulatif des opérations sur les intervalles
[x] et]y] est donné par :

]+ y] = [z+yT+Y], (2.18)
2] -y = [z—-7.Z2—y]. (2.19)
[] - [y] = [min(g.g,z@,fg,f.y),max(gg,gy,ig,fg)] (2.20)

Dans le cas de la division, nous avons

1/ [yl =[{1/yl v € [y]}] (2.21)

gui représente le plus petit intervalle qui contient I'ensemble des %éplmr touty appartenant &/.
Plus concretement, il vient :

Rsi [y] = [0,0]
L 1] sio¢ ly)
/[y = L, +oo| siy=0ety >0 (2.22)
—oo,i siy<Oety=0
\ Rsiy <0ety > 0.

Ainsi [z] / [y] = [a] * (1/ [y]).

2.3 Fonctions d’inclusion

Nous avons vu dans les sections précédentes quelques bases tpecaltervalles. Ici, nous allons
nous intéresser a I'évaluation de fonctions vectorielles dont les variabldsdes intervalles. Il sera
présenté a cet effet plusieurs technigues d’'évaluation plus ou moicecefi

2.3.1 Définition

Soit f une fonction vectorielle définie d&" dansR"™. Unefonction d’inclusionest une fonction de
IR™ — IR™ qui satisfait,
[f] ([x]) > {f (x)|x € [x]}, (2.23)
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ce gui revient a
Vx| € IR", f ([x]) C [f] ([x]) (2.24)

ou [x] est un pavé d&”.
Etant données les fonctions d’inclusion pour chaque compogarte f telles que J[f;] ([x]) D
{fi x)|x € [x]} (i=1,2,..,m),il vient

[£] ([x]) = [f1] (x]) x [fo] ([x]) x .. X [f] ([x]) - (2.25)

Dans le cadre d’application des méthodes intervalles, il est clair que mons mtérét a trouver le
plus petit pavé contenafi{[x]) pour tout[x] € IR", c’est lafonction d’'inclusion minimal@ourf. Nous
avons :[f]" ([x]) = [f ([x])] ou[A] est le plus petit pavé qui contient 'ensemialdvoir illustration sur
la figure 2.1).

A

o e S
T~ 1€
/ 10— gy

Figure 2.1 — Image d’un pavé par les fonctions d'inclugiéi[x]) , [f]* ([x]) etf ([x]).

\/

\ 4

2.3.1.1 Propriétés

— Une fonction d’inclusionf] (.) estconvergentei et seulement si pour toutes suites de paxgs

nous avons
Jim w () =0 = lim w (] (],) = 0 (2.26)

ce qui entraine,
vx € R", [f] (x) =f(x). (2.27)

— Une fonction d’inclusiorjf] (.) est monotone si et seulement si
x] clyl = [f1(x) il (yD) (2.28)

aveclx] et[y] sont deux pavés dr".
— La fonction d’inclusion minimale est unique pour chaque fonction vectorielle
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2.3.1.2 Fonctions élémentaires

Considérond etF deux sous-ensembles tke On appellgfonctions élémentairemute fonctionf
définie deE dansF pour laquelle, nous disposons d’une fonction d'inclusion minimAlé: IR — IR,
* A
telle que[f]” ([z]) = [{ f (z)| z € [x]}].

Toute fonction élémentairg, continue et monotone, admet comme fonction d’inclusion minimale,

/17 ([]) = [min (f (z), f (%)), max (f (), f (Z))]. (2.29)

Si f n’est pas monotone, la réalisation de la fonction d’inclusion minimale dépersiciime étude glo-

bale des variations de la fonction. Dans ce cas, la méthode employée caresigleiter la "monotonie

par morceaux" de¢f. NotonsZ I'ensemble des entiers relatifs. Le domaifesst décomposé en sous-
domaines;, (E = (U, Ex) dans lesquels la fonction est continue et garde un comportement monotone
(strictement croissante ou décroissante). Dans la suite, nous appelesatomaine&;, (k € Z), les
domaines de monotonée f. Notons que le nombre de ces domaines n’est pas nécessairementfini, pa
exemple dans le cas de fonctions périodiques corfifme¢ = sin(x).

Ya

Y

x\
1" () y_f(x/)
—

[z1] - [zo] [z1] = [wa]

\ &S

1=y
8|

S

» - » o »
P ' e W >

E_q Eo E; o Es o Ky

. < < > ...

A
Y
A

Figure 2.2 — Fonction d’'inclusion minimale dans le cas d’une foncfimmn monotone. Décomposition
en domaines de monotori®, (k € Z).

Comme illustré sur la figure 2.2, nous considérons un interjalle IR qui s’étend sur un nombre
fini de domaine&. Notons[z;] = [x] N Ey, la fonction d’inclusion minimale pouf devient :

1 () = [T (U[m]) = [U[f]*([:rk])] (2.30)



20 CHAPITRE 2 — Rappels sur I'analyse par intervalles

avecs etr deux entiers relatifs tels que> r. La fonctionf étant continue et monotone gu;|, il vient

s

T () = | (min(f (), f(@x)), max(f(zy,), £ (@))]| - (2.31)

k=r
Aprés développement, nous obtenons,

1" ([2]) = [y, 7] (2.32)
avec
y= min (f (Er) S (£r+1> yor f (Es) f (fr) f (Er-ﬁ-l) yor f (ES)) (2.33)
et
y = max (f (zr) ’f (£r+1) )t f (Es) ) f (ET) 7f (ET-H) )t f (ES)) . (234)

Il est ainsi possible de définir des fonctions d’inclusion minimales pourotebneuses fonctions élé-
mentairesdos, sin, tan, exp, log, (.)", etc).

Exemple 2.8. La fonction exponentielle étant continue et croissantesunous appliquons la relation
(2.29), afin d’obtenir :

[exp] ([z]) = [exp (z) , exp (Z)] - (2.35)
Exemple 2.9. Considérons la fonctiorf () = 22, la fonction d’inclusion minimale pouf conformé-
ment a la figure 2.3 est donnée par,

T (=]) =

{ [0, max (22,7%)] siz -7 < 0 (2.36)

(2%, 7?] sinon.

Exemple 2.10.Soit la fonction cosinus non monotone, nous procédons de la fagon giivan

[cos] ([z]) = [a, 0], (2.37)
avec
:{ —1, si akezuzkﬂ)we 2] (2.38)
min (cos(z), cos (T)) , sinon
et
) { 1, si 3k € Z|2kn € [x] (2.39)
max (cos(z), cos (T)), sinon.

Dans les sections suivantes, nous verrons les différentes méth@datudtion des fonctions d'in-
clusion dans le cas des fonctions a plusieurs variables.
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Figure 2.3 — Fonction d’inclusion minimale pofifx) = z2.

2.3.2 Fonction d'inclusion naturelle

Le théoréme suivant permet de déterminer une fonction d’'inclusion flatpmur des fonctions de
plusieurs variables. Ces fonctions sont construites a partir de compedifigpérateurs arithmétiques
(+, —, -, /) ainsi que de fonctions élémentaires usueltes (cos, sin, exp, log, \/(.), etc).

Théoreme 2.11.Considérons une fonction définie par

f: R” — R

(1,22, .., Tpn) +— f(x1,22,...,2p)

(2.40)

Une fonction d’inclusion convergenté¢] : IR™ — IR pour f est obtenue par la substitution, de chaque
variable réellez; par son intervalle d’appartenance;| (i = 1,2, ...,n), ainsi que chaque opérateur
ou fonction élémentaire par la fonction d’'inclusion minimale équivalente. Latifumd’inclusion ainsi
définie est appelée fonction d’inclusion naturelle pgur

Toutefois, la fonction d'inclusion naturelle n’est minimale qu’a certainesitimms. Nous revien-
drons sur ces conditions a travers I'étude de I'exemple suivant.

Exemple 2.12.Soit la fonctionf : R? — R dont I'expression est donnée par

f(z1,22) = + sin (z1) cos (z1) (2.41)

T+ X2



22 CHAPITRE 2 — Rappels sur I'analyse par intervalles

avecr; € [—1,2] etxs € [3,5]. En appliquant directement le théoréme 2.11 gunous obtenons la
fonction d’inclusion naturelle suivante,

)
[f]l ([xl] ) [1'2]) - [$1] n [«TQ]

Il vient aprés évaluation |f], ([-1,2],[3,5]) = [-0.42, 3.5]. Il est possible de trouver une autre fonc-

+ [sin] ([z1]) - [cos] ([x1]) . (2.42)

tion d’'inclusion naturelle[f], pour f, en manipulant I'expression (2.41) puis en utilisant le théoréme
2.11. Nous avons :

RNCARENE m + fsin] ([z1)) - [cos] ([z]) - (2.43)
Nous obtenons par la suit¢], ([—1,2], [3,5]) = [—0.2415,2.5]. Enfin, par le méme procédé que pré-
cédemment, il vient une troisieme fonction d’inclusifpy pour f donnée par
s (o) a]) = — [xll] i i @[] (2.44)

Nous calculonsf], ([—1,2],[3,5]) = [0.1,2].

Dans I'exemple 2.12f],, [f],, et[f]; représentent les extensions intervalles de la méme fonction
f. Pourtant nous constatons lors de I'évaluation avec les mémes argumentllegedes résultats net-
tements différents. En effdff], est ici, la fonction d'inclusion la plus précise, méme si celle-ci n’est pas
minimale. Le pessimisme (ou la surévaluation des bornes d’'incertitudesyétsserles trois fonctions
d’inclusion dépend du nombre d'occurrences des variables interveies [f],, il y a 3 occurrences
dex; et2 occurrences de,. Dans le cas dgf],, nous avons occurrences de; et une occurrence
de z,. Dans le cas dgf];, nous ne comptons plus geoccurrences de; et une occurrence de;.
Ainsi, plus le nombre d’occurrences des variables est important danfonoation, plus le pessimisme
sur les évaluations des fonctions d’'inclusion naturelles est important. &qlisjuons cette situation
par le point de vu suivant. Dans I'expression d’'une fonction d'inclusies intervalles spécifient des
variables qui n’entretiennent aucune relation de dépendance drteeette situation est connue sous
le nom deprobléme de dépendanéeoir [Moore, 1979]). Considérons la fonction

_ 1= 1\, 3 2.45
9@ =(@ea)rar1=(o+3) +3, (2.45)
nous avons par définition la fonction d’inclusion naturelle
gl (fa)) = [o]-[o] + [o] +1 2.46)
= {(z-y)+z+1 xz€lx],y € [z] etz € [z]},
qui est différente de
g2 (2) = (le]+3)° +3
2
= {(x—i—%) —I—%’ xe[x]} (2.47)
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D’ou
V(z] € IR, [g], ([z]) C [g]; ([z]). (2.48)

Ainsi, la fonction d’inclusion naturelle est minimale si chacune des variabilg®rvient qu'une seule
fois dans I'expression de la fonction.

Parmi les types d’extensions intervalles de fonctions présentés, la foddticlusion naturelle reste
la plus facile a mettre en oeuvre. Cependant, afin de réduire le problémessiensme des fonctions
d’inclusion naturelles, il est utile de procéder a des manipulations algésrisjr les expressions des
fonctions. Nous pouvons ainsi tenter de réduire les occurrencefifffeentes variables.

2.3.3 Fonction d'inclusion centrée

Ce type de fonction d’inclusion permet dans certaines situations, d’atténpeobléeme de multi-
occurrences des variables (voir [Hansen and Greenberg, 1i983ae/czyk and Neumaier, 1985]). Consi-
dérons une fonctiorf : R” — R différentiable sur un pavg], notons la variable& = (z1, z2, ..., o)
etxc = m ([x]) le centre du pavéx]. Le théoréme de la valeur moyenne s’écrit,

Vx € [x],3x0 € [x] f(x)=f(x¢c)+ VS (x0) (x—x¢) (2.49)

oUVf (x) = (agfl‘), eix 85:5:)) représente le gradient ge Par la suite, nous avons pour tout
[x],

fx)efxe)+ Vi) x—xc). (2.50)

Le théoréme 2.11 sur la fonction d’'inclusion naturelle permet d'établir la relatio

F([xD) C f(xe)+ V(K] - (X —xc). (2.51)

A partir de ceci, nous définissonsftanction d'inclusion centréeu forme centrégour f par

/1. () 2 £ (xe) + [&] (K]) - (%] = xc) (2.52)

aveclg]| ([x]) qui correspond a une fonction d’inclusion pour le gradient deette fonction est construite
a partir de fonctions d’inclusion naturelle ou centrée. Dans le cas ou taefaentrée est utilisée,
[f]. ([x]) devient alors une fonction d’inclusion dite de Taylor notég ([x]). La fonction d’inclusion
centrée est convergente car elle est essentiellement composée denfodatidusion naturelles qui sont
convergentes.

Afin de comprendre le principe de la forme centrée, considérons untdorscalaire a une variable
f (z) dérivable sur l'intervalléz]. La fonction d’inclusion centrée poyrest donnée par

[f1e () = f (zc) + (9] ([2]) - ([z] — 2c) (2.53)
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Figure 2.4 — Principe de la forme centrée dans le cas a une dimension.

aveclg| ([z]) une fonction d’inclusion pouyf’ (x). Les figures 2.4a, 2.4b et 2.4c représentent le principe
de la forme centrée pour trois intervalles de largeurs différémteSur ces figures, les secteurs ou cones
en gris sont formés par les intersections au poittc = m ([z]) ,yo = f (m ([z]))) des plus grande et
plus petite pentes atteintes pafx) sur[z].

Les différents cones sont représentés dans un cas ou nousaupdaposer de la fonction d'inclu-
sion minimale pour la dérivée d& Nous remarquons sur les figures 2.4a, 2.4b et 2.4c, selon la taille des
intervalles]z], un pessimisme nettement différent sur 'approximatiorf dec]) par(f],. ([x]). En effet,
le pessimisme relevé suite a I'évaluationdg ([x]) est relativement important sur la figure 2.4a , tandis
gu'il diminue sur la figure 2.4b et encore plus sur la figure 2.4c. Ces topfulaissent présumer d’'une
efficacité de la méthode sur des pavés de faibles longueurs. La forinéeceara aussi utilisée dans le
cadre de fonctions a variables multi-occurrentes et dont il est difficitédigire les occurrences par des
simples manipulations algébrigques.

2.3.4 Comparaison

Dans cette section, nous allons apporter quelques éléments de comppeaisdifférentes fonctions
d’inclusion. La plupart de ces éléments sont issus de [Moore, 1966].
Le taux de convergena®une fonction d’inclusionf] : IR" — IR™ est défini par le plus grand

coefficienta tel que

36, Vx| € IR*[w ([f] (]) — w ([f (X)]) < B-w ([x))* (2.54)

quandw ([x]) tend vers0. Pour une fonction d’inclusion minimale le taux de convergence est infini
(v — +o0) carw ([x]) — 0. Pour une fonction d’inclusion naturelle, nous avons au moins une conve
gence linéaireq > 1), tandis que la convergence d’'une fonction d’'inclusion centrée oagerTest au
moins d'ordre quadratiquex(> 2). Par conséquent, pour des pavés infinitésimaux, I'évaluation d’'une
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forme centrée sera moins pessimiste que celle d'une fonction d’inclusioret@t®Par contre pour des
pavés relativement volumineux et des fonctions avec peu de dép@sdantti-occurrentes, nous privi-
Iégierons I'utilisation de fonctions d’inclusion naturelles.

Reprenons I'exemple 2.12 ofi(z1, x2) = + Sin(g'“). Nous cherchons a comparer pour

1
14x1/z2
f, l'efficacité de la fonction d’inclusion naturelle et de la forme centréer ela, nous considéroris

paves de longueurs et de volumes différerjts ; = [—1,2] x [3,5], [x], = [-0.1,0.2] x [3.9,4.1] et
[x]; = [—0.01,0.02] x [3.98, 4.02]. Nous constatons effectivement que le pasj¢ est de longueur et de
volume supérieurs a ceux des deux autres ppsjé®t [x],. La forme centrée pouf s’écrit :

e (%) = f(ma,ma) +[g1] ([x]) - ([21] = )
+[g2] (X)) - ([w2] —ma)

avec|gi1| ([x]) et[g2] ([x]) qui sont respectivement les fonctions d’inclusio ¢ ;1’12) et%;;x"’), mi

(2.55)

etmy sont les centres respectifs des intervallegidéet [z2]. Nous avons plus précisément

[fle (X)) = f (ma,ma)

+(cos @+ In]) ~ ) - (] —m) (2.56)
_|_

[z2]—m2
(2] (1+[x1]/[22])*

Les résultats obtenus a l'issu de I'évaluation des fonctions d’inclusiomeilatf],, et centredf],

sont consignés dans le tableau ci-dessous.

x] =[-1,2] [x] = [~0.1,0.2] [x] = [~0.01,0.02]
% [3,5] x [3.9,4.1], x [3.98,4.02]
w ([x]) 3 0.3 0.03
(2.57)
171, ([x]) 0.1,2] [0.8518, 1.221025] [0.985, 1.022514]
7], ([x]) [—1.8154,4.435] | [0.91928, 1.155852] 0.9924, 1.0151]
A([f] (%)) 4.3504 —0.132653 ~0.014814

Dans ce tableau, nous avons calculé les erreurs entre les largeintedesdles évaluésA ([f] ([x])) =
w ([f]. ([x])) — w ([f],, ([x])). Ces résultats viennent confirmer les tendances et les comportements at-
tendus selon I'expression (2.54). Dans le premier (¢as= [—1, 2] x [3,5]), la fonction d'inclusion
naturelle se révéle nettement moins pessimiste que la forme ceAt(@g] ([x])) < 0). Dans les deux
autres casjk] = [—0.1,0.2] x [3.9,4.1] et[x] = [—0.01, 0.02] x [3.98,4.02]), les pavés sont beaucoup
plus petits au sens du volume et de la longueur, il se trouve que la fonctimtugion naturelle devient
moins efficace donc plus pessimiste que la forme centrée, en effet nmoasgu@ns pour ces cas que
lerreur A ([f] ([x])) est négative.

Finalement, nous pouvons envisager dans la majorité des cas, I'utilisatioa fdction d'inclusion
hybride entre fonction d’inclusion naturelle et forme centrée, nousauators :

[flne (X]) = [£1, (D) N [ () - (2.58)
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2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présente les différents éléments dwetalelibnalyse par intervalles.
En d’autres termes, nous avons décrit comment et dans quel cadaé,plassible d'effectuer des calculs
non pas avec des réels mais avec des données de type intervalle. Enrestian de fonction d’inclusion
constitue la base des algorithmes ensemblistes développés dans les chapiirgs. Ici, nous avons
choisi de présenter deux types de réalisation de fonctions d’'inclusidiondéion d’inclusion naturelle
et la forme centrée. Nous avons ensuite discuté de I'efficacité de o@ediffs extensions intervalles sur
un exemple de fonction. Nous avons ainsi montré que la fonction d'inclusiturelle était efficace pour
des pavés larges et volumineux, alors que la forme centrée retroupaéasion sur des petits pavés.

Pour tous les vecteurs issus d’'un pavé, une fonction d’'inclusion pelenééterminer un pavé qui
contient toutes les images par une fonction vectorielle. Ceci est essdatigsilution d'une multitude
de problémes. Par exemple pour démontrer que des inégalités non linéaiiregttent aucune solution
dans un compact, ou encore afin de prouver en un temps fini, que toesteans d’un pavé satisfont un
systeme d'inégalités. Dans les prochains chapitres, ce type d'informatiam’sine grande utilité pour
résoudre des problemes d’automatique réputés difficiles tel que déémeshd’estimation non linéaire,
d’optimisation ou de commande robuste.
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La résolution d'inégalités non linéaires est un probléme NP-difficile. Datatlactuel des connais-
sances scientifiques, il n’est pas envisageable de déterminer damspsfi, 'ensemble des solutions
a des inégalités non linéaires. Les approches ensemblistes et les hexgigtepuit simulé, recherche
tabou, etc. ) élaborent une exploration et une énumération des vestdutiensa priori possibles dans
un compact d&®"™. Bien entendu, ces méthodes et algorithmes obéissent a des lois de congxgaité
nentielle, elles deviennent moins efficaces a mesure que le nombre ddéegaialéterminer augmente.

Le terme deréduction de pavésst propre au fait de "filtrer” un pavé ou un domaine initial, les
vecteurs qui ne satisfont pas une ou plusieurs contraintes. Au dégsarméthodes utilisées pour la
réduction de pavés ont été développées pour résoudre des inégatitdegvariables appartiennent
a des domaines discrets (voir [Waltz, 1975]). Ces approches oniteést étendues a des problémes
dont les variables ou paramétres appartiennent a des domaines cogiinsent ici des pavés (voir
[Cleary, 1987] et [Davis, 1987]). Ce chapitre n'a pas la prétentiotralever les solutions d’'inégalités
non linéaires. Le probléme auquel nous nous consacrerons esokapption du plus petit pavé enve-
loppe de I'ensemble des solutions possibles. Comme nous allons le voirvoorides algorithmes de
complexité polynomiale permettant de trouver un tel pavé n’est déja pasahesaiée.

La section 3.1 fait état de rappels sur les notions fondamentales de dimtisfde contraintes
(CSP) et de consistances. Dans cette méme section, une différenciatiercemsistance locale et
consistance globale sera donnée. La section 3.2 est consacrée awdesétle consistance plus
ou moins fortes par rapport a des contraintes. Il existe de multiples métluisdesduction de
pavé, méthode de Newton par intervalles, linéarisation paralléle, ajoutrdeictes redondantes et

27
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dynamiques (voir [Hansen and Greenberg, 1983], [Lhomme, 19BBjuflas and Visweswaran, 1993],
[Benhamou et al., 1994], [Benhamou et al., 1999], [van Hentenryak,et998],etc). Parmi celles-ci,
avons privilégié comme méthodes de consistance local, le développememinttiacteurs primi-
tifs pour chaque opération ou fonction mathématique, associé a la propadaticontraintes. Dans
[Braems, 2002], des techniques similaires ont été utilisées pour réalitginsecontracteurs, nous preé-
senterons dans ce chapitre un principe global pour déterminer le dentraptimal pour les contraintes
binaires et ternaires (voir section 3.2.1.1). Nous proposerons enseitgugs améliorations de ces mé-
thodes afin d’obtenir une consistance plus forte. Dans la section 3.3fféesntes méthodes de consis-
tance seront testées sur un exemple de localisation d’'une plate-formerdpta. Enfin, les commen-
taires sur I'efficacité ainsi que les difficultés de mise en oeuvre de clagorlthme feront I'objet de la
section 3.4.

3.1 Contraintes et Consistance

3.1.1 Probleme de satisfaction de contraintes (CSP)

Définition 3.1 (Contrainte). Etant donné un vecteur & n composantes de variables réeligs z, ...,

Zn, UNe contraint€ est une relation définie sur les composantes.dgette relation spécifie un ensemble

de vecteurgompatiblesdansR". Il existe plusieurs sortes de contraintes parmi lesquelles, nous avons
les contraintes floues (voir [Zadeh, 1971] et [Dubois and Pradd)]},.9&obabilistes etc. Dans notre

cas, les relations seront définies par des équations ou inéquationséairekn

Exemple 3.2. Soit le vecteur réed = (z,y, z)T, la contrainte sphériqué;,e,. pour le vecteuv €R3
s'écrit :

Csphére : HV||2 =1= 1'2 + y2 + 22 =1, (31)

ou ||v||, est la norme euclidienne du vecteur

Définition 3.3 (CSP :Constraint Satisfaction Problemn Un probléme de satisfaction de contraintes est
caractérisé par un tripl¢ft’, D, C). Sin est le nombre de variables»:tle nombre de contraintes, alors :

- X = {x1,z9, ..., x,} représente I'ensemble des variables,
-D ={Dy, D, ..., D,} estI'ensemble de domaines associés a chaque variable,

-C ={C4,Cy,...,Cy} correspond a I'ensemble des contraintes.

Remarque 3.4. Nous nous intéresserons particulierement aux CSPs qui sont sousrla & triplet
(x,[x],f), oux est un vecteur dB", [x] un pavé d&R™ etf une fonction définie dB™ dansR™. Une
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contrainte entre les variables depeut se mettre sous la forme :

f1 ($1,1E2, ,xn) =0
C: : tel que :z; € [z;], Vi € {1,2,...,n} (3.2)

fm ($1,£L'2, 7$n) = O

- { £(x)=0 (3.3)

x €[x].
Dans ce document, nous utiliserons la méme notation pour désigner tBut@®posé d’'inégalités. En
effet la plupart de ces contraintes peuvent s'écrire de la méme fagofeaqystéme (3.3). Il est possible
de montrer ceci de la fagon suivante.

Considérons la contraintg sur la variable vectoriell& et une fonctiorg définie deR™ dansR™,
C1:g(x) > a, tel quex eR", (3.4)
oU a est une constante vectorielle B€'. L'inégalité de (3.4) s’écrit aussi :
g(x) €[a]. (3.5)
avec(a] un pavé d&™ tel que[a] = [a1, +00[ X ... X [am, +0o[. Nous avons :

Cl:{ h(x,y) =g(x) —y =0 5.6

(x,y) €ER"x [a].

Ainsi, nous retrouvons bien la forme du systéme (3.3). Nous montrons de rtee fé&on que les
contrainte<’; etCs dont les expressions sont données par :

Co : g(x)<a,telquex cR" eta eR™,

Cs : g(x)=a,telquex eR" eta eR™,

s'écrivent de la méme facon que (3.3).

3.1.2 Notions de consistance

La résolution d'un CSP consiste a réduire "au mieux" les domaines dieppace des variables afin
d’en éliminer les vecteunsconsistantsc’est-a-dire des vecteurs qui sont incompatibles avec I'une des
contraintes du CSP. Considérons un CSP défini par I'expressionlf&B3emble des pointonsistants
par rapport a ce CSP est donné comme suit

S={xe[x]| f(x)=0}. (3.7)
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Reprenons le cas de I'exemple 3.2, un CSP pour la contrainte sphéraiéfiespar

2 2 2 _q
{ Tt H Yy +z 3.8)
(z,y,2) € [a] x [y] x [2].
Dans un premier cas, supposons que= [—1,1], [y] = [-1,1] et [z] = [-1,1], alors les points
consistants avec le CSP (3.8) sont donnés par
S1 =D,— :{(m,y,z)e [—1,1]%3 a:2—|—y2+22:1}, (3.9)

ouD,_ estl'ensemble des points situés sur la surface d’'une sphére en troisdingede rayom = 1.

Dans un deuxiéme cas(z,y, z) € [—%, %] X3, 'ensemble des points consistants pour la contrainte
devient
11 X3
So=D,—1 N |:—§, §:| = 0. (310)

]><3

Autrement dit tous les points du pafé 3, 2]~ sont inconsistants avec la contrainfe+ y* + 2% = 1.

272
Comme nous avons pu le constater, la consistance d’'un point est une asgemsimple. Elle se traduit
par la satisfaction de chacune des inégalités qui composent la contrantri®re, qu’en est-il pour
un domaine continu : un intervalle ou un pavéRleen général ? Quand pouvons nous affirmer et, sous
guelles conditions, qu’un paveé est consistant par rapport a desicaes?
Etant donnés des ensembi®s définis par les d'inégalités), (z1, 2o, ...,z,) € [yx] aveck =
1,2,...,m. Les variables appartienneatpriori a un pave notéx|,. Afin de dissocier les variables,

pOSOﬂgu = (a:l,xg, ...,.731‘_1), by = (a;i+1,mi+2, ,a:n) et
Z‘[X]O = [1‘1]0 X ... X [35‘1;1]0 X [l‘iJrl]O X ... X [:En]o. (311)

La notion de consistance pour un pavé peut étre définie de deux fagons

Définition 3.5 (Consistance locale)Un pavé[x| est ditlocalement consistarsi pour tout = 1,2, ..., n,

nous avons
[z:] € {@i€lwiyl 3 (u' V) € '[x]y, (‘ulzivl)es, (3.12)
3 (iuQ,i V2) S i[x]o, (iuQ,xi,i v2) €S,
ey 3 (ium,i Vm) IS i[x]o, (ium,xi,ivm) € Sm},
qui devient

[z:]) C {a;€[xi)yl3 (iu17iV1) S (iul»xijvl) SZIp (3.13)
3 () V2> € ilxy. fo (iu27xi7i v2) € [yl

ceny 3 (ium,i Vm) S Z'[X]07 f2 (iumuxi)i vm) € [ym]} '
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Définition 3.6 (Consistance globale)Un pavé[x| estglobalement consistasi chacune de ces compo-
santes intervalles vérifient

(2] C {wi€xilyl3 (u'v)e "y, (wa,'v)eS, (uz,v)eS,, (3.14)
ceey (iu,.fl?i,i V) S Sm}l

il en résulte,
[x] C (S1NSeN...NSy). (3.15)
En remplacgant les ensembles par les inégalités qui les définissent, nausnsbte
[zi] C {xz € [zi]o| 3 (iuf V) S i[X](), fi (ill,l”z',iv) €[],
f2 (iu7xi7i V) € [yQ] PR fm (iua mij V) € [ym]} . (316)
Globalement, il vient
x] C{x e [x|g| f(x) €[y} (3.17)

Remarque 3.7.Bien entendu un pavé globalement consistant est nécessairemdaiieaaconsistant,
pour des raisons évidentes la réciproque est fausse.

La figure 3.1 illustre cette notion de consistance locale et globale par tagpperconjonction de
deux contraintes représentées Baret S,. Sur cette figurejx|, et [x], sont respectivement les plus
grands pavés localement et globalement consistant vis-a-#s @de,. Si nous prenons le cas du pavé
[x]; = [z1]; x [z2], et conformément & la définition de "consistance locale”, nous avenss [z1],
Jy1 € [w2]y, Fy2 € [22]; tel que

(z,y1) €Sy et (z,y2) € Ss. (3.18)
De mémevy € [z2],, Jz1 € [x1];, Fz2 € [21]; tel que
(z1,y) € Sy et (z2,y) € Ss. (3.19)
Dans le cas du pavé globalement consistajjt= [x1], x [z2],, il vient :
Vo € [z1]y, Ty € [x2], tel que(z,y) € S1NSs. (3.20)

Réciproquement
Yy € [x2],, 3z € [21], tel que (z,y) € S1 N Ss. (3.21)

Nous passons dans la suite a la présentation de quelques méthodesctierréudomaines pour
les variables. En effet, nous allons aborder les approches qui pemtréétibtenir dans I'idéal les pavés
[x], et[x], a partir d’'un domaine initialx],,.
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T2y %o
[x],
/
&
s
s, [
; %], 1

Figure 3.1 — Consistance locale et globale. Les paxgset [x], sont respectivement les plus grands
pavés localement et globalement consistant vis-a-vis, desS,.

3.2 Meéthodes de consistance

Comme cela a déja été souligné, cette section a pour objectif la descriptiomgepisoet principes
pour la recherche de pavés localement et globalement consistanes déapremieres notions que nous
définirons est la notion de contracteur pour ensembles.

Définition 3.8 (Contracteur). Soit [x] un pavé deR™ etS un ensemble défini par des inégalités non
linéaires, urcontracteurpourS est une application
Cs: IR" IR™
s - (3.22)
x] — Cs (X)) C [[X]NS],

oulR"™ est 'ensemble des pavés®e et[A] le plus petit pavé qui contient 'ensembeUne illustration
de la contraction dgx] par rappor® est donnée par la figure 3.2.

Les différentes propriétés associées aux contracteurs sont tirglsutle et al., 2001].

C¢ est optimal si V [x] € IR, C& ([x]) = [[x] NS],
Cs est monotone si [x] Cly] = Cs([x]) € Cs([y]),
Cs est idempotent si vV [x] € IR, Cs (Cs ([x])) = Cs ([x]) ,

Cs est plus efficace qué, [x] € TR™ = Cs ([x]) C C4 ([x]).
SoientCs, etCs, deux contracteurs monotones associés respectivement aux ensgndties nous

avons par définition :
Cs, N Cs, ([X]) = Cs, (1x]) N Cs, ([x]), (3.23)
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Cs ([X])——\

L ]

[x]NS

Figure 3.2 — Contraction d’'un pay®] par rapport &.

Cs, UCs, ([x]) 2 [Cs, ([x]) UCs, ([x])]. (3.24)

A partir des relations (3.23) et (3.24), il est trivial de montrer que lepnpétes suivantes sont vraies :

— S1 C Sy = Cs, estaussi un contracteur pdiir,

— Cs, N Cs, est un contracteur pod N Sq,

— Cs, UCs, estun contracteur pody U S,.

Il n'existe pas de méthode générale qui permette de trouver le contraptéual pour tout ensemble
défini par des inégalités. Cependant plusieurs techniques de rédiepané sous des contraintes ont été
étudiées et analysées dans [Lhomme, 1993], [Floudas and ViswesWa838], [Benhamou et al., 1994],
[Benhamou et al., 1999] et [van Hentenryck et al., 1998]. Le terme digistance faible désigne pour un
pavé, la satisfaction de la propriété de consistance locale. En effetladplupart des cas, les contrac-
teurs dits de "consistance faible” convergent vers le plus grand pasfehoent consistant vis-a-vis de
contraintes. En ce qui concerne la recherche d’'un pavé globalewmsistant, nous utiliserons la com-
binaison de techniques de consistances locales et de partitionnemenmndinela’appartenance des
variables. Le contracteur ainsi obtenu, ne garanti pas la convergens le plus grand pavé globale-
ment consistant, néanmoins il permet de s’en approcher, nous parkdms de contracteur de forte
consistance.

3.2.1 Meéthode de consistance faible

Nous présentons ici, le principe depropagation de contraintes sur les intervall@sir [Davis, 1987],
[Cleary, 1987] et [Waltz, 1975]). Cette méthode servira a la réalisatida pleipart de nos contracteurs.
La propagation des contraintes sur les intervalles permet, sur un domauzeialgles prédéfini, une
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réduction considérable. Les parties du domaine qui sont localementsistaortes par rapport a une
contrainte peuvent étre systématiquement réduites a un domaine vide. Cttp sgppelle les tech-

nigues de réduction de domaines basées sur la décomposition des cantraintstraintes primitives

et, la propagation de contraintes sur les intervalles. Dans cette secti@gcantribution s’articule au-

tour de I'élaboration d’une approche générale qui détermine un cteragptimal pour certains types
de contraintes.

3.2.1.1 Contracteurs primitifs

Les relations du type :

T1 = T2 T3 (3.25)
ou

r1 = g (x2) (3.26)
aveco € {+,—,-,/,min,max...} etg(.) € {exp(.),log(.),sin(.), (.)", ...} sont appeléesontraintes

primitives L'intérét de la décomposition des inégalités en contraintes primitives réaideld fait que
nous disposona priori, de contracteurs optimaux pour ces types de contraintes.

3.2.1.1.a Principe Considérons dans un premier temps, le cas des contraintes binaires (2.26)
réalisation des contracteurs primitifs est fondée sur les fonctions d'ionlémentaires (voir section
2.3.1.2). Notre objectif est de déterminer le contracteur optimal pour I'ereé&des couplegzy, x2)

qui satisfontra — g(z1) = 0, g est une fonction définie d& dansF deux sous-ensembles Be Notons

E. (k un entier relatif) les domaines de monotohipour g. Sur chacun de ces domaines, c’est a dire
pourk € Z, g est substituée par des fonctiopstelles que :

V(IZl S ]Ek, gk (l’l) =g (.%'1) (3.27)

et pour lesquelles il existe des fonctions réciprocm;e]s
Soit un pavéx| € TR?, posons

[u], = [x] N{E; x F}, (3.28)

avecr < k < s car|x] s’étend sur un nombre fini de domairiés x F. Le contracteur optimal pour la
contraintezy = g (z1) est donné par,

Cs ([x]) = [v] x [w]. (3.29)

!Domaines dans lesquels nous considérons qu’une fonction est aoatimonotone
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Commencons par le calcul de I'intervalle]. Par définition, il vient

[w] = [22] N [g]" ([21]) 330
~ ol (U () ) |
en développant, nous obtenons
[w] = [x2] N [U {lgI” ([uﬂk)}] ) (3.31)
k=r

nous rappelons au passage @iecorrespond au plus petit intervalle qui contient 'ensendble R. La
fonctiong est monotone sue |, = [u, 4, U1k] pourk € Z, d'ou

[w] =[] N LU [min (g (u14) g (W) , max (g (u 1) ,g(ﬂl,k))]] , (3.32)
qui devient apres calcul
[w] = [z2] N [a, b], (3.33)
avec
a=min (g (w,),9 W,i1), 9 W), 9 @), 9 @ri1), g (Ts)) (3.34)
et
b=max (g (u,),9 (1), 9 W) g @), 9 @), g (W) (3.35)

Intéressons nous a présent au calculde
[v] =[] O [U {{ha]” ([Uz]k)}] (3.36)
k=r

ou [hy]* (.) correspond a la fonction d'inclusion minimale p(ygrl. Comme d’une part, pour € Z,
[us], = [x2] NF = [z2], (3.37)
et d’autre part les fonctions réciproqug;;s1 sont monotones stig;], nous en déduisons
[v] = [z1] N [c, d] (3.38)

ou
¢ = min (9;1 (£2) 7g7’_—:1 (£2> ) "-79;1 (£2> 79;1 (EQ) 79;_:1 (f2> ’ '--79;1 (EQ>) (339)
et

d = max (9;1 (22) 797“_—&1 (QQ) ; '”79;1 (QQ) 79;1 (EQ) 797“_—&1 (EQ) ’ '"79;1 (52)) . (3'40)
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Dans un cadre genéral, la figure 3.3 illustre la contraction optimale de cidgpay, [x],, [x]5, [x], et

[x], par rapport a la contrainte, — g (x1) = 0. Pour chacun de ces paveés, les zones grises correspondent
ades domaines inconsistanpsr rapport & notre contrainte, les zones claires sont les pavés shges
contraction. Les domaines de monotorites(k € Z) de g ont été délimités en pointillés.

T2A

- [X]Q
1 (301) Cs ([x]5) A (.’El)

g
go (1) \ [x]
g-1 (a1) g2 (1) !
\ *
[X]4 CS ([X]l) >
& (l—! =
g3 (561)
Cs ([x]3)

[x].

> i »id »ig »
X Ll < € o0 ¢ X

E_l EO El E2 Eg g Ek

Y

Figure 3.3 — Contraction optimale de pavés par rapport a la contraintey (1) = 0.

Dans le cas des contraintes ternaires (3.25), la construction du couatragtienal, par une approche
globale, n'est pas simple. Ceci s’explique car les contraintes coreegtablissent une dépendance
entre, non plus deux, mais trois variables. Pour cela, nous préconieerepproche au "cas par cas".
Dans les exemples de contraintes ternaires que nous verrons, la méiheéke necessite une étude de la
projection des contraintes sur les variableset zo. Nous définissons un nivedu € R, par les couples
(z1,x2) tels que :z1 o zo = C, ici x5 est fixée a une constant& Ainsi, nous réalisons dans le plan
(z1,x2), une surface constituée d’un ensemble de nivezux

Afin de déterminer le contracteur optimal, nous avons recours & la décibimpaisl plan(z, z32),
en plusieurs zones dans lesquelles les différents niveaux de la ctetraitservent des propriétés inté-
ressantes (continuité, monoton&tc). Ici, nous parlons de monotonie ou de continuité suivant chaque
variable prise séparément dans un compadR®@ece qui signifie que pour chaque variable considérée
les autres variables sont fixées a des constantes. De fagon similaire a talenéthployée dans le cas
des contraintes binaires, un pavéRfeest partitionné sur les différentes zones de monotonie. Il devient
alors possible de déterminer, pour les pavés issus de ce partitionnemphis lgsands pavés localement
consistants. Le contracteur optimal résulte alors du plus petit pavé qiigmbles pavés ainsi obtenus

2Un compaciD deR™ est inconsistant par rapporSasi : D C S° (vx € D alorsx ¢ S).
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sur chaque zone de monotonie. Nous verrons les détails de cette apprivakiers les exemples 3.12 et
3.13.

3.2.1.1.b Exemples d'applications Dans les exemples suivants, nous avons choisi d'établir les contrac-
teurs optimaux pour quelques cas de contraintes binaires et ternaires c@uissance 2, cosinus, pro-

duit et max. Pour trouver les contracteurs optimaux associés a cesim@strimitives, nous suivrons

le principe présenté dans la section précédente, nous en utiliseronleaumsgations. Bien entendu, les
exemples traités ici, nous inspirerons pour réaliser des contracteurd’patres contraintes primitives.

Exemple 3.9.Considérons I'ensemble,
S1 = { (x1,22) € R*?| 2 = 27} (3.41)

Dans cet exemple, nous mettons en évidence deux domaines de rigoloosguer; € Ey = |—o0, 0]
etz; € E; = [0, +o00[. Sur chacun de ces domainésd {0, 1}), la contrainte devient

71 — gk (z2) =0, (3.42)

avec
g.: Ep — RT

T — .%'2.

(3.43)

Pour déterminer les fonctions réciproquesdgige nous partons du fait que nous savons calcgllé?(a;)
qui n’est autre que/z pourxz € R*. En posany(z) = g1 (—x), il vient de fagon générale,
gk_1 : RT — Ey

. — (=D

Grace aux fonctions ainsi établies et aux expressions (3.30) et (31863, concevons un algorithme

(3.44)

nomméCSQR qui réalise, pour les pavés] deR?, le contracteurCg, ([x]). Une version de cet algo-
rithme est donnée ci-aprés. Les entréeg et [x;] sont considérées non vides. Les notati®ak(.)
et SQRT(.) qui sont utilisées représentent respectivement les fonctions d'inclpsiamf; (z) = 2 et

fo(z) = V/z.

Algorithme : CSQR(Entrées -Sorties @ [z1], [z2])

] N]=00,0];

x2] N SQR ([z1]);
] N (=SQRT ([z2]));
] M SQRT ([mg]),

N~ o oA~ ®WwN P
R ——
Rl I LI
L R
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X2

\/

Z1

[a],

Figure 3.4 — Réduction optimale de pavés par rapport a la contraintex?.

La figure 3.4 illustre le processus de réduction de différents pavéagaont a la contrainte, = 2.

Les domaines initiaux sont réduit aprés contraction aux pavés en blanc.
Exemple 3.10.Soit un ensemble défini par,
Se = {(z1,22) € RX2| z9 = cos (z1)} . (3.45)

Dans ce cas, il existe une infinité de domaines de monotonie pow E; = [k, (k + 1)7], avec
ke{.,—2,-1,0,1,2,..}. Notonsg, la fonction définie d&, = [0, 7] dans[—1, 1] telle quegy(z) =
cos(z). Cette fonction représente cosinus restreindar|. La propriété de périodicité permet de re-
constituer la fonction cosinus sk, grace uniquement au troncagp. Etant donné I'existence d’une
fonction réciprogue poupy, I'objectif de notre démarche est de déterminer des fonctions récipsqu
pour cosinus dans chaque domailig. Notonsp un entier relatif, nous distinguons les cas de figures
suivants,

— Sik est pair ¢ = 2p), nous avons

gp: Bop — [-11] (3.46)
x  +— go(x—2pm)
dont la fonction réciproque est :
gy 11— B 6
x —  2pm + arccos(x)

car gy *(x) = arccos(z).
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— Sik estimpair ¢ = 2p + 1), il vient
gop+1: Eopr1 — [=1,1] (3.48)
x —  —go(x—(2p+1)m)
gui admet comme fonction réciproque,
G s [FL1] — By (3.46)
x — 2(p+ 1) 7 — arccos(z)

-1

Apres avoir déterminer les fonctiong et g, -, nous obtenons en utilisant les expressions (3.30) et

(3.36), le contracteur optimal po,. L'algorithme appeldCCOS réalise ce contracteur pour tout pavé

[x] C R2. Les détails de cet algorithme sont présentés ci-dessous. En engrégelwalles[z;] et [x5]

sont supposeés non vides. La notatie() désigne la partie entiere de

[EnY
»

[21] = [za] N [v];

=
\I

[za] = [aa] N [w];
18 | Fin.

Algorithme : CCOS(Entrées -Sorties :  [z1], [z2])

1| [wo] « [z N[-1,1];

2 |r —E(xy/n); s<—E(T1/7);

3 | [v] —=0; [w] <0

4 | K,

5 | Tant que (k <s) faire :

6 [u] « [z1] N [k.7, (K+1) .7];

7 Si(k pair) alors:

8 [w] « [[w] U [cos (@) , cos (w)]];

9 [v] < [[v] U [k.7 + arccos (T2) , k.7 + arccos (z,)]];
10 Sinon :

11 [w]  [[w] U [cos (w) , cos (u)]];

12 [v] < [[v] U [(k+1) .7 — arccos (ZT2), (k+1) .7 — arccos (z,)]];
13 Fin sinon (10); fin si (7);

14 kK « k+1;

15 | Fin tant que (5);

La figure 3.5 montre les effets de la procéd@@OSsur les pavésgz]; (: = 1,2,3,4,5). Comme

précédemment, les zones grises correspondent a des domaines {aotspisurS,. Les paveés blancs

résultent de la contraction par rapportf= cos(x1), nous relevons par exemple,

Cs, ([z];) = [2]; etCs, ([z],) = 0.
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[z],

Figure 3.5 — Contracteur optimal pour la contrainte cosinus.

Remarque 3.11.Pour les contraintes décrites par des fonctions périodiques cosime) et tan(z),
nous utiliserons le méme principe que celui présenté dans le cas de £o4insi, pour réaliser un
contracteur optimal pour sinus, il suffit d’appliquer I'algorithn@C0OS en tenant compte de la formule
trigonométriquesin(x) = cos(x — 7). Concernant la contraintg = tan(x), une étude globale de la
fonction permet de déduiré,étant un entier relatifE, = [(2k — 1) 5, (2k + 1) 5] et

9k(x) = go(z — k) (3.50)
avecgo(x) = tan(z). Les fonctions réciproques associéeg,dont données par,
9, ' (z) = km + arctan(z). (3.51)
Avec tous ces éléments, il devient relativement facile d’établir le contragpeimal pourtan(x).
Exemple 3.12.A présent, considérons une contrainte ternaire définie par 'ensemble
Sg = {(1:1,332,:1:3) ERg}xgzzrl-a:g}. (3.52)

Comme nous l'avions annoncé dans le principe (voir section 3.2.1.1agdlésation du contracteur
optimal pourS; nécessite une projection de la contrainte dans le dlan z2) € R2. En fixantas
a des constantes réels, nous obtenons dans le planry) un ensemble de niveadx € R tel que
x3 = C' = x1 - 2. Une bréve analyse de la contrainte met en évidence I'existence de&isgnguelque
soit (z1,x2,x3) € Sz alors (—x1, —xe,x3) € S3. De ce fait, nous distinguons dans le plan, x2),
guatre zones ou cadrans pour lesquels :
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— Casz3 >0
cadranl:x; > 0etzy > 0;
cadran 2 :x1 < Oetxy < 0;
— Casz3 <0
cadran 3:x1 < 0 etxzy > 0;
cadran 4 :x1 > O ety < 0.

Une premiére procédure appel@ROD réalise une contraction optimale pour un pajwé inclus
dans la zone du cadran 1. Désignons P4 ([x]) = [u] x [v] x [w], le pave issu de cette contraction.
Posonses = f (z1,22) = z1 - x2 et définissons deux fonctiohs et hs telles que iz = hy (22, x3)
etxy = ho (z1,x3). ICi, f est croissante suivant; etxs. Ainsi quelque soit, = Cy > 0, la fonction
f (z1,C4) est croissante. De méme, quelque seit= C; > 0, f (C4, x2) est croissante. Il vient donc,

3] N [fT" ([za], [22])
3] N [f (21, 25), f (T1,T2)] (3.53)

= [zs] N[z - 29,71 - To).

[w] =1

8

La fonctionhs est croissante suivant; et décroissante suivant;. Nous traduisons cela par, quelque
soitzy; = C1 > 0, he (C1, x3) est croissante et, quelque sojf = C3 > 0, ho (21, C3) est décroissante.
De ce fait, nous avons :

[v] = [za] N [ha]” ([21], [x3]) (3.54)
= [z N [f (T1, 23) , f (21,73)],
qui devient apres calcul,
[v] = [z2] N [% E} : (3.55)
1 Iy

Pour le calcul defu], nous remarquons quie; est croissante suivants et décroissante suivank, ce
qui permet d’établir

[u] = [z1] N [P]" ([z2] , [23]) s (3.56)
il en résulte ensuite, B
[u] = [z1] N E—z ;_2] : (3.57)

Pour définir les contracteurs dans les autres cadrans, nous expldiggsnsymétries engendrées par la
contraintexs = x1 - x9. Les pavés provenant des cadrans 2, 3 et 4 sont amenés anchgiar des
translations. Ainsi les pavés contractés paPROD sont replacés dans leurs cadrans d’origines par
translations inverses. Pour finir, nous déterminons le plus petit pavéantient les domaines contractés
sur les quatre cadrans. L'algorithm@VULT permet ainsi d’obtenir le contracteur optimal pobs. Les
détails des algorithme8PRCD et CMULT sont décrits comme sulit.
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Algorithme : CPROLENtrées -Sorties :  [z1], [z2], [z3])

Sit ([aa] x [w2] x [ws] #0) :
[u] =[] (o] — [w2]; [w] — [z3];
[w3] — [ws] N [u-v, 7 D);

Si (w-7>0) :
Si (v 7>0) : [or] < [aa] N [ %,

<llle
I |g]
—_

w
v

Sinon : [z1] < [z1] N [, 400
Si (u-7>0) : [w2] — [22] N %,

—

I |€|

Sinon @ [xa] « [z2] N [¥, +oo[;
Fin si(4)
Fin si(1)

Sii ([z1] x [z2] X [23]

© 00 N o 0o~ W DN B

e
R O

=0) :
[21] <« 0; [z2] < 0; [z3] < 0;
Fin.

=
N

=
w

Algorithme : CMULTEnNtrées -Sorties : [x1], [z2], [z3])

[2g]  [z1] RS [z4] < [z1] NRT;

[yg] = [22] NR™; [ya] « [22] NRF;

[2g] < 23] NR™; [24] « [ws] NRT;

(1]  [za]; [u2] < [yal; [us] < [zd];
CPRODQu.], [ug], [us]);

[v1] — = [zg]; [v2] « —[za]; [vs] < [2al;
CPRODuv, ], [ve] , [vs));

[v1] — = [v1]; [v2] & —[val;

[wi] « —[zg]; [wa] « [ya]; [ws] — —[zg];
CPROMw:], [wa], [ws]);

[wi1] « = w1]; [ws] — —[ws];

515'3]

© 00 N o ok~ WN P

e =
N R O

[t1] — [wals [to] < —[ygl [ts] — —[zg;
CPROqtl] ) [tQ] ) [t3]);
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La figure 3.6 illustre la contraction optimale de pavés dans le cadran 1. Saifigere, les pavés
représentent un domaine Quy, x2,z3) € ([b]; U [b], U [b];) X [z3]. Pour ces pavés, nous pouvons
relever les indications suivantes, (ifg, ([b]; x [z3]) = 0, (ii) : Cg, ([bly x [x3]) = [c], x [z3], (iii) :

Cg, ([b]3 x [x3]) = [c]3 x [23, T3],

T2

Figure 3.6 — Réduction de pavés par rapport a la contrainte primitive x; - zo.

Exemple 3.13.0n noteS,, I'ensemble des triplet&ry, 22, 23) € R? qui satisfont la contrainte :
3 = max (x1,x2) . (3.58)

Un contracteur poufS, sera utile pour résoudre certains problémes dans les chapitres suivmBtsons
un pavé[x] deR?, posons ensuité;, ([x]) = [v]. Une des composantes du pave contracté est calculee
de la fagon suivante,

[vs] = [ws] N max ([a], [w2]) . (3.59)

ou max ([z], [y]) = {max (z,y)| x € [z] ety € [y]}. La fonctionmax est croissante suivant chacune
des deux variables; etx,, d'ou

[vs] = [x3] N [max (z;,z,) , max (T1, T2)] . (3.60)

Pour déterminer les deux autres composarijtes et [v2], les considérations suivantes sont prises en
compte. Quelque saity € R, nous avons deux possibilités pauret zo, soitz; < x3 etzs = x3, Soit
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x1 = x3 etxy < x3 car max est commutatif. Ainsi, siz € [x3], hous avons
xr1 < Tzetag € [$3]

ou
x1 € [xg] etxy <7j3.

Ce qui permet d’'établir d’'une part,

[01] = [{lz1] 0] =00, T3]} U {{a1] N [23]}] (3.61)

et d’autre part,
[va] = [{laa] N [a3]} U {[2] N]—o00,T5]}]. (3.62)

La figure 3.7 illustre, par rapport a la contrainte (3.58), la contraction ofgine différents pavés
de R3. Rappelons que les zones grises correspondent a des domainesisiacds. L'ensemble des
niveauxzs € [x3] représentent la projection de la contrainte (3.58) dans le(plan:,). En outre, nous
présentons les configurations pour lesquelles :

= ():C3, ((d]y x [z3]) =0,

— (i) : Cg, ([d], x [23]) = [e] x [23],

= (i) : Cg, ([d]3 x [z3]) = [e]3 x [a, T3],
= (V) : G5, ([d]y x [x3]) = [d]; x [z3,b].
L2 A
r3 = T3 T3
b T3 = b
T3 = L3 Zg
[d],
-
[d],

Figure 3.7 — Opérateur de contraction pour la contrainte (3.58).
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Remarque 3.14.Grace au contracteur pounax, hous déduisons naturellement un contracteur optimal
pour I'opérateurmin. Pour cela, nous utilisons I'expressiomiin (z,y) = — max (—z, —y). Ainsi,
trouver le contracteur optimal pour = min (x, y) revient a déterminer le contracteur optimal pour la
contraintet = max (s,r), avect = —z, s = —z etr = —y. De méme, nous réalisons un contracteur
optimal poury = |z| en remarquant que x| = max(—z, x).

3.2.1.2 Propagation de contraintes

Soit un sous-ensemble @& défini par
S={xeR"|f(x) =0}, (3.63)

ou f est une fonction vectorielle d&" dansR™. La contraintef; (x) = 0 (¢ € {1,2,...m}) peut étre
décomposée en un systéme de contraintes primitives grace a I'utilisational@desintermédiaires. Un
contracteur pou$ devient un regroupement dentracteurs élémentairés

Exemple 3.15.Nous désirons réaliser un contracteur pour I'enseniblées variablegx1, 9, 23) qui
satisfont les contraintes 3 + x5 € [0,1] etz; — 22 € [0.3,0.5]. La décomposition en contraintes
primitives est donnée par

ap = 3

2= m (3.64)

as = —I9

ag =1+ as
ou ay, ag, as, a4 Sont des variables intermédiaires. Nous désignons respectiveme@PR¥\CUBE,
CADD, CM NUS les contracteurs optimaux pour les 4 contraintes du systéme (3.64)otitligne CONTRACT
détaillé ci-dessous réalise sur un pawé un contracteur par rapport &. DansCONTRACT, le terme

de "significative" dépend de la contrainte traitée et du résultat voulu ou @ddtear I'utilisateur.

Algorithme : CONTRACT(Entrée - Sortie :  [x])
[a] = R*4; [ag] = [0,1]; [a4] = [0.3,0.5];
Tant que contraction de [x] est significative faire
CPOWCURE], [z1]);
CADDas] , 2], [a1]);
CMINUS(as], [z2)]);
CADRa4], [as], [#1]);
Fin tant que
Fin.

0o N o ok~ WwN P

3Contracteurs optimaux associés aux contraintes primitives.
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Soit (z1,x2) € [x] = [-2,2] x [-2, 2], 'algorithme CONTRACTonverge vers le pavé :
Cr ([x]) = [~1.02,1.361] x [~1.52,1.061]. (3.65)

La figure 3.8 montre les étapes intermédiaires de convergence vers legiidpgvé localement consis-
tant. L'algorithme de propagation atteint alors une situation de blocage. ptn®ns remarquer que
nous sommes encore loin du plus grand pavé globalement consistant.

L2
2
Cr ([x])
| /
F

O_

-1k
_2 1 1 1 \ :E
2 -1 0 1 2 1

Figure 3.8 — Convergence de la propagation de contraintes vers le gaggdocalement consistant

Cr ([x])-

Remarque 3.16.Dans certains cas, le plus grand pavé localement consistant se coaf@cde plus
grand pavé globalement consistant, la technique de propagation deagutes devient alors une mé-
thode de consistance forte. Par exemple, lorsque nous considéroosnigaintes données parz? +
x9 = 0etx; —x9 = 0avecr; € [—10,10], z2 € [—10, 10]. Les solutions évidentes aux deux contraintes

sont les couples—1, —1) et(0,0), grace a la propagation sur chacune des contraintes nous obtenons le

pave :[—1,0] x [—1, 0], ce qui correspond au plus petit pavé enveloppant 'ensemble salution

Plusieurs solveurs permettent de tester différentes méthodes de rédietimmaines, parmi les-
quels REALPAVER ([Granvilliers, 2002]) et NTERVALPEELER* (X. Baguenard etl.). Le deuxiéme
solveur utilise la représentation des contraintes sous forme de DAG (Bitgclic Graph) associée a la
propagation des contraintes et au calcul par intervalles.

“Librement disponible sunttp://www.istia.univ-angers.fr/~baguenar/IntervalP eeler.zip
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3.2.2 Méthodes de consistance forte

Ici, nous présenterons quelgues moyens qui permettent d’améliorer ladeédle propagation de
contraintes, ceci dans le but d’atteindre la consistance globale. Biemdenies méthodes exposées ne
permettront pas a coup sdr de trouver le plus grand pavé globalemesigtaoh Ces méthodes ont pour
vertu fondamentale la sortie des situations de blocage qui constituent,elamatibles cas, le plus grand
pavé localement consistant.

3.2.2.1 Contraintes redondantes

Il s’agit d’ajouter au CSP original des contraintes issues de manipulagigebriqgues avec des
contraintes existantes, ceci a pour objectif d'améliorer I'efficacité dedpawation des contraintes en
ajoutant de l'information de réduction supplémentaire pour les domainesnéxaion de ce type de
contraintes peut étre traitée automatiquement et de facon aléatoire (vtlirdiBeu and Granvilliers, 1997]),
néanmoins il s’avére que le traitement automatique des expressions afiredagdparaitre le moins
de variables est une tache trés complexe méme pour les meilleurs logiciels defaael comme
MAPLE® ou MATHEMATICA ©. Ainsi pour obtenir une contraction plus efficace, le traitement manuel
des expressions en fonction de chaque probleme reste le moyen le plus sar

Les figures 3.9 indiquent les étapes de la réduction d’'un pavé au fumetsare des ajouts de
contraintes redondantes. Sur la figure 3.9a, nous considérons Eictiers de 2 contraintes représen-
tées par les ensemblBs etS,, nous obtenons aprés la propagation des contraintgs|gute pavex],
qui correspond au plus grand pavé localement consistantSavecS,. La figure 3.9b montre I'ajout
d’'une contrainte redondante représentéSaarceci a pour but de débloquer la situation de consistance
locale établie par les deux premiéres contraintes, nous obtenons agpagation des contraint€g et
S1 une nouvelle situation de blocage sur le pasg. Une autre contrainte redondastgest définie, puis
nous recommencgons une procédure de contraction par rapPpetss. Il vient alors le pavéx|. qui
est déja trés proche du plus grand pavé globalement consistant (vo& 8@c).

Reprenons I'exemple 3.15, en sommant les deux contraintes, nous eorabteme nouvelle qui
s’écrit de deux fagons,

-(1) ;23 +x1 €[0.3,1.5];

-(2) a1 - (23 +1) €[0.3,1.5].

L'ajout de la contrainte redondante (1) n’apporte aucune amélioratioocdteaction du paveé initial,
tandis qu’en utilisant la contrainte (2), nous obtenons lors de la propagigfcontraintes, le pavé :

Cr ([x]) = [0.1344,1.11] x [—0.3656, 0.80943]. (3.66)

Nous pouvons alors noter une véritable amélioration par rapport altatédella contraction donnée par
(3.65).
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Figure 3.9 — lllustration du principe de la contraction grace aux contraietesdantes.
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3.2.2.2 Epluchage

C’est un procédé qui consiste a prélever des fines tranches soréssdiun pavé, afin de démontrer
par propagation de contraintes qu’elles sont localement et donc globdleroensistantes par rapport
aux contraintes. Comme précédemment nous avons représenté surrles 3iga et 3.10b la stratégie
employée. Nous pouvons donc observer sur la figure de gauche [& p@amiére itération qui consiste a
prélever le pavéx|, sur([x],. La tranchgx], est ensuite éliminée (grace a la propagation de contraintes)
car elle est localement inconsistante. Le pavé regtdnest réduit par propagation des contraintes (voir
figure de droite 3.10a). L'ensemble de la procédure est reprise ppavégx],. Lorsque nous atteignons
une situation ou la tranche prélevée ne peut étre réduite, il est préfétafiectuer les prélévement sur
un autre coté du pavé (voir figures gauche, centre et droite 3.10b).

x]o

Cs,(Xy)

\

\ 4

Sy So S
S1 Sl Sl

\ 4
\ 4
y

(b)

Figure 3.10 — lllustration de la réduction d'un pavé par épluchage.
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L'algorithme SHAVING que nous décrivons ci-dessous permet de traiter les opérationtiééiec
sur les figures 3.10a et 3.10b. Nous disposons au préalable d’'uractentrCs pour les contraintes
considérées, d’'un parametxajui représente la plus petite largeur de la tranche prélevée et d’'unsentier
qui correspond a la dimension (le nombre de cotésxfe

Algorithme : SHAVING(Entrée - Sortie :  [x])
1 |i«1;

2 | Tantque (i < n)faire :

3 k «—1;

4 Tantque (k > 0) faire :

5 (%], [x]y) < Part(i, [x],k.\);

6 [x]  [Cs ([x],) U Cs (i)

7 Si la contraction de [x] est significative alors
8 k «— k+1;

9 Sinonk <« k-1;

10 Fin Tant que

11 i —i+1;

12 | Fin Tant que

13| Fin.

La fonctionPart (i, [x], o) génére deux pavés. 8i< z; — z; NOUS avons

[Z1] X . X [z; — v, Ti] X oo X [24], (3.67)

i —a] X X [z,], (3.68)

=
I

[21] X .. X [z, T

o
no
Il

sinon([x], = [x] et [x], = (. L'algorithme SHAVINGconstitue une méthode de consistance globale.
Comme nous pouvons le constater, la complexité de cet algorithme est polynambenoins il peut
étre gourmand en temps de calcul surtout si la dimension du[gaest élevée. Dans les faits, la prin-
cipale difficulté de mise en oeuvre de I'algorithme d’épluch&gAVINGest le choix du paramétre

La largeur des tranches prélevées joue un grand réle dans la rapightécdtion de I'algorithme. En
effet, plus la tranche de pavé prélevée est finegt choisi petit) meilleure en sera la réduction du pavé,
par contre le temps de calcul deviendra plus long. D’un autre coté, cldeisitranches plus épaisses
(grandes valeurs dg) permet de gagner en temps de calcul, la technique perd en terme ditffabac
contraction du pavé. Il faudrait donc trouver un compromis entre laffté de la réduction et le temps
de calcul. Le dilemme ainsi soulevé n’est pas simple a résoudre car celaddép chaque CSP.

5Qui signifie en anglais copeau ou epluchure
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3.2.2.3 Linéarisation des contraintes

Le principe de cette méthode part du constat suivant, nous savons @teup sir le plus grand
pavé globalement consistant lorsque les contraintes sont des inégaligdeBnEn effet, l'utilisation de
la méthode du simplexe permet sur les contraintes linéaires de définir les sonunpetiytdpe consti-
tuant 'ensemble des solutions. Pauwariables, il faudrait résoudiz: problemes d’optimisation li-
néaires sous contraintes. Dans le cas de contraintes non linéaires,faditiéa est effectuée en rempla-
cant les parties non linéaires par des variables intermédiaires. Nousithétes ainsi pour ces variables
le plus petit pavé renfermant les solutions aux contraintes linéaires. leemiations obtenues pour les
variables intermédiaires sont communiquées aux autres variables grapeopdgation de contraintes
sur les parties non linéaires.

Afin de formaliser ce qui vient d’étre expliqué, considérons les conewidu typef (x) € [y].
Rappelons qué est une fonction définie d&™ dansR™et [y] un pavé deR™. Apres linéarisation en
utilisant des variables intermédiairgsil vient

y<Az<y (3.69)

ouz = g (x) avecg : R™ — RP une fonction non linéaire et
A= ": R . (3.70)

Grace a la méthode d’optimisation du simplexe, nous calculons pour le vedeplus petit pavéz*|
, Co . P
contenant les solutions des inégalités données par (3.69)[2bur x [zF,Z], nous avons
i=1

zZ = glelﬁ (z;) etz = max (z:),Vie{1,2,...,p} (3.71)

avec les contrainteAz—y > 0 ety — Az > 0. La propagation des contraintes est ensuite appliquée sur
les expressiong (x) € [z*]| pour réduire le pavg], le domaine d’appartenance e

3.3 Application a la localisation d’une plate-forme

Cette section pose le probleme de la localisation d’une plate-forme en termsotigioh de CSP.
La démarche choisie est I'étude d’'une plate-forme dont les mouvementasmints dans un plan. Ce
probléme a I'avantage de faciliter la visualisation et la vérification des résultatplus, cette simple
application permet de tester et de valider I'efficacité des méthodes deteonsislécrites dans la section
précédente.
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Notre dispositif est composé de trois segments sur lesquels repose urfeptaanobile (voir figure
3.11). Chaque segment est constitué d’une liaison prismatique et a sgaigddrde deux articulations
rotoides. Les points de jonctions entre les articulations rotoides et la ptate-&ont notédq, by et
bs, ceux situés a la base du dispositif santas etas. Les longueurs des segmeiits ¢ et /3 varient
en fonction des mouvements de translations induits par les articulations prisesatiguplate-forme
possede ainsi trois degrés de liberté défini par la position du centrg,) et son orientatios.

yﬂ

as x

Figure 3.11 — Structure de la plate-forme dans un plan.

Le probléme de localisation de la plate-forme est énoncé comme suit : polindegurs de seg-
ments fixéed], ¢35 et /3, comment déterminer toutes les configurations possibles pour la plate-forme ?
Soit de caractériser I'ensemble

Z = {(:Ep’yp79)| h(xp,yp,ﬁ) =0} (3.72)

avech; (zp, yp, 0) = ||b; — a5 (1 = 1,2, 3), il vient

\/(xp + 2 cos — alz)2 + (yp + gsin9)2 — 0
B (g yp, ) = | /(ap — a2,)? + 42— 03 . (3.73)
\/(:Ep — %COSH — a31)2 + (yp — %lsimﬁ)2 — 03
Les parametres de la plate-forme sont donnés pay = 2.5, as, = 10, a3, = 15,d = 5, {7 = 8§,
0y =Tetl; =9.
Les solutions analytiques possibles phdt:,, y,,, #) = 0 ont été proposées dans [Gosselin and Merlet., 1994]

En considérant les parameétres ci-desgosis admettons que les configurations possibles pour la plate-
forme sont :
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1 2 3 4

Tp ~ | 10.32892 | 10.32892 5.57545 0.57545

yp = | 6.992267 | —6.992267 | —5.42433 | 5.42433

6~ | 0.685166 | —0.685166 | 1.16577 | —1.16577

Notre objectif est de déterminer le plus petit pavé enveloppeé. @it les domaines d’appartenance
de chaque variables tel qug € [—100,100], y, € [—100,100] etd € [—=,x]|. Le pavé résultant du
produit cartésien de ces domaines est iwté= [—100, 100] x [—-100,100] x [—=, «w]|. La propagation
des contraintes suix| donne le pavé

Cz ([x]) = [3.5,13] x [-7,7] x [-m,7]. (3.74)

Concernant le pavéz ([x]), nous ne relevons aucune réduction suivant le domaine d’orientatitzn de
plate-forme. L'ajout de contraintes redondantes ne permet pas deiezrafiidacement a ce probléme.
Par contre, nous avons remarqué qu’une procédure d’épluchagpealde I'algorithmeSHAVINGamé-
liore la contraction et permet d’échapper a cette situation de blocagentlal@s le pavé

[5.4,11.6] x [-7,7] x [-1.2,1.2]. (3.75)

Nous n’avons pas jugé utile d’indiquer les temps de calcul car la proeéthicontraction est quasi
instantanée (les temps de calcul sont inférieurs a la seconde). Larldagetanches choisi pour I'éplu-
chage du pavé est de I'ordre de= 0.1. Pour obtenir encore une réduction sur le pavé donné par (3.75),
il suffit de diminuer la largeur des tranches de domaineela aura pour conséquence d’augmenter les
temps de calcul.

3.4 Conclusion

Au cours de ce chapitre, nous nous sommes intéressés aux notionmeanhde pavé enveloppe de
I'ensemble des solutions d’inégalités non linéaires. Dans I'idéal, notretilzi&été de déterminer le plus
petit pavé qui contient les solutions a des inégalités. Pour cela, nous présenté deux classes de mé-
thodes de filtrage de domaines appelées aussi techniques de consisigmopagation des contraintes,
considérée comme une méthode de consistance faible, converge a ceersdé plus grand paveé loca-
lement consistant. En ce qui concerne les méthodes de consistancedagevons spécifié plusieurs
stratégies qui améliorent la réduction des pavés en débloquant les sswdionnsistance locale. Il est
cependant difficile de comparer ces différentes stratégies car laaaiifi est intimement liée au type de
CSP traité. En fait, afin de réaliser un contracteur globalement consistentpliaboration entre toutes
ces stratégies est souhaitable. Bien que le contracteur résultant megepas nécessairement vers le
plus grand pavé globalement consistant, ces approches ont susciél imtérét pour la résolution de



54 CHAPITRE 3 — Contraction de domaines sous contraintes (CSP et ciauirs)

CSP constitué d'un grand nombre de paramétres. Sur ce sujet, I'applidatanéthodes de consistance
fortes a I'étalonnage d’un robot de type série ont fait I'objet de putdinalans [Baguenard et al., 2003].

Nous avons vu dans ce chapitre comment réduire des domaines quitpas@onsistants avec des
contraintes, nous pouvons employer pour cela le terme d’approximatiameexegrossiere. Le chapitre
suivant utilisera les notions de contracteurs définies ici afin d’affineatactérisation de I'ensemble
solutions a des inégalités non linéaires. Il sera question notamment dkapption intérieure, soit de
prouver que tous les points d’un pavé satisfont aux contraintes issue€8P.



CHAPITRE4

Caractérisation

d’ensembles grace au
calcul par intervalles et
aux contracteurs

La caractérisation d’ensembles est une méthode de représentationodssersemble d&”. ||

existe principalement deux méthodes pour la caractérisation des ensdralgesmiére est la représen-
tation des sous-ensembleslitfe par des inégalités linéaires ou non. Cette représentation s'avére insuffi-
sante car bien qu’elle soit exacte et définisse un critére d’apparepanc les vecteurs dg”, elle ne
fournie aucune information sur les éléments topologiques du sous-endetalgjae : la forme, la fron-
tiere, la connexité, le volumefc.La deuxiéme méthode de caractérisation d’ensembles réalise, dans un
compact deR™, une énumération complete et systématique de tous les vecteurs issus-énszuble
considéré. Plus précisément, cette méthode consiste a approximer pareaent d'un sous-ensemble

par un sous-pavage (union ou groupe de paveés).

Dans le chapitre précédent nous avons vu dans quelle mesure, il &sittlpal’obtenir le plus petit
pavé qui contient, dans un compact, toutes les solutions a des inégalitémusiallons affiner ces
travaux en proposant la représentation de I'ensemble solution a cefitéggar des pavés (voir figure
4.1). Lors de la caractérisation d'un ensemble, nous distinguons détgocias de sous-pavages. Le
premier sous-pavage est constitué de pavés dont il a été prouvé guegqoints sont a l'intérieur de
'ensemble, ce sous-pavage est une approximation intérieure de I'elesdralteuxieme sous-pavage
ou tous les pavés se situent a cheval sur la frontiére de I'ensembileill8siréition donnée par la figures
4.1a, nous avons représenté un enserSldélimité par un trait plein. Sur les figures 4.1b et 4.1c, le
groupe de pavés noifscorrespond a I'approximation intérieure §ieQuant au groupe des pavés blancs
dS, ils constituent une approximation de la frontiereSdé&lous avons un encadrement de I'ensensble
donnée par

ScscS (4.1)

55
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ouS = SUSS. La figure 4.1c illustre une meilleure caractérisatiorSdgar rapport a la figure 4.1b. En
effet,S et dS sont respectivement plus volumineux et moins volumineux sur la premiere figmparé
a la deuxieme figure.

(a) (c)

Figure 4.1 — Représentation de I'ensentblgar les sous-pavag8set 0S.

La possibilité de raisonner en terme d’ensembles permet de résoudreob&es d’estimation
non linéaires et d’'optimisation de critéres non convexes. Une multitude lttafipns en automatique
découlent de ces types de problemes, I'analyse en stabilité de systemdexasmiestimation de pa-
rametres dans le cadre de la conception de systemes ou encore daribdaesge lois de commande
robuste.

Comme nous allons le voir dans ce chapitre, les techniques de caractérisatisembles sont ba-
sées sur le calcul par intervalles, les contracteurs mais aussi des ahgarifle typdranch and bountl
Dans cette section, nous allons décrire les principales méthodes de risatiot® d’ensembles ainsi
gue les formalismes qui leurs sont associés. Ces méthodes ont en commorésentation d’'un sous-
ensemble d&" par des pavés, c’est-a-dire son encadrement par deux sougepalas algorithmes que
nous verrons mettent en ceuvre des stratégies de partitionnement érdtap de I'espace, en cela ces
méthodes ont le grand avantage de proposer des solutions numérigsegraliiemes NP-difficiles.

! Algorithme de structure arborescent & complexité exponentielle.
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4.1 Inversion ensembliste

L'une des méthodes de caractérisation d’ensembles ayant eu le plpficiitipns dans le domaine
particulier de I'automatique est la notion d’'inversion ensembliste. Cette dppeoété formalisée, déve-
loppée et utilisée pour résoudre des problemes d’estimations dans [Jalliadter, 1993], [Moore, 1992].

Définition 4.1. Considérons une fonction continue Bé dansR™ et un ensembl& c R™, I'inversion
ensembliste d& parf revient a caractériser I'ensemble

X =f"1(Y) = {x €R"|f (x) € Y}. (4.2)

La figure 4.2 illustre dans un espace de départ a gauche et dansace esurrivée a droite I'inversion
ensembliste d& par la fonctiorf. La caractérisation obtenue grace a l'algoritihélA (Set Inversion
Via Interval Analysispermet de déterminer les sous-pavaijest X =XU0X.

A

\ 4

Figure 4.2 — Inversion ensembliste ¥epar une fonctiorf.

4.1.1 Principe

Les algorithmes d’inversion ensemblistes réalisent des partitions sur urirdoimitial dans I'espace
de départ. L'image de chaque partition ou pavé est évaluée graceraiofs d'inclusion suf issues
du calcul par intervalles ou des contracteurs, ceci afin de démontreraartire que tous les points d’une
partition ou d’'un pavé appartiennenKaainsi qu'il est défini en (4.2). Par conséquent, ces algorithmes,
dontSIVIA en est une version, se compose de trois étapes qui sont : le choixalénirptial censé
contenirX ou du moins une partie d§, les tests d’inclusion et la bissection.

41.1.1 Tests d'inclusion

Les différents tests sont réalisés a partir d’'une fonction d’inclusion'wu abntracteur pouf. No-
tonsCk (.) etCxe (.) des contracteurs respectifs péliet son complémentaité®. L'ensembleX repré-



58 CHAPITRE 4 — Caractérisation d’ensembles grace au calcul par afies\et aux contracteurs

sente les vecteussqui satisfont la relatioffi (x) € Y. En considérant un cas &liest un pavéY = [y]),
X¢ est défini par touk qui vérifie

f(x)¢[yl, (4.3)

ce qui est traduit par,

“min (min (fZ (x) — Yy Ui — fi (x))) < 0. (4.4)

i=1,...,n
Ainsi formulé, il devient facile de concevoir un contractéy. (.) pour 'ensemble complémentaire de
X. Pour un pavéx|,, nous sommes en mesure de démontrer trois cas de figure possibles :

1. Le pavé[x], est ditinacceptablesi Vx € [x],, f (x) ¢ Y. Il suffit pour cela de montrer que soit
[ ([xlp) N'Y = 0 ou queCs ([x],) = 0.

2. Le pavé{x|, estacceptablesi Vx € [x],, f (x) € Y. Pour cela, nous montrons q{fé([x],) C Y
ou Cse ([x]y) = 0.

3. Le pavgx], est ditincertainouambigusi [x], ne satisfait aucun des deux premiers cas de figure.

4.1.1.2 Bissection

Dans le cas ou un pavé est incertain, nous réalisons une partition sucicin d’effectuer a nou-
veau des tests d'inclusion sur les pavés générés. Rappelons queddibisd'un pavéx| deR"™ permet
de générer les pavés,

Lx] =z, 7] x ... x [zj,_j _'] X oo X [Ty, Tn] (4.5)

T, +7T;
= 5 ],fj] X oo X 2, Tl (4.6)

avec; qui correspond a la I'indice du plus grand axe ou cotéxdlel'avantage de cette opération résulte

R[x] = [y, 71] X ... X [

des propriétés issus du calcul par intervalles. En effet, plus la taille etueneodu pavé sont faibles,
meilleurs sont les résultats obtenus par des fonctions d’inclusion, pségoent par des contracteurs. Par
exemple, il arrive qu’un pavg] soit incertain alors que chacune des parii¢s| ou R [z] est acceptable.

4.1.2 Algorithme SIVIA

SIVIA ainsi que ses propriétés de convergence sont décrites dans [Jallivaiter, 1993]. On se
contente ici d’en donner une version récursive. Limplémentation dalgetithme suppose que nous
ayons a notre disposition une pifequi nous permet de stocker les pavés incertains de grande taille et
deux listes de pavés; et L,. Cette pile et ces deux listes sont initialement vides. Nous avons aussi des
contracteurg’x (.) et Cx (.) pour les ensembles et X°. Pour un pavé initialx],, le premier appel de
I'algorithme se fait paSIVIA ([x],).
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Algorithme : SIVIA (Entrée : [x])

1| P00, P—[x]UP;

2 | Tant que (P #0) faire :

3 [(x] <pop (P); [x] < Cx ([x));

4 Si ([x]#0) :

5 Si (Cxe([x])=0) : Lo — LoU{[x]};

6 Sinon :

7 Si (w([x]) <e) : Ly« Ly U{[x]};
8 Sinon : P «— {L[x|]}U{R[x]}UP;
9 Fin si

10 Fin si

11| Fin tant que

12 | Fin.

La procédurgop (P) extrait le pavé du sommet de la pife L'algorithmeSIVIA fonctionne de la
facon suivante. La pil@ contient les pavés qui n'ont pas encore été définis acceptables cejphaisles
par les tests d’inclusion. Les pavés incertains sont partitionnés pactiwsspuis insérer au sommet de
P jusqu’a ce que leur taille soit inférieuresaCe paramétre est inversement proportionnel & la précision
requise pour la caractérisation He Quant aux pavés incertaifs| tel quew ([x]) < ¢, ils sont retirer
de la pileP puis rangés dans la list&, qui représent@X. Les pavés acceptables sont stockés dans la
liste Lo, cette liste caractérise 'ensemie

4.1.3 Limite et complexité de SIVIA

Lorsque I'ensembl&X =f~! (Y) est de grande dimension (supérieure par exemple a 5), il devient
guasiment impossible de réaliser une bonne approximatidf. den effet, les temps de calcul tendent
vers l'infini si nous exigeons une bonne précision sur la caractéms@atiovolume déX tres faible).

Pour se donner un ordre de grandeur concernant les temps de caicbllons étudier la complexité
de I'algorithmeSIVIA . Rappelons que la complexité d’un algorithmesst une fonctior' 4 qui donne
dans le pire des cas, une approximation du nombre d’instructions effsdtwd d’'une exécution dé.

Nous avons donc,

€

Corn = (20 wr

avec[x], le pave de recherche initiah, la dimension dex]|, ete la précision requise. Selon la formule
(4.7),SIVIA est de complexité exponentielle.
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Exemple 4.2. Considérons un pavg], de dimension 5, avec les longueurs de chaque coté égales a
1. Si nous découpons systématiquement les pavés issustdat que leurs tailles sont supérieures a

e = 1072, le nombre de bissections atteint alors un milliard. Le temps de calcul est di@ctement
proportionnel au nombre de bissections réalisées.

Nous pouvons nous contenter d'une grossiere approximatiaf @doix d’'un paramétre assez
grand) dans certains problemes, nous limiterons dans ce cas I'explesicalduls numériques. D’autres
pistes ont été explorées afin d’'atténuer I'explosion des calculs. Paltes-cenous avons : des critéres
plus élaborés et plus diversifiés pour le choix de I'axe de bissectiangvee sujet [Hansen, 1992a]
et [Cendes and Ratz, 1997]), ou encore la réalisation de fonctiondu®ion moins pessimistes (voir
[Raissi, 2004]). Les améliorations sont difficilement mesurable car dasitees sont utilisées dans des
cadres d’applications particuliers. Par exemple, certaines stratégiéssdetlon ont permis d’améliorer
les temps de calcul pour les ensembles de faibles dimension. Ces mémes stsségnat montrées
nettement moins efficaces que les stratégies classiques, indiquées pkatiess (4.5) et (4.6), pour des
ensembles de grande dimension (voir [Raissi et al., 2004]).

4.2 Image ensembliste

La méthode présentée ici consiste a approximer I'image d’'un sous-ensEngiale une fonction
f :R™ — R™. Ce qui revient a caractériser 'ensemble

£(X) 2 {f(x)|x € X}. (4.8)

Bien que la caractérisation dgX) trouve moins d’applications dans le domaine de I'estimation de
parameétres en automatique, les principes de la méthode utilisée méritent gipakesadans I'inventaire
des méthodes ensemblistes.

A

=i

X

\/

\4

Figure 4.3 — Image d’'un ensemkiepar une fonction.

L'algorithme développé dans [Kieffer, 1999] permet d’obtenir unerapimation extérieurel C
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f (X) (voir figure 4.3). Par contre, il est moins simple de calculer une approximattérieureY, en
effet il faudrait réussir a montrer pour un pave guec f (X), autrement dit

Vy € ly], 3x eXtel quey = f (x), 4.9)

ce qui n'est pas facile a prouver.
La caractérisation d¥ suit trois étapes qui sont :
— Le hachage :consiste en un partitionnement Heafin de générer une listé, de pavégx] tels
quew ([x]) < &, ole > 0 est un réel qui indique la précision de la I'approximation extérieure.
— Lévaluation : consiste a réaliser une premiére approximatiofy éa calculant les images pfr
des paves issus d&;. Ces évaluations sont stockées dans unedlgte
— La régularisation : permet de réaliser une approximation plus fineXden réalisant un sous-
pavage regulier a partir dé, (voir chapitre 2, section 2.2.1). Pour cela, nous réalisons un algo-
rithme qui reprend les mémes principes @IF¥IA . En entrée, nous avons le plus petit pavé qui
contient le sous-pavage représente farLa fonction d’inclusion est donnée par(|g]) = [x],
ou Id(.) correspond a la fonction identité.
Ces étapes aboutissent a la construction d’un algorithme d’approximatéreexe pouly. Comme
il est décrit ci-dessous, cet algorithme est constitué par deux routiageutinelmageSP qui traduit
le hachage et I'évaluation et la routiRegularize  qui représente I'étape de régularisation.

Algorithme : ImageSP(Entrée : X)
Ly —0; L, —0;

L, — Hachage (X, ¢);

VXl CLe o Ly Ly UL (KDY
L, — Regularize (L,);

ga b~ WD

Retouner L,

Algorithme : Regularize(Entrée 1 Ly)
vivlc Lyt lylo = [yl LIyl
P —lyly £<0;
Tantque (P # () faire :
[¥lo < pop (P);
Si ([ylpCLy) : L—LUIyly
Sinon :
Si (w(lylp) <e) + L= LUIyly;
Sinon : P« {Llyl,,Rlylo} UP;

© 00 N o 0o~ W DN P

Fin tant que

[EEN
o

Retourner L;
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4.3 Connexité d'un ensemble

Pour clore ce tour d’horizon sur les méthodes ensemblistes, nous forgsar des travaux traitants
de certaines propriétés topologiques d’'un ensemble comme par eXaroplnexité

Définition 4.3 (Connexité). Un ensemble topologigu&est connexe, si pour tous les couples de points
(x,¥y) €S, il existe une fonction continug: [0, 1] — Stelle quef (0) = x etf (1) = y. Cette définition

est illustrée par la figure 4.4. A droite, nous avons un ensemble corihexiste un chemin danS qui

relie chagque couple de points, y) € S. A gauche est représenté un ensemble non connexe constitué de
trois composantes connexes.

(a) (b)

Figure 4.4 — (a) : Ensemble connexe; (b) : Ensemble non connexe aisscdmposantes connexes.

Dans [Delanoue et al., 2004], N. Delanoueaktprésentent sous le nom @A (path-Connected
usinglnterval Analysi9, un algorithme qui prouve la connexité et détermine le nombre de compssante
connexes d’'un ensemble défini par des inégalités non linéaires. Cathalgoest basé sur la notion de
sous-ensembles étoilés

Définition 4.4 (Point étoile et ensemble étoilé)Un pointv est une étoile pour un sous-ensemble Eucli-
dienX, si X contient tous les segments de droite qui relieatchaque point dX. L'ensembleX est dit
v-étoilé (voir figure 4.5).
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(a) (b)

Figure 4.5 — (a) : Le point; est une étoile pouX; (b) : Par contrey, ne I'est pas.

Considérons I'ensembig = { x| f (x) < 0} ol f est une fonction de clasge' définie deR" vers
R. Afin de déterminer le nombre de composantes connexés tteméthodeCIA met en oeuvre un
partitionnement du pavé censé contéhilChaque pavéx] issu de ce partitionnement est ensuite soit
éliminé par bissection et par contraction, soit qualifiétoilé s'il est possible de trouver une étowne
pour I'ensembl&X = {x € [x]| f(x) < 0}. Cecirevient a montrer, grace au calcul par intervalles, qu’il
existe un poinv* € [x] tel que

Vx € [x]|, f(x)#00uVf (x)(x—v*)>0. (4.10)

Dans la pratique, pour trouver un vectadr, nous considérons les coins du paxé Des graphes
sont construits en reliant, par des segments de droite, les centres gesaripavés étoilés et voisins
(voir les détails de I'algorithm€IA dans [Delanoue et al., 2004]).

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un tour d’horizon de diféreméthodes de caractérisa-
tion d’ensembles par des techniques intervalles. La principale de ces m&theanet de caractériser
I'image réciproque d’'un ensemble par une fonction vectorielle. Cette méthmukdée inversion en-
sembliste a prouvé son efficacité dans la résolution de problemes d’estimatidinéaire (caractérisa-
tion d’ensembles stabilisants pour les coefficients de pélynomes caracté&rsstionsi que I'estimation
d’état). Quelques ouvrages et articles de références sur le sujeiosorés par [Walter and Jaulin, 1994],
[Jaulin et al., 2001], [Moore, 1979] et [Moore, 1992]. Quant a larexité d’ensembles, elle concerne

2Les pavésgx] et [y] sont dits voisins sfix] N [y] # 0.
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surtout les problémes de planification de trajectoire. Comme nous I'avoliguexprécédemment, les
méthodes ensemblistes ont toutes I'inconvénient majeur d’étre gourmamdeses de calcul. De ce
fait, elles s'appliquent dans le cadre des problémes d’estimation aveditngabre de paramétres,
c’est-a-dire pour la caractérisation d’ensembles de petite dimension @ypéni< 5). Nous avons
tenté de réaliser, grace aux contracteurs, I'étalonnage d’'un rob@st(zoir [Baguenard et al., 2003]).
Ce probléme a été présenté comme un probléeme de grande dimension (awrarhdtpes). Pour des
temps de calcul raisonnable, nous avons obtenu en utilisant les techd@pespagation de contraintes
un petit pavé qui contient les paramétres solutions. Ce résultat ne doomeeasolution exacte, notre
probléeme d’étalonnage n’a donc été résolu que partiellement. Une méthadehgeche locale serait
complémentaire afin de déterminer pour notre robot, une configuratioiblgoda robot dans le pavé
obtenu. Nous posons comme perspective, la résolution de problémeardiegdimensions par des
approches combinant le calcul par intervalles a des heuristiques. A abandonnons l'idée de ca-
ractériser un ensemble de grande dimension au profit de la rechewteeatilution ponctuelle ou d'un
pavé qui satisfait un certain nombre de contraintes.

Dans les chapitres suivants, nous nous intéresserons au cas deddigmal’ensembles et aux ap-
plications envisageables. Aprés des études menées, nous avonsica@utveur capable de traiter, par
I'intermédiaire d’'un fichier d’entrée de type texte, les problemes dont la@as s’expriment comme la
projection d’un ensemble défini par des inégalités non linéaires. Noseretons a cet effet, la structure
ainsi que le principe de fonctionnement de ce solveur.



CHAPITRE 5

Projection d’ensembles

Nous abordons dans ce chapitre, la notion principale sur laquelle nesitrae thése ont porté.
A cet effet,la projection d’ensembleapparait comme une notion importante. D’une part, parce qu’elle
englobe comme nous allons le voir le principe d’inversion ensembliste. D'patt@arce qu’elle permet
la caractérisation de certains ensembles dont les expressions cortidesneantificateurs universels
et existencielsY, J).

Afin d’automatiser la résolution des problémes grace au calcul par intenetllaux algorithmes
de caractérisation d’ensembles, nous avons développé tout au lorgjtelehese un solveur nommeé
Pro®2D. Ce solveur permettra dans la suite de résoudre la plupart des prebédmoelés dans la
deuxiéme partie de ce document.

Pour d’améliorer I'efficacité des algorithmes de projection présentés/Beaesms, 2002], nous ap-
porterons principalement deux contributions. La premiére de ces cdiuribuconsiste a former, a par-
tir des contraintes, des graphes connexes de variables quantififigiectif est de décomposer, dans le
cadre général, la projection d’'un ensembledimensions en une intersection de projections d’ensembles
dont la somme des dimensions vau{voir section 5.2.3.2). Notre deuxiéme contribution consiste a
rendre les algorithmes de projection plus efficace en améliorant I'approeiriatérieure, c’est-a-dire
la caractérisation de l'intérieur de la projection. Pour cela, nous présastsous le nom d&VIC (In-
ner Approximation Via Interval Computatipaone méthode qui détermine dans un pavé incertain, grace
a un algorithme de recherche ponctuelle, une partie ou un domaine adeéptatbsection 5.2.6).

5.1 Définition et principe

5.1.1 Rappels

Définition 5.1 (Projection d’'un ensemble).Considérons un sous-ensembleRiedéfini par,
S={(p,a) e PxQ|f(p,q) € Y}, (5.1)

avecf une fonction vectorielle définie d@” versR™, Y un sous-ensemble d&", P et Q deux sous-
ensembles respectivement Ré» et deR" tels quen, + n, = n. La projectionde S suivantP est

65
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donnée par
Proj,(S) = {peP|3qeQ, (p,q) €Z}

(5.2)
= {peP|/3qeqQ, f(p,q) €Y},

que I'on note ausdil}, (S).

Remarque 5.2.Les problémes d’inversion ensemblistes (voir chapitre 4) peuverfoétnelés en terme
de projection d’ensembles. Précisons dans le méme temps que la giepest fausse. En effet, soit
'ensembleX défini par

X=f1(Y) = {x €R"| f(x) € Y}, (5.3)

ce qui est équivalent a
X={xeR" JyeY, f(x)=y}. (5.4)

Par conséquentX =Projx (Z) avec
Z={(x,y) e R" xY| f(x)—y=0}. (5.5)
Il peut étre intéressant d'illustrer cette remarque par I'exemple cisdes.

Exemple 5.3.Considérons,
X = {(z,y) e R?| 2% +y* < 1}, (5.6)

X représente un disque de cent’g0, 0) et de rayornr = 1 (voir figure 5.1a). La formulation en terme
de projection d’ensembles nous doe-Proj, . (Z) avec

Z={(z,y,2) ER*x [0,1]] 2® +¢* — 2 =0}, (5.7)

qui représente une paraboloide en trois dimensions (voir figure 5.1b).

(a)

Figure 5.1 — (a) : Représentation $ig(b) : Projection de la paraboloide
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Remarque 5.4. La projection d’ensembles propose des solutions a deux types depeshl€es pro-
bléemes se présentent sous forme de caractérisation des ensembles

S1 ={pl3q,f(p,q) € [y]} (5.8)
et
S2 = {p|Va, f(p,q) € [y]}. (5.9)

La caractérisation d&; découle de la définition (5.1). Quant au casSie nous présenterons sa carac-
térisation dans les termes qui suivent. Considérons le complémentdie de

S3=-S2 = —{p|vq,f(p,q) € [y]} (5.10)
= {pl3q,~(f(p,q) € [y])}-
L'expressiorf (p, q) € [y] est équivalent & (p,q) > 0, avec
r(p.q) = min (min (fi (p,q) —y,, Ui — fi (P, Q))) (5.11)
D’ou
5 ={pl3q,r(p,q) <0}. (5.12)

Nous comprenons qu’en caractéris&@jtdans un pavé initialp|,, nous obtenons par la méme occasion
une approximation d6s. Il vient effectivement,

S2 = [ply \ S5 ={p €[p]o| P #S5}. (5.13)

5.1.2 Principe de la projection d’ensembles

La projection d’ensembles s’inscrit dans la classe des méthodes déédaaimn d’ensembles de
typebranch and boundbasées sur le calcul par intervalles. A I'instar de ces méthodes, la projdatio
ensemble nécessite une stratégie de partitionnement par bissection, majgasgae I'on dissocie les
variables dites quantifiéeq & (q1, g2, ..., qnq)T) de celles qui ne le sont pag & (p1, p2, ...,pnP)T).

Soit I'ensembleS donné par (5.1), le principe de la méthode se résume a ceci, puisquevonss a
besoin de peu d'informations sur les variables quantifiées, nous partitisimoins les domaines d’ap-
partenance de ces variables. Ceci se traduit par un algorithme de paetitient de typ&IVIA pour le
domaine des variables non quantifiées (ou projetées), puis un contrdetbaut niveau qui permet de
prouver trois situations possibles :

1. [p] est inacceptabléy] N Proj, (S) = 0) si Cs ([p] x [q]) = 0;

2. [p] est acceptabldi] C Proj, (S)) si Cs: ([p] x [q]) = 0 ou s'il existeqo< [q] tel que :
Cse ([p] x qo) = 0 (voir figure 5.2);
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3. [p] estincertain si aucune des deux premiéres conditions n’est satisfaite.

q /[p] x |q
S
do:
[P] X qo
p] P

Figure 5.2 — Approximation intérieure pour la caractérisation de,REj

La facon de montrer quip] est acceptable constitue la différence notable avec les algorithmes d'in-
version ensembliste. Comme nous I'avons illustré par la figure 5.2, nous @gef[p] x [q]) # 0 car
le pavé[p] x [q] n'est pas inclus dar$. Grace a un contracteur garantissant la consistance locale, il est
possible de montrer qués. ([p] x qo) = 0 car[p] x qo C S. Il devient alors évident que trouver un
pavé[p| x [q] C S engendre plus de bissections que de trouver un veqtedr|q] tel quelp] x qo C S.
D’ou notre probléme fondamental, a savoir comment trouver ce vegi@udne premiere stratégie (voir
[Braems, 2002]) consiste a partitionner le domdufleafin de tester les centres des pavés générés. Nous
verrons dans les sections 5.2.4 et 5.2.6, les détails de I'algorithme de proj@eisembles. Nous pro-
poserons par la méme occasion une stratégie plus élaborée afin de tnoweeteuryy.

Nous présenterons dans la suite un solveur qui combine la projecticseddtes a la représentation
des contraintes sous forme d’arbre. Ce type de représentation arpmipal avantage, I'automatisation
du traitement de problémes qui utilisent le méme formalisme.

5.2 Solveur - Proj2D

5.2.1 Présentation

Nous avons congu et développé pour les besoins de cette thése wm aplvelé Ro2D' (Projection
en2 Dimensions). Ce solveur constitue a notre connaissance I'un des prergiersltoqui utilise le cal-

L ogiciel librement disponible sutttp://www.istia.univ-angers.fr/~dao/Proj2DV5.zip
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cul par intervalles, les contracteurs et des algorithmes de partitionnemmeSIVIA . Parmi ces logi-
ciel, nous avons : [Spa, 2000], [Lottaz, 2000], [Ratschan, 2QG0&nvilliers, 2002], [van Hentenryck et al., 1997
[Benhamou and Older, 1994ic.
Etant donné un ensemidiedéfini par les variables; € [z;] aveci € {1,2,...n}, qui satisfont les
inégalités
fi(xr,zo,..,zp) € [y;],Vi=1,2,...,m, (5.14)

PROXZD permet de caractériser les ensembles ;) etg(mkm) tels que
S(xk@l) C Proj(xk,ml) (S) C g(ajk,ml) (515)
aveck # [ et Proj,, .. (S) défini selon la relation (5.2).

Entrée Sorties

fichier texte

CSP

Y

Proj2D

T Algorithmes
CSP: Arbre | | Contracteurs | [de projection

Figure 5.3 — Solveur Proj2D.

Comme le montre la figure 5.3, le solveur est constitué en entrée d’'un fichiereiegn sortie de
deux listes de pavés qui représen@@;mml) etg(ka). Le fichier texte (*.pb) mentionne les différentes
informations concernant un CEmotamment les domaines d’appartenance des variables, les contraintes,
les deux variables de projectiogic. Les données du fichier d’entrée sont saisies suivant le modéle ci-
dessous.

Format du fichier d’entrée pour PR0J2D (extension*.pb)

Variables
€ in [£17 fl]

xI9 in [EQ: EQ]

T IN[Z,,, Tn)

2Constraints Satisfaction Proble(Rrobléme de satisfaction de contraintes)



70 CHAPITRE 5 — Projection d’ensembles

Constraints
fl (%1,1’2, axn) in [glvyl}

f2 (:Ela T2y eeny :En) in {Q2a§2]

fm (z1, 22, ...y zy) IN [gm,ym]
Projected Variables

T, 21,

Epsilon

9

End.

Dans cette section, nous avons pu donner un apercu globa@®@PB. A cet effet, les entrées et les
sorties du solveur ont fait I'objet d’une description succincte. Leguifits éléments qui composent le
systeme (voir figure 5.3) seront détaillés dans les sections suivantes.

5.2.2 Passage des CSP aux arbres

Ici, nous présentons la structure choisie pour une représentationlifoies CSP. Nous utilisons
un compilateur afin de générer a partir d’'un fichier texte, des élémentsumtiusés manipulables par
un langage de programmation (C++, C, Pascal, ou autres). Ces élémavaatp&tre par exemple des
tableaux, des pointeurstc.

Compilateur

{ Arbres des
contraintes i

Y

Fichier | : | Analyse Analyse i ! Tableau des :
texte lexicale | syntaxique : 1 variables i

: i Tableau des:
: constantes :

Figure 5.4 — Processus d’analyse du fichier d’entrée de Proj2D.

Comme le montre la figure 5.4, nous avons implémenté des automates afin defiantuanalyse
lexicale et syntaxique des termes utilisés dans le fichier texte. Ces autonmatestngossible la recon-
naissance et l'interprétation des caractéres d’un texte. Sur la progtamrdas automates, le lecteur
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pourra consulter des ouvrages [Levine et al., 1992], [Aho et al1]180[Appel and Ginsburg, 1998].

Le compilateur flex&bisoh permet de traduire un langage d’automate programmable de type Lex et
Yacc en code C. Grace au code C généré, une lecture et une analfysieier texte nous donnent trois
éléments qui caractérise le CSP (voir figure 5.4).

— Arbres de contraintes : cette structure est un tableau dont les éléments sont des arbres. Ces
arbres représentent les expressions des différentes contraintasbtg est un tableau constitué
denceudsChaque nceud correspond a un objet ou enregistrement composéhamps comme
indiqué dans la table ci-dessous.

Objet : Nceud
Champs| Types

1. | Code Caractére
2. | Indice Entier
3.| FD Noeud
4. | FG Noeud

Le champCode correspond au symbole identificateur du nceud. Par exemple, pour éragiop
arithmétigue, une fonction, une variable ou une constante, nous avormddalés équivalences

ci-dessous.

Types Code

Opérations ;| Addition — |+
Soustraction | — | -
Multiplication | — | ™
Division — | T

Fonctions : | Cosinus — | 'C
Sinus — | 'S
Exponentiel | — | 'E’
Logarithme — | L
Tangente — | T

Autres : Variable - |V
Constante — | 'N’

Le champindice donne l'indice d’'une variable dans le tableau des variables mais auss d'u

3Librement et gratuitement disponible sitp://gnuwin32.sourceforge.net
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constante dans le tableau des constantes. Les deux pointeurs deRid€Eds Droit) etFG (Fils
Gauche) indiquent les références sur les noeuds descendants.

— Tableau des variables :Les variables ainsi que les renseignements les concernant sontestocké
dans le tableau des variables. Ce tableau est constitué par des objets Wartgplesdont les
champs informent sur les caractéristiques des variables : le nom, le dorfepparntenancestc.

Les champs ainsi que les types de ces objets sont détaillés a travers la-thissaus.

Objet : Variable
Champs Types
1. | Nom Chaine de caractere
2. | Domaine Intervalle
3. | Type Entier

Le champType est un entier qui indique accessoirement certaines particularités,qrapkxsi la
variable est définie comme variable intermédiaire, quantifiée (projetée)roguamtifiée.

— Tableau des constantes Ce tableau sert & stocker les constantes de type réel. Lemplacement de
ces constantes est donné par le champ Indice, ceci pour les ncetidis Gode est ‘N’ dans les
arbres des contraintes.

Exemple 5.5. Pour illustrer les différents éléments que nous venons de décrire, évosglle CSP
suivant,

{ 1—exp (z.y) +z €[0,2] (5.16)

(33, y) € [_17 3]><2 .
Un modele sous forme d’arbre de ce CSP est représenté par la figure 5

Entrée de
I’'arbre

Figure 5.5 — Représentation sous forme d’arbre du CSP (5.16).
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La figure 5.6 présente pour la contrainte (5.16), des structures expdsifadr des langages de pro-
grammation. En effet, les figures 5.6a, 5.6b et 5.6¢ indiquent respectitefagbre de contrainte, le
tableau des variables et le tableau des contraintes. Sur la figure 5.6@ngsscFD et FG correspondent
al'emplacement dans le tableau des deux nceuds descendants. Cessdrdraps si les nceuds descen-
dants sont inexistants. Par exemple, les variables (Code="V’) et lesardns (Code="N’) n’ont aucune
descendance, d'ou FD=FG=-1. Le champ Indice indique pour lesblesiiemplacement de celles-ci
dans le tableau des variables, il en est de méme pour les constantesmelobice est a -1 (la valeur
par défaut) pour les nceuds associés a des opérations arithmétiques fondi®ns. Cependant, une
exception est faite pour le nceud racine (ou I'entrée) de I'arbre deadotar En effet, nous avons fait le
choix d’associer la racine de I'arbre a une variable intermédiaire. Larkedila structure se fait de la
facon suivante. Le deuxieme élément de I'arbre des contraintes esarable car Code="'V’, le nom
ainsi que le domaine d’appartenance de cette variable sont donnésfauelht occupant I'emplacement
Indice=0 du tableau des variables (Neai'z”, Domaine= [—1, 3], Type= 1).

Entrée

Code FG FD Indice
%:—* 1 2 2]

10——%V -1 -1 0 ‘ Nom  Domaine Type
2et—{- 3 4 -] ot—"z" [-1,3] 1

” . &——% N 1 1 0 ‘ Constante
MR —— Tt "y —1,3] 1 o-—
5et—>+ 6 7 -1 2et—> 41" (0,2 2

6-——4v -1 -1 O‘
7-——ﬁv -1 -1 1‘

(@) (b) (c)

Figure 5.6 — Structure numérique du CSP (5.16); (a) : Arbre des comsaiib) : Tableau des variables;
(c) : Tableau des constantes.

5.2.3 Gestion de multiples contraintes

Dans un cadre général, il est nécessaire de décomposer un prol@dérgettion d’ensembles en
intersections de plusieurs projections. Nous partons du principe qujilesfacile de résoudre pro-
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blémes d’estimation a un paramétre que de résoudre un probléme d’estimatiparameétres. Soit
'ensemble

X={p|3q, f(p,a) € [y]} (5.17)
avecp € R", q € R", [y] € R™ etf une fonction définie d&™ dansR™ (n = n, + ng).

Remarque 5.6. Toute fonctiorf est décomposable en plusieurs fonctions. Ainsi, pesrl, 2, ..., r, il
T T

existe des fonctions; : R™ x R"i — R™i (n = ) ng, m = Y m;) telles que

i=1 i=1

f(p,q) €[yl (5.18)

est équivalent a
g1 (p.a') €zl g2 (p,4°) € [z),,.... & (P,q") € [2], (5.19)

avecq’ € R™ et|z], € IR™.

De la remarque 5.6, nous déduisons,

X = {p/3d' g (p.qd") €z, 3% g (p.&4*) € [z],, (5.20)
v 3d7, g (p,d") € [2],.}.
En décomposant I'expression (5.20) suivant les quantificateurs mtxésdse il vient
X=X=X1nXpNn..nX, (5.21)
=1
ou
X; ={pl3d, g (p.q) € [z];}. (5.22)

Dans la suite de cette section, nous utiliserons les notions de graphe ddegagaantifiées et de
connexité d'un graphe afin de déterminer les fonctignss», ..., g, ceci pour toutes fonctions vecto-
riellesf. Nous commencerons par modeéliser les contraintes sous forme de gdeplertables quanti-
fiées, puis nous procéderons a la décompositioroemposantes connexés ces contraintes.

5.2.3.1 Graphe des variables quantifiées

Le graphe des variables quantifiées est définicpar (Q,C). Les éléments d€ sont lessommets
du graphej, ceux deC sont lesarcsou encore lesirrétesde G, selon que le graphe est orienté ou non.
Nous avons,

Q:{a1,02, 1 ny }

C: U A(a 4)}

1<J

(5.23)
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ou Q représente I'ensemble des variables quantifié€dext couples de variables qui interviennent dans
une méme contrainte. En effet, chaque expresgidp, q) € [yx], & = 1,2, ..., m, est représentée par
une contrainte, qui regroupe toutes les variables(i € {1,2,...,n,}) de f;. Le couple(g;, ¢;) € C

(i < j) indique qu'il existe une contrainig, telle queg; etg; € c;. Ici nous considérons qug est un
graphe non orienté.

Exemple 5.7.Considérons 4 contraintes définies par,

(1) : 2p1 + g2 sin (q1.p2) € [~1,2];
(2) :p2+aq1.g3 € [0,1];

(5.24)
) g2 —q3€[1,2];
@:pr—que|[-1,-1].
le vecteur(p1, p2, g1, 42, g3, q4) € RO. Le graphe se noté = (Q,C) avec
Q:{q1,92,q3, 94} (5.25)
et
C:{(q1,92),(q1,93),(q2,43)}, (5.26)

- q1 etgo apparaisent dans la contrainte (1), ceci correspond a la liai6ang:);
- q1 etqs apparaissent dans la contrainte (2), ceci correspond a la liaiggngs);
- g2 etqs apparaissent dans la contrainte (3), ceci correspond a la liaiggngs).

La figure 5.7 représente les nceuds et les arrétgs. de

q1

(thg)

g3

(q1, 2)

q2

Figure 5.7 — Graph§.

5.2.3.2 Décomposition en composantes connexes

Définition 5.8 (graphe connexe).Un graphej est dit connexe si pour tout couple de variables quanti-
fiees(q;, ¢;) tel quei, j € {1,2,...,n,4}, il existe une chaine qui relig ag;.
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Définition 5.9 (Groupe). Un groupeou composante connexe est défini par un sous-graphe connexe
de variables quantifiées. Ces composagiesiveci € {1,...,r} our est le nombre de composantes
connexes, définissent pour une fonction vectorigllees fonctions scindéeg, go, ..., g (voir figure

5.8).

G g (pd') G:: g (p.a’) G- & (p,q")
1 @ Jo
qnl ql qr
o 1 1 3
92 a @ a
a1
1
a Q?l, an, ) g
qy n,
5

Figure 5.8 — Composantes conneggsgs, ..., G, du graphe;.

Dans I'exemple 5.7, le graphe est composé de deux groupes ou corngzosannexes donnés par
G1=1{q1,q,q3} etGa = {q}.
Définition 5.10 (Matrice d’adjacence). Représentation matricielle des différents nceuds ainsi que les
différentes arrétes d’'un graphe (orienté ou non). Cette matrice constito®yen de stockage efficace
d’un graphe au point de vue place mémoire. La matrice d’adjacence thphe& est donnée par,

@ G,
q1 mi1 Tt M,

M(G) = P, : : (5.27)
Gn, Mpg1 Mg,

Pour ne pas alourdir les notations, nous remplacekdri§ ) parM. Les coefficientsn; ;, aveci et j
< ng, indiquent si la variable; est liee ou non par une ou plusieurs contraintgs &lous en déduisons
que :

1si(g,q;) €C
mij = { _ (4:-45) (5.28)
0 sinon

Proposition 5.11. Le grapheg est non orienté d'ou,
mg 5 = My, Vi, j € {1, ...,nq} . (529)

Selon I'égalité (5.29), la matric®1 est symétriqgue. Dans nos manipulations algorithmiques, cette pro-
priété nous améne a tenir compte uniquement de la partie inférieure otiesungéa la diagonale déMVI.
Ceci facilite la gestion en mémoire et permet un gain de temps non néglidegdajaen,, est grand.
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Pour déterminer les composantes connexes du graphe des variabespnsidérons lermeture
transitive(voir [Gondran and Minoux, 1985]). Nous avons alors,

Ngq
M*=> M =T, + M+M?+ ...+ M. (5.30)
=0

Les differentes composantes connexes du graphe sont donndes pariablesy; (i < n,) qui consti-
tuent les lignes linéairement indépendantesMie. Lorsquen,, devient grand % 10) le calcul de la
matriceM* devient tres vite inenvisageable. Nous utilisons alors une méthode quirexgigrofon-
deur les noeuds du graphe. Nous partons d’un nceud initial appaiéetChaque voisih de ce sommet
ainsi que les voisins des voisins sont explorés puis ajoutés a la liste de lasamg connexe. Chaque
nceud exploré est marqué afin d’éviter toutes explorations redond@etesocédé est réitéré pour tous
les nceuds du graphe qui n’ont pas été pris en compte dans la liste. Ainsiobi®nons avec une com-
plexité enO (n2), les groupes d'un graphe a partir de sa matrice d’adjacence.

Notre algorithme de recherche de composantes connexes dans ua gsapbmposé de deux sous
algorithmes. Le premier nomm@roups , détermine a partir de la matrice d’adjaceiddel’ensemble
des groupes ou composantes connexes du graphe. Le second milga@jipeléConex_Component ,
recherche a partir d'un nceud ou sommekfensemble des nceuds qui appartiennent au méme groupe.
En guise de variables globales, nous disposons de listes d'efiiet%, ..., £,,. Ces listes servent a
stocker les nceuds ou variablﬁﬁ}i:mwnq qui appartiennent aux différents groupes du graphe. Un
tableau de booléendark ) indique le marquage pour chaque variable.

Algorithme : Groups(Entrée : M)

1 | Pouri =1,2,..,n q faire :

2 Mark[i] «faux; L; <« 0;
3 | Fin pour

4 | k «—1;

5 | Tantque (k < n,)faire :

6 Si (Mark[k]=faux) :

7 Conex_Component(M,k,Kk);
8 Fin si

9 k —k +1;

10 | Fin tant que

11| Fin.

4Un voisin d’'un sommet est un nceud pour lequel il existe une arréte (sarljeentre ce nceud et le sommet.
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Algorithme : Conex_Component(Entrées : M k,s)
1 | Si(Mark[k] =faux) :

2 Mark[k] «vrai; Ls«— LUk},

3 i «— k+1;

4 Tantque (i < n,)faire :

5 Si (M[k,i]=1) :

6 Conex_Component(M,i,s);
7 Finsi( 5)

8 i — i+1;

9 Fin tant que

10| Finsi( 1)

11| Fin.

5.2.4 Algorithme de projection pour les groupes $PVI A)

Considérons un ensembedéfini par (5.17). Une catégorie d’algorithmes permettant de caractérise
X = Proj, (S) est présentée dans [Braems, 2002] et [Ratschan, 2002]. Rappelera caractérisation
deX revient a déterminer les deux sous-pavajes X tels que

XcXcX, (5.31)

ou X représente un ensemble de pavés acceptables (approximation intéiglre)X U OX représente
une approximation extérieure tte

Bien sdr, il convient d’utiliser pour chaque probleme, la décompositionoemposantes connexes
des différentes contraintes. Cette procédure permet d’améliorerd@fiicde ces algorithmes (voir sec-
tion 5.2.3). Ici, nous avons choisi de nommer de tels algorithns#2\VIA (Set Projection Via Interval
Analysig. Ces algorithmes s’inscrivent dans la classe des méthodes de daagictérd’ensembles de
type branch and bound basées sur le calcul par intervalles.

Au vu de la relation (5.21), notons les ensemi§lgé = 1, ..., r) tels que :

Afin de réaliser notre algorithme de projection d’ensembles, nous dispgsaimalement dér contrac-

teurs «Cs,, Cs,, .-, Cs, €tCse, Csg, ...,Csc associés respectivement aux ensembleSs, ...,S, et a leurs
complémentaires. Nous avons aussi deux listes de pavésLs, deux opérateurs de bissectibr.) et

R (.) etun pave initialp], x [q],. La liste £; sera chargée de stocker les pavés acceptables, tandis que
L, stockera les paveés incertains p&ur
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L'algorithme SPVIA se compose des routin€PVIALl et SPVIA2 dont les détails sont donnés
ci-dessousCes routines sont établies selon les principes abordées dans la secohé&gremier algo-
rithme SPVIA1 met en ceuvre un processus de partitionnement sur le[payét fait appel &BPVIA2.
Pour chaque partition générée spft, et grace a un autre partitionnement cette fois sur le paje
SPVIA2 sert d’'une part de contracteur de haut niveddiautre part, ce méme algorithme permet de
trouver les pointsy) € [q'] tels que Cxe ([p], q)) # 0 aveci = 1,2,...,r. Pour cela, les centres des
partitions[q’| sont systématiquement testés, c’est-a-difg = m ([q']).

Algorithme : SPVIAL1(Entrées :  [p],, [d],)
L1+ Lo— L 0
L= Lu{(lpl:[a'ly, [a*]y: - ao) };
Tantque ( £ # 0) faire :
(], [a'], [a®] ;s [a"]) < pop (L);
i —1; k «1;
Tantque (i <) faire :
SPVIA2(ik, [p], [a*]);

i — i+1;

© 00 N O O A W DN P

Fintantque ( 6)

10 Sitk=r) : Lo LoU{[p]};

11 Sinon :

12 Si (w([p]) <e)alors : Ly — L1 U{[p]};

13 Sinon : L~ LU{(L[p],[a'],[d?],..[d])};
14 £ co{(Rpl[a].[a] - [a])};
15 Finsinon( 13), fin si( 12)

16 Finsinon ( 11), fin si( 10)

17 | Fintantque (  3)

18 | Fin.

5Contracteur associée a la consistance globale.
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Algorithme : SPVIA2(Entrées - Sorties : i, K, [pl, [a])
1 [P0 P—{(pl[a)}UP;

2 | [Plora < [Pl; [Pl [d] « [p]; < [al; < &;

3 | Tantque ( P # 0) faire :

4 ([p]; . [a];) < pop (P);

5 ([ply s [a]y) < Cs, ([ply  [d]y);

6 Si( [p]; x [a]; # 0) alors :

7 Si( Cse ([Pora] ,m ([q];)) = 0) alors :

8 [p] < [[P] U [Pord]]; [a] < [[a] U [a];];

9 k — k+1;

10 Tantque (P # () faire :

11 ([ply» [aly) < pop (P);

12 la] < [[a] U [a],];

13 Fintantque ( 10)

14 Sinon :

15 Si ( w (a)y) < aw([p],)) alors :

16 Tantque (P # 0) faire :

17 ([pl; . [a];) < pop (P);

18 [p] < [PV [pl]; [a] < [[a] U [d];];
19 Fintantque (  16)

20 sinon : P — {([pl; . L [al)} U {([p);, Rla],)} UP;
21 Finsinon ( 20), fin si ( 15)

22 Finsinon (  14), finsi ( 7)

23 Finsi( 6)

24 | Fintant que ( 3)

25 | Fin.

Les paramétres et « servent respectivement a limiter la profondeur de la bissection [pdw@t a
adapter celle dgg]. Dans une certaine mesutereprésente la taille maximale des pavés qui constituent
le sous-pavage incertain. Ces parameétres sont fixés arbitrairememiotiorh de la précision désirée sur
la caractérisation de la projection.

La pile ? dansSPVIA2, permet de stocker et de traiter les pavés issus des partitionnemefets sur
L'utilisation d’une pile au lieu d'une file permet de réduire considérablereenombre de bissections
sur [q]. En effet, pour démontrdtacceptabilité d’'un pavé, la recherche des points solutiefjs(i =
1,2,...,n4) est effectué uniqguement dans une zone locale du pgv€eci traduit le fait que les plus
petits pavés sont placés en téte de pile puis récupérés afin de testeelsmes.cDans le pire des cas



CHAPITRE 5 — Projection d’ensembles 81

(lorsqu’on ne trouve aucun point solution), I'algorithrB®VIA2 atteint son point d'arrét des que la
taille du pave situé en téte de pile est inférieure-av ([p)).

En utilisant une structure de file d'atternsteéa la place de la pil@® (voir I'algorithme SPVIA2Bis
ci-dessous), le point d’arrét d@PVIA2 est atteint lorsque tous les pavés de la file sont de tailles plus
petites quex - w ([p]). Ceci a bien entendu pour conséquence d’augmenter le nombre daibisssur
[q] et par la méme occasion le temps de calcul.

Algorithme : SPVIA2Bis(Entrées - Sorties :1i, k, [pl, [a])
1 |Fet, Fe—Ful(lp,la)}

2 [Po1da] < [P); [pP] < [d] < [Ph — [q]l —0;

3 | Tantque ( F # 0) faire :

4 ([ply, [al;) < pop (F);

5 (Iply - ld]y) < Cs, ([P];, [a]y);

6 Si( [p]; x [a]; # 0) alors :

7 Si( Cs¢ ([pora] ,m ([q],)) = 0) alors :

8 [p] < ([Pl U [Pord]]; [a] < [[a] U [a];];

9 k — k+1;

10 Tant que ( F # 0) faire

11 (Iply s [a]y) < pop (F);

12 [a] < ([a] U [a];};

13 Fintantque ( 10)

14 Sinon :

15 Si( w([q];) > aw([p],)) alors :

16 F— FU{(lpl;.Lay)} U {(p); . Rlal)}:
17 Sinon :

18 [p] < [[p]U[pl]; [a] < [la] Uldal;];
19 Finsinon( 17),finsi( 15)

20 Finsinon ( 14),finsi( 7)

21 Finsi( 6)

22 | Fintantque ( 3)

23 | Fin.

Il nest souvent pas trés simple de comparer les deux versioS®PU#A2 . En effet, I'efficacité de
I'algorithme SPVIA2 dépend non seulement des objectifs & atteindre mais aussi des problétéss tra
Par exemple, dans les problémes pour lesquels une approximation intélieteeherche des pavés
acceptables) est d’une importance capitale, nous aurons plutét intdréis& une file comme structure
de stockage et d’'analyse des pavés intermédiaires. D'un autre cotdepproblémes oul I'on s’intéresse
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a une approximation extérieure ou globale de la projection, nous gagnaenotemps de calcul non
négligeable en utilisant une pile daBBVIA2.

5.2.5 Avantage de la décomposition en groupes

Notons que dans le pire des cas, la complexitéRIEA1 reste exponentielle quelle que soit la struc-
ture de stockage de pavés utilisée dans l'algoritBRE A2. Cependant la décomposition de contraintes
en composantes connexes (voir la remarque 5.6) apporte dans le éeal géme notable amélioration sur
la complexité deSPVIA1. Afin de le montrer, nous étudions la complexité des algorithmes de projection
suivant deux cas.

5.2.5.1 Sans la décomposition en groupes de contraintes

Rappelons qusPVIA1 permet de caractériser 'ensemble

X =Proj, (S)={p € [pl/Fqa € [d], f(p,a) =0}. (5.33)

Ici, la complexité deSPVIA1, dans le pire des cas, est donnée par

Ry ~ K (@) - (M) (5.34)

g 9
oun, etn, représentent respectivement les dimensions des flaMé&sq], /X correspond a une constante
de proportionnalité et définie la taille maximale d’'un pavé incertain (ccefficient de précision du sous-
pavage).
5.2.5.2 Avec la décomposition en groupes

Nous avons selon I'expression (5.17),
X = ﬂxi (5.35)

avec
Xi={pepll3d’c[d],g (p.a') = 0}. (5.36)
etr le nombre de groupes ou composantes connexes constituées. Dasdaeaamplexité dSPVIAL

k(200" 5 (209D)"

=1

s'écrit

avecngy, (ng = an ) qui correspond au nombre de parameétres non quantifiées damsdgroupe de

contraintes. Les parametres, n,, K ete sont définis de la méme fagon que dans le premier cas.
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Ainsi, nous établissons la relation qui justifie I'efficacité de la décompositi@oemposantes connexes.
Par conséquent, nous avons

Cspviar < Cspyras- (5.38)

5.2.6 Vers une meilleure approximation deX

Dans cette section, nous proposerons une méthode qui améliore ligdfidad approximation inté-
rieure, c’est-a-dire réussir a obtenir dans les mémes temps un ensepibkevolumineux.

Rappelons que pour prouver qu’un pdpéest inclus dan¥, défini selon (5.17), il suffit de trouver
un vecteurqy € [q] tel queCse ([p],qo) = 0, avecS donné par (5.1), nous disons alors dpé est
acceptable. Par conséquent, nous avons élaboré dans un premieueenpgthode de recherche locale
pour déterminer un vectedg. Dans un deuxiéme temps, nous avons mis en place une procédure afin de
trouver dans un pavé incertain, une partie acceptable.

5.2.6.1 Algorithme de recherche localel(SBI C)

La méthode de recherche locale est basée sur une recherche latatisées domaines sélectionnés
par critere deproximité La technique fonctionne de la fagon suivante. L'espace de rduhgff est
partitionné par bissection. Les centres des pavés obtenus sont tastésgmirer que

Cse ([p],m (Lq])) = 0 ouCs: ([p],m (R[q])) =0

avecL [q] et R[q] qui sont des parties de] telles que, le pavég] = L[q] U R[g] et les volumes

Vol (L[q]) = Vol (R]q]) = %[QD. Si aucun des centres ne convient, nous réitérons le procédé sur un
seul des deux paveés. Le critere pour le choix du pavé constitue urméédede la technique. Ainsi, nhous
définissons un critére de proximité entre deux paué¢st [v] € IR par,

(dp ([ua] , [vi])) - (5.39)

o [v) £ _max

avecyp ([us] , [vs]) = max (v; — v;,7; — ;). Grace a ce critére, nous avons principalement trois situa-
tions possibles pour les pavis et [v] (voir figure 5.9) :

— Cas (a): [v] C [u] = jp ([u] ,[v]) <O;

~ Cas (b): [v] C [u] = jp([u] . [v]) = 0;

— Cas (c)et(d) : [v] n’est pas inclus daris], d’ou jp ([u] , [v]) > 0.

Dans le cas d’ensembles définis par des inégalités duftypeq) € [y], avecp € [p] etq € [q],
nous sélectionnons aprés chaque bissection le pavé dont I'imafegida plus "proche” (au sens d’'un
critere de proximité plus petit) du pavg|. Les détails de la méthode de recherche sont donnés par
I'algorithme LSBIC (Local Search By Interval Computatiprl existe deux principaux critéres d’arréts



84 CHAPITRE 5 — Projection d’ensembles
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Figure 5.9 — Critére de proximité pour les payéget [v] dans différentes situations.

pour LSBIC, si d’'une part le centre d’'une partition correspond a l'une des sokitiecherchées et si
d’autre part, le dernier pavé de recherche est jugé trop petiy) > ¢).

Algorithme : LSBIC (Entrées: [p], [q];Sortie: qp)
1 | Tantque (w([q]) > ¢) faire

2 vy < [£] (Ip] . (L [a);

3 ]y < [£]([p], m (R[d]));

4 Si (o ([v], [v]1) <o ([¥], [¥]5)) :

5 [a] — Lq];

6 Sinon : [q] < R][q];

7 | Fintant que

8 | Si (Cxc([p],[q]) =0) :renvoyer  m([q]);
9 | Sinon :renvoyer 0;

10 | Fin.

Remarque 5.12.La méthodd.SBI C ne converge pas nécessairement vers une solution méme lorsque
celle-ci existe, cela est dii a un critére de proximité qui ne garantit pasiaargence de I'algorithme. I
existe des situations particulieres ou le critére de sélection conduit a uneadsgj. Nous reviendrons

sur cette remarque dans le chapitre 9.
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Retenons globalement que la méthode a I'avantage, d’'une part d'étoemidexité polynomiale,

Crserc (n) =n-In <M) : (5.40)

D’autre part, il est possible d'utiliser la méthode pour I'estimation de paraméd#es des domaines de
recherche continus. A ce sujet, nous traiterons dans le chapitre 9pplieation de ces résultats a la
conception de filtres numérigues et analogiques.

5.2.6.2 Approximation intérieure (I AVI C)

En ce qui concerne la méthode d’'approximation intériédkdC (Inner Approximation Via Interval
Computatioh. Comme nous l'avons déja expliqué, I'approche vise a déterminer un gEeptable
[p];,dans un pavé incertaip|. Le principe utilisé est décrit comme suit. Nous commengons par vérifier
I'acceptabilité des faces dép|, pour cela nous pourrons mettre a profit I'algorithbh®BIC. Dés que
nous trouvons une face acceptable pigur I'épaisseur de la face est augmentée de facon progressive.
L'objectif est de rechercher un grand pavé acceptable a partir dedaFeisie (voir les illustrations sur
les figures 5.10a et 5.10b).

D2, Pz,
‘ ] [Plin
P \ Do
/[p]zn
p| % p| X
P, p’{ D1 271 pr D1 D1

Figure 5.10 — Approximation intérieure.

L'algorithmelAVIC admet en entrées : les domaines d’appartengsioet [q] des paramétres et
q, un indice: qui désigne 'axe dép| orthogonal & la face considérée pour I'approximation intérieure.
En sortie, nous avons une lisfg, qui contient des parties acceptablegple Nous avons congu un algo-
rithmelAVIC qui utilise deux routinedAVIC L etIAVIC_R qui déterminent les pavés acceptables
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a partir de faces situées respectivement aux extrémités gauche et dricébesd de [p|.

Algorithme : IAVIC (Entrées : 4, [p], [q]; Sortie : Lin)
1| L < IAVIC_L (4, [p],[q]) UIAVIC R (s [p],[a]);

2 | Renvoyer L;,;

3 | Fin.

Nous revenons ici sur quelques détailsl&®IC_L . Quant a I'algorithmdAVIC R , son fonctionne-
ment est similaire a celui dAVIC_L . Notons qu’il ne suffit pas de trouver un vecteur quelconggle
pour une face acceptable, il s'agit de déterminer un veefgqui reste valable lorsque nous augmentons
I'épaisseur de la face. Nous utilisons pour cela, la stratégie suivants. denons un poir situé sur

la face a I'extrémité gauche de I'axelu pavép]. L'objectif premier étant de trouver un vecteyjy afin
que notre critére de proximité soit le plus faible possible. Nous cherchmrsad < [q] tel que d’'une
partf (p, qf) € [y] qui se traduit pa€x- (p, qf)) = 0 et d’autre part

ap = min||f (p. a0) —vell, (5.41)

avecyc = m([y]). Nous considérons ci-dessus un pginplutot qu'une face car I'évaluation des
fonctions d’inclusion est plus précise et les contracteurs sont pleaets.

Algorithme : IAVIC_L (Entrées : 4, [p], [q]; Sortie : Plin)
1 |p+ (Ql,...,gi,...,;gnp>T;

2 | qo < LSBIC (p,[d]);

3 | Si (qo=0) :renvoyer ;

4 [ﬂ — [p1] x ... x [Bi’]_)z} X .. X [pnp] :

5 | Si (Cx([p] x [a]) =0) :renvoyer 0

6 | p—Ds

7 | Répéter

8 [E] — [p1] x ... x [Bpp] X oo X [pnp] ;

9 Si (Cxe ([p] x @o) =0) :renvoyer [p];
10 Sinon p=m gi,p]) ;

11 | Jusqu'a <w ([}_Di,pD < s);

12 | Fin.
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IAVIC_R (Entrées : i, [p], [q]; Sortie : Pl;n)

P — <ﬁ1, s D ...,ﬁnp)—r;

qo < LSBIC (P, [q]);

Si (qo =0) :renvoyer {);

] < [p1] X o X [P3 i) X oo X [P0, ] 5

Si (Cx([p] x [a]) =0) :renvoyer 0

P p;

Répéter
] < [p1] X ... X [0, 5] X ... X [pn,] ;
Si (Cxe ([p] x qo) = 0) :renvoyer  [pl;
Sinon p < m ([p,B]);

Jusqua  (w([p,pi]) <e);

Fin.

©O© 00 N O o b~ WN P
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5.2.7 Cas particulier

Dans le cas ou
X={pl3q, f(p,a) =0}, (5.42)

avecf définie deR™ dansR, la caractérisation dEC X (approximation intérieure) nous pose un veri-

table probleme. En effet, pour une fonction d’inclusjghet un pavé non ponctugb| (w ([p]) > 0), il
est difficile, voire impossible de trouver, grace au calcul par intervallesiecteurq* € R™ tel que :
[f]1(Ip],qa*) = 0. De méme, il n'est pas simple de réaliser un contracfgur Afin de résoudre ces
problémes, nous avons recours au théoréme suivant,
Théoreme 5.13.Soit une fonction continuk : D — R, avecD un compact d&™, il existew € D tel
queh (w) =0si
Ju,v € Dtelqueh (u)-h(v) <0. (5.43)
Ainsi, pour prouver qu’un pavip], est acceptablgip], C X), il suffit de trouver deux vecteurs
etqy € [q], tel que :
vp €[ply, f(p,a;) > 0etf(p,qy) <O (5.44)

ce qui revient pour nous a montrer que,
[f1([ply» a1) € [0, +00[ et [f] ([ply, q2) € ]—o0,0]. (5.45)
Nous en déduisons que

X = {p|3ai,3q, f(p,q;) >0etf(p,qy) <0}
= X;NXsy

(5.46)
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avec
X1 ={pl3q, f(p,q) >0} (5.47)

et

Remarque 5.14.En ce qui concerne les contraintes de tyfig,q) = 0 avecf une fonction vecto-
rielle définie deR™ dansR™, une méthode simple consiste a déterminer une seule équation a partir
de toutes les autres contraintes. Des substitutions de variables ainsi guratepulations algébriques
sont effectuées afin d’obtenir une équation qui contienne les informatemndifférentes contraintes. La
solution proposée dépend en grande partie de la simplicité des exprest@arcontraintes, de ce fait
notre méthode n’est pas applicable dans un cadre général. Une neétféodtrale pour ce probleme fait
I'objet d’études récentes.

5.3 Perspective

Dans cette section, nous présentons une autre piste pour calculerprogimation intérieure et
extérieure de la projection d’ensembles définis par des inégalités.

Revenons a I'ensemblig défini selon (5.1), nous désirons trouver des conditions suffisaotes p
montrer qu’un pavép] est acceptable ou inacceptable pBus Proj, (S).

Jusgu’a présent, nous avons mis au point des méthodes pour rezhanchecteury, € R" tel
que :Cse ([p].q0) = 0 ([p] X 9o C S). Une autre approche consiste & considérer un veqtelont les
composantes sont linéairement dépendants de cepxeus avongy = A.p, avecA € R"«*"» une
matrice a coefficients réels. Le pajyd est acceptablgif| C X) si,

Vpelp], f(p,A.p) €[yl (5.49)

gui revient a montrer que :
Cse ([p], A.[p]) = 0. (5.50)

Dans le méme tempfp| est inacceptabldg] C X°) si,
Ipepl, 7(p,Ap) <0 (5.51)

our (p,q) est donnée par (5.11). Dans la pratique, on démontre I'expressidr),(Brbtestant les dif-
férents coins du pavip|. Nous obtenons ainsi une condition supplémentaire pour prouvejpd@st
inacceptable.

Nous relevons que si la méthode nous parait intéressante, elle n’estrpds a mettre en oeuvre.
En effet, comment choisir les coefficients de la matrk® Pour s’assurer d’'une efficacité réelle de
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la méthode, une connaissance sur la topologie de I'ensemble projeté geutilétpour "choisir" les
coefficients deA. A ce stade, nous n'avons malheureusement pas réussi a trouverétinede ou une
heuristique convenable pour déterminer, dans un cadre d’applicatoésal, la matrice\.

5.4 Conclusion

Nous avons contribué dans ce chapitre a une étude approfondie didetipn d’ensembles. Ces
études nous ont permis d’automatiser, de généraliser et d’améliorecleptate projection d'ensembles.
A cet effet, nous avons associé pour la premiére fois, d’'une part ld®des d'analyse syntaxique, la
mise sous forme d’arbre des contraintes et, d’autre part, le calcul pavalhs et la propagation de
contraintes qui permettent d’'obtenir des résultats garantis. Ceci narsnisple dévélopper le solveur
Pro2D dont nous avons présenté les différentes étapes de concepiiose@tons 5.2.1, 5.2.2, 5.2.3,
et 5.2.4). D’'un autre c6té, nous avons proposé une méthode de complayitémiale afin de réaliser
une meilleure approximation intérieure. Lors de la réalisation de cette méthpdkEalAVIC , il est
tout a fait concevable d'utiliser une heuristigue mieux élaborée a la platalglertihme LSBIC (voir
section 5.2.6.1). L'idée étant de combiner, les techniques intervalles uitigsent la satisfaction des
contraintes et une heuristique qui privilégie a travers un critére, les "meahé zones de recherche
pour les parametres quantifiées. Le chapitre suivant fera I'objeplicagions concernant la projection
d’ensembles. Sur les différents exemples, nous donnerons les éléraectsngaraison et d’'analyse
entre les différents algorithmes de projection (avec et sans l'utilisation detloode@AVIC ). Ainsi,
nous verrons dans quelles conditions I'algorith®¥IC peut étre efficace.
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CHAPITRE 6

Quelques exemples
d’application

De nombreux problémes d’automatique nécessitent l'identification de paesnigtrertains qui
obéissent a des contraintes de type équations ou inéquations non lin@aiirepar exemple
[Jaulin et al., 2001], [Barmish, 1994], [Milanese and Vicino, 1991], [§Valter and Pronzato, 1997]).
Pour résoudre ce genre de probléme, il est possible de caractaisen pous-pavagéc’est-a-dire
une union de pavés) I'ensemble des paramétres qui satisfont les cta#tiaiposées. Pour des raisons
de rapidité de calcul, au lieu de chercher I'ensemble de tous les paramétagstablesnous allons
chercher a encadrer leur projection.

Nous avons fait le choix de présenter des problémes désormais acadgn@@s problémes en
apparence différents seront tous ici abordés dans le cadre dédatjmod’ensembles. Ceci nous permet
de montrer, a terme, en quoi la projection d’ensembles constitue une hppnbéressante pour traiter
différents problémes d’automatique. Nous en profiterons pour comparaigorithme$SPVIA associés
a latechnique d'approximation intérieuVIC , cette méthode est développée dans la partie précédente
(voir chapitre 5). Pour cela, une étude de performance des méthodésyéagseront réalisées pour
chaque exemple traité.

Les résultats que nous présenterons ici ont fait I'objet d’'une publicffiao et al., 2003].

6.1 Estimation a erreurs bornées

L'estimation ensembliste consiste a déterminer un ensemble de modéles de systépatbles
avec un certain nombre de contraintes. Rappelons que ces contraimnestp&tre décrites soit par des
inégalités non linéaires, soit par des expressions plus complexes (loislbbhijité ou contraintes de
type floue). Nous parlerons de problémes d’estimation a erreurs lsdaorégue les sorties des modéles
sont soumises a des bornes d'incertitude. Ici, les méthodes propostdmsées sur la caractérisation
d’ensembles par des approches intervalles.

91
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6.1.1 Probleme de Milanese et Vicino
6.1.1.1 Présentation

Ce premier exemple est tiré de la publication [Milanese and Vicino, 1991kt Itléfini par deux
caractéristiques principales :
— Modéle du processus Il s’agit ici d’'un processus non linéaire qui dépend de la variakeliede 4
parametre®q, po, p3, ps. Le modele théorique du processus s'écrit

ym(p, t) = p1 exp(pat) + p3 exp(pat), (6.1)

T
avecp = (p1,p2,p3,P4) -
— Contraintes a satisfaire :Les contraintes imposées au systéme s’écrivent

ym(p, ti) € [yi], Vie{l,..,10}, (6.2)

ou [y;] correspondent aux intervalles d’incertitudes associés aux temps deemeses données
du probleme sont rassemblées dans le tableau ci dessous.

it [yi]

1 | 0.75 | [6.9205, 7.8595]

2 | 1.5 | [3.7855,4.3045]

3 2.25 | [1.553,1.927]

4 3 [—0.00785,0.20185]
5 | 6 [—2.7985, —2.3415] (6.3)
6 |9 | [-2.9455, —2.4745]
7 13 [—2.2735, —1.8665]
8 |17 | [-1612, -1.268]

9 |21 |[-1.120,-0.831]

10| 25 | [=0.793, —0.527]

Les paramétres sont supposés appartenir au pave
[p] = [2,60] x [0,1] x [=30, —1] x [0,0.5]. (6.4)
L'ensemble des paramétres acceptables est donc donné par
S={p€lpll ym(p.t:) € [yi], i=1,..,10}. (6.5)

Milanese et Vicino ont proposé une méthode dans [Milanese and Vici8d] pdur déterminer un
pavé qui contiens$. lls ont obtenu en 8mn sur un PC 386Mhz I'inclusion suivante

S c [17.2,26.9] x [0.3,0.49] x [—16.1, —5.4]

(6.6)
% [0.077,0.136] .
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Ici, notre approche consiste a caractériser les projecgpgle S suivant les parametrgs, p;, avec;
etk € {1,2,3,4}. Ces projections s’écrivent :

]P)ij — PrOj(pjpk) (S) . (67)

Pro2D génere les sous-pavages gris et noirs qui encadrent les ens@mnbldigure 6.1a) e, 4 (fi-
gure 6.1b). L'intérét de ces caractérisations consiste a choisir utecd@iparametres dans les ensembles
P;x (J, k € {1,2,3,4}), puis de réaliser, par des projections successives, une estimatipardestres

manquants.
D3 j2!
-1 0.5
-8.25 L
-15.5} 0.25}
-22.75 -
-30 1 " 0 1 1 1 2
2 16.5 31 455 Gopl 0 0.25 0.5 0.75 1 p

(a) (b)

Figure 6.1 — Caractérisation @ 35 et dePs 4.

6.1.1.2 Performances des méthodes employées

Nous allons analyser sur I'exemple ci-dessus, I'efficacité des ditigsearersions des algorithmes
de projection présentés dans le chapitre précédent. Les étiquettegessax versions dePVIA sont
décrites comme suit,

— Cas (1) :SPVIA2(Pile) , sans méthodAVIC ;

— Cas (2) :SPVIA2(Pile) , avec méthod®AVIC ;

— Cas (3) :SPVIA2(File) , sans méthodAVIC ;

— Cas (4) :SPVIA2(File) , avec méthod®AVIC .

Pour les cas ci-dessus, les dénominatiBile ou File correspondent aux structures de stockage
des pavés intermédiaires associés aux variables quantifi®sus nous intéressons particuliérement a
la caractérisation d&; 4. Notons VoI(EzA) et Vol (02 4), les volumes respectifs de I'approximation
intérieure et de la frontiére poi, 4. Les résultats obtenus a l'issu des tests RWPD sont consignes
dans les tableaux 6.8 et 6.9. Ces tests ont été effectués sur un Pentiufdz1.8G
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Vol (P, ) (x10%)
t Cas(l)| Cas(2) | Cas(3)| Cas (4)
2s 0 0 0 0
10s 0 0 0 0
50s 0 0.1315 0 0
Imn | 1.39324| 0.28536 0 0
1mn 30s| 2.7754 | 2.1112 0 0
2mn 10s| 4.18336| 3.8425 0 0
3mn | 6.49384| 6.4874 0 0
3mn 30s| 6.7513 | 6.5661 0 0
4mn 6.75127| 7.6265 0 0
4mn 30s| 6.7512 | 11.84569 0 0
5mn 7.308 | 15.01069 0 0
6mn 8.662 | 15.0107 0 0
8mn 8.9091 | 16.469 0 0
9mn 9.0255 | 19.6569 0 0
10mn 9.43 20.2 0 0
Vol (OP34) (x10%)
t Cas(1)| Cas(2)| Cas(3)| Cas(4)
2s 10.02 11.3 17.5575| 18.901
10s 5.55 6.183 12.01 | 15.525
50s 45433 | 4.9747 | 8.8635 | 9.7127
Imn 4.30544| 4.7074 | 7.576 7.9813
1mn 30s| 4.1012 | 4.3524 | 6.9626 | 6.98362
2mn 10s| 3.87 4.133 | 6.8683 | 6.963
3mn 3.6153 | 3.77476| 6.6461 | 6.6757
3mn 30s| 3.581 | 3.74466| 6.04337| 6.01935
4mn 3.552 | 3.6231 | 5.89166| 5.891664
4mn 30s| 3.53973| 3.183 | 5.70214| 5.702136
5mn | 3.47133| 2.82 5.5813 | 5.589166
émn | 3.32834| 2.79462| 5.58121| 5.58121
8mn 3.27438| 2.6241 | 5.57957| 5.579574
9mn | 3.25847| 2.2904 | 5.56646| 5.566618
10mn 3.213 | 2.2031 | 5.222 | 5.221877

(6.8)

(6.9)
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Nous analysons puis comparons a travers les variations dans le tempb(@gﬁl\)oet Vol (OP; 4),
les performances des 4 versions de SPVIA. La méthode est jugéeefiingperformante lorsque son
comportement présente d'un cbté, une rapide augmentation ({@2\@, puis de l'autre une rapide
diminution de VoI(0P3 4).

Dans notre exemple (voir figures 6.2), nous illustrons au mieux la compétitiomlea méthodes (1)
(SPVIA2(Pile) ) et (2) SPVIA2(Pile) + IAVIC ). Sur l'intervalle de temp§), ¢1], la méthode (1)
est nettement plus efficace que les autres méthodes. La figure 6.2a ipdigrda méthode (1) au dela
det;, une augmentation du volume &g , supérieure a celle de la méthode (2). Au delddevoir la
figure 6.2b), la méthode (2) devient la plus performante des 4 méthodes.

Au bout d'un certain temps, nous constatons que la méth®dEC améliore la caractérisation de
P, , ce qui entraine globalement une meilleure caractérisatid gdeAinsi, une procédure qui favorise
une meilleure approximation intérieure provoque au cours du temps, use baisombre de partitions
réalisées sur des domaines des variables quantifiées. Cette baissaeeiaudant plus forte que la
dimension des domaines de recherche est élevée.

Vol (EZA) Vol (8[?’274) .
(x107) A cata | T (1) :SPVIA2 (Pile)
25| “ — (2):SPVIA2 (Pile) +IAVIC
18f
i
20} ‘G‘ii.,‘ - - (3) :SPVIA2 (File)
141'_’\__
15 2| ——== (4) :SPVIA2 (File) +IAVIC

51
- . . : - >
100 200 300 400 500 600 ” 0 100 200 300 400 500 600
° t(s) b2 t(s)

(@) (b)

Figure 6.2 — Performances des métho&®/IA. A gauche, les variations en fonction du temps de
Vol (P, 4). A droite, I'évolution du volume déPs 4.

6.1.2 Probleme avec temps de mesure incertains
6.1.2.1 Contexte

Nous allons maintenant traiter un cas similaire a I'exemple précédent. Le m&&#ie s

ym (p,t) = 20 exp (—p1t) — 8exp (—pat) . (6.10)
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Cette fois-ci, les instants de mesure sont incertains. Le tableau des inesytiud et y est donné

ci-dessous.
i | [t] [yi]
1 | [-0.25,1.75] | [2.7,12.1]
2 | [0.5,2.5] [1.04,7.14]
3 [1.25,3.25] [—0.13, 3.61]
4 112,4] [—0.95,1.15]
5 |[5,7 [—4.85,—0.29] (6.11)
6 | [8,10] [—5.06, —0.36]
7 | [12,14] [—4.1, —0.04]
8 | [16, 18] [—3.16,0.3]
9 | [20,22] [—2.5,0.51]
10 | [24,26] [~2,0.67]

La figure 6.3 constitue une représentation graphique des rectanglesrtitinde associés.

Y
14|

4 Jguues
0 5 10 15 20 25 t

Figure 6.3 — Représentation des barres d’'incertitude associées aemrseety dans le cadrél, 26] x
[—7,13].

L'ensemble des parametres acceptables s’écrit

S = {pepll3t€ta], ym(p,t1) € [11],

(6.12)
..., dtyp € [tlo], YUm (p,tlo) € [ylo}}'
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En regroupant les quantificateurs existentiels, il vient

S = {pE [p”ﬂtl S [tl],...,ﬂtlo € [tlo],

(6.13)
Ym (P, t1) € [Y1], -, ym (P, t10) € [y10]},
gui peut aussi s’écrire sous forme vectorielle
S={pelpl/Itelt], ym(p) € [y]}. (6.14)
On reconnait I'expression de la projection d'un ensemtflehapitre 5) :
S = Proj, {(p,t) € [p] x [t], ym (P) € [y]}- (6.15)

Pour[p] = [0,1.2] x [0, 0.5] et une précision de = 10~3, PRO2D génére en 40 secondes, le sous-
pavage de la figure 6.4. Les pavés noirs et gris encadrent I'enseohitiers. Notons, que ce probléme a
éteé résolu, par des techniques similaires dans [Jaulin and Walter, 16Q8]yenons ici de montrer pour
la premiére fois que I'estimation avec temps de mesure incertains, dans urte@ntareurs bornées,
est un probleme de projection d’ensembles.

p2
0.5
0.25-
0 : ' : P1
0 0.3 0.6 0.9 1.2

Figure 6.4 — Sous-pavage obtenu pour le probléme d’estimation avec desdempesures incertains.
Le paveé de recherche d6t1.2] x [0,0.5].
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6.1.2.2 Performances de SPVIA

Tout comme dans I'exemple précédent (section 6.1.1), nous avonsdelesées tableaux qui suivent
les évolutions des volumes 8eet 9S (Vol (S) et Vol (0S)), ceci pour les 4 versions &PVIA.

Vol (S)

t Cas(1)| Cas(2) | Cas(3)| Cas (4)
2s | 0.06163| 2.5810* | 0.0128 0

5s | 0.09251| 0.0205 | 0.064 | 0.03486
10s | 0.10296| 0.0673 | 0.0832 | 0.06337 (6.16)
20s | 0.11 0.0879 | 0.0978 | 0.08496
40s | 0.114 0.1017 | 0.1046 | 0.101
Imn| 0.1153 | 0.10456 | 0.10898| 0.1033
3mn| 0.118 0.1125 | 0.11405| 0.111

Vol (0S)

t Cas(1l)| Cas(2)| Cas(3) | Cas(4)
2s | 0.0736 | 0.17 | 0.12959| 0.15115
5s | 0.0331 | 0.1413 | 0.06603| 0.1063
10s | 0.02 | 0.07523| 0.0419 | 0.06755 (6.17)
20s | 0.0109 | 0.043 | 0.02503| 0.04197
40s | 0.00636| 0.0248 | 0.01666| 0.0217
1mn | 0.00452| 0.01976| 0.0116 | 0.01876
3mn | 0.00136| 0.00883| 0.0056 | 0.00922

Les résultats dans les tableaux indiquent une nette efficacité des méthpdeg?). Nous sommes
ici dans un cadre ou la dimension de I'espace de recherche des vampiaietifiées est relativement
faible, il s’agit de la résolution de 10 problémes d’estimation a 3 paramétoes@ nous en avons fait
la remarque ci-dessus, 'amélioration due a la métHadBC est effectivement atténuée. Comme nous
I'avons expliqué dans le chapitre 4, I'algorithiB@VIA, avec une structure de stockage de type File, ne

sont efficaces qu’en dimension élevée et pour des ensembles volumineux

6.1.3 Application de distributions étendues aux intervaks

Revenons sur le probléme d’estimation de parameétres de la section (6.1elyakiente a ce pro-
bléme consiste a déterminer les modéles qui sont compatibles non pas avede®uetmntraintes (6.2),
mais avec au moink; et au plusk, contraintes; < ko < n). Pour cela, nous reformulons notre pro-
bléme d’estimation de paramétres en utilisant la distributidm) qui se nomméonction porte Cette
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fonction est définie par

lsize -1 1
7 (x) = .a; =53] (6.18)
0 sinon.
Grace a des manipulations algébriques, les contraintes (6.2) s’égant= 1,2, ..., n,
Yity,
1 ,t. = 1
Lol T 1 (6.19)
2 Ui — Y, 2
En utilisant la fonctionr (), (6.19) devient
Yity,
’t, _|_ =
YN0 el Y (6.20)

Ainsi, quelque soitt € [k, k2], les modélegm, (.) compatibles aveé contraintes sont définis par
I'ensemble des paramétrpgels que :

ZW (ym (pltz) i ) € [k1, ka]. (6.21)

i=1 Yi =Y,

)

Remarque 6.1. Afin d’intégrer la fonctionz = 7 (z) dans nos algorithmes de caractérisation d’en-
sembles, il est relativement facile de réaliser un contracteuypour I'ensemble :

Z={(z,2)|y = ()} (6.22)

6.2 Analyse de sensibilité

Pour les notions sur lidentification et I'analyse de sensibilité, le lecteurrpae référer au livre
de Walter et Pronzato [Walter and Pronzato, 1997]. Nous nous inbeiess a l'identification de pa-
rametres incertains d’un systeme par minimisation d’un critére non convesea€kultats obtenus par
des méthodes d'optimisation locales dépendent le plus souvent des canditt@ies. Ces méthodes
convergent parfois vers des optimums locaux qui peuvent étre élaigrsdes optima globaux. La dé-
marche que nous adopterons nous permet de visualiser les variatiatteduan fonction des paramétres
a l'intérieur de différentes régions de confiance. Cela nous aiderasaprononcer sur l'identifiabilité
du systeme a analyser.

Soit un systéme non linéaire dépendant de 2 paramgtretp, défini par

ym (P,t) = 100 exp(—p1t) + 101 exp(—pat). (6.23)

Supposons qu’aux temps
t=(0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10)", (6.24)
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nous ayons déterminer le vecteur des valeurs en sod&notre systéme en prenant comme parameétres
p; = 0.5 etpy = 1. Ces valeurs de sortie sont ensuite volontairement "bruitées”. Poareetple nous
avons choisi un bruit déterministe dans le but d’analyser le comportemenitére d’erreur. Les valeurs

de sortie bruitées; s’expriment en fonction des valeuysdu modeéle (6.23) par la relation

9i = E(yi +0.5), (6.25)

ou E(x) représente la partie entiére du reedty; correspond am (p*,t;) pouri = 1, ..., 10.
Nous déduisons de ce qui précede que I'ensemble des mesures lesitdesnée par le vecteur

¥ =(201,98,50,27,15,9,5,3,2,1)". (6.26)

NB: il aurait été possible de choisir un bruit aléatoire de type uniforme, gayssc
Le critére d’erreur s'écrit

i@)=llym(®P) = Il = max |ym(p,t:) — il (6.27)

i=1,...,10

A priori, il pourrait exister plusieurs optimums globafixdans ce cas le systéme ne serait pas globa-
lement identifiable. Afin de visualiser le défaut d'identifiablité ainsi que Iasibiité de cet optimum
global pour une variation infinitésimale du critére, définissoégiiraphede j (p)

E={(p.j) €lpl x [j]|i(p) <j}, (6.28)

avecp] = [0, 3]*? et [7] = [0, 5]. Retenons que notre objectif n’est pas de réaliser un estimateur robuste,
nous voulons simplement observer les variations de I'épigraphe en foltio bruit de mesure associé.

Les sous-pavages blancs et noirs sur figure 6.5 caractérisenfdatimo de I'épigraphé suivantp; et

J (Proj,, 5 (E)). Cette figure suggére I'existence de deux minima globaux. Une analysengcise de

ces sous-pavages montre I'existence d’un seul minimum global repégsaarie pic de gauche, le pic de
droite étant un minimum local. Cette figure illustre le fait qu’une infime variatiorritére, par exemple

due a une légére modification du bruit de mesure, peut engendrer un pptobal complétement
différent.

Remarque 6.2.Dans le cadre de la caractérisation de projection d’épigraphe, il essimbs d’améliorer
considérablement I'approximation intérieure de Prgj(E). Nous procédons de la fagon suivante. Pour
chaque partition de domain%_yi,@} . X [i, j} R il suffit de montrer que la face inférieure est acceptable
pour prouver que le partition entiére est acceptable. Nous avons

ce: ([p, 7] X j,) = 0= ce([p, 7] o 3.7] 1) =90, (6.29)
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2.5

0 L 1 1 1
0 05 1 1.5 2 P

Figure 6.5 — Pavage caractérisant la projection de I'épigraphe du cfitgyedans I‘espace{pl,j) €
[0, 3] x [0, 5].

Sur un Pentium 1.8 GHz, les résultats sur les performances des méth@@le¥ldesont présentées
dans les tableaux 6.30 et 6.31.

Vol (S)
t Cas (1) Cas (2) Cas (3) | Cas (4)
2s 0 0.00376 0 0.00376
10s | 0.693226 | 0.685462 | 0.27736 | 0.67143 (6.30)

40s | 1.78605 | 1.5910323| 1.476125| 1.534351
2mn | 2.3791446 2.15 2.1468 | 2.12135
smn | 2.534267 | 2.45733 | 2.403855| 2.45276

\ol (9S)
t Cas(1)| Cas(2) | Cas(3) | Cas(4)
2s | 2.777 | 3.512413| 2.80965 | 3.51241
10s | 2.01738| 2.13344 | 2.45402 | 2.147224 (6.31)
40s | 0.9069 | 1.133823| 1.22667 | 1.19232
2mn | 0.3047 0.55 0.543257| 0.58176
5mn | 0.14543| 0.231963| 0.2798 | 0.236422
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Rappelons les différentes étiquettes,
— Cas (1): SPVIA2(Pile)

— Cas (2): SPVIA2(Pile) + IAVIC

— Cas (3): SPVIA2(File)

— Cas (4): SPVIA2(Pile) + IAVIC

6.3 Conception de robot

Dans cette partie, nous allons montrer et ceci constitue une des contridéiootre theése, que cer-

tains problémes de conception de robots sont des problémes de projéetisandbles. A titre d'illus-

tration, nous allons considérer un exemple inspiré de I'article [Merlet,]1998agit de concevoir un
robot (type grue de chantiers) constitué de 2 axes et de 3 articulatimide® (voir figure 6.6). Plus

précisément, il nous faut déterminer les longueyrst ¢, des 2 axes qui permettent a I'organe terminal
du robot d’atteindre simultanément un nombrele pointsx’ dans I'espace. Les couplés, /) admis-
siblesa priori sont contenus dans un pave nof = [¢;] x [¢2]. Les angles de rotation des articulations

61,02, etf3 doivent appartenir respectivement aux trois intervgles, [6;] et[6s].

20
1
9 b =
idP) by ‘
l i
1 62
°2
/] ‘el *
. : 92
x" Yo
L] ° X3
X
Zo

Figure 6.6 — Situation des axes du robot dans I'espace tridimensionnel.

Le modéle géométrique direct du robot (voir [Dombre and Khalil, 1999ne¢ d’exprimer la po-
sition de I'organe terminak en fonction du vecteuf = (6,65, 65)" des variables articulaires et du

vecteur des longueuts= (41, EQ)T. L'expression associée s’écrit sous la forme :

x =f(1,0), (6.32)
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avec
(€1 cos Oy — Loy sin (02 + 03)) cos 01
£(1,0) = | (f1cosfy —losin (B +03))sind; | . (6.33)
01 8in 0y + 5 cos (02 + 63)
L'ensemble des vecteulsacceptables est

S = {1e[]|Vi<m, 3¢ € g, x' =£(1,6°)}
= {lel] |30 g, x! =£(1,0%), (6.34)
L30me|], xm =f(1,0m)}.

En rassemblant les quantificateurs existentiels, il vient

S = {1el][3 (#'...,0m) €[] x---x [0],

(6.35)
x!=f(L6Y),..., x™=1£(1,6m)},
qui peut s’exprimer en terme de projection par
S = Proj{(1,6%,...,6™) € [1]x [6]*™

xL=f£(1,60Y),..., x™=f(1,0m)}.

Nous avons choigi pointsx’ & atteindre par le robot dont les coordonnées sont données daniséitab
ci-dessous.

1| X

1] ( )

2| ( )

31(0,0,1)7 (6.37)
4 ( )

5 ( )

6

Considérons 4 situations pour lesquelles les angles de rot#fi@at soumis a des contraintes de
butées.

- Cas (a): [0] = [-7, ] x

[—m, 7] x [, 7;
— Cas (b): [0] = [ 1 [~ 7] [ Fap i
—~ Cas (c): [0] = x [=5. 5] x [=m.7];

— Cas (d): [0] = [—ﬂ',ﬂ x [-%,2] x [-5,5].

L'espace de recherche des longuefjret ¢, choisi pour les 4 cas estpiori le pavé[l] = [0,2]*2.
A lafin du calcul, les ensembles de coup(és ¢2) solutions sont délimités par les sous-pavages en gris
(cf. figure 6.7 a, b, c, d). Sur un Pentium 1.8GHz, les temps de calcul sordrded’de : (a) 10mn, (b)

25s, (c) 5s, (d) 0.5s et pour une précision fixég. & 10~2. Notons que la figure 6.7d représente un
amas de pavés, quasi-ponctuel et centrélet252, 0.9908).
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(@) (b)

(c) (d)

Figure 6.7 — a, b, c et d Pavages caractérisant 'ensemble des losaglieds) qui permettent au robot
d’atteindre les points’. Les cadres correspondent au péyé- [0, 2%

6.4 Commande robuste

Ce probleme de commande robuste provient de [Braems, 2002]. Ndumndéstabiliser un systéme
(X1) dont la fonction de transfert est donnée par

, _ na
(El) 'H(qu) - (QQS + 1) (82 + g3s + q?2’) (638)

ouq = (q1, g2, qg)T est le vecteur des paramétres incertains supposé appartenir dgjpavé.9, 1.1] x3,
Afin de stabiliser ce systéme, nous utilisons une commande de type propeligogtrintégrale

(%2) :C(p,s) =p1 + % (6.39)

dont les coefficients; etp, peuvent étre choisis arbitrairement dans le gavé= [0, 12,
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(&)

Figure 6.8 — SystémgX; ) régulé par une commande proportionnelle - intégrale.

Le systeme bouclé, représenté sur la figure 6.8, a pour fonction déettans

O F 0= Tl O 640

Trouver une commande robuste consiste & déterminer les coeffigieattg, deC (p,s), afin que le
systeme en boucle fermée soit stable pour tous les paranigtres, Q3)T appartenant &|. Définissons
'ensemble

Sp={p €ld]|Vq €]q], (X) eststablé. (6.41)

La contrainte de stabilité du systeri®) peut étre transformée en inégalités de la fogrie,q) > 0
grace au critere de Routh. Ainsi,

Sp={p€lpllVa€lal, g(p,a) > 0}. (6.42)

Pour notre exemplg (p, q) est donnée par

q2
1+ q2q3

2 q292(1+p2q1)
(nga +q3 — Q—W) , (6.43)
(1+42¢3)°P1qa

(1+q293) (9203 +43) —a2q2(1+paq1)
2
P14143

1+ poq1 —

Notons

r (p,q) =min (91(p, q),92(P, 4);---,95(P, q)) - (6.44)

L'expression (6.42) devient :

Sp={p €[p]|Va €[d], 7 (p,q) > 0}. (6.45)
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Or, le complémentaire d&, dans[p] s’exprime par

S;, = {pelpl|-(Yaelq], r(p,q) > 0)}
= {pelpllJacld], r(p,q) <0}
= Proj, {(p,q) €[p] x [q]| 7 (p,q) < 0}. (6.46)

Nous retrouvons I'expression d’une projection d'un ensemble. Lacténisation deS;, dans le pavé
initial [p] nous donne un encadrementSjepar la méme occasion.

La figure 6.9 représente 3 sous-pavages. Les pavés noirs som¢adim deS;, donc a I'extérieur de
Sp. De méme la zone blanche est a l'intérieuiSest donc a I'extérieur dB,,. Les pavés gris indiquent
la zone frontiére ou encore la zone d’'incertitude. Ces ensembles oriitétéis par Ro2D.

P2

1

0.757

0.25+¢

0

0 0.25 05 0.75 1

Figure 6.9 — Caractérisation de I'ensemble des commandes roBygtasle sous-pavage gris. Le cadre
correspond au pavé, 1]*? dans I'espacéq:, ¢2).

A l'instar des exemples précédents, nous avons recueilli dans les talBi€auet 6.48, les données
concernant les performances des algorith®RYIA.
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Vol (S) (x10?)

t Cas(1l)| Cas(2)| Cas(3) | Cas(4)

2s 6.25 18.455 | 14.45313| 17.79585

5s | 6.34766| 19.5352| 15.2344 | 19.2987

10s | 7.3486 | 22.6815| 19.043 21.81 (6.47)
20s | 7.49512| 23.1 20.02 22.552

30s | 7.72705| 23.42 20.63 | 23.03741

40s | 7.9834 | 23.747 | 21.753 | 23.2869

2mn | 8.40454| 24.01 | 22.85351| 23.7921

5mn| 8.667 | 24.124 | 23.4359 | 24.01

Vol (9S) (x10?)

t Cas(l) | Cas(2) | Cas(3)| Cas (4)

2s | 22.07031| 20.34906| 14.9314| 20.653

5s | 20.84961| 14.6147 | 13.5111| 16.381

10s | 19.043 6.52 8.11924| 7.4627 (6.48)
20s | 18.4326 4.81 6.81614| 6.30327

30s | 17.981 3.543 | 5.93765| 4.3736

40s | 17.4927 | 2.393 | 4.2562 | 3.51535

2mn| 16.68 1.443 | 2.5034 | 1.84231

5mn| 16.18042| 0.9851 | 1.4766 | 1.26783

Il est intéressant dans ce cas, d’analyser les performanc8PEA a travers les figures 6.10a et
6.10b. Parmi les 4 méthod&PVIA, les méthodes (2) et (4) permettent d’obtenir la meilleure carac-
térisation pouSy. Tandis que la méthode (1) qui demeurait jusqu’a présent la plus effeaaegistre

le plus mauvais comportement. Ceci illustre, dans le cadre d’'un probléme audagion de I'espace

des variables quantifiéeg,( ¢2, q3 et q4) est relativement élevée, I'efficacité des méthodes qui utilisent

la procédurdAVIC par rapport aux autres méthodes. Nous expliquons ce phénoménasidécant

de facon séparée, les effets des algorith®BYIA et IAVIC sur un pavé. Le premier algorithme de

complexité exponentielle réalise, a partir de stratégie de partitionnement, traatear globalement

consistant (cf. chapitre 3), le second de complexité polynomiale permeitderiner un domaine ac-

ceptable dans un pavé. Rappelons qu’'un domaine acceptable est éatstitecteurs compatibles avec

nos contraintes. Il s’établit comme nous 'avons indiqué une compétition E#réeux algorithmes.

La réduction du pavé engendré pAWVIC entraine une diminution du nombre de bissections. Ainsi la
combinaison d&SPVIA et delAVIC permet, en grande dimension et pour des ensembles volumineux,
une amélioration notable des algorithmes employés.
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Vol (Sp) Vol (0Sp) | (1) : SPVIA2 (Pile)

(x10?) A (x102) A
— (2):spviAa2 (Pile) +IAVIC

P (3) :SPVIA2 (File)

2ol ~—= (4) :SPVIA2 (File) +IAVIC

50

(a) (b)

- . . . . . . 0 ) )
0 50 100 150 200 250 300 t (S) ) 100

Figure 6.10 — Performances des métho88%/IA. A gauche, les variations en fonction du temps de
Vol (PP, 4). A droite, I'évolution de VO(9P; 4).

6.5 Conclusion

Ce chapitre nous a permis de montrer que plusieurs problémes d’automatigiogi, completement
différents, se raménent au calcul de la projection d’un ensemble défidigs inégalités non linéaires.

Quelques exemples illustratifs ont été traités a I'aide HeRD. Les temps de calcul obtenus sont
malheureusement trés sensibles au nombre de parametres, phénomampel glie observé a travers
les exemples traités. En effet, il convenait d’'améliorer I'efficacité de remtheeur afin d'atténuer cette
sensibilité. Comme nous 'avons expliqué dans le chapitre précédent,éddesqambre de parametres a
estimer est important{ 4), la stratégie adoptée est basée sur la combinaison de méthodes intetvalles e
de certaines heuristiques. Ce procédé permet de trouver en un teropsiahie le ou les meilleurs jeux
de paramétres au sens du critére de proximité. Par conséquent, noasobgervé grace a des études
de performances, une amélioration des méthodes employées due a l'utilisatfaigdrithme d’'ap-
proximation intérieutAVIC . Ces améliorations sont perceptibles principalement pour les problémes de
grandes dimensions (cf. sections 6.1.1 et 6.4).

La plupart des exemples que nous avons vus, ici sont issus de la liteériadgr chapitres suivants
traiterons d’autres champs d’application du concept de projectionatidnes. Nous présenterons des
problémes sur la stabilité et la stabilisation des systémes a retards, sur la cargeaggstemes non
linéaires (bateau a voile) ou encore sur la conception de filtres. Nawssfeur ces problémes un réel
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travail de modélisation d’analyse et de conception. En effet, la fagconskr ghaque type de probléemes
permet d’envisager les méthodes de résolution les mieux appropriées.






CHAPITRE 7

Contribution a I'étude
des Systemes a retards

Les systéemes a retards ont une dynamique dont I'évolution a un instaré dépend de son compor-
tement passé sur une période finie. L'étude de ces systémes trouvemmhbdeeuses applications dans la
modeélisation et la commande de processus chimique, biologique, médicalnggarpde transmission
de signauxetc. (voir [Kolmanovskii and Myshkis, 1992]).

Dans le cas linéaire et lorsque les paramétres qui induisent les retatdsveoiants dans le temps,
I'étude de leur dynamique est basée sur celle de leur équation caraatérisiid est une équation algé-
brique transcendante. Fondamentalement, ceci a amené les cherciguésesser aux zéros d'un type
de fonctions complexes de la forme,

n m

P(s)= ZZaiksieT’“S, s € C, (7.2)

i=0 k=0

P (s) est appelé&uasipolyndmell existe a ce propos, de nombreux résultats concernant le test de stab
lité des quasipolyndmes ou de certaines familles de quasipolynémes (votepaple [Niculescu, 1996],
[Niculescu, 2001] et [Gu et al., 2002] ainsi que leurs référen@esucoup de ces travaux concernent
la stabilité robuste en fonction d’incertitudes paramétriques sur les coefficile quasipolynémes.
Un probléme classique consiste par exemple a déterminer les interiglles;;] C R de variation
des coefficientsy;, (pour: = 0,....,.n etk = 0,...,m), tels que la stabilité de la fonction carac-
téristique P (s) soit conservée a l'intérieur du pavé correspondant, avec un retacdnstant (voir
[Kharitonov and Zhabko, 1994] et [Santos et al., 2003]). Un autoblpme fréquemment abordé est la
stabilité robuste de systéme a retard en fonction de retards incertains.

Un quasipolyndmeP (s) est stable s'il existe un réel > 0 tel que toutes les racines de P (s)
soient a partie réelle strictement inférieure @ Ainsi, tester la stabilité pour un systéme a retards revient
a vérifier I'absence de racines a partie réelle positive de I'équationtéaistique. Une variante consiste
a vérifier que le transfert du systéme est borné a la droite de cette vediimbseisse-o. Ces tests sont
en général semi-analytiques et leur mise en oeuvre numérique peut @péexge ([Niculescu, 2001],
[Gu et al., 2002)).

111
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Dans ce chapitre, nous proposons d'appliquer les approchesefosdé I'analyse et le calcul par
intervalles aux systemes a retards, afin de caractériser leurs profoidti@snentales, et d’analyser la
stabilité robuste, la norm& ., de leurs fonctions de transfert ou encore de lieu des racines d'@it qua
polynéme.

Comme nous l'avons indiqué ci-dessus, la caractérisation de ces pregagtiamentales ont été
largement étudiées dans cette derniere décennie, avec I'obtention deensptméthodes numériques et
algorithmiques afin de résoudre des problemes classiques en automaliqéee ta stabilisation robuste
ou encore le rejet de perturbation. Cependant, les méthodes propes&agpliquent qu’a des classes
trés particulieres de systémes a retards et ces méthodes présentamrahdgs difficultés de mise en
oeuvre. Dans ce sens, "les approches intervalles” permettent dtappae solution globale et garantie
a certains problémes numériques. Les problématiques liées a ces systahuessjets de recherche
actuels (voir par exemple [Hohenbichler and Ackermann, 2003], [al.e1998], [Santos et al., 2003] et
[Vyhlidal and Zitek, 2003]).

Notre contribution a I'étude des systéemes a retards a fait I'objet des plidrisdDao et al., 2004]
et [Di-Loreto et al., 2005]. Ces études concernent les systemes dsrétaariants dans le temps. Les
travaux effectués ont permis de montrer que les techniques de camtmérainsi que de projection
d’ensembles sont adaptées aux problémes rencontrés, comme par ebesteplBabsence garantie de
zéros de quasipolyndme ou montrer qu’une fonction de transfert dadantale est bornée, principale-
ment quand les parameétres du systéme sont soumis a des incertitudes.

7.1 Généralités

Avant d’aborder les problémes auxquels nous allons étre confrdrgésble approprié de rappeler
quelques notions fondamentales sur les systémes a retards. Ainsi, ttarsecton, nous présenterons
guelques définitions ainsi que des éléments concernant la stabilité deneystdetards. Parmi, les
systemes linéaires a retards invariants dans le temps, nous distinguorzaeiment deux catégories :
les systémes a retard de typgardé et neutre.Une variante a ces systemes concerne les parametres de
retard qui peuvent étreommensurablesu non.

7.1.1 Définitions

Définition 7.1 (Systémes a retard de type retardé et neutre)un systéme linéaire a retards indépen-
dants du temps est un processus dont la dynamique est décrite par,

p p p

()= Ax(t—7)+ Y Eik(t—7)+ > Biu(t—m), (7.2)

i=0 =0 =0
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x (t) € R™ est le vecteur d’état;

u (t) € R est le vecteur des entrées du systéme;

A;, E; € R™*" etB,; € R™*™ représentent des matrices a coefficients réels;
7 € RT (i = 0, ..., p) sont les paramétres de retard.

Le systéme a retards (7.2) est dit type retardési, pour touti = 0, ..., p, E; est une matrice a
coefficients nuls. Dans ce cas, I'équation d'état devient,

p p

X(t)=> Aix(t—m)+ Y Biu(t—m). (7.3)

=0 =0
S'il existe, pourr; # 0, au moins un coefficent non nul pour les matrigs(: = 0, ..., p), alors le
systéme (7.2) est dit dgpe neutre

Définition 7.2 (Systéme a retards commensurables)Jn systéme dynamique est ditrétards com-

mensurablessi le rapport entre deux parametres de retard est rationnel, nous-ave Q, quelque soit
J

i etj. Ce type de systéme a retards possede des propriétés intéressantésyotmudu lieu des poles.

7.1.2 Rappels sur la stabilité des systemes linéaires

Les travaux de R. Bellman et J. R. Cooke dans [Bellman and Cooke, t668{ituent un ouvrage
de référence sur les systémes a retards et les questions de stabilitéinDsmgis de clarté, nous al-
lons reprendre les points principaux concernant les différents typetadilités de systemes linéaires a
retards.

7.1.2.1 Conditions de stabilité

En général, les systémes dynamiques admettent une stabilité qui pegyéinetotiqueénergétique
ou encore dite deyapunov Soit P(s) la fonction caractéristique d’'un systéme a retards, des conditions
suffisantes pour la stabilité asymptotique sont données comme suit,

— S’ilexistes < 0 tel queP(s) = 0 si et seulement si Rg) < o, le systeme est stable;

— S'il existes* € C tel que : Rés*) > 0 et P(s*) = 0, le systéme est instable.

La stabilité asymptotique d'un systéme est souvent difficile a prouver, anarss alors recours a la
stabilité dite énergétique.

Définition 7.3 (Stabilité energétique -L, stable). Une fonction de transfeft (s) est énergétiguement
ou L, stable si elle est analytique et bornée dans le plan complexe@iroit

Afin de démontrer qu’une fonction de transfert £st nous calculons la norm#E ., qui s’écrit,

Ho = sup |h(s)| < +o0. (7.4)
Re(s)>0
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Pour des raisons de simplicité, (7.4) est valable pour des systémes décdesgonctions de transfert.
Dans le cas de matrices de transfert, une expression de la bgnest disponible dans [de Larminat, 1993].

Les approches utilisées afin de démontrer la stabilité (asymptotique, éneegatigpéme Lyapunov)

des systéemes a retard se classe en deux catégories. Nous avons,

— Approche fréquentielle (voir [Pontryagin, 1942], [Bellman and Cooke, 1963]) : Cette appeoch
utilise les propriétés de I'équation caractéristique du systeme pour I'étulieuddes péles dans
le plan complexe€™.

— Approche temporelle (voir [Niculescu, 1996], [Kolmanovskii and Myshkis, 1992]) : Elle est
sée sur l'utilisation des fonctionnelles de Lyapunov (théorie de Lyapuhawtechnique définit, a
partir des équations d’état du systéme, un critére de stabilité au sensibyapu

Les méthodes intervalles que nous proposerons par la suite peuvearthgseéges parmi les approches

dites fréquentielles.

7.1.2.2 Cas de systémes a retards "commensurables”

La fonction caractéristique du systéme (7.2) est donnée par,

p p
p (S) — det <<In N ZEiens> S — ZAieTis> (75)
=0 1=0

ous € C est une variable complexeEt la matrice identités«{ x n). Aprés développement, cette fonction
prend la forme du quasipolynéme

P(s) = iiaiksie”’“s. (7.6)

1=0k=0

Pour des retards commensurables, nous awprskr tel quer € R*. Ainsi, (7.6) devient

n p
P(s,z)= ZZaiksizk (7.7)

i=0 k=0
avecz = e "%, Des études désormais classiques sur les zéros de quasipolyndmes (U typnt été
effectuées dans [Pontryagin, 1942]. Les travaux menés dans datte ant prouvé I'existence d’'une
infinité de racines pouf (s, z). Dans certains cas, ces racines sont réparties suivant des disection
asymptotiques. Nous n’exposerons pas ici le détails des développeraams études, néanmoins nous
rappelons quelques conséquences intéressantes pour la stabilitétdesesya retards commensurables.
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7.1.2.2.a Systéme aretard de type retardé Dans le cas présent, nous considérons pour I'expression
(7.2) : E; = 0™ quelque soit = 1, ..., p. Ce qui signifie pour (7.7, = 0,V k > 1. En posant

ano = 1, nous obtenons,
n—1 p

P(s,z)=s"+ ZZaiksizk. (7.8)

i=0 k=0
Pour la fonction (7.8), les théorémes de Pontryagin stipulent que lessacgtables dé (s, e ™) sont
bornées. De ce fait, il est possible par des manipulations algébriquesrnlker hes zéros du quasipo-
lynéme (7.8) dans le plan complexe dr@it". Ainsi, il existe M € R™ tel que siP (s,e™ ") = 0 et
Re(s) > 0 alors|s| < M. Lintérét d’'une telle déemarche est de montrer 'absence de racind'sser
imaginaire.

Notre systéme est asymptotiquement stable si la fonction caractérigtiue —"°) n'admet au-
cun zéros dans le domain@, M| x [—M, M]. Ceci se traduit de la fagon suivante. Posgiis) =
P (s,e”7*), en décomposant la variable complexd vient

q(z+iy) = fi(z,y) +if2(z,9), (7.9)
ol f; et f, sont des fonctions définies @ versR. Ainsi, 'algorithmeSIVIA permet de prouver que

([0, M] x [-M, M]) N £~ (0) = 0. (7.10)
Selon le formalisme associé a l'inversion ensembliste,

£71(0) = { (2,y)| f1 (x,y) =0 et f5 (z,y) =0} . (7.11)

7.1.2.2.b Systéme a retard de type neutreRevenons a la fonction (7.7), dans le cas ou il existe
ank # 0sik > 1, les zéros dei an2"® indiquent les directions asymptotiques du systéme de type
neutre (voir [Pontryagin, 1942])kj:£n effet, les zéros de (7.7) ter@lse répartir, lorsque Ifa) — +oo,

sur des directions asymptotigues verticales. Dans le plan complexe, lesmoditi@es directions sont
données par les parties réelles des solutions a I equafijmnks*’m = 0. Concernant la stabilité d’'un

systéme a retards neutre, un cas litigieux se pose Iorsque 'axe imaginagti#um la seule direction
asymptotique située dans le plan complexe dEdit Les conditions suffisantes de stabilité asymptotique
(voir section 7.1.2.1) ne sont pas satisfaites. Nous essayerons afomtter la stabilité énergétique du
systéme grace au calcul de la norfdg,. Cette situation sera illustrée par I'exemple de la section 7.2.
Dans les sections qui suivent, nous avons repris plusieurs exempigsslesta littérature afin d’étu-
dier les questions de stabilité sur des systémes a retards. Notre objectifeghtter que les méthodes
par intervalles sont des outils numériques intéressants pour I'étude stéssg linéaires et a retards
invariants dans le temps. Les résultats graphiques fournisgmeP ! permettent une visualisation des

I Disponible sumhttp://www.istia.univ-angers.fr/~dao/Proj2DV5.zip
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zéros de quasipolyndmes dans le plan complexe. Ceci est d’'une grélitdepour tester par exemple
I'absence de pdles a notre systeme dans un large domaine du plan compiexieh sdr, ce type d'in-
formation ne garantit pas la stabilité asymptotique des systémes a retardnfPar dés lors que nous
avons le moyen, par des procédées analytiques ou algébriques, deidgétaine frontiere qui borne
les zéros de la fonction caractéristique dans le plan complexe droit, lescapprintervalles peuvent
apporter une réponse crédible au probléme de stabilité. Les apprdicivession ensembliste ainsi que
de projection d’ensembles constituent donc des alternatives intéresaartméthodes semi-analytiques
présentées par exemple dans [Niculescu, 2001] et [Gu et al., 2002].

7.2 Vers la Stabilité d’'un systeme a retards neutre

Cette section est consacrée a la stabilité d’'un systéme a retards de tyge Genime nous le ver-
rons, la particularité de I'exemple choisi réside dans I'existence d’'urie d&ection asymptotique située
sur I'axe imaginaire. De ce fait, nous allons fonder nos études de stabilile tsacé du gain ainsi qu'a
la possibilité du calcul de la normi.,. Nous montrerons dans ce cadre, 'intérét d'un algorithme d'in-
version ensembliste ty@®VIA pour le tracé garanti d’un graphe d’une fonction. On utilisaTAB®
et PRo2D afin de comparer les résultats. Une étude des pbles dans le plan coompigpiéte cette
section.

Considérons le systéme a retard de type neutre dont la fonction de ttassfe

_yl(s) 1
B = e~ GrDea—e 1) (7.12)

Sur I'axe imaginaire, le gain de cette fonction de transfert s’ée(iv) = |H (jw)|, avec

1 1
G(w) = . (7.13)
VIt w? \/(1 — wsin (w))* 4+ w? (1 — cos (w))?
Le graphe du gain en fréquente= G (w) est donné par 'ensemble
S={(w,h) € [w] x [h]| G(w) —h =0} (7.14)

ou [h] et [w] sont 2 intervalles supposés contenir respectivement les valaurisri possibles du gain
(7.13) et celles des fréquences pour le tracé du gain.

7.2.1 Tracé du graphe sous MTL AB®

A l'aide de MATLAB®, on effectue le tracé de graphes par interpolation et lissage. La teehniqu
consiste a relier les éléments d’un nuage de points par des segments deuddatetroncons de courbe.
L'inconvénient de cette méthode réside dans le risque de ne pas déteditraicé d’'une courbe, la
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présence de "pics” de faibles largeur. Ce probléme reste présdququmit le pas d’échantillonnage
choisi. En effet, une bréve analyse de (7.12) montre que les pblestémgyse situent d'une part enl
pour le pble simple, et pour la partie neutre, admettent I'axe imaginaire comneti@irasymptotique,
avec comme approximatios, = j (2k7 + 5i=) + 0 (%), k € Z* et H (s) = -2 — 2L + 0 (%),
(voir [Pontryagin, 1942] et [Bellman and Cooke, 1963]). Par consét] des qué augmente en module
(Ik| = 3), le gain (7.13) présente des pics régulierement espaces, dmnt la largeur est décroissante
en fonction det, et dont I'amplitude est constante.

Nous risquons donc d’obtenir, pour des fréquences non nullesnalgfuedes erronées de ces pics,
voir méme l'inexistence de certain pics par suite de I'échantillonnage réalisé\dar LAB®. Ce phé-
nomeéne s’accentue pour les hautes fréquences, car la largeurplescest de plus en plus faibles. Nous
illustrons ce probléme avec les tracéside G (w) pour2 pas d’échantillonnage différents, respective-

mentAw; = 0.1 Hz etAwy = 0.001 Hz, avecv € [—1000, 1000].

0.8
0.8

0.6
0.6

0.4
041

021 B 02k

L H‘u n‘\ el . . . ot il LLid ‘ ‘\ L) \“\ ‘\Hhu M\M\\ \‘L Ll “ ‘ bbb L lau ]

0 L L
-1000 -800 -600 -400 -200 0 200 400 600 800 1000 -1000 -800 -600 -400 -200 0 200 400 600 800 1000

(@) (b)

Figure 7.1 — Gairh = G (w) sous MATLAB avec les pas d’échantillonnages de (&w; = 0.1 Hz et
(b) : Aw; = 0.001 Hz, pourw € [—1000, 1000].

Sur les figures 7.1 a et b, trés peu de pics sont présents dans le drtagha, et cela malgré un
pas d’échantillonnage trés petit. Les amplitudes des pics obtenus soriltqaas aifférentes, et n'ont
aucune signification. La question que I'on peut alors se poser esvinseii lequel de ces 2 graphes est
conforme a la courbg = G (w) ?

7.2.2 Tracé du graphe avec RoJ2D

Le solveur Ro2D permet grace 8IVIA , d'approximer par des paves tous les points d'un graphe,
et donc de palier a l'inconvénient mis en évidence dans la section 7.2.t.c&geinformations, les
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valeurs prises par le gain seront bornées, et ceci dans un intergdliéqilience initiale choisi. A titre
de comparaison avec ce qui a été fait précédemment, nous réalisors@s@DPe tracé de plusieurs
graphes dans des domaines de fréquences différents. Les zmessrgnferment de facon garantie tous
les points possibles du graphe= G (w). Les figures 7.2 et 7.3 permettent de vérifier que les pics, de
largeur décroissante en fonction de la fréquence ont tous une méme amgbtathniere asymptotique,
et qu’ils sont régulierement espacésde Evidlemment, en utilisant MrLAB®, le résultat malgré un
pas d’échantillonnage choisi aussi petit que possible, ne sera jamaiatiigispvec celui du calcul par
intervalles, par suite de sa structure.

De plus, I'approche intervalle permet au vue des résultats obtenustatentdéer la normed, du
transfert (7.12). En effet, le gain maximal vaut envirpn- 2, et ce dernier correspond a la norifg,
du transfert si celui-ci est stable (voir [Desoer and Vidyasagab)9Afin d’affiner notre analyse, nous
avons tenter de vérifier qUél (s)| < v pours € C*, ce qui se traduit par,

Vs € Ct, |H (s)| N [y, +oo[ = 0. (7.15)

Posong) (z,y) = |H (z + iy)|, en terme d’inversion ensembliste (7.15) devient

(R* xR) Ng~" ([y,+o0)) =0 (7.16)
avec
9" [y, +ool) = {(z,9)| g (z,y) € [y, +00[}. (7.17)
h
3
1.25
05 w (Hz)
-1000 0 1000

Figure 7.2 — Gaimh = G(w) sur lintervalle fréquentielld—1000, 1000] sous RoRD, avech €
[—0.5,3].
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s e

-05 1 w (HZ)
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Figure 7.3 — Gairh = G(w) sur l'intervalle fréquentie]—50, 50] sous Ro2D, avech € [—0.5, 3].

7.2.3 Recherche de poles dans le plan complexe

Dans cette partie, on s'intéresse a la localisation des pbles du systéme Pod2ela, on utilise
ProX2D afin de résoudre I'équation caractéristique de notre systéme daremaing borné du plan
complexe. Cette équation s’écrit,

(s+1)-(s(1—e*)+1)=0,seC. (7.18)

En notant une racine de (7.18) sous la forme= (Rery, Imry), I'ensembleS des poles du systemes
sont de la form& = (—1,0) US,,, avecS,, 'ensemble des racines du terme neut(é — e~*) + 1 = 0.
En particulier, on a

Sn = {(z,y) € R*|f (z,y) =0}, (7.19)

avec

-
_ i T 4 1q
flry) = [ ° (z cos (y) +ysin (y)) e~ + _ (7.20)
y + (wsin(y) +ycos(y)) e
En termes d’inversion ensembliste, o8,a= f~! (0). Sur la figure 7.4, les pavés noirs indiquent I'em-
placement des poles dans le plan complexe. On vérifie de cette maniérexgumbainaire constitue la

direction asymptotique des pbles du terme neutre.
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Im (s)
80

-80 i Re (5)
0.3 0 0.3

Figure 7.4 — Lieu de I'ensembf®, des pdles du systéme (7.12) dans le plan complexg).

7.3 Stabilité robuste de systemes a retards

Dans cette section, nous présentons quelques tests de stabilité roblisieéapp des systémes a
retards. La caractérisation de la stabilité nécessite le calcul des racinégudions caractéristiques de
systemes paramétriques, qui sont non plus des quasipolynémes maisndles fde quasipolynémes
en la variables, en se limitant notamment au demi plan complexe droit fermé. Nous parlerone ici,
stabilisé robuste ou paramétrique car les systemes a retards dépengargrdétres incertains. Notons
gue ce type de probléme est difficile a résoudre par des méthodes aresyadiggemi-analytiques. En
effet, ces méthodes permettent souvent de définir, soit des conditistemiléé robuste suffisantes mais
pas nécessaires, soit I'inverse, a savoir des conditions nécestgiasssuffisantes. De plus, une grande
variétés de méthodes analytiques ou semi-analytiques sont nécessairémiper différents types de
systemes aretards, tandis que les méthodes intervalles ont I'avantagpoegnides approches globales.

7.3.1 Systeme aretard de type retardé

Considérons un systéme a retard de type retardé (voir [Niculescu]) 1@ I'équation d’état
s'écrit,
& (t) = —ax(t) —bx (t —71) (7.21)
(a,b,7) eRx R x R"
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avec une condition initiale appropriée. L'équation caractéristique d'wsyséme est donnée par :
s+a+be*" =0, (7.22)

cette équation transcendantale admet en général une infinité de soluboremayse peut se faire par
exemple par la méthode de-subdivision ([Niculescu, 2001], [Schoen and Gerring, 1993nsl'es-
pace paramétriqu, b).

Dans [Niculescu, 1996] et [Niculescu, 2001], sont introduis lesa@spauivants :

= S0 = {(a,b) : (7.21) est asymptotiquement stablte € R*},

— Ss.00 = {(a,b) € Sy o 1 (7.22) n'a pas de racine= jw quandr — oo},

- S: ={(a,b) : I7* € [0, 4+00[| (7.21) est asymptotiquement stabte < [0, 7*] et (7.21) instable

siT > 7%}

Ces trois espaces caractérisent la stabilité asymptotique du systéme (Fdiitiem des parametres

a etbh.

Théoreme 7.4.[Niculescu, 2001] Pour le systéme décrit par (7.21), nous avons :
1.Sv00 ={(a,b) :a>|b}
2.S8s00 ={(a,b) :a>|b| eta+b> 0}
3.8 ={(a,b) :b>lal}

De plus, si(a,b) € S;, alors le systéme est asymptotiquement stable pour n’importe quel retard
T € [0,7*], avec
arccos (—%)
2 —a2

Le théoréme 7.4 permet de représenter dans I'espace paramétriGlides zones de stabilité asymp-

7 (a,b) = (7.23)

totique. Les espace$ », etS,, - représentent les zones de stabilité, ¢ R™ (hormis la distribution
lorsque le retard tend versxo). L'espaceS. représente la zone de stabilité du systeme pour un retard
tel qued < 7 < 7%, qui est délimité par la droite = «a et par la fonction implicite qui dépend du retard
7 donnée par (7.23). Ainsi, nous avons dans le ptan), la figure 7.5.

Il est donc intéressant d’appliquer les techniques de projectioneti@dnes pour analyser les zones
de stabilité indiquées sur la figure 7.5. Pour ce faire il suffit de prousesénce de solution a I'équa-
tion caractéristique (7.22) dans le demi plan complexe droit. Nous pouvwasisvalider les résultats
théorigues issus de fa-subdivision.

NotonsP (s) = s+a+be™*" lafonction caractéristique du systeme paramétrique (7.21). D’un point
de vue purement ensembliste, 'ensemble des systémes instables s’écrit

S={(a,b,z,y,7) € D| P (x + iy) = 0} (7.24)
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b > |a| : stable pour 7 < 7*

Sw,oo

a > |b| : stable V7

. _b

Figure 7.5 — Zones de stabilité -instabilité du systeme a retard (7.21) dans (e plan

avecD = R x R x RT x R x R*. Grace a Ro2D, nous avons alors la possibilité de visualiser des

parties de la projection d&sur le plan(a, b) :

S1 = Proj, (S) = {(a,b)| 3(x,y,7) € D1, P (z + iy) = 0}, (7.25)
avecD; = R*T x R x R*, ou encore le lieu des pbles dafis

S = Proj, ,y (S) = {(z,9)| 3 (a,b,7) € Dy, P (x + iy) = 0}, (7.26)

avecD; =R x R x Rt.

Les figures 7.6 a et b constituent une illustration des projecBpr$S,. Une analyse de ces deux en-
sembles nous permet d’apporter une analyse sur la stabilité robusteahiiité potentielle” ou partielle
(lorsgu’il existe au moins un retard € R pour lequel le systeme est instable) ou encore l'instabilité
totale qui signifie que pour certains parametret b le systéme est instable quel que soit 0.

Considérons de ce fait, pour les paramétres incertains de notre syste@isitleations suivantes,

— Cas1:a,b, 1) €[~1,1] x [2,3] x [0,0.4];

— Cas 2 (a,b,7) € [—1,1] x [2,3] x [0,0.5];

— Cas 3 (a,b,7) € ]0.5,300] x [—0.4,0.4] x [0,0.5].
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(1,a,b)

S{:Zone de stabilité robuste

v

A\

St

S1: Zone potentiellement instable lieu des poles

(a) (b)

Figure 7.6 — Projection des systémes instables dans legqplanet C.

Dans les cas 1 et 2, on se place dans la zZ8neavect* ~ 0.4352. Dans le dernier cas, on se
place dansS,, ... Nous avons représenté sur la figure 7.7, la projection dans lg @lande systémes
partiellement instables pour le cas 2. La zone blanche garantit la stabilitét@ursymalgré I'incertitude
portant sur les paramétres et le retard. La zone gris-foncé conegga zone "potentiellement instable”,
c’est-a-dire pour laquelle il existe au moins une valeurrde |2, 3] telle que le systéme (7.21) est
instable. On se rend compte que c’est la zone correspondast [&*, 3] qui crée cette instabilité (voir
le théoreme 7.4). Au contraire, dans les cas 1 et 3, le systeme est stabbpjgsgoient, b et pris dans
leurs intervalles d’'incertitude respectifs, aucune présence de zdablaesu "potentiellement instable”
n'est détectée.

7.3.2 Systéeme a retard de type neutre

On s'intéresse ici a la stabilité robuste dans le cas d'un systéme a retapbaeetytre ([Gu et al., 2002],
[Niculescu, 2001]).
Soit le systeme

z(t)—di(t—71)=—ax(t)—bx(t—7) (7.27)
(a,b,d,7) ER xR x R x R
avec une condition initiale appropriée. L'équation caractéristique de)(@s2:7
s(1—de™") +a+be " =0. (7.28)

Si|d| > 1, alors (7.27) admet une infinité de racines a parties réelles positives.



124 CHAPITRE 7 — Contribution a I'étude des Systémes a retards

2.5r

) . a
-1 0 1

Figure 7.7 — Cas 2, zones de stabilité par projectiofs dans le plar(a, b). La zone en gris-foncé est
une zone d’instabilité dépendant du retard, la zone blanche garantibi@étabuste du systeme.

Théoréme 7.5.[Niculescu, 2001] Soit le systéme décrit par (7.27), et on supfise 1. Alors :
1.80,00 = {(a,b,d) :a>[b|,a+b>0}
2.8 ={(a,b,d) :b>|a|}

De plus si(a,b,d) € S;, alors le systéme est asymptotiquement stable pour n'importe quel retard

2 2 2V (1 — 32
T*:\/%arcsin<\/(b ba—)agll d)> (7.29)

On retrouve donc pour ce systeme neutre une zone de stabilité tout a faiirsiditzelle obtenue

T € (0,7, avec

dans le cas retardé (voir section 7.3.1). Par rapport a la figure 7.5lesngrincipales modifications est

—1=d 1=d) | 3 encore, les techniques de projections des

T ' T

le changement du point critique-1, 1) en (
systemes instables dans différents plans se montre utile pour caractéstavilité robuste de (7.27),
principalement lorsque I'on se place dans la zone paramétSgue, b, d), ou (a,b,d) € [a1,as] %
[b1, ba] X [dy,ds2]. Les résultats obtenus restent similaires a ceux de la section 7.3.1.

7.3.3 Probleme de stabilisation

Cette section est consacrée a la stabilisation d’'un systeme a retard. Rourotes proposons de
caractériser un ensemble de paraméttabilisantspour une loi de commande.
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Soit le systéme instable
zt)=z({t)+u(t—1). (7.30)

Nous cherchons a stabiliser ce systéme par une loi de commande du type
u(t) =ax(t)+pPx(t—1) (7.31)

avec(a, ) € R x R. Une telle loi de commande appliquée a (7.30) est stabilisante si par exemple
nous prenons comme parametres= —1.5 et 5* = 0.4. Cependant, elle est stabilisante seulement
si les parametre§y*, 3*) sont soumis a des variations inférieures en valeur absolu®, aotons que

c’est une condition nécessaire et pas suffisante. Le systeme (7t3@pe& par retour d'état avec la
commande (7.31), I'équation d’état du systéme en boucle fermée devient

t(t)=z(t)+ax(t—1)—pz(t—2). (7.32)

Notre probléme revient & déterminer les paramétees?) pour lesquelles le systéme (7.32) n'admet
aucun pole dans le plan comple&e . Nous caractérisons dans le plan paramétrigue?), la zone des
valeurs de ces paramétres garantissant la stabilité du systeme régulé (7.32)

g

0.65 .

0.325

O 1 1 1 a

—-1.8 —-1.6 —-14 —-1.2 -1
Figure 7.8 — Zone de stabilité du systéme (7.32) dans le (@lan); la loi de commande stabilisante
est déterminée par (7.31). La zone sombre représente la zone de stabélitéegdu systéeme en boucle
fermée.
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Sur la figure 7.8, les pavés gris foncés indiquent une zone de stabikbétigadu systéme en boucle

fermée. Ces résultats sont obtenus pour des intervalles d’incertituata@mique fixésdq € [—1.8, —1],

B € [0,0.65]). Cette figure illustre la difficulté d’'une modélisation robuste pour les systameards.

En effet, nous constatons que la surface qui définie les parantétrg$ stabilisants est relativement
"petite” (inférieure &.5). Comme nous I'avons déja souligné, une analyse détaillée montre que de petite
variations de ces parameétres (supérieures en valeur absb)esaffisent pour le systéme régulé bascule
dans l'instabilité.

Dans le soucis constant de montrer la fiabilité des approches intervallessawnons entrepris d’'ef-
fectuer avec succes, des tests de stabilité robuste pour plusieursaetrgdes issus de la littérature sur
les systémes a retards (voir [Naimark et al., 1998], [Li et al., 1998], liMls et al., 2003],

[Birdwell et al., 2003], [Hohenbichler and Ackermann, 20@8t,). Dans la plupart de ces exemples, des
domaines de stabilité robuste ont été calculés par les auteurs grace a dedasétialytiques ou semi-
analytigues. Ces domaines établissent des conditions de stabilité poundisfde quasipolyndmes de
systemes a retards de type retardé. Nous avons donc repris et antEis&ertains cas, ces domaines
afin de vérifier de fagon garantie I'absence de zéros instablesifans

7.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons traité quelques problémes liés aux systertaedslinéaires, dont les
retards sont commensurables et invariants par rapport au temps.dbEspes ont concerné les themes
suivants :

— la vérification des criteres de stabilité (localisation des racines d’un aquasime, I'approxima-

tion de la normef,, pour un systeme donné, etc.);

— l'analyse de la stabilité robuste pour des familles de quasipolynémes, darndéficients et le

retard sont incertains dans des intervalles donnés;

— stabilisation d'un systéme aretard par retour d’état (estimation de parastabisantgpour une

loi de commande).

Nous avons proposé pour résoudre ces problémes deux appimatées sur le calcul par inter-
valles : les caractérisations de l'inversion ensembliste et de la projectiosafitles. Les exemples
incluent des systémes a retards de type retardé et d'autres de type @artrme cela a déja été re-
marqué, la plupart des cas traités sont des systémes a retards comisleasues techniques ensem-
blistes employées ici ont été étendues a des systémes a retards éventtelencemmensurables dans
[Di-Loreto et al., 2005].

Nous avons volontairement choisi des exemples pour lesquels il existméthedes analytiques
d’étude. Notre démarche étant originale dans le domaine des systémesis, lewrésultats obtenus
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avec RRo2D ont permis de valider nos travaux dans ce domaine. Lexemple de lars@ci@ est un
peu plus complexe et montre que les méthodes intervalles s’appliquent madépment de I'existence
d’une solution analytique. Il illustre aussi le fait que la représentatiophimae des résultats proposée
par RRoO2D se préte particulierement bien a la conception des systémes de commartésadtiation
de leur robustesse.






CHAPITRE 8

Synthese d’'une loi de
commande optimale
pour un bateau a voile

Le bateau a voile est un systéme non linéaire qui se déplace grace adafarcée par le vent.
Fondamentalement, ce phénomene s’explique par les collisions de moléailenahouvement sur les
parois de la voile. De ce fait, un bateau a voile consomme une énergie edaiglav D’ou I'intérét scien-
tifiqgue pour I'étude du comportement d’un tel systéme. La commande d’'ualbateoile reste un sujet
fort peu abordé dans la littérature sur la commande des systémes non $inéairavail effectué ici per-
met de compléter quelques études qui ont été menées sur le bateau a wojBryson and Ho, 1975],
[lachkine, 1999], [Jaulin, 2005]).

Dans ce chapitre, nous proposons une application de la projectioredibfes pour la conception
d’'une commande d’ouverture de voile, ceci dans 'objectif de stabilisdvati@au a voile le plus rapi-
dement possible autour d’'une zone de I'océan. Par exemple, cette eainétie repérer par une balise
mobile. Dans un premier temps, il s’agit de trouver un régulateur pour letdagrientation du bateau.
Puis dans un deuxiéme temps, nous traiterons le probléme qui concermgalgerée I'ouverture de
voile en fonction du cap. Nous utiliserons le logicie@®2D! afin de caractériser sur 2 dimensions la
projection d’ensembles complexes. Les résultats graphigues obtegesagf@o 2D nous permettrons
d’analysera fortiori la fiabilité du modéle établi.

En conséquence, ce chapitre est organisé de la fagcon suivantecti@ns8.1 est consacrée aux
présentations du modéle et du systéme de commande général pour natvedbadéde. Par ailleurs nous
indiquons succinctement dans cette section, les notations utilisées par |®angda section 8.2, nous
avons calculé un régulateur pour le cap et I'ouverture de voile graces dechnique de linéarisation
par retour d'état. Cette méthode est utilisée dans le cadre de la command&éiresynon linéaires
(voir [Isidory, 1995] et [Marino and Tomei, 1995]). Le réglage deuerture de voile en fonction du cap
est traité dans la section 8.3. Nous observerons lors du suivi d'dise Ipar notre bateau a voile, les

I Disponible sumttp://www.istia.univ-angers.fr/~ dao/Proj2DV5.zip

129
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performances de la commande concue précédemment. Les éléments de cédtenisrront analysés
puis critiqgués dans la section 8.4. Enfin, la section 8.5 fait état d'un keapittilatif et de perspectives
envisageables sur les études qui ont été réalisées.

8.1 Présentation

8.1.1 Modeéle du bateau a voile

Nous considérons un modéle simpliste qui est déterminer grace aux psidepe mécanigue new-
tonienne (voir [Jaulin, 2005]). Les forces qui s’exercent sur kedoa sont uniguement dd au vent et a
I'eau. Afin de simplifier le modéle de notre bateau, nous admettons étre empeé&dun vent a vitesse
constant ¥ = C'te). La dynamique de notre bateau a voile (voir figures 8.1a et 8.1b) dstpagles
éguations suivantes,

Tz = vcos b, ()
Y vsinf — BV, (i)
0 = w, (iii)
dy ui, (iv)
dg us, (v) (8.1)
i fusin JUfflein Sg—afv 7 (i)
o = mrecosduf ST 09 fo—aow. (vii)
fo = ay(Vcos(0+6,) —vsind,), (viii)
L fg = QU sindy. (ix)

Les entrées:; etuy du systeme sont les dérivees des angleandd,. Le vecteur d'étatk =
(2,9,0,0,,05,v,w)" € R7 est composé par,

— les coordonnées, y du centre d'inerti&z du bateau,

— # l'orientation (cap),

— &, I'ouverture de voile,

— &, 'ouverture du gouvernail,

— V lavitesse tangentiel d@,

— w la vitesse angulaire du bateau autoude
Les variables intermédiaires sont :

— f, laforce exercée par le vent sur la voile,

— [y laforce de frottement de I'eau sur le gouvernail.
Les paramétres constants (Ssupposés connus) sont :

— V lavitesse du vent,
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r4 la distance entre le gouvernail@t

r, la distance entre le mat &t,

ag la portance du gouvernail (si le gouvernail se trouve perpendicudali@emarche du bateau,
I'eau exerce une force de,v Newton sur gouvernail),

o, la portance de la voile (si la voile se trouve immobile, perpendiculaire au \&dgeraier exerce
une force dex, V' Newton),

ay le coefficient de frottement du bateau sur I'eau (I'eau exerce sur ladatee force de frotte-
ment opposée au sens de la marche égale av),

oy le coefficient angulaire de frottement du bateau sur I'eau (I'eau eserde bateau un couple
de frottement égal & ayw; le bateau étant profilé pour garder un capsera grand devanty),

J le moment d’inertie du bateau,

¢ la distance entre le mét et le centre de poussée de la voile,

et le coefficient de dérivg (sans voile, le bateau tend a dériver a une vitessglddans le sens
du vent).

Ces parameétres, dont les unités sont conformes au systéme intern&idnabft choisis comme suit,

6 = 005 rs=1m, r.=2m, V =10m/s

m

1000 kg, J = 2000 kg.m 2, oy € 60 kg.s*,
ap € 500kg.nP.st o, =500kg.s!, a, =300kg.st.

Figure 8.1 — Structure d'un bateau a voile.

8.1.2 Commande du bateau a voile

Ici, nous nous intéressons a la commande d’'un bateau a voile. L'objadéest comme suit. Nous

désirons, a partir d'une consigne sur le éaponcevoir un régulateur qui permet d’une part d'imposer au
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bateau une orientation (ou un cap) et d’autre part de régler les varidiblgrées du bateau pour atteindre
une vitesse maximum. La figure 8.2 illustre un tel régulateur, avec en enémuasigne d’orientation

. . o\T

¢ et en sortie la variabla = (69, 5v) :

5, 8y

0 systtme2| | Systeme1| .
0 69
X

Figure 8.2 — Systeme de commande du bateau a voile.

Le systéme de commande se compose de 2 parties. Tout d'abord, le systéhohdrgé de réguler
I'ouverture de voile et le cap autour de la consig(nﬁ@, é). Ensuite, le systéme 2 regle I'ouverture de
voile en fonction du cap, dans le but d’avoir un maximum de vitesse. Censy®st appeléommande
optimale de voileNous allons voir dans les sections qui suivent les méthodes pour laptmrt des
systemes 1 et 2.

8.2 Régulateur pour le cap et I'ouverture de voile (systeme 1)

Dans cette section, nous traiterons de la réalisation du systéoiefijfre 8.2), un régulateur qui
impose & notre bateau un dapt une ouverture de voitg,. La technique que nous utilisons dans le cadre
de la commande de systémes non linéaires datdarisation par retour d’éta(voir [Isidory, 1995] et
[Marino and Tomei, 1995]). Cette méthode est répartie en deux étapemgsieappelons brievement.

— 1°"®Etape : cela consiste & dériver par rapport au temps successivement lddegad#tats jus-

qu’'a ce que celles-ci dépendent linéairement des entréesus du systeme. Nous obtenons le
systeme suivant
r = D cosb — 200sin 6
—vBsin @ — vh? cos @
U = Osinf+ 200 cos O+ (8.2)
vl cos O — vh? sin 0

) = .

Notons que les équations (8.2) peuvent s’exprimer, grace aux éguidy), en fonction de I'état
x = (z,y,0, 6,04, v,w)" etdes entrées du bateap= 4, etuy = 4.
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— 2°MeEtape : Rappelons que nous souhaitons asservir le cap et I'ouverture de eaitere bateau.
Pour cela nous choisissons comme sorties de notre sysigme ¢, ety, = 6. D'aprés les
équations (8.1) et (8.2), Il vient

( yl > = ( 5U > = (A1 +AzA3)u+ (Azby + by) (8.3)
Ya 0
avec
1
Al(X) = ( 7y fo Sin &y Tgfgsm5 ) (84)
J
0
As(x) = < s coss, 5 ) (8.5)
J
As(x) = < —ay, (Vsin (6 + d,) + v cos dy) ) ©.6)
0 Qg COS Oy
by (x) ( g > (8.7)
et
by (x) — < —a, (Vwsin (.9 + dy) + Vsin dy) ) - ©.8)
ag¥sin(dy)
PosonsA (x) = A1+ (Az2.A3) etb (x) = by + (Az.ba), il vient
(yl >:A(x)u—|—b(x). (8.9)
Y2

Soit une consigne = (v1, ’U2>T tel quey, = vy ety, = vo. D’aprés I'équation (8.9), nous avons
u=A1(x)(v-b(x)). (8.10)

Nous disposons des matricAs(x) etb (x), reste maintenant a déterminerPour cela, revenons
aux équations différentielleg, = v, et y, = wvq, ces équations décrivent respectivement des
systemes linéaires d'ordre 1 et 2. En introduisant des états intermédiaises,ond systéme se
décompose comme sulit,

a1 = vg, G2 = ay etys = as. (8.11)
Désignons pat; = d; etws = 0 les consignes pour les sortigs = Js ety = 0. Les deux
systemes sont régulés par retour d’état et placement de p6les deafagoir des pbles égaux a
—1. Siw; etwy constituent les entrées des systémes régulés, alors noustavens; — ay; et
v = wy — l1ay — laas — l3y9, leurs polyndmes caractéristiques sont respectivement

Pl(s) = 5+ a,

. (8.12)
Py(s) = s’ +11s*+1las+13.
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Les conditions pour le placement de tous les pdlesl&ntrainentP; (s) = s + 1 et Py(s) =
(s+1)° =3+ 3s2+3s+1,s0ita = I3 = 1,l; =l = 3. Les équations d’état du régulateur
par retour d'état pour notre systéme non linéaire deviennent

. _1X wl_év ~ b(x
u=A ()<<w2—9—39—39’> b( )). (8.13)

Or d’aprés les équations (8.H)etd sont des fonctions analytiques de I'étatD’ou
u=r(x,w) = r(x,d,,0). (8.14)

Le schéma du régulateur obtenu par retour d’état est donné par la &gur

Systéme 1 '
w; = 87, Uy = 61} N
—> >
w=0 |y (x, bo, e) .
X

Figure 8.3 — Régulateur du cap et de I'ouverture de la voile.

Remarque 8.1.Le régulateur obtenu en (8.14) génére des situations de singularitésidtsg (A (x))

est nul. Dans un cadre expérimental, il faudra éviter les configurationsadeau (cap et ouverture de

voile) qui ménent a ces singularités.

8.3 Reéglage optimal de I'ouverture de voile (systeme 2)

Afin de compléter la réalisation du systéme de commande, il nous vient ungoqu&ssavoir :

comment régler I'ouverture de voile en fonction du cap ? Soit de concemeifonctions,, = ¢ (6) qui
détermine une ouverture de voilg pour chaque cap fixé. Un des objectifs principaux dskipper est
de régler I'ouverture de voile pour aller le plus vite possible sur I'eaur powcap donné. Cette section

est consacrée a ce probléme. En régime de fonctionnement permanéesda du bateau, son cap, sa

vitesse angulaire, ., sont constants, c’'est a dire,

0=0,0,=0,0,=0,9=0,u=0. (8.15)

2 terme anglais désignant celui qui tiend la barre d’un navire.
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Des équations (8.1), il vient

{ oy (V cos (8 + 6,) — vsindy,) sind, — agusindy sindy — o pv = (8.16)
(£ — 1y cos dy) o (V cos (0 4 6,) —vsind,) — rgcosdgagvsind, = 0.
De plus,v est maximal lorsque la force de poussée,
P(0,) = (V cos (0 + 0,) — vsind,)sind, (8.17)
est maximale. Ainsf%i”) = 0, ce qui équivaut a
(Vsin (6 + 6,) + 2v cos dy) tan d, — V cos (0 + 6,) = 0. (8.18)

Toutes ces conditions (régime permanent et force de poussée maximalehpgécrire sous la forme
g (0,0y,04,v) =0, (8.19)
oug (0, oy, d4,v) est donnée par

ay, (V cos (8 + 6,) — vsindy,) sind, — agv sin? dg — v
ay (0 — 1y cosdy) (Vcos (0 + 6,) — vsind,) — rgaqvcosdgsindy | - (8.20)
(Vsin (6 + &,) + 2v cos §,) tan §, — V cos (6 + &)

Considérons I'ensemble
W = {(v,0)| 3by, b4, g (0, 0y, 04,v) =0}, (8.21)

qui correspond a la projection sur le plan 0) des configurations possibles du bateau en régime per-
manent et pour une force de poussée maximale. Rappelonsrque [P nous permet de caractériser la
projection en 2 dimensions d’'un ensemble défini par des inégalités nondiséainsi, la représentation

de cet ensemble est obtenue grac&a D sur la figure 8.4. Pour chaque dapl existe au moins deux
triplets (v', 6}, 05) et (v?, 67, 02) tels queg (0,v,d,,d,) = 0. Ces situations traduisent pour la force de
poussee’ (§,) des maximums ou minimums qui peuvent étre locaux ou globaux.

Sur la figure 8.4, nous observons globalentecburbes. Pour le méme cépla vitesse sur la courbe
de droite est plus élevée que celle de la courbe de gauche. En effetrlie des faibles vitesses a gauche
correspond aux situations ou I'angle du gouvertia@st proche de-5 ou de7, bien quec%‘j") =0,la
force de trainée du gouvernail est alors suffisante pour ralentir lalbb@eur cela, la situation a laquelle
on s’intéresse est celle de la courbe de droite sur la figure 8.4.

Pour chaque cap, la courbe correspondant aux vitesses maximalegafpeinle bateau est définie

par,

OW = {(v,0)|36,,304, g(0,6y,04,v) =0, (8.22)
Yo' > v, V(S;,V(S;, g (6 5 (5;,1/) #* 0}.

s Yoo
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3.15

-3.15

20

Figure 8.4 — Caractérisation §&.

Une approximation d@W peut étre obtenue en utilisant une technique d’interpolation. Ici, nous ob-
tiendrons cette approximation en restreignant 'angle du gouveinaihtre—0.3 et 0.3 radians. Dans
cette intervalle, chaque valeur d’ouverture du gouvernail permet tiista le cap du bateau pour une
ouverture de voile donnée et une vitesse maximale. Par conséquenavooss

OW = {(v,0)|3(0y,0q) € [0] X [0g], (8.23)
g (0,0y,04,v) =0},

avec[s,] = [-3, 5] et[d,] = [—0.3,0.3].
Grace aux changements de variables
v=+/22 +2ettan(0) = 2 (8.24)
X

nous obtenons (voir figure 8.5), la représentation@een coordonnées polaires appelée alagsolaire

des vitessesSur ce diagramme, les lignes radiales indiquent les directions pour le odjs tpe les
cercles concentriques représentent les niveaux de vitesse. @énfient aux directions indiquées sur
cette courbe, nous pouvons voir que les plus grandes vitesses débatael sont atteintes, en vent
arriere, pour les deux cafs et 6. Les constructeurs de voilier font figurer avec les caractéristiques du
bateau, des diagrammes polaires qui indiquent les vitesses maximalest@anfdocap et de l'intensité
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du vent. Ces types de graphigues permettent de sélectionner le meilleuooampap-vitesse pour une
force du vent donnée. Si le voilier avance trop contre le vent, il perd déesse. S'il progresse dans
une direction plus rabattue, il avancera plus vite mais perdra en cap.

De plus, une comparaison entre le diagramme de la figure 8.5 et les polav#ssses obtenues
par des simulations numériques (programme$ : Velocity Prediction Program) permatfortiori de
valider le modéle dynamique (8.1).

vent

§

10m/s

150/

180

150° 3

-120°
Figure 8.5 — Polaire des vitesses : courbe polaire des vitesses maximabesonfdu cap.

Nous rappelons que I'une des consignes de sortie du systéme 2 oodesfiorientation désirée
6 pour le bateau. Dans la suite, nous verrons que les configurationsvi{tzgse) représentées sur la
polaire des vitesses peuvent étre atteintes, si I'ouverture dedyailst convenablement réglée. Pour cela
définissonsl’'ouverture optimale de voileomme,

S = {(6,6,)] v, 35,, g(0,5,,54,v) =0, (8.25)
W' > v, V0,0, g (6,6,,8,0') #0}.

y Yoy Vg
Noter que si le couplé, §,)) appartient &, lorsque le bateau évolue avec un éagn se situe dans

une configuration ou I'ouverture de voile doit étre réglée sur I'adgleour aller aussi rapidement que
possible. N'importe quel autre angle de voile ralentirait le bateau. Nousavo
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S = {(0,6,)|Fv,3dg,8(8,0,,d4,v) =0,
' > v, V8,6, g (0,0,,6,,v") # 0}
= {(60,0,)[3v, (304, 8 (0,60, d4,v) = 0)
(364, 364,8(0,64,04,v) =0,
Vo' > 0,Y6,,Y6,,8(0,6,,0,,v") #0)}

= {(6,0,)|3v,3dy,g(0,0y,04,v) =0, (v,0) € OW}. (8.26)
Sur la figure 8.6, les deux trongons de courbe représentent urexapation des.

bv

1.58

1.58 \ . 0
-3.15 0 3.15

Figure 8.6 — Caractérisation &g I'ouverture de voile), choisi en fonction du caf}, dans le but d’at-
teindre une vitesse maximale.

La commande d’ouverture de la voilg = ¢* (9) est définie par la fonctio2r - périodique
e O)=f(®(0-3)+3), (8.27)
2 2
ou ® (z) € [0,2x] est une fonction qui donne pour chaque variable R, une équivalence angulaire
entre0 et 27 radians. Il vient

O (1) =z —2m.E (%) : (8.28)



CHAPITRE 8 — Synthese d'une loi de commande optimale pour un bateau a voile 139

ou E(a) correspond a la partie entiére de
La fonctionf (x) est déterminée par une interpolation polynomiale sur un échantillon de pourgs iss
deS. Nous obtenons

flz) = Zax (8.29)

avec

i o 1 2 3 4 ‘
a; | 0.3024 | —0.1354 | 0.1397 | 0.05952 | —0.2229 |

5 6 7 8 9
0.0346 | 0.07175 | —0.03861 | 7.434E~3 | —5.077E"*

Au final, nous avons
? o 1)\
=" = ; —2nEl— — = . .
dy = ™ (0) g a; <9 T (277 4>> (8.30)

8.4 Simulations et résultats

Un bateau a voile n'admet aucun point d’équilibre si la vitesse du vewliffitente de zérol|( #
0m/s), cela signifie qu’il est impossible d'immobiliser sur I'eau un bateau a voisejioit y a du vent.
Par contre, il est tout a fait concevable de confiner la position du batdatérieure d’'une zone de
I'océan. En effet, lorsque le bateau dépasse les limites d’une zone fit@e de la balise, des brusques
changements de cap (opérations d’empannages) permettent alors derémposition du bateau prés
de la balise. Lors de nos simulations, les changements de cap du bategérssmar un automate. Au
lieu d’obtenir une stabilisation exacte, le bateau se met a tourner autoutrdéoalise sur I'océan.

Pour montrer I'efficacité de la fonction d’ouverture de voile optimale= ¢* (6), nous présentons
des résultats de simulatichaumériques sur &SLAB©. Les expériences sont choisies, afin de tester
le systéme régulé (voir figure 8.2) avec différentes commandes d’omweattuvoile, sur différentes
trajectoires.

Pour les besoins de nos comparaisons, nous analysons les comporaberasuis bateaux munis de
fonctions d’ouverture de voile différentes. Le premier bateau (batgpaskéde une ouverture de voile,
en fonction du cap, déterminée précédemment par (8.30), il vient

9
p1(0) = ai.g(h)". (8.31)
i=1

3Les codes sources sont disponibleststp://www.istia.univ-angers.fr/~dao/boat_simul.sce
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Le second bateau (bateau 2) est muni d’'une commande d’ouvertundalproposée dans [Jaulin, 2005],
cette commande est supposée linéaire, formellement

p2(0) = a.g(d) +b (8.32)

avecg(f) = ® (0 — 5) + 5,V 0 € R, ® estla fonction donnée par (8.28).

Notons(z4, yq), la position de notre balise sur 'océan. Afin de quantifier les perfornsades 2
bateaux, nous allons mesurer au cours du temps des distAnegestds, (t) entre les bateaux et la balise
de référence. Ainsi, pour le bategunous avons

di (8) = \/ (w4 — 2 () + (ya — s (1))? (8.33)

ou (z; (t) ,y; (t)) est la position du centre d'inerti& (voir figure 8.1) du bateau(aveci € {1,2}). A
'instantt = 0, les deux bateaux ont les mémes conditions initiales :

2o = 0m, yo = —50m, g = —0.5rd, 6,0 = Ord, (8.34)

et
550 = 0rd,vg = 2m.s ™!, wy = Ord.s ™. (8.35)

8.4.1 Stabilisation autour d’'une balise statique

Ici, la balise est supposée statique sur 'océan. Les variations desceistarit) etds (¢) sont ana-
lysées dans les deux cas suivants.

Le premier cas concerne la stabilisation autour d’une balise dont la positiepérée par, = 50m
etyy = 150m. Pour atteindre la balise, les bateaux 1 et 2 évoluent en situation de viacede'est a
dire que 'ouverture de voile ainsi que le cap sont ajustés afin de renlentent. Les résultats de la
simulation sont indiqués sur la figure 8.7. Comme attendu, nous remarqubateghent que la distance
d; (t) décroit plus vite qués (). Ainsi, pour le méme état initial, le bateau 1 rejoint la balise plus vite
que le bateau 2. Au bout d’environ 90s le bateau 1 atteint la balise, targlie tpateau 2 met environ
165s pour atteindre la méme balise.

Dans le deuxieme cas, la balise se situecgn= —100m ety, = —400m. Les deux bateaux se
trouvent en situation de vent arriere, ils atteignent plus rapidement la baksdans le premier cas (voir
figure 8.8). A l'instar de ce cas, le bateau 1 se rapproche plus vite ddide hae le bateau 2i( (¢)
diminue plus vite qués (t)).

8.4.2 Suivi d'une balise mobile

Afin de corroborer les résultats obtenus ci-dessus, nous avortuéffges tests de simulations avec
une balise mobile. Le déplacement de la balise est décrit par la courtmedtesex, (t) ,yq (t)). Nous
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Figure 8.7 — Stabilisation autour d’une balise statique : variations des dist@&n@e et d; (¢) pour les
bateaux 1 et 2 en vent de face.

280;
240;
200;
160;
120;

80

40

0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ t(s)
0 10 20 30 40 50 60 70 80

Figure 8.8 — Stabilisation autour d’'une balise statique : variation @8 etds (¢) pour les bateaux en
vent arriere.
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allons étudier les comportements (variations des distaficéls et ds (¢)) des deux bateaux sur deux
types de trajectoires. Ces études feront I'objet des tests A et B.

8.42.1 TestA

Considérons la trajectoire de la balise donnée par,
x4 (t) = a.cos (at) etyq (t) = b.sin (at) (8.36)
ola, b eta € R. Ces différents paramétres sont choisis tels que,
a = 200m, b = 100m et = 0.03rd.s L. (8.37)

L'allure d’une telle trajectoire est celle d’'une ellipse. Nous avons d'warelp figure 8.9a qui illustre le
suivi de la balise par les deux bateaux sur une ellipse. D’autre parule f&)9b permet d’analyser sur
un horizon de temps, les évolutions des distances déterminées par (8r83pdralise(x, (t) , yq (1))

et les bateaux respectifs 1 et 2.

vent V' d(m)
360

Sk ol

bateau 2

t(s)

T T T T T T T T T T T T T T T T
0 40 80 120 160 200 240 280 320 360 400

Figure 8.9 — (a) Suivi d’'une trajectoire elliptique par les bateaux 1 et)2/dhations par rapport au
temps del; (t) etds (t).

At = 0, les deux bateaux avec les mémes conditions initiadgs=( (xo, yo, 6o, dwo, Ig0, v, wo) ")
sont distants de la balise d’envir@d6m. Les variations dé; (¢) etds (¢t) observées sur la figure 8.9b
indiquent que le bateau 1 reste le plus proche de la balise en mouvemerfettlaefistancel; (t) est
globalement inférieure @ (t). Lorsque la vitesse de la balise est éleveé&levée), le bateau 2 n'arrive
plus du tout a suivre la trajectoire et génére de multiples singularités ptrerrégulateur. Ceci explique
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des différences entre les amplitudes maximales des distardggg atteint 346 métres tandis qude(t)
ne dépasse guere les 100 metres.

8.4.2.2 TestB
Pour ce second test, la trajectoire de la balise est définie comme suit,
x4 (t) = a.cos (ot + 1) etyy (t) = b. cos (%t + cpg) (8.38)
aveca, b, a, p1 etpo € R. Ces parameétres sont fixés comme suit,

a = 200m, b = 150m et = 0.05rd.s !, (8.39)

w1 = 0rd ety = —1rd. (8.40)

Un type particulier de cette trajectoirg (et o convenablement fixés) est représenté par la figure 8.10a.

En ce qui concerne les distanehst) etds (t) (voir figure 8.10b), elles semblent conforter la tendance

selon laquelle : le bateau 1 se situe dans le voisinage le plus proche de la balise

vent V| d(m)
360
@ 320;

280

balise de référence
(za (t),ya(t

S

200 § §

160

) 120
g e aog
<«

40
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(a ) 0 40 80 120 160 200 240 280 320 360 400

(b)

Figure 8.10 — (a) Suivi d’'une trajectoire de type lissajou par les 2 batéb)iEvolutions del; (t) et
ds ().

8.5 Conclusion

La contribution apportée dans ce chapitre est I'utilisation de méthodes distemfprojection d’en-
sembles) pour la conception d’'un systéme de commande pour bateau a vodleurs de notre travail,
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nous avons déterminé dans un premier temps, un régulateur pour le capvetrtiire de voile. Puis
dans un deuxiéme temps, les performances de cette régulation ont été andiotérme de vitesse.
En effet, nous avons proposé comme commande de voile optimale un polyndtegrde®. Cette loi de
commande a été présentée dans le cadre du suivi d’'une balise, les sinsyati@rdinateur ont été ef-
fectuées a partir du modéle dynamique du bateau. Nous avons consiggamier bateau équipé d’'une
commande d’ouverture de voile optimale, puis un second bateau muni dinotoih d’ouverture de
voile linéaire. Sur un horizon de temps, I'efficacité de notre dispositif de cordena été analysée grace
aux variations des distances entre les bateaux et la balise. Rappeldnstreri a été effectué dans le
contexte d'un systéme fortement non linéaire et d’'un vent constant. Beljpitilisation des approches
intervalles est rendue possible a cause du faible nombre de paramettes, (et d,) qui interviennent
dans les équations d’'état du bateau.

D’un point de vue strictement technique, le dispositif composé du bateailecevau systeme de
commande constitue un robot autonome qui se déplace sur I'eau. Il telden possible de concevoir
un bateau a voile équipé de plaques solaires, de balises GPS pour la fiorglisade deux moteurs
électriques. Les plaques solaires alimentent les moteurs afin de commaralerddsres de voile et du
gouvernail. Ainsi, le bateau pourrait étre téléguidé a partir d’'une statioseggitue sur terre. Beaucoup
d’applications peuvent étre imaginées pour un tel systeme : la surveillétiéeec le prélevement de
mesures dans un environnement marin pour la recherche scientétque,



CHAPITRE 9

Conception de filtres par
des méthodes intervalles

Les filtres sont des éléments importants dans le domaine du traitement du sigmatite®, il est
intéressant de réaliser les filtres les plus simples possibles répondastsarateéristiques données sur
le gain et la phase. Nous entendons par filtre simple, un filtre dont la fordgigransfert dépend d’'un
faible nombre de coefficients. En effet, plus I'ordre du filtre est élelus, ga réalisation technique utilise
de composants. Ainsi, le probléme posé est double. D'une part, notchohe un filtre compatible avec
des caractéristiques fréquentielles spécifiques (contraintes sur letdmiphase). D’autre part, I'ordre
de ce filtre doit étre le plus faible possible.

L'originalité du travail effectué réside essentiellement dans la facon sker p® probléme d’estima-
tion d’un filtre d’ordre minimal. En des termes plus détaillés, ce probléme co@disiaver le plus petit
ordren™ au dessous duquel il n’existe aucun filtre satisfaisant nos contragabar{t sur le gain et la
phase). Nous abordons ce probléme suivant deux étapes. La mat@pe consiste a montrer que les
ensembles de filtres respectivement d’'ortir2, ..., n* — 1 sont vides. La deuxiéme étape est consacrée
a I'estimation d'un filtre d’ordrex* qui respecte notre gabarit.

Un algorithme de projection d’ensembles basé sur le calcul par intervalleepde répondre au
probléme de la premiére étape. En ce qui concerne la deuxiéme étape oigthrales ensemblistes
s’averent treés peu efficaces pour caractériser des filtres impliquagranmd nombre de coefficients (
5). Nous proposerons une méthode combinant le calcul par intervalleseestratégie de recherche
d’une solution ponctuelle. Ainsi la conception de filtres pose le probleme @sddution d’un systeme
d’'inégalités non linéaires.

Ce chapitre est organisé de la fagon suivante. Dans la section 9.1exposerons en détails le
probléme de conception de filtre d’ordre minimal. Cette section présente ld®nstat les principes
utilisés pour résoudre notre probléme. La section 9.2 est consacrée & kamaisuvre d’'une méthode de
recherche locale basée sur le calcul par intervalles. La section 9.8sgrégs résultats obtenus a l'issue
de la conception de plusieurs filtres aussi bien analogigue que numégiafire la section 9.4 fait état
des avantages, des inconvénients et des perspectives d’applicatimesnant les méthodes mises au
point.

145



146 CHAPITRE 9 — Conception de filtres par des méthodes intervalles

9.1 Contexte

Tout comme il a été souligné dans I'introduction, cette section a pour objetdamation des carac-
téristiques fréquentielles d'un filtre et des notions associées au problestiengtion de filtre d’ordre
minimal.

9.1.1 Gain et phase d’un filtre

Considérons la fonction de transfert complexe d’un filtre analogiqueimérnique d’ordre,

S D
H ()= @) _ = 9.1)
D)1y Sk
k=1

avecx € C. Notonsa = (ag, a1, ...,am)T etb = (b1, bo, ...,bn)T avec (m < n) respectivement les
vecteurs coefficients du numérateur et du dénominateur de la fonctioarddet. Nous avons, dans
le cas d'un filtre numériquez = z = ¢/?™, pour un filtre analogique = s = j27v. Ici v (H2)
correspond a la fréquence des signaux.

Le gain en fréquence d€ (x) est donné pag (v) = |H (z)|, la phase s'écrit

_ Im (N () Im (D (z))
¢ (v) = arctan <W) — arctan <W> : (9.2)

ou Re(z) et Im(z) sont respectivement les parties réelle et imaginaire de

9.1.2 Estimation d’'un filtre d’ordre minimal

Definissons I'ensemble des filtrés:, n) - acceptables (ou compatibles) n6tg ,,,, tous les filtres
pour lesquelsleg [N (x)] = m etdeg [D (z)] = n et dont le gain puis la phase sont compatibles avec
des contraintes de type inégalités (voir figure 9.1). Il vient

Stmmny = {(a,b) € R™ x R"| u(a,b) € [u] etw (a,b) € [v]}, (9.3)

avec[u] et[v] des pavés dB" etR!, u (a, b) etv (a, b) des fonctions vectorielles dont les composantes
sont données par; (a,b) = g (v;) etw, (a,b) = ¢ (1/). Les parametres; etv, (i = 1,2,...,r et
g=1,2,...,1) correspondent a des échantillons de fréquences choisies.

Posond (a,b) = (u(a,b),v (a,b))" et[f] = [u] x [v], 'expression 9.3 devient

Stmm) = {(a,b) € R™ x R"| f (a,b) € [f]}. (9.4)
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Figure 9.1 — Estimation ensembliste de filtres d’ordmdonné.

L'estimation d'un filtre d’ordre minimal revient a trouver un filtre 8g,,- .- tel que :
Siw =0, Vk<n® i<k (9.5)
et
Stine =0, Vi <m™. (9.6)
Exemple 9.1. On considére un gabarit de filtre pour lequet = 3 etm* = 1. Nous en déduisons :
S(0,1) = 0, S(0,2) = 0, S(1,2) = D €tSg 3y = 0.

9.2 Methodes intervalles pour I'estimation de parametres

Une premiere difficulté, non négligeable, posée par notre probléme psugeir démontrer qu’un
ensemble défini par des inégalités est vide. La deuxieme difficulté résdelalaecherche d’un filtre
vérifiant un gabarit avec un grand nombre de coefficients. Face &sitatgon, la plupart des méthodes
classiques d’estimation de paramétres n'apportent, dans une certaine npesude réponse satisfai-
sante.

9.2.1 Approche classique, optimisation globale

La majorité des méthodes d’estimation de paramétres sont basées sur deguitsch’optimisa-
tion globale. Dans l'idéal, ces techniques sont censées minimiser une distatne les points de deux
ensembles caractérisés par des inégalités non linéaires (voir illustratiguengi2).
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dmin (Aa B)

Figure 9.2 — Distances entre des ensembles.

Définissons une distance entre deux sous-enserilBeE deR" par :

4.(E, F) = min |x — yll, ... (©.7)
x€E >

yeF

Dans le cadre d’'une estimation classique de parametres, les ens&neblesont décrits par des inéga-
lités. Ainsix € E correspond & = f (p;), de mémey € F revient &y = g (p2), avec les fonctions
f:R™ — R™etg: R" — R™. L'expression 9.7 devient :

d(E,F) = min If (P1) — & (P2)ll2.00 09

= minj (P),

avecp = (p1,p2)".j(p) = |f(p1) — g (P2)ll2,0c €7 = 11 + no. Nous rappelons ici qug est une
norme définie d&R™ versR*. Réaliser une estimation du param@gtreevient a trouver un minimiseur
globalp* tel que pour toup € R™, j (p*) < j (p). Les méthodes classiques d’optimisation globale dans
des domaines continus ne donnent pas de solution dans le cas génemétedes ne s'appliquent qu'a
des cas trés restreints : existence d’un unique optimum (systemes iderg)fiaolmbre de paramétres
estimés restreinty( < 5), etc. (voir [Walter, 1982], [Fliess et al., 2004] et [Walter and Pronzato,7]p9

Sur la figure 9.2 la distance entre les ensemblet B estd (A, B) > 0 carA N B = (), par contre
d(A,C) = 0carANC # ) (les zones noires représentent I'intersection eftetC).
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9.2.2 Estimation de parametres, approches intervalles

Une méthode d’estimation a erreurs bornées désormais classique esithalg&IVIA . Nous rap-
pelons qu’un algorithme d’inversion ensembliste permet de caractérissefiele

X ={x € x| f(x) € [y]} =" ([y]). (9.9)

ouf est une fonction continue définie & versR™, [y| un pavé d&R™ et[x], est un quelconque pave.
Cette approximation est faite par un sous-pavage (union de pave) mfieradX. La méthodeSIVIA
engendre des temps de calcul prohibitifs lorsuest de grande dimension. Malgré celaXsi= 0,
les techniques de consistance globale se révélent efficaces. Damsagtcela revient & montrer qu’un
systeme d’'inégalités, avec de nombreuses inconnues, n'admet aotuti@sdans un compact.

Par la suite, nous proposons une méthode de recherche capablevee tirmei solution a des inéga-
lités, lorsque celle-ci existe. En termes ensemblistes, cela revient a laateetbun point appartenant
a X, lorsque celui-ci est un ensemble de grande dimension. Bien ententtuapproche s’inspire du
calcul par intervalles et des notions de la section 9.2.1. Rappelons quximipé entrefr| et [s], deux
pavés deR"™, est définie par :

Jo([x],[s]) = _max (max (r; — 8;,8; — Ti)) - (9.10)

'''''

Prenons I'ensembl& donné par (9.9). La technique que nous présentons consiste a utillmareco
critere de sélection, la proximité entre les pavés (9.10). Une illustration dégécest donnée par la
figure 9.3. A droite, dans I'espace image de la fonctipmous avongf] ([a]) et [f] ([b]) les pavés
images respectifs de] et [b]. Les critéres de proximités entre les pavés imagésg|efont représentés
par :di = jp([f]([a]),[y]) etd> = jp([f]([b]),[y]). A gauche, dans I'espace des antécédents (ou
espace réciproque), le pajls correspond a la zone de recherche sélectionnéé,card;. Nous avons
développé ci-aprés, un algorithme qui s’articule autour de ce critéreleletisn de pave.

A A

. ) ()
| /
la] | -
f() b, “
>

g/ £ ()

b /-

£ ()

Figure 9.3 — lllustration de la sélection de pavé par le critére de proximité.
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A présent, analysons le fonctionnement de notre algorithme de rechecethe Tout d’abord, nous
partitionnons le pavé initigk], en deux pavés. Ensuite, le pavé dont 'imagefpestle plus prochgau
sens du critére de proximité) du pdyé est sélectionné. Le pavé ainsi obtenu sera de nouveau partitionné
puis le procédé sera répété jusqu’a I'obtention d’un pavé pour leqpebiamité entre son image pér
et le pavély] est inférieure ou égale@ Supposons que nous ayons a notre disposition un contracteur
Cx pourX, le détail de la routine qui permet de trouver des pointX st donné ci-dessous.

Algorithme : LSBIC (Entrées :  [x],, [y]; Sortie : [x*])

1 |Si (w([x]y)>er) :

2 x]p — Cx (X]);

3 Si ([x], #0) :

4 dy — gp ([F] (L [x]o), [¥]): d2 — Jp ([f] (R [x]y) , [¥]):

5 Si (di €0) : [x*] — L[x|,;

6 Sinon :

7 Si (d2 <0) @ [x*] — R[x|,;

8 Sinon :

9 Si (dy < dy) :LSBIC (L[x],,ly], [x*]);
10 Si (di > dp) :LSBIC (R[x],,[y], [x*]);
11 Fin sinon ( 8), fin si ( 7)

12 Fin sinon ( 6), fin si ( 5)

13 Finsi( 3)

14 | Finsi( 1)

15 | Fin.

L'algorithme LSBIC (Local Search By Interval Computatippropose comme résultat un pawé]|
inclus dansX. Dans cet I'algorithmel (.) et R (.) sont des opérateurs de bissection de pavé tels que
[x] = L[x] U R[x] et VOI(L[x]) = Vol(L[x]) = %[XD

L'avantage de l'algorithmé&.SBIC provient de sa complexité polynomiale. Ceci se comprend ai-
sément caL.SBIC privilégie successivement (grace au critére de proximité) des zonkssgace ou
s'effectuera une recherche approfondie. L'inconvénient desragiproche est dii au manque de fiabilité
du critere de proximité. En effet, notre critere de sélection est fortemenmti@avés utilisés pour ap-
proximerf ([a]) etf ([b]). Ainsi la routineLSBIC provoque dans certaines situations (voir figure 9.4)
une convergence vefg*| = () alors queX # ().

Sur la figure 9.4, le pavé qui posséde la meilleure proximité &vedans I'espace image efi].
Hors comme le montre cette figurB([b]) N [y] = 0, malgré quelf] ([b]) N [y] # 0. Nous allons
privilégier la recherche de solution dans le domdimeou il n’existe aucune solution, tandis que des
solutions existent darja]. Face a ce type de problémes, nous présentons un second algorithdelessu
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[yl [£] ([Xa]) f ([a])
|
i —
D A
D,
— £ ([b])
[£] ([b]) —f

Figure 9.4 — lllustration d’'une situation problématique pour le critére de proximité

combinaison d&SIVIA etLSBIC. Cette deuxiéme approche privilégie certes des domaines sur la base
du critére de proximité, mais contrairement@BIC ne rejette aucun domaine susceptible de contenir
des solutions. Le nouvel algorithme congu est composé de deux sotithahgs décrits ci-dessous.

Algorithme : LSBIC1 (Entrée - Sortie : [x])
1] [x] — Cx ([x)):
2|Si (x]#£0)et (w([x])>er) :
3 L— LUCx (L[x]); £L— LUCx(RI[x]);
4 Si (d>0) :
5 d +— +o0;
6 LSBIC1 ([x]); SELECT_BEST([x],d);
7 Finsi( 4)
8 | Finsi( 2)
9 | Fin.
Algorithme : SELECT_BESTEntrées - Sorties :  [x], d)
1] [x]«0; i—0; k<0
2 | Tant que (L #0) :
3 d* — jp ([f1 ([x]) , [y]):
4 Si (d*<d) : d—d*; k—iFinsi( 4)
5 1—1+1;
6 | Fintant que
. Extraire le k®me élémentde L
pour le mettre dans [x];
8 | Fin.
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Nous disposons, comme variable globale, d'une litgui constitue notre population de pavés. Le
but de la routineSELECT_BESTconsiste a sélectionner puis a extraire le meilleur gayéau sens
du critére de proximité) de la listé. Grace aux deux algorithmésSBIC1 et SELECT_BEST nous
assurons d’une part, la recherche de solution a chaque fois sur le mpéletide la listeC, et d’autre
part, le stockage dansdes pavés les moins intéressants. Lorsque le meilleur pavé n’est pagiaatus
X, les paved. [x] et R [x] issus de la bissection ¢&] sont ajoutés a la population des pavés

9.3 Application a la conception de filtres d’ordre minimal

Notre but est de présenter dans les exemples qui suivent, d’'urieparbdeéles de filtres recherchés,
ainsi que les intervalles de tolérance associés aux gains pour desrfcégudonnées (contraintes sur le
gain). D’autre part, nous utiliserons les algorithmes d’estimdt®BIC etLSBIC1 pour concevoir des
filtres d’ordre minimal.

Rappelons que la conception d’un filtre d’'ordre minimal consiste a trouyguepetit nombre de
coefficientsa; et b, adéquats pour un filtre, de facon a satisfaire des contraintes sur le nmdide
phase. Notons* I'ordre minimal des filtres compatibles avec nos contraintes. La stratégie edeploy
vise a démontrer qu8; ;) = () aveci < j et;j < n* (voir section 9.1.2). Un filtre compatible d’ordre
n* est ensuite obtenu gracé.8BIC1.

Nous montrerons dans les sections qui suivent quelques résultatsamicla conception de filtres
numériques mais aussi analogiques.

9.3.1 Filtres numériques

Le gain en fréquence d'un filtre numérique est donné par

o A+ A
Ymm) (@, b,v) = [H (e*™)| = ’/ﬁ' (9.11)

la fonction H (z) correspond & la fonction de transfert (9.1), dans le cas général anous

2 2

A = Zap cos (2pmv) | , A2 = Zap sin (2pmv) (9.12)
p=0 p=0

et
B, = <1 +) bgcos (2/<:7w)> , By = (1 +) besin (2k7ﬂ/)> : (9.13)
k=1 k=1
avecm etn qui sont respectivement les degrés du numérateur et du dénominatéurfahction de
transfertH (z).
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Les contraintes sur le gain en fréquence sont de la forme

Vi = 1, 2, '--imax, hz < g(mm) (a,b, I/i) < Ei,

(9.14)

ol lesy; représentent des échantillons de fréquence appartefiant &), les intervallesh;] = [h;, h;]

correspondent aux domaines de tolérance pour le gain. En utilisanbtid®ns vectorielles, I'expres-

sion 9.14 devient :

avec

&(n,m) (a’ b) € [h] )

&(m,n) (a, b) =

et[h] = [h1] x [ho] X ... X [h

7fmax] '

Iim.n) (&, b,v1)
9(m,n) (aa b7V2)

g(m,n) (a7 b7Vimax )

(9.15)

(9.16)

Exemple 9.2. Soit trois gabarits de filtre numérique donnés par le tableau 9.17. Les altesvde

tolérances ont été choisis autour des valeurs du gain d’un filtre de ré&férd’ordre 5.

i | 2my; | casl: [hi] | cas2:[h?] | cas3: [h}]
1[0 0.2,04] | [0.29,0.31] | [0.38,0.40]
2 |05 |[0.3,05 |[0.39,0.41] | [0.60,0.62]
3 |1 0.5,0.7] | [0.59,0.61] | [0.96,0.98]
4 |12 |[0.7,09] |[0.79,0.81] | [0.92,0.94]
5 | 1.5 |[0.9,1.1] | [0.99,1.01] | [0.91,0.93]
6 | 1.8 |[[1.2,1.4] |[1.29,1.31] | [1.05,1.07]
7 |2 [1.4,1.6) | [1.49,1.51] | [1.27,1.29]
8 |25 |[[21,24] | [2.19,2.31] | [1.78,1.80]
9 |28 |[24,26] | [249,2.51] | [1.47,1.49]
10 | 3.1 | [24,2.6] | [2.49,2.51] | [1.30,1.32]

(9.17)

Sur les cas 1, 2 et 3, nous avons considéré des domaines d’incestipode 10 échantillons de fré-

quencesi.x = 10), la représentation graphique des intervalles d’'incertitudes est dopaédes fi-

gures 9.5a, 9.5b et 9.5c. La différence entre les deux premiers cétsis@s niveau de la largeur des

intervalles de tolérances. Quant au cas 3, le gabarit impose une formadtisse” au gain du filtre.
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0.5 1 1.5 2 25

. I i i . . . H H i i . , ,
3 35 0 0.5 1 15 2 25 3 35 0 0.5 1 15 2 25 3 35
w = 27V (1dfs) w = 27V (wdfs) w =27V (1d/s)

(a) ' (b) (c)

Figure 9.5 — Représentation des intervalles d'incertitude pour les cag 3, 2 e

Notre objectif dans les trois cas est de déterminer des filtres d’ordre minitas. 1B pratique, pour

montrer queS,, ,,,y = 0 (m etn deux entiers fixés) les domaines d’appartenance des coefficienfgisont
finis et assez grands, par exemfieb) € [—10%,108] " x [-10%,10%] *™. L'estimation d’un vecteur
de coefficients acceptables est effectuée poar[—1,1]*" etb € [—1,1]*™. Grace aux algorithmes

SIVIA etLSBIC1, le détail des résultats obtenus est décrit comme suit.

— Cas 1: n* = 2 etm* = 1; nous avons préalablement vérifié pour de grands intervalles que :

S(,1) = 0 etSy 2 = 0. Lalgorithme LSBIC1 détermine en envirorg0s les coefficients d'un
filtre supposé d’ordre minimalag = —0.99968144080874, a; = 0.46034161208025, by = 1,
by = 0.52579176165286 etby = 0.10288725736099.

La projection de I'ensemble des filtres d’ordre minirg| 5 suivant les coefficients, etb, est
donnée par

Zy = Proj, ;) (Suz2)

9.18
{(a0,b0)|3(a1,b2) g1, (a,b) € [b1]}, (5.18)

aveca = (ag,a1)", b = (b1,b2)". Ici, la faible dimension d&; 5 (dim (S; 5)) = 4) rend pos-

sible une caractérisation g, avec des temps calcul de 'ordre Sfeminutes et une précision de

e = 10~* (voir figure 9.6). Lensembl&,; permet alors d’avoir quelques éléments de visualisation
et d'interprétation sur les résultats précédemment obtenusSBIC1 . Comme il est indiqué sur

la figure 9.6, chaque point d& correspond a un ensemble de filtres compatibles. En effet, chaque
couple de coefficient§:, b;) deZ, est associé a un ensemble de points dont les coordonnées sont
(a1,b2).
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b1
1 T
(—0.99968144080874, 0.52579176165286)
0.5 - S 4
O L
-0.5F
-1 . 1 . a
-1 0.5 0 0.5 1 0
Figure 9.6 — Caractérisation de I'ensemfBile
Considérons I'ensemble défini par
Zy = {(a1,b2)| g(19) (ag,a1,b},b2) € [h']}, (9.19)

avec les parameétreg = —0.99968144080874 etb] = 0.52579176165286. La figure 9.7 repré-
sente un amas de pavés quasi-ponctuel qui caractgyidea vérification de(af, b)) € Zo avec
aj = 0.46034161208025 etb; = 0.10288725736099 permet la validation des résultats obtenus
grace a I'algorithme de recherche de soluti&BIC1.
Remarque 9.3. Les calculs dé&Z; et Zs sont possibles dans un temps raisonnable si le nombre
de coefficients des filtres d’ordre minimal est relativement petit (infé@deb). Dans les cas ou
les coefficients sont nombreux, nous limiterons I'étude a I'estimation fiteed’ordre minimal
guelconque.

— Cas 2: nous avona* = 2 etm™* = 4 avec

apy = —0.51873743444441
a; = 0.99949087266166
bp = 1

by = 0.48396192117769

by = 0.087678306738687
bs = 0.023629693079392
by = 0.0296984403172177

Dans ce second cas le temps de calcul est beaucoup plus élevé (@@hyoreci est di principale-
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0.5

(0.46034161208025, 0.10288725736099)

-

-0.5

-1 L L ay
-1 -0.5 0 0.5 1

Figure 9.7 — Caractérisation @.

ment au fait que les intervalles de tolérances sont de petite ldrgelrl0~2. Lensemble solution
S(m,n) devenant moins volumineux, il devient beaucoup plus difficile de trouesmpaints issus
de cet ensemble. De plus, I'ordre du filtre obtenu est plus élevé queestiimié dans le cas 1.

La figure 9.8a et 9.8b représentent respectivement les tracés delgdilies concus dans les cas
1 et 2 et les intervalles de tolérances associés a leurs contraintes.

0 d.s 1‘ 1 ‘_5 é 5_5 é 3‘_5 0 6.5 1‘ 1‘.5 é é.s é 3‘.5
=27V (xd/s)
w = 27 (xd/s) w
(a) (b)

Figure 9.8 — a) Tracé du module et des intervalles de tolérances pourlelgasracé du module et du
gabarit dans le cas 2.
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02 Il Il Il Il Il Il J
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35

w =27 (xd/s)

Figure 9.9 — Gain issu de I'estimation d'un filtre numérique d’ordre minimal pocases.

— Cas 3:ilvientn* =2, m* = 4, avec

ap = —0.99978613139664
a; = 0.49175104892268
bp = 1

by = 0.055845079070777
b = 0.014010938967069
bs = 0.02607233477639
by = 0.21017176615096
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Nous avons ici la méme situation que le cas 2, les domaines de tolérancelsa@sistassez petits

(1 =2.10"2). Ceci explique I'ordre relativement élevé du filtre d’ordre minimal. La fig@r9

montre le tracé du gain du filtre estimé et les intervalles d’incertitudes.

9.3.2 Filtres analogiques

Dans le cas de filtres analogiques, nous avons

. [A1 4 As
9(n,m) (a,b,u) = |H (]27”/)| = M1
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avec
m’ 2 m/ 2
Z 271'1/ Pag, | , Ay = Z 27TZ/ a2p+1 (9.21)
p=0 p=0

et
n’ 2 n! 2

B, = <1+ (—=1)* (27v)%* b2k> , By = ( (—=1)% (27rp) 2+ b2k+1> (9.22)

k=1 k=0

Les entiersn’ etn’ sont les résultats de divisions entiéres par 2rdet n. Ici, les contraintes sont de
méme forme que celles de la section 9.3;2 (, (a,b,v;) € [hi]l, i = 1,2, ..., imax)-

Nous considérons le gabarit du cas 1 (voir 'exemple 9.2). A I'issu desilsaeffectués grace a
LSBIC1, nous obtenons un filtre analogique d’ordre quasi minimak= 2, m* = 1 et les coefficients,

ap = 0.2869517349555

a; = —0.54952394656682
bp = 1

by = —0.22039125226251
b = 0.10524466358619.

Ces résultats ont été obtenus en environ 15 secondes.

Exemple 9.4. Nous choisissons un filtre de référence d’ordre 6. Les gabarits pogailesont indiqués

dans le tableau ci-dessous.

i | 2my | cas4:[h}] | cas5:[h}]
1 [0 |[0.95105 |[0.99,1.01]
2 |05 |[0.97,1.07 |[1.01,1.03]
31 0.81,0.91] | [0.85,0.87]
4 |12 |[057,067] |[0.61,0.63]
5 | 1.5 |[0.24,0.34] | [0.28,0.3]

6 | 1.8 |[0.07,0.17] |[0.11,0.13]
7 |2 0.02,0.12] | [0.06,0.08]
8 |25 |[-0.03,0.07] | [0.01,0.03]
9 | 2.8 |[-0.04,0.06] | [0.002,0.02]
10 [ 3.1 | [~0.04,0.05] | [~0.003,0.02]

(9.23)

On consideére le gabarit donné par le tableau 9.23. Aprés avoir éliminé les filordre incompa-

tibles avec ce gabarit, les ensembles de filtres d’ordre minimal s’écrigentgcas 4 S« ,+) = S 3)

et pour le cas 58, ) = S(2,3). Les estimations de filtres pour les deux cas sont donnees par,
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—Cas4:m*=0etn*=3

a = -1

bp = 1

by = 0.66585681819813
b = 0.046761736430157
bs = 1.2683654162864

A linstar de la section 9.3.1cés J), le faible nombre de coefficients du filtre d’ordre minimal
permet de caracteriséy, la projection deS 3 suivant les coefficients, etb; . Il vient

F1 = { (a0, b1)|3 (b2,b3) , g(0,3) (a0, b) € [h']} (9.24)

avecb = (by, by, bg)T. La figure 9.10 donne une approximation intérieure et extérieufs deour
ap = ay = —1 etb; = b} = 0.66585681819813, les coefficientd,, b3 compatibles avec le gabarit
du cas 4 sont définis par 'ensemble

Fy = { (b2, b3)| 8(0,3) (a5, b}, b2, b3) € [h']}. (9.25)

Une caractérisation d&, est représentée par la figure 9.11. Nous vérifions conformémenéaux r
sultats obtenus par la recherche de solution ponctuelle(@bigh;) € Fo avech; = 0.046761736430157
etb; = 1.2683654162864. Tous les points d&, correspondent a des filtres d’ordre minimal pour
le cas 4.

by

2

(—1,0.66585681819813)

—_
. T T 7 il
— T el T ™

Figure 9.10 — Approximations intérieure et extérieurége
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1 .
(0.046761736430157, 1.2683654162864)
1.25F
15 - by
-0.1 0.05 0.2

Figure 9.11 — Caractérisation fe.

— Cas5:m*=2etn*=3

ap = 1.0096989743281

a; = —0.025416753146296
az = 0.14229711065094

bp = 1

by = 1.6708877101979

by = 1.4976891059891

bs = 0.80151007877198

Les figures 9.12a et 9.12b représentent respectivement pour lket&sles gains en fréquence des
filtres d’ordre minimal estimés.

9.3.3 Remarques

Dans les différents cas d’estimation de filtres d’ordre minimal, nous n’apas$ris en compte les
contraintes sur la phase. En effet, les tests d’estimation de filtres aved¢ Bajowgabarit de phase n'ont
pas été concluants. Le comportements de 'algorith®BIC1 indique I'existence de singularités, cette
situation est due aux fonctions rationnelles qui composent les contraimtegphase. Une interprétation
des problémes de singularité et de leurs conséquences est donade slate.
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g(Ww) gw)
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Figure 9.12 — Gain des filtres analogiques d’ordre minimal. (a) : cas 4¢és) 5.

Soith : R® — R une fonction rationnelle,

f(z1, 22, ..., xp)
g (1,29, ..., xp)

h(z1,22,...,2n) = (9.26)

Pour f (1, x9,...,x,) = 0 etg(x1,x9,...,x,) = 0, le calcul deh (x1, xo, ..., x,,) aboutit a la forme
indéterminéé’%”. Le calcul par intervalles admet par convention c%u& |—00, +00[. Considérons
par exemple, I'expression =  avec(z,y,z) € [z] x [y] x [2]. Si les trois intervallesz], [y] et

[z] contiennent la valeud, aucune réduction de domaines n’est possible a l'aide des procétiures
contraction (voir [Benhamou et al., 1999], [van Hentenryck et al., 1@88_homme, 1993]). Cette si-
tuation contribue a une augmentation démesurée du nombre de bissectioss'&ons pas rencontré
ce type de probléme dans les cas d'estimations de filtres avec gabarit sin,|@@r contre cela est
nettement différent lorsque nous ajoutons un gabarit sur la phase.

Pour contourner la présence de singularités dans I'expression desaintes sur la phase, nous
nous interdisons une annulation simultanée du numérateur et du dénomubatieufonction ration-
nelle. Cette mesure a pour conséquence de restreindre I'ensemble desitteptables ou compatibles.
Pour I'expression (9.26), nous évitons les singularités en ajoutantiésiodes :f (1, x2,...,x,) # 0
oug (z1,x2,...,2,) # 0. Bien entendu, il s'agit de choisir judicieusement les domaines d’appaten
des variables, xo, ..., z,, de facon a ce que les fonctiofi®t g ne s'annulent pas pour un méme vecteur
x. Ce type de procédé pourra étre utilisé dans le cadre de I'estimation de'@haesdminimal avec prise
en compte des contraintes sur la phase (gabarit de phase).
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9.4 Conclusion

Au cours de ce chapitre, nous avons formulé le probléme de concepfiittneden terme de recherche
de filtre d’ordre minimal. Le probleme se résume ainsi, comment trouver un &tes, le plus petit
nombre de coefficients de la fonction de transfert (humérateur et déammincompris), compatible
avec des contraintes sur le gain et éventuellement la phase ?

Nous avons commencé par introduire la notion d’ensemble de filtres) compatiblesS,, ).
Ensuite, le probleme d’estimation de filtre d’ordre minimal a été décomposé ernsdasa problémes,
a savoir prouver qu’un ensemble de filtres compatibles d’ofdrst vide, lorsque ceci est réalisé, nous
passons a I'ordre supériejir- 1. Ces tests sont réitérés ainsi de suite jusqu’a I'obtention d’'un ensemble
de filtres -(m*, n*) compatibles non videy* devient alors I'ordre minimal des filtres compatibles.

Afin de résoudre notre probléme de conception de filtre, une collaboeitom des méthodes inter-
valles a été proposée. Nous sommes partis du constat suivant, leshespeosemblistes sont souvent
utilisées pour traiter des problémes d’estimation non linéaire. Ces méthodesferit 'avantage de
caractériser un ensemble de vecteurs parametres solutions dans urctcdeda, par contre elles ne
sont réellement efficaces qu’en petite dimension (nombre de paramé#asiint 5). Il convient dans
un premier temps, d’utiliser des méthodes ensemblistes pour démontrer ggemige défini par des
inégalités non linéaires est vide, puis, dans un deuxiéme temps d’élalmerenéthode de recherche
de solutions ponctuelles, lorsque la caractérisation de I'ensemble desépaas solutions n’est plus
possible.

Nous avons présenté dans plusieurs exemples les résultats qui emdaroonception de filtres
d’ordre minimal. Les cas de filtres numériques et analogiques ont étéésbdldus avons proposé pour
différents gabarits de gain, des filtres compatibles d'ordre minimal ou guiagihal. Comme il a été
évoqué dans nos derniéres remarques, les méthodes d’estimation dediitestrent des difficultés
lorsqu’un gabarit de phase est pris en compte dans les contrainteis ulimsnesure a été proposée pour
contourner les probléemes dus aux singularités issues des contrainteplsase. Cette mesure consiste a
fixer certaines conditions sur les fonctions rationnelles qui apparaidaes les contraintes sur la phase.
Des domaines d'appartenance judicieusement choisis pour les cogffidiefiltre permettent d’éviter
les situations de singularités que nous avons évoqué dans la section 9.3.3.

Le travail effectué jusqu’ici a montré I'importance des approches ergtathdans le traitement
de problémes d’'estimation non linéaire. En effet, la combinaison entre méthndesblistes et mé-
thodes de recherche ponctuelle permet d’apporter des solutions $atéies méme lorsque le nombre
de parametres est relativement élevé. Bien entendu, les méthodes utdistéas imparfaites, elles sont
gourmandes en temps de calcul en particulier lorsque les intervalles dentel€naour le gabarit sont
de faibles largeurs. Dans ce cas une collaboration entre différentactmurs (voir [Lhomme, 1993],
[van Hentenryck et al., 1998] ou [Benhamou and Granvilliers, 199@{irait s’avérer fortement utile.
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Méme si nous réussissons a garantir que le filtre concu est d’ordre miilineate en suspend quelques
guestions fondamentales & savoir : parmi une infinité de filtres d’ordre minieeglel choisir ? Plus
précisément, par rapport a quelles critéres chaque coefficient tdvéare choisi? Les problémes
ainsi soulevés peuvent étre complexes, notons néanmoins que desnsodatit envisageables dans
le cadre de I'optimisation dite multi-objectifs, ce théme fait I'objet de recherabelles (voir la thése
[Barichard, 2003] et la bibliographie associée).

Enfin, les résultats que nous avons obtenus semblent ouvrir des pistessatées pour la conception
de systémes dans les domaines du traitement du signal.






CHAPITRE 10

Conclusion et
Perspectives

Tout au long de ce mémoire, nous avons eu le soucis constant de mettrigl@mcéves contribu-
tions apportées par une formulation ensembliste de problemes d’automateumédthodes etudiées
proposent, d’'une part, un ensemble de solutions pour les CSPs de tgpété@snon linéaires. D’autre
part, grace aux outils algébriques développés dans les chapitresdnetly’s€ par intervalles et contrac-
teurs), nous avons la garantie de ne perdre aucune solution a dd#ésétgfinies dans un compact de
R™.

Un inconvénient des approches utilisées réside dans le fait qu'auelglaatte dimensions, pour les
raisons que nous avons indiquées dans le chapitre 3, une caractésatize par méthode d'inversion
ensembliste est laborieuse, sauf, si d’'une part nous disposonsiacteurs efficaces et d’autre part si
nous sommes dans I'un des cas suivant :

e inexistence de vecteurs admissibles dans le domaine considéré;

¢ les vecteurs du domaine initial sont tous admissibles;

e ensembles de vecteurs admissibles ponctuels et dénombrables.

Nous nous sommes particulierement intéressés a la caractérisation de dtiggr@&Ensembles dé-
finis par des inégalités non linéaires. Cette technique permet de projetasemigle de dimension
sur deux dimensions. Ainsi, au lieu de caractériser un ensemble de weathnissibles dariR™, nous
avons choisi de focaliser notre caractérisation sur les vecteursRdapsur lesquels, nous avons réussi
a démontrer qu'il existe des solutions complétes d&hsl'intérét d'une telle démarche serait a terme,
de choisir selon un critére, un vecteur admissible d&hspuis de rechercher les composantes ou para-
meétres manquants, par réalisation de projections successives dansiesqutaspondants. Par consé-
guent, comparée a des méthodes ensemblistes plus classiques type ireessimbliste, I'approche
par projections successives permet de réduire partiellement les tempkdepour des problémes de
grandes dimensions.

Notons, que dans le "pire" des cas, tous les algorithmes de caractéridatisembles restent de
complexité exponentielle. Afin d’améliorer ces algorithmes, en plus de la fimjetiensembles, deux

165
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axes de recherches complémentaires ont été développés dans cett€eképaes concernent I'amélio-
ration des contracteurs et de I'approximation intérieure, a travers :
e larecherche du plus grand pavé globalement consistant (cf. chapitre 2
¢ la présentation d'un algorithme d’approximation intérieure pour la projectemsdmblesAVIC
(cf. chapitre 4).

Ces outils ont ensuite été implémentés dans le logickd 2D, afin d’automatiser le traitement
des problémes liés a la résolution de CSP de type inégalités non linéairesawmssindiqué dans le
chapitre 4, une partie technique sur les différentes étapes de concgptieniogiciel. Nous rappelons
les deux points principaux de cette conception, la représentation des@8Pwrme d’'arbre, ainsi que
la décomposition des inégalités en sous-graphes connexes dont les surulds variables quantifiées
ou non projetées. Nous avons montré I'efficacité de cette décomposithae, gu calcul des complexités
des différents algorithmes concus (voir section 5.2.5). Nous mettons a lasitisp des lecteurs, les
codes sources en C++ ainsi que I'executable de ce logiciel.

Tout ce que nous venons de présenter jusqu’ici concerne les éhseses dans la premiére partie
de ce mémoire, qui nous le rappelons s’intitule "Méthodes et principes".

Dans la partie "Applications" de la thése , nous avons traité principalemegmiotdéemes liés au
domaine de I'automatique. Nous avons utilisé les résultats graphiques fparfso2D, afin de traiter
des problémes issus de I'étude des systéemes a retards, de la commande ofiimiadteau a voile et
de la conception de filtres dans le domaine du traitement de signal.

Dans le chapitre 5, plusieurs exemples d’application ont été traités. Noos prélevé, au cours du
temps, des mesures sur les variations des volumes des sous-pavagesisas. Ces mesures nous ont
permis de noter, les performances des algorithmes de proje&RWIA), lorsque nous combinons ces
algorithmes a la méthode d’approximation intérielX€1C proposée dans le chapitre 4. Des améliora-
tions ont été remarquées pour les problémes impliquant le plus de paramétres.

Le principal résultat du chapitre 6 concerne la stabilité les systémes asteBrate aux méthodes
ensemblistes, nous avons décrit, comment il était possible de vérifieri@abde zéros d’une une fonc-
tion transcendantale, dans un compaciRé#e Nous avons vu que dans certains cas, il était possible de
borner les péles instables du systéme a retards, nous obtenons aipséune numérique pour la sta-
bilité de ce systéme. Dans les cas ou il est difficile d’avoir une telle preuserd¢hodes par intervalles
permettent d’apporter, des éléments d’analyse a des problémes de stahliitétabilisation robuste de
systemes a retards.

A travers la commande de systémes non linéaires, nous avons illustré ktdidess problémes trai-
tés grace a la projection d’ensembles (voir chapitre 8). Nous avonsddtsilé la conception d’'une
"commande optimale" pour un bateau a voile. Les résultats graphiquessfpamPro2D ont été es-
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sentiels a la conception de cette commande. Nous avons montré a travessgsmnulations I'efficacité
d’une telle commande. Les codes sources des simulations sont mis a la dispiestiecteurs.

Enfin dans le chapitre 9, nous avons abordé quelques perspedaivestirches pour cette these.
Dans le cadre d’'un probleme d’estimation a erreurs bornées, nousintéusssons a la conception
de filtres numériques et analogiques. Ce probléme nécessite dans ogataliestimation d’'un grand
nombre de paramétres (jusqu’a 7 parametres). De ce fait, les méthoaemsjisient a caractériser sys-
tématiquement tous les vecteurs admissibles dans un compact ne sont [dagesaises. Il en est de
méme pour les méthodes de projection d’ensembles. Nous avons donomté@nitie approche stricte-
ment ensembliste afin de proposer une stratégie de recherche hylatigest@atégie intégre des critéres
discriminants pour privilégier la recherche de solutions dans certaimgsspdu domaine initial. Ainsi,
le nouveau type de méthodes sera basé sur la combinaison d’heuristigeemnéthodes ensembilistes,
avec pour objectif de converger, grace a un critere de selectionyweseul vecteur admissible. Les pro-
blémes de robotique (étalonnage de robot et conception de robot) ésamtablémes d’estimation avec
de nombreux paramétres (en général supérieur a 4), le développaareanthéme pourrait constituer un
apport intéressant pour ces problemes.
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Caractérisation d’ensembles par des méthodes
intervalles. Applications en automatique

Massa O

Résumé

L'étude et la conception des systémes non linéaires (étude de la stabilit&&syde lois de commandes
stabilisantes, analyse en robustesse, ...) posent des problemes nusnéiffigikes, que les méthodes
classiques ont du mal a résoudre. Les formulations ensemblistes d@bisyes ou I'idée de base est
de remplacer une valeur ponctuelle par un intervalle qui la contient salé@nimontrées trés efficaces
pour leur résolution.

Dans cette thése, nous proposons de nouveaux algorithmes ensemBliéssdddes taches plus spé-
cifiques telles que la projection d’un ensemble sur un sous-espace.’afiélcbrer I'efficacité de ces
algorithmes, dans un cadre général, nous avons présenté dewt a@esmiere de ces idées consiste a
former a partir des contraintes, des graphes connexes de variablgffigas. L objectif est de décom-
poser la projection d’'un ensemble:adimensions, en une intersection de projections d’ensembles dont
la somme des dimensions vautNotre deuxiéme idée consiste a rendre les algorithmes de projection
plus efficace en améliorant I'approximation intérieure.

Dans un deuxiéme temps, les algorithmes développés ont été mis en oeudeetediter des problemes
d’automatique liés aux systémes a retards, a la commande d’'un bateau a &dédeenception de filtres
numeériques et analogiques.

Mots-clés :analyse par intervalles, probléeme de satisfaction de contraintes (C8xtigm
d’ensembles, inversion ensembliste, estimation a erreurs bornées, syatésterds, commande
d’'un bateau a voile, conception de filtres.

Abstract

The study and the design of nonlinear systems (stability study, stabilizingpttavirs synthesis, robust-
ness analysis, ...) arise difficult numerical problems that classical methudslfificulty to solve. Then,
set-membership formulations of these problems, where the basic idea is tcerpplactual value by
interval that include it, where already show very efficient for their lggun.

In this thesis, we propose new set-membership algorithms dedicated forpeo&tidasks like set pro-
jection over a subspace. In order to improve, the efficiency of theseithlgs in general context, we
have presented two ideas. The first one consist to decompose thdiprojg@n-dimensional set, in an
intersection of sets projections where the sum of dimensions is equalTbe second idea consists in
yielding the projection algorithms more efficient by improving inner approximation

In a second time, the developed algorithms have been implemented in ordet &ahdéiety and control
problem of time-delay systems, sailing boat control and filters design.

Keywords: interval analysis, constraints satisfaction problem (CSP), set projebtimmded-error
estimation, set inversion, time-delays system, sailing boat control, filtersdesig



