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RESUME. De nombreux problemes d’automatique sont des problemes de satisfaction de contraintes
sur des domaines continus. L’analyse par intervalles combinée a des techniques de propagation
de contraintes permet de résoudre efficacement ce type de problémes en garantissant la com-
plétude. L’approche sera utilisée pour la résolution de problemes d’estimation ensembliste et
de commande robuste.

ABSTRACT. A large class of problems arizing in control theory can be cast into constraint sat-
isfaction problems over continuous domains. Interval analysis combined with constraint prop-
agation techniques makes it possible to solve them in an efficient and guaranteed way. The
approach will be used for set estimation and robust control problems.
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1. Introduction

De nombreux problemes d’automatique peuvent se ramener a la résolution de sys-
temes de n équations a n inconnues, out a la minimisation d’un critére. Mais cela
n’est pas toujours le cas : il existe une multitude de problemes, dits de satisfaction
de contraintes, ou les variables impliquées sont reliées par un nombre arbitraire de
contraintes de tout type. Comme les variables impliquées proviennent souvent de sys-
témes physiques (comme par exemple la masse, la vitesse, I’énergie, la température, la
tension, le courant, la résistance, . . .), elles prennent généralement leur valeur dans R
et non pas dans un ensemble discret, nous parlerons donc de problémes de satisfaction
de contraintes sur des domaines continus, ou plus simplement de CCSP (Continuous
Constraint Satisfaction Problems) (voir par exemple, [DAV 87], [CLE 87], [BEN 97],
[SAM 96]). Ces problemes sont considérés comme mal posés dans la communauté des
automaticiens car ils peuvent admettre une infinité de solutions comme ils peuvent
n’en posséder aucune. De ce fait, les outils existants (comme ceux proposés par la
toolbox control de Matlab par exemple) ne peuvent étre utilisés sans une transforma-
tion préalable, plus ou moins approximative, du probleme particulier que I’on cherche
a résoudre.

Les méthodes de propagation de contraintes [MAC 77] semblent adaptées a la ré-
solution des problemes satisfaction de contraintes car elles ne transforment pas le
probléme en un autre dans le seul but d’utiliser les outils disponibles. Au contraire,
ces méthodes traitent directement le probleme avec une méthode déductive, proche du
bon sens dont dispose 1’ingénieur. De plus, ces méthodes sont efficaces et fournissent
des résultats garantis (c’est-a-dire qu’aucune solution ne peut étre perdue). Enfin, com-
mencent a apparaitre des solveurs gratuits permettant la résolution d’une grande classe
de problemes de satisfaction de contraintes sur les domaines continus. Des exemples
de tels solveurs sont SPACESOLVER [LOT 00], [LOT ], AQCS [RAT 00] (Approxi-
mate Quantified Constraint Solving) ou REALPAVER [GRA 02], [GRA 01].

Dans cet article, nous utiliserons le solveur REALPAVER, pour résoudre quelques
probleémes difficiles d’automatique. Comme Numerica [van 97], ce solveur possede
pour entrée un fichier texte définissant le CCSP, ¢’est-a-dire que ce fichier contient,

1) une déclaration des n variables réelles z1, ..., x, du probleme,

2) un ensemble de n intervalles [x1],. . ., [z,] contenant toutes les valeurs a priori
possible pour ces variables,

3) I’ensemble de toutes les contraintes reliant ces variables.

REALPAVER génére un ensemble de boites de R™ contenant tous les n-uplets
(z1,...,2y) de[x1] X - - X [z,] qui satisfont toutes les contraintes. Les méthodes et
outils utilisés par REALPAVER sont I’analyse par intervalles [MOO 79] et la propaga-
tion de contraintes utilisant des consistances plus ou moins fortes (voir [LHO 93]).

Les problemes auxquels nous allons nous intéresser sont I’estimation ensembliste
au paragraphe 2 et la commande robuste au paragraphe 3. Ces problémes sont clas-
siques en automatique et ne peuvent étre résolus avec les outils disponibles (ceux de
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Matlab ou Scilab, par exemple) que pour des cas particuliers. Nous montrerons qu’ils
appartiennent a la classe des CCSP et nous proposerons une résolution a 1’aide du
solveur REALPAVER.

2. Estimation ensembliste

Considérons un systeme dont le comportement est décrit par un ensemble d’équa-
tions, ou plus généralement de contraintes. Certaines de ces variables impliquées dans
ce systéme peuvent &tre mesurées, avec une certaine erreur, d’autres non. Certaines de
ces variables nous intéressent, d’autres pas. Souvent, les variables qui nous intéressent
ne correspondent pas a celles qui sont mesurées. L estimation consiste a chercher des
informations sur la valeur de certaines variables a partir d’une approximation de la
valeur des variables mesurées et de la connaissance des contraintes modélisant le sys-
téme que 1’on considere (voir par exemple [WAL 97] pour un cours sur le sujet).

Deux types d’approches pour la représentation de I’incertitude sur les variables
sont généralement considérés :

— D’approche probabiliste : 1a connaissance de la valeur d’une variable est repré-
sentée par une densité de probabilité sur cette variable,

—Dapproche ensembliste : cette connaissance est représentée par un sous-
ensemble de R (par exemple un intervalle) dont on sait qu’il contient a coup sir la
valeur de la variable.

L approche probabiliste est souvent plus satisfaisante d’un point de vue théorique,
mais réclame des hypotheses que nous ne sommes pas toujours capables de satisfaire
en pratique. De plus la manipulation de variables incertaines, sous un angle proba-
biliste, est trés complexe dés que 1’on sort du cadre des contraintes linéaires et des
incertitudes gaussiennes. Prenons par exemple deux variables aléatoires gaussiennes
a et b centrées en zéro et d’écart type o = 1. Le calcul de la loi de probabilité de la
variable ¢ = a.b nécessite la connaissance de la loi jointe du couple (a,b), qui est
souvent inconnue. Pour pouvoir continuer le calcul, nous pouvons supposer, comme
cela est souvent fait, que les variables sont indépendantes. Dans ce cas, on peut trou-
ver de fagon unique la loi de probabilité, mais le calcul intégral qui en résulte peut
s’avérer difficile.

L’approche ensembliste est beaucoup plus pauvre, dans le sens ou I’information
dont on dispose sur la variable n’est que partiellement représentée. On ne peut plus
dire, dans quelle partie de I’ensemble la variable a le plus de chance de se trouver.
En revanche, 1’approche ensembliste rend plus aisés certains traitements non-linéaires
de I’incertitude. Par exemple, si a € [—1,5] et b € [3,7], on peut en déduire que
a x b € [—7,35], mais rien ne nous permet de dire si la variable est plus proche de 35
oude —7.

C’est cette deuxiéme approche que nous allons considérer dans ce paragraphe.
Nous allons nous appuyer sur I’exemple d’un circuit électrique simple pour illustrer
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Figure 1. Circuit électrique comprenant une pile et deux résistances en séries

I’approche par contraintes d’un probleme d’estimation ensembliste. Dans le sous-
paragraphe 2.1 nous allons considérer que toutes les variables intervenant dans le
probléme d’estimation ont le méme statut. Le probléme d’estimation se pose alors
comme un probléme de satisfaction de contraintes. Dans le sous-paragraphe 2.2, nous
montrerons 1’intérét de sélectionner certaines des variables afin de caractériser de fa-
¢on plus précise I’ensemble de toutes les solutions.

2.1. Approche non sélective

Le circuit de la figure 1 est composé d’une pile délivrant une tension E et de deux
résistances Ry et Rs. Les tensions aux bornes de ces deux résistances sont notées Uy
et Us. La puissance et le courant délivrés par la pile sont notés P et I. Supposons
que dans notre circuit, différentes mesures aient été prélevées. Dans un contexte en-
sembliste, chaque mesure se traduit par une relation d’appartenance. On obtient par
exemple

E € [23V,26V]; I € [44,8A);U; € [10V,11V];

U, € [14V,17V]; P € [124W, 130W];

Nous ne savons rien sur les valeurs des résistances a part qu’elles sont toutes les
deux positives. Cette information se traduit a nouveau par les relations d’apparte-
nance Ry € [0,00[ et R2 € [0, 00]. De plus, les lois de la physique nous donnent les
contraintes :

G P=EI, ()E=(Ri+R)I, (iii)U1 =R, 1
(V) Up = Rol, (V) E =U, + Us. 1)

Il est clair que la contrainte (ii) est redondante car elle peut €tre obtenue a partir des
trois dernieres. De telles redondances sont difficiles a détecter pour des systémes plus
complexes et perturbent souvent les méthodes de résolutions formelles ou numériques
classiques. En revanche, 1’existence de contraintes redondantes a plut6t tendance a



Propagation de contraintes en automatique 5

rendre plus performantes les méthodes de propagation. L’ensemble des solutions de

notre probléme est

E
Ry
Ry

I
Uy
Us

P

(

\

[23, 26]
[0, oo P=EI
[0, 00| E=(Ri +Ry)I
€ [4, 8] tels que U =R,I
[10,11] Uy = Ryl
[14,17] E=U +U,
[124,130]; )

Pour le programme source suivant,

Bisection none;

Variables
E in [ 23, 26],
Rl in [ 0 , +ool,
R2 in [ 0 , +ool,
I in [ 4, 8],
Ul in [ 10 , 1117,
U2 in [ 14 , 171,
P in [124 , 130];
Constraints
P = ExI,
E = (R1+R2)*I,
Ul = R1xI,
U2 = R2*I ,
E = U1+02;

et en moins de 102 seconde, REALPAVER génére une seule boite solution

[24; 26] x [1.846; 2.307]x [2.584; 3.355] x [4.769; 5.417]x [10; 11] x [14; 16]x[124; 130].

dont on est stir qu’ell

La propagation des

e enferme S. Ce résultat se traduit par les relations d’appartenance

E € [24;26], Ry € [1.846;2.307],
R, € [2.584;3.355], I € [4.769;5.417], )
Uy € [10;11], U, € [14;16],

P € [124;130].

contraintes faite par REALPAVER nous a permis d’obtenir avec

une assez bonne précision' les valeurs des résistances Ry et Rs. De plus, elle a généré

1. La précision d’une mesure en physique peut étre définie par la largeur de I’intervalle fourni
par le capteur (ou I’appareil de mesure). Cet intervalle est censé contenir la vraie valeur de
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des intervalles d’appartenance pour les variables I et Us,, pourtant accessibles a la
mesure, plus précis que les intervalles a priori. En revanche, une meilleure précision
n’a pu étre obtenue pour U; et P.

2.2. Approche sélective

Dans beaucoup de problémes d’estimation, on peut trouver un groupe de variables
(appelées variables sources, ou paramétres) qui, une fois instanciées, permettent de
déterminer, de fagon unique et par simple propagation, les valeurs des autres variables
du systéme. Dans le probleme de notre circuit électrique, le triplet (E, Ry, R2) peut
é&tre considéré comme un groupe de variables sources car la contrainte (ii) de (1) per-
met de calculer I, puis les contraintes (iii) et (iv) permettent de calculer U; et Us.
Enfin, la contrainte (i) permet de calculer P. Appelons p = (pi,...,pn,) le vecteur
des variables sources, y = (yl, ey yny) le vecteur des autres variables et f la fonc-
tion (ou algorithme) qui permet de retrouver y a partir de p. Notons [p] le domaine a
priori pour p et [y] le domaine a priori pour y. On appelle ensemble de vraisemblance
I’ensemble

Sp=1{p € [PlIf(P) € [y]} = P NE " ([y]). 3)

La connaissance de S, permet, d’une certaine fagon de représenter toutes les solutions
de notre probleme car chaque instanciation de p dans S, peut étre étendue a une solu-
tion, ¢’est-a-dire a un couple (p,y) qui satisfait toutes les contraintes. Le probleme de
la caractérisation de S, est appelé probléeme d’inversion ensembliste car Sy se défini
comme I’inverse de I’ensemble [y] par la fonction f. Dans 1I’exemple de notre circuit
électrique, on a

E

E d R Ee
U
p=| B |, y=| o |, f®@)=| "gE | @)
R2 P RlEQRQ
Ri1+R2

En pratique, seule une approximation peut étre obtenue pour S,. Un encadrement de
la forme

— +
S, cS,CS

peut étre obtenu par des méthodes intervalles [JAU 01]. Leur efficacité peut étre ac-
crue en les combinant a des méthodes de propagation. REALPAVER peut étre utilisé

infinie.
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