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Resume

Les techniques d'analyse par intervalles ont ete employeesavec sucees pour des
problemesd'estimation dansun contexte a erreurs bornees.En revanche, leur faculte
a plus ou moins cortracter lesdomainessenble di cile a estimer a priori, c'est-a-dire
lorsqueles mesuresn'ont pasencoreete e ectu ees.Cet article s'attaque a ce probleme
et proposeune approche nouvelle capable d'estimer a priori la qualite que I'on peut
esperer obtenir par une methode classique: celle de propagation de cortraintes sur les
intervalles. Notre discussions'appuie sur un problemede SLAM (Simultaneous Loca-
lization and Mapping) en robotique mobile sous-marine.Nous traitons tout d'abord
le problemesur un plan theorique puis montrons ensuite commert adapter notre ap-
proche au casdu SLAM a priori.

Mots clefs : estimation a erreurs bornees,propagation de cortraintes, analysepar inter-
valles, SLAM, estimation ensenbliste, plani cation d'experience.

1 Intro duction

La propagation de cortraintes sur lesintervalles[3, 6, 10, 17, 4, 1, 8] s'est revelee&tre un
outil e cace pour traiter desproblemesd'estimation dans un cortexte a erreurs bornees
(voir par exemple[12, 14, 9, 5]) et notamment le problemedu SLAM (simultaneous loca-
lization and mapping (cf. [13)]).

Lesmethodespar intervallesapportent deux avantagesessetiels qui font defaut aux autres
methodes(e.g., le ltre de Kalman [15]) : d'une part, la possibilite de traiter un systeme
non-lineaire sansrecourir a des linearisations (et donc d'en eviter les e ets), et, d'autre
part, la garantie de ne pas perdre de solutions, c.a.d., de produire un resultat prenart en
compte toutes les sourcesd'incertitudes possibles(erreurs de mesure, arrondis, etc.). Le
resultat est fourni sousforme d'intervalles dont la taille crot avec celle desincertitudes.

Lorsque I'experience n'a pas encoreeu lieu et donc que les mesuresne sort pas encore
disponibles, il n'existe actuellemert pasde methode capablede nousdire quelle precision
nousdonnerala propagation. Le but de cet article estde repondre a ceprobleme,c.a.d.,de
pouvoir estimerla taille desintervallesobtenus par propagation enconnaissam uniquemert



I'incertitude liee aux mesures(et non leurs valeurs). Nous parlerons d'analyse d'erreur a
priori . Nousillustrerons notre approche sur le problemede la plani cation d'une experience
de type SLAM [19] dansun cortexte de robotique sous-marine.

1.1 Plan de l'article

Nous commerconspar decrire le problemedu SLAM (section 2) et illustrons a travers cet
exempleen quoi I'analyse d'erreur a priori estun problemefondamertal.

Nous etudions a la section suivante cette problematique sousun angle theorique et pro-
poseronsune approche generigue.

Nous adapterons a la section 4 cet algorithme generique au probleme du SLAM, mais
cependart pour un scenario x e. Nous montrerons enn a la section 5 commen traiter
I'erreur a priori dansle casgereral.

2 SLAM a posteriori et SLAM a priori

Le probleme du SLAM peut sede nir ainsi [16, 7]. Un robot se deplacedans un ervi-
ronnemert inconnu avec deux buts : selocaliser (determiner satrajectoire) et etablir une
carte de sonervironnement (c.a.d, reperer certains typesd'objets appelesamers et etablir
leur position). Les deux buts sort intriqu es (ce que traduit le terme \ simultane”) car une
carte aide a mieux selocaliser et seuleune bonne connaissancele sa position obsene sur
la carte, donc de construire cette derniere. La gure 1 illustre le principe du SLAM. (a)
A l'instant initial, le robot sait ou il setrouve. (b) Le robot avanceet conndt saposition
avecde plus en plus d'incertitude. Il rencortre un arbre dont il peut deduire approximati-
vemen saposition. (c) Le robot rencortre un deuxiemearbre. Le robot conndt de moins
en moins sa position : on dit qu'il derive. (d) Le robot rencortre un troisieme arbre mais
ne peut determiner s'il s'agit d'un nouvel arbre ou d'une reapparition du deuxieme. (e)
Le robot retrouve le premier arbre. Il peut recalersaposition. (f) En remortant le temps,
il est alors capable d'ameliorer la precision de sa trajectoire et d'aner la position du
deuxieme et troisieme arbre percus. Il peut alors en conclure qu'il s'agissaitbien d'arbres
distincts.

Nous allons maintenant decrire I'appro che classiquepour traiter le problemedu SLAM. I
nous faut tout d'abord represener le robot par une equation d'etat du type

x = f(x;u)

y 9(x)

On de nit ensuite le vecteur p contenant les coordonneesde tous les amers(en supposart
leur nombre constart) et par z le vecteur des sorties qui dependen de cesamers(c.a.d.,
les pixels ou apparaissem les amers sur les imagessonar et a partir desquelsla distance
qui les separert du robot est estimee). Si on suppose que les amers sort immobiles, on
a bien sdr p = 0. On de nit alors I'etat etendu par xe = (X;p) et la sortie etendue par



Fig. 1{ lllustration du princip edela localisation et de la cartographie simultanee(SLAM).



Ye = (Y;2). Le systemeamers-rotot peut alors &tre decrit par une equation d'etat du type

Xe = fe(Xeiu)
Ye g(xe):

Un obsenateur d'etat bayesien (de type Kalman, particulaire, ensenbliste, :::) devrait
alors nous permettre de reconstituer I'etat etendu X et donc a la fois localiser le robot et
les amers. Malheureusemen, en pratique, le nombre d'amer est grand, le robot est decrit
par desequationsd'etat non-lineaires.Des approchesplus sophistiqueesdoivert alors étre
consicerees.

Le probleme que nous venonsde preserter peut étre quali e de SLAM a posteriori dans
le sensou il ne peut se faire qu'apres avoir recolte quelqguesmesures.Dans cet article,
nous nous interessonsau SLAM a priori ce qui revient a considerer une plani cation

d'experiencepour un probleme de SLAM. Le probleme qui seratrait e serain uenc e par
celui trait e dans l'article [11] qui illustre une methode de propagation de cortraintes a
posteriori dans un contexte de robotique sous-marine.Le lecteur pourra s'en referer pour
une description plus detaillee desequationset de la facon dont la propagation d'intervalles
y est appliqguee.Nous nous cortentons ici d'une brewve description descapteurs disponibles
pour notre robot sous-marin.

Hors del'eau, le robot selocalisepreciemern al'aide du systemeGPS. Sousl'eau, le robot
possedepour selocaliser :

{ une certrale inertielle donnant ses3 anglesd'Euler , et dansun repere xe par
rapport a la terre,

{ un Loch-Doppler donnant sonvecteur vitessev, relativemert a un obsenateur xe par
rapport a la terre et exprime dans le repere du robot,

{ un barometre donnant saprofondeur a du robot,

{ et un sonar lateral a partir duquel il est possibled'estimer la distancer qui separele
robot d'un everntuel amer.

Toutesles 0.1 seconde chaque capteur produit une mesure.Toutes les donneessort enre-
gistreespuis depouilleesa l'issue de la mission.

Comme nous le verrons au x4.1, le probleme est modelise par un systeme d'equations
f(x) = 0 ou certainescomposartes du vecteur x represettent les< ertrees> (les variables
dont les domainesd'appartenance sort x es, comme les mesures), et d'autres les < sor-
ties >(les variablesdont on cherche a determiner le domaine,commeles positions du robot
a chaque pas de temps et cellesdesamersobsenes). Remarquonsque la position initiale
et nale du robot est determineegraceau GPS, leur incertitude est donc lieeuniquemert
a cet equipemert.

Le systemef(x) = 0 estconstruit endiscretisarnt une equation di erertielle, ce qui amene
a considerer un nombre de variables tres grand (plusieurs certaines de milliers). Dans
ces conditions, la methode la plus adaptee pour calculer de facon garartie les sorties
est la propagation de corntraintes ou les domaines sort approximes par des intervalles
(parfois raccourci en < propagation d'intervalles>'). Les methodesde bissectionsort donc

IDans la litt erature francaise, on trouv e le terme < 2B-coherence>. Dans la litt erature anglaise: < hull
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a proscrire si on souhaite un temps de calcul raisonnable.

2.1 SLAM a priori

La propagation d'intervalles a montr e son e cacit e pour calculer a partir de donneesune
erveloppe dela trajectoire et de 'emplacemert desamers.Cependart, la precisionobtenue
n'est connue qu'a posteriori, une fois le programme execute pour une mission donnee.

Bien ertendu, I'in uence de certains parametres sur la precisiondu resultat est eviderte :

le robot se perd d'autant plus facilemert que la zone couverte est large, qu'il y a peu
d'amers, ou que les erreurs en entree sort grandes. En revande, si tous ces parametres
sort x es, la question demeure: en quoi la precision obtenue pour quelguesexperiences
particuli eresnous renseigne-t-ellesur la faculte du robot a remplir samission en general ?
On ne peut savoir sile SLAM est realisablede facon satisfaisarie avant utilisation. Nous
avons donc a traiter ici un problemede plani cation d'experiences[20] pour lesquelles,il

senblerait que les methodespar intervalles n'aient jamais ete utilis ees.

Dans cet article, nous cherchons donc a etablir une methode capable de calculer a priori
une borne superieure sur I'erreur maximale qu'une methode ensenbliste de propagation
d'intervalles pourrait nous donner a posteriori.

Remarque 1 (Erreur reelle et erreur calcul ee) L'inc ertitude sur la position/lo calisa-
tion estd'un point de vue theorique une grandeur dependant uniqguement de l'inc ertitude
sur les capteurs. C'est cette grandeur que nous designonspar < erreur reele > : elle peut
@tre vue comme l'err eur minimale productible en appliquant nimporte quele methade de
resolution garantie (avec une arithmetique a precision in nie, etc.).

Nous ne nous interessonspas a l'err eur reele, mais seulementa I'erreur obtenuepar la

methade ensemblistede propagation d'interval les. Ceci sejusti e deslors quelesexperiences
concretes semnt traitees par cette methade. Il ny a pas d'interét, en e et, a considerer

I'erreur reele si celle-ci ne peut pas etre calculee en pratique sur les experiences. Quoi

qu'il en soit, la propagation d'interval les etant garantie, I'err eur reele est forcement plus

petite que I'err eur calculee.

2.2 Notation

Terminons cette introduction par quelquesnotations. Le milieu et le rayon d'un intervalle
[X] serort notesrespectivemert mid[x] et rad[x]. Le milieu ou le rayon d'un vecteur d'in-
tervalles (ou pave) est de ni commele vecteur desmilieux/ra yons de chaque composarte.

Pour appliquer la propagation d'intervalles, les domaines des variables sort represenes
par desintervalles. Remarquonsqu'un intervalle [x] peut &tre rigoureusememn vu comme
la donneed'un reelmid[x] et d'une incertitude (ou erreur) rad[x]. L'erreur quel'on cherche
a estimer est donc simplemert le rayon du pave cornracte par propagation.

consistency >.



Pour toute expressionarithm etique f(x), nous ecrirons f ([x]) cette méme expressionin-
terpretee avec l'arithm etique d'intervalles (c.a.d, avec desargumerts intervalles).

3 Formalisme

Dans cette section, nous de nissons formellemert le probleme. Etant donne un systeme
d'equationsf(x) = Oouf : R"! R™, rappelonsque notre but est de determiner le rayon
maximal que l'on peut obtenir en cortractant un pave initial [x] inconnu mais dont le
rayon de certainescomposartes est borne.

Le pave [x] est donc soumis a des cortraintes. Autrement dit, il appartient a ensenble
de paves possibles.Nous commercons au x3.1 par introduire la structure utilis ee pour
represerer un ensenble de paves. Nous montrerons ensuite au x3.2 commert passerdu
systemed'equationsinitial a un CSP (Constraint Satisfaction Problem) dont lesvariables
prennert leurs valeurs dans cesensenble de paves.En n, un algorithme est decrit au x3.3
pour pouvoir resoudrece CSP.

3.1 Ensemble de paves, ressorts

Nous introduisons dans cette section une structure permettant de represenier des en-
senbles de paves. Tout d'abord, il est preferable pour des raisons evidertes d'e cacit e
que cette structure, notonsla S, veri e les proprietes suivantes :

{ Finesse: Pour tout pave [x], le singleton f [x]g appartient a S.

{ Bissectibilit e: A tout elemert hxi de S qui n'est pasun singleton, il existe deux elemerts
hai et hbi de S qui neserecouvrert pasendehorsde leursfrontiereset tels quehai[ Hbi =
hxi .

Deux structures < canoniques> respectert cesproprietes:

Les pavesde paves. Un intervalle d'interval les note[[a ;a*];[b ;b"]], estde ni comme

suit

a;a ;b;b" = [ab2IR,a2 a ;a" ;b2 b ;b

Les ressorts [2]. Un ressortde IR, hxi = Hm];[r]i, avec[m] 2 IR et [r] = [m];[r] estun

ensenble d'intervalles de ni comme suit

+ +

X X
— 2l

LIl = X :x*]2 IR 2 [m] et X

Un ressortde R" est un ensenble Him];[r]i de paves[x] deIR" de ni commesuit :

L'ensenble desressortsseranote HRi". La gure 2 illustre la de nition d'un ressort de
IR. Sur cette gure, le reel x = 4 appartient a l'intervalle [x] = [3;6]. L'intervalle [X]
appartient au ressorthxi = H3;6];[1;2]i : Si on de nit

uhxi =\ f[x]2 hxig et t Ixi = [ f[x] 2 xig;
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le resultat obtenu est necessairemenun intervalle (qui peut etre vide). Cesnotions sort
illustr eespar les sous- gures(c) et (d).

Fig. 2 { Un ressortestun ensenble d'intervalles.

Dans ce qui suit, nous choisissonsde represerter les domainesdespaves par desressorts.
Deux raisons expliquent ce choix :

1. Dans le cadre de l'estimation a priori, les intervalles de mesuressort plus naturel-
lemert represenies par desressortsque par des paves de paves. Par exemple,dans
le cadre d'un robot equipe d'une boussole,nous savons a I'avance que la mesurequi
serafaite seraun reeldanslintervalle [0;2 ] et quel'intervalle erreur aura un rayon
connu a priori, suivant la precisionde la boussole.ll est donc facile de represener
I'ensenble de tous les intervalles de mesurea priori possiblespar un ressort.

2. L'arithm etique guenousde nirons au x3.1sur lesressortsestbeaucoupplus naturelle
et simple a etablir pour les fonctions elemertaires (log, sin,exp, etc.) que celle des
pavesde paves.



3.2 CSP interv alle

Consideronstout d'abord a titre d'exemple le systemed'equations suivant :

X1 X2+ X3 0
X1X2 X3 = 0

(1)

ou X = (X1;X2;X3) est suppose appartenir au pave initial [x](0). Une methode de propa-
gation aboutit au plus grand pave [x] = [X1] [x2] [X3] inclus dans[x](0) et satisfaisart
les contraintes suivantes : 8

[X1] [x2] [x3]
[x2] [X1] + [X3]
[x3] [x2]  [xi]
bl bl @)
[x2] [X3]=[x1]
[X3] [x1] [X2]

La genreralisation estimmediate. Nouspouvonsassaier atout systemed'equationsf([x]) = 0
une relation d'inclusion

(xI [ 1(xD; 3)
telle que le point xe de la propagation applique au systemef ([x]) = 0 sur un pave initial

[X](0) soit le pave maximal (c.a.d., le plus grand au sensde l'inclusion) inclus dans [x](0)
et veriant (3)2.

Puisque I'on cherche a consicerer I'ensenble despaves [x] pouvant resulter de cette pro-
pagation et appartenart initialement a un ressort < [m];[r] >, alors ces paves [x] sort
preciemert les solutions maximale du systeme (3), vu comme CSP de variable intervalle
[X] dont le domaine est un ressort< [m];[r]>.

Soit X; une variable du systeme.Parmi toutes les solutions maximalesde ce CSP intervalle
(ou ICSP), le pave [x] dont le rayon rad[x;] est le plus grand represerte le casle pire en
terme de propagation d'erreur pour cette variable, et ce rayon est donc preciemen l'une
desbornesque l'on souhaite calculer.

Ainsi, en remarquant que le maximum de rad[x;] est forcemen atteint pour un pave
maximal, nous sommesramenesau problemed'optimisation suivant :

Probl eme : Maximiser rad[x;], pour [x] 2< [m];[r]> satisfaisart (3).

3.3 Arithm etique des ressorts

Nous montrons maintenant commert le probleme precdert peut &tre resolu grace a un
cortracteur sur lesressorts, de la méme maniere qu'une optimisation souscortraintes a
variables reellesest resolu par une cortraction sur lesintervalles.

Chaquecortrainte du ICSP (3) s'exprime commedesoperations ertre intervalles. Or, une
operation arithm etique [x] [y] entre deux intervallesproduit un intervalle [z] dont le milieu

2Un tel pave existe car I'ensemble des solutions de (3) forme un treillis.



mid([z]) et le rayon rad([z]) peuvert etre calculesformellemert en fonction desrayons et
desmilieux desintervalles argumerts [X] et [y]. Par exemple,

rad[z] = rad[x] + rad[y];

2=+ D mid[z) = midix] + midly): “)
De meéme,dansle casparticulier ou [x] [0;1 [et[y] [O;1 [, alors
= b, rad[z] = rad[x] mid[y]+ rad[y] mid[x]; (5)

mid[z] = mid[x] mid[y] + rad[y] rad[x]:

Il en va de méme pour dessituations ou [x] 6 [0;1 [ ou[y] 6 [0;1 [, pour desoperations
impliguant une fonction elemertaires (exp, cos, etc.), une intersection ou une reunion.
Ainsi, pour toute expressionarithm etico-enserbliste [f ]([x]) impliquant desintervalles, il
est possibled'exprimer de facon analytique le rayon et le milieu du resultat [z] englobart
[f I([x]) en fonction du milieu m et du rayon r du pave [x]. Il sut donc, a priori, de
remplacer dans ce calcul m et r par les paves[m] et [r] pour obtenir une approximation
exterieurede I'ensenble desintervalles-resultats possibles Autrement dit, enetendart aux
intervalles les formules telles que (4) et (5), il est possibled'etablir une arithm etique des
ressorts.

Malheureusemet, les occurrencesmultiples de mid[x] et rad[x] dans lesformulesrendernt
I'evaluation pessimiste,y compris pour une simple multiplication. C'est pourquoi une
arithm etique de ressort plus precisea ete proposedans [2]. Remarquonsque, cortraire-
mert ala multiplication d'intervalles,la multiplication deressortsintro duit necessairemen
une surestimation (voir gure 3).

Finalemert, le problemed'optimisation peut &tre resoluen corbinant bissectior?, elagage
(gracea la contrainte rad[x;]  borne courante) et contraction du ICSP. Le contracteur
assaie a la relation intervalle [x] [f]([X]) s'ecrit commesuit :

i = hxi b\ Hi (hxi); (6)

ou i designel'extension aux ressorts de la fonction d'intervalles [x] 7! [f]([x]), et h\i
I'extension aux ressorts de l'intersection d'intervalles.

4  Application

Nous traitons dans cette section l'analyse d'erreur a priori pour le probleme du SLAM.
Toutefois, le problemene serapaspris danssageneralite, et nouscommerconspar justi er
cette restriction. Nous verrons a la section5 commert nous en a ranc hir.

Le fait qu'un amer soit detecte a un instant se modelise par une cortrainte, ou equation
(voir paragraphesuivant). Si, par exemple,la distance ertre cet amer et le robot change,
la valeur d'un desparametres de I'equation change. En revanche, si l'instant de detection

3Un ressort est bissect en bissectart soit I'in tervalle du milieu, soit l'in tervalle du rayon.



Fig. 3 { Arithm etique desressorts. Le plan represerte ici I'ensenble desintervalles Un
ressortestun rectangledansle reperemilieu/ra yon. La multiplication desressortshX i :=<
[ 0:5;0:5];[0;0:2]> ethYi :=< [0;0:3];[0:7; 1:0]> n'est pasun ressortmaisla zoneenforme
de triangle. Le plus petit ressortincluant cette zoneesthzZi :=<[ 0:21;0:21}[0; 0:7]>.

ou le numero de I'amer est modi e, il ne s'agit plus de la m&me cortrainte (dans le sens
ou elle n'implique plus les mémesvariables).

Celasigni e que pour manipuler un ensenble de cortraintes x ees,nous dewons etablir a
l'avance a quelsinstants les amerssort percus. Nous designeronspar scenario la donnee
de cescoupleshnstant,ameri. Il serasuppose tout au long de cette section un scenario
X €.

4.1 Mo delisation

Le deplacemen du vehicule (voir gure 4) estregi par |'equation d'etat

p(t) = R( (t); (t); (t):v,(t); (7)
ou
0 ) 10 ) 10 1
cos sin 0 cos 0 sin 1 0 0
R(; ; )= @ sin cos O0A@ o 1 0 A@0 cos sin® A
0 0 1 sin 0 cos 0 sin' cos'

et v, represete la vitessedu robot mesureepar le Loch-Doppler. Apresdiscretisation nous
sommescapablesd'exprimer la position p(k) a un instant k en fonction de la position a
l'instant d'echantillonage preceden et des mesurespreleveespar les capteurs a ce méme
instant, enl'occurrence ; ; et v,. Nous pouvons consicerer I'ensenble de cesdonnees
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comme un seul vecteur de variablesu = (; ; ;vX;w;V?). L'equation d'etat discretisee
semet donc sousla forme

p(k) = p(k 1)+ g(u(k 1)) (8)

ou g est une fonction de R® dans R3.

Fig. 4 { Principe du SLAM en milieu sous-marin.

En casde detection d'un amermj, le vecteur p(k) m; estentieremen determinable a
partir de la distancer lue sur le sonar, la profondeur a du vehicule et les angles et
Cesdeux anglesin uent en realite trespeu sur le resultat* et peuvert etre decorreles de
leur implication dansle vecteur u. Ainsi, nous avons de nouveau un vecteur de variables
w = (r;a;; ; ),independart de u, et la cortrainte suivante en casde detection :

p(k) = m; + h(w(k)); )

ou g est une fonction de R* dans R3. Dans notre probleme, les sorties sort les positions
du robot a chaque pas de temps ainsi que la position desamersobsenes.Les entr eessort
lesvecteursu et w.

42 ICSP

Dans un contexte d'analyse d'erreur a priori, les donneescapteurs ne sort pas conrues.
Nous ne pos®dons, a priori, que deux types d'information : les domaines de variation
relativemert largeset une borne sur leserreurs de mesure.Pour notre robot, si on omet la
possibilite d'un "devissage"(roulis ou tangagede 90 ), les domainesdes anglesd'Euleur
sot : 2 =2, =2], 2] =2, =2]et 2 [ ; ]. La puissancedes propulseurs
permet egalemen de borner les composares du vecteur vitesse.La distancer estlimit ee

4Cesanglescorrespondent au tangage et au roulis, qui sort toujours faibles pour cetype de sous-marin.
Quoi qu'il en soit, cette decorrelation ne peut pas introduire d'erreur ; elle rend au pire le resultat moins
precis.
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par la porteedu sonaret la profondeur maximale a estune donneetop ographiquesupposee
connue. Pour toutes ces enrees, les constructeurs fournissert des bornes gararties sur
les erreurs possibles.Les vecteurs u et w appartiennent donc a des paves [u] et [w];
appartenant eux-mémea deux ressorts x eshui et hwi.

La propagation de contraintes aboutit a despavesqui satisfort les corntraintes d'inclusion
suivantes :

[p](k) pltk 1)+ [gl(ful(k 1)) k2 fL::: Kmaxg

[plk 1) [pl(k) [g]([ul(k 1)) ; k211000 Kmax (10)
[p1(k;) [m; ]+ [h](Iw](k;)) ; ki 2 K]

[m;] [P1(kj)  [h]1([wi(k;)) ;K 2 K]

ou K; estl'ensenble desinstants k ou 'amer m; estdetecte. Le cortracteur sur lesressorts
assaie s'ecrit donc

hpi (k) = mpi(K)h\i (bpi(k 1)+ hgi (hui (k1)) 5 k2 fL:i Kmaxd

pi (k1) = tpi(k DR (hpi (k) i (fui (kD) k2 FL knad
i (k) = Hpi (k)h\ (hmji + Hi (twi (k;)) K 2 K

;i = hmjih\i (hpi (kj)  thi (wi (k;))) Lk 2 K|

Lesdomainesinitiaux hpi (k) ethm;ji etant H 1 ;+1 [;[0;+1 [i. Nous pouvonsapporter
un certain nombre de simpli cations a cescontracteurs. Par exemple, en supposart que

toujours lesmémesressortsquel que soit k. On peut donc precalculera l'avancelesressorts
hgi (hui) et thi (hwi).

5 Statistique de l'erreur maximale

Il pourrait &tre ervisageablede chercher a calculerune borne sur leserreurspour lI'ensemnble
dessa@narios possibles,en imaginant d'autres methodes. Mais un tel objectif ne presette
en realite aucuninterét, notammert parce que nous connaissongleja la reponse.En e et,

il existe toujours le scenario suivant : celui ou le robot ne rencortre jamais plus d'une fois
le meémeamer. Cela signi e quele robot ne peut jamais serecaler, autremert dit, qu'il est
en<derive pure>. Il sut donc de consicerer ce sanario pour obtenir immediatemert la
borne maximale sur I'erreur.

Le calcul ensenbliste n'est plus adapte a ce stade. En revanche, une analysestatistique de
I'erreur maximale est pertinente. Conndtre l'esperanceet |'ecart-type sur l'erreur maxi-
male permet en e et de bien estimer a priori la faisabilite du SLAM.

5.1 Mo dele probabiliste

Pour e ectuer une analyse statistique sur I'ensenble des scenarios, il faut donc savoir
commert modeliser la distribution de cesscenarios. Nous dewvons recourir pour cela aux

5Ce qui n'est pastout a fait le cas puisque la distance a laquelle, a un instant donne, le robot setrouv e
d'un amer peut etre calculee a partir de la distance a laquelle il s'y trouvait a un instant precedert et de
la tra jectoire parcourue entre-temps.
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processusstochastiques.

Un seenario estla donneed'apparition d'amersau coursdu temps. Fixons tout d'abord un
amer mj. Il s'agit de determiner un processusstochastique qui permette de probabiliser
le nombre de fois ou cet amer est percu dans un intervalle de temps.

En l'absencede proprietessur la trajectoire et sur la repartition desamersdans la zone
de mer, nous pouvons faire les hypothesessuivantes :

1. La probabilit e d'avoir plusieurs detections dansun intervalle [t;t + (] deviert negli-
geabledevant la probabilit e d'en avoir qu'une seulelorsque  tend vers 0.

2. Le processusest sans memoire : si [ty;t5] et [ts;t4] sort deux intervalles de temps
disjoints, le nombre de detection dans|t; t,] estindependarnt du nombre de detection
dans[ts;t4].

3. Le processusest homagene : le nombre de detection dans un intervalle [t;t + (] ne
depend que de salongueur ¢, et non saposition t dans|'axe destemps.

4. La probabilite d'avoir une seuledetection sur un intervalle [t;t + (] esten ( )
lorsque ; tend vers 0. Cela signi e que la probabilit e de voir apparatre I'amer varie
guasi-proportionnellemert avec le temps d'attente. Cette hypotheseest typique des
evenemerts survenart de facon aleatoire et pour lesquelsune frequenced'apparition
est connue.

Il estprouve mathematiqguemert [18] que souscesconditions, le processusXj (t) qui assaie
at le nombre de fois ou 'amer m; est detecte dans l'intervalle de temps [0;t] ne peut
etre qu'un processusde Poisson. Ce processusest donc caracterise par une frequene
correspondarnt au nombre moyen de fois ou I'amer est percu par unite de temps (par
exemple,1:7/heure). |l s'avere que la notion de frequenceest presettie dansla culture des
ingenieurs travaillant sur cette application et qu'ils savert la xer empiriguemert. Ceci
valide le modele choisi.

5.2 Generation de scenarios

Lorsque X (t) suit un processugde Poissonde parametre , la variable aleatoire Y donnart
le temps d'attente a partir d'un instant quelconqueavant l'apparition d'un amer suit une
loi exponertielle de densite e ! . Nous avons donc
Z t
Pr(Y t)= e d=1 e':
0

Les detections de I'amer m; sort alors genereesen edhantillonnant destemps d'attente.
Cette edantillonnage se fait par le biais de la fonction quantile, c.a.d., lI'inverse de la
fonction de repartition de Y :

QW)= Tlogl x):

En tirant de facon aleatoire un nombre x dans l'intervalle [0; 1], Q(x) retourne un temps
d'attente. Si lestirages x sort uniformemen repartis dans [0; 1], les temps Q(x) auront
pour distribution la loi exponertielle.
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Finalemert, l'algorithme est le suivant : un compteur de tempst est initialise a 0. Un

temps d'attente ; est genere par le procede decrit juste avant, puis ajoute au temps t

courart (t estremplace part+ ). A l'instant t, il estdecide que I'amer est detecte et la

cortrainte correspondante est ajoutee. L'algorithme boucle ainsi jusqu'a ce que t depasse
la dureede la mission.

Les processusde Poisson peuvert &tre superposes : pour chaque amer mj, la boucle
precederte est executee.

Une fois les senarios generes, le calcul de I'esperanceet de I'ecart-type sefont de facon
classique: deux variables S; et S, cumulent respectivemert les erreurs maximale et le
carre des erreurs maximales de chaque seenario, a un instant t (edantillonn e). Une fois
les N scenarios generes, I'esperance E[err](t) et I'ecart-type (err) de l'erreur maximale
sort estimesainsi :

Elerr] S;=N

(err) = P El[err?] ElJerr]? P SN (Sy=N)?

6 Conclusion

Nousavonstente de menerdeux objectifs : d'une part, degagerune problematique nouvelle
en programmation par cortraintes et d'autre part, traiter preciemen cette problematique
dansle cadre du SLAM, application qui a motive l'ensenble de cestravaux.

Sur le plan theorique, la problematique est celle de I'estimation a priori de la qualite d'un
contracteur. Ce besoin appardt clairemert sur certains problemesde nature cortinue,
ou la resolution ne peut &tre menee jusqu'a une precision souhaitee pour des raisons
evidertes de complexite. Il estvrai qu'en domainediscret, lescortracteurs ne sort souvent
gqu'une etape intermediaire menart au bout du compte a des solutions isolees,mais nous
pouvons opposera celadeux faits. D'une part, il existe certains problemesou la taille des
domainesexclut egalemen le recours a l'instanciation. D'autre part, mesurerla qualite
d'un contracteur apporte toujours une information, qu'elle soit partielle ou non.

Nous avons montre dans un premier temps pour un cortracteur par propagation d'inter-
valles (une approximation classiquede l'arc-coherencesur lesdomainescortin us) commert
modeliser ce probleme sousforme de CSP, ou lesdomainesdesvariables sort des< inter-
vallesd'intervalles>, ou ressorts Cette modelisation permet de repondre au problemeau
moins en theorie, puisqu'il sut deslors de raisonner (calculer) dans cette structure de
ressorts,ou une arithmetique a pu &tre de nie.

Dans un secondtemps nous avons montr e commen adapter cette methodologie au casdu
SLAM. Pour cette application, nousavonsmontr e la necessié detravailler a deux niveaux.
Le premier niveauconsistea xer lescontraintes (mais paslesdomaines).Nousavonsalors
successiemert simpli e le CSP-erreur pour envenir a un systemed'in egaliteslineairesde
petite taille et simple a resoudre.Le secondniveau gere tous les ensenbles de cortraintes
possibles.Nous avons alors vu que seuleune approche statistique etait pertinente.

En conclusion, ce travail prouve que des techniques telles que la programmation par
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contraintes, le calcul ensenbliste et les probabilit es peuvert intervenir dans une méme
application et s'integrer les unesaux autres de facon cohererte.
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