
Propagationdecontraintessur lesintervallespour la
plani�cation d'exp�erienceenSLAM

Gilles Chabert, Luc Jaulin
ENSIETA,

2 rue Fran�coisVerny 29806Brest Cedex9, FRANCE
gilles.chabert@ensieta.fr,luc.jaulin@ensieta.fr

R �esum�e

Les techniques d'analyse par intervalles ont �et�e employ�eesavec succ�es pour des
probl�emesd'estimation dans un contexte �a erreurs born�ees.En revanche, leur facult�e
�a plus ou moins contracter les domainessemble di�cile �a estimer a priori, c'est-�a-dire
lorsquelesmesuresn'ont pasencore�et�e e�ectu �ees.Cet article s'attaque �a ceprobl�eme
et proposeune approche nouvelle capable d'estimer a priori la qualit �e que l'on peut
esp�erer obtenir par une m�ethode classique: cellede propagation de contrain tes sur les
intervalles. Notre discussions'appuie sur un probl�emede SLAM (Simultaneous Loca-
lization and Mapping) en robotique mobile sous-marine.Nous traitons tout d'abord
le probl�emesur un plan th�eorique puis montrons ensuite comment adapter notre ap-
proche au casdu SLAM a priori.

Mots clefs : estimation �a erreurs born�ees,propagation de contrain tes, analysepar inter-
valles, SLAM, estimation ensembliste, plani�cation d'exp�erience.

1 In tro duction

La propagation de contrain tes sur les intervalles [3, 6, 10, 17, 4, 1, 8] s'est r�ev�el�ee être un
outil e�cace pour traiter desprobl�emesd'estimation dans un contexte �a erreurs born�ees
(voir par exemple[12, 14, 9, 5]) et notamment le probl�emedu SLAM (simultaneous loca-
lization and mapping) (cf. [13]).

Lesm�ethodespar intervallesapportent deux avantagesessentiels qui font d�efaut aux autres
m�ethodes (e.g., le �ltre de Kalman [15]) : d'une part, la possibilit�e de traiter un syst�eme
non-lin�eaire sansrecourir �a des lin�earisations (et donc d'en �eviter les e�ets), et, d'autre
part, la garantie de ne pas perdre de solutions, c.a.d., de produire un r�esultat prenant en
compte toutes les sourcesd'incertitudes possibles(erreurs de mesure,arrondis, etc.). Le
r�esultat est fourni sousforme d'in tervalles dont la taille crô�t avec celle des incertitudes.

Lorsque l'exp�erience n'a pas encoreeu lieu et donc que les mesuresne sont pas encore
disponibles, il n'existe actuellement pas de m�ethode capablede nous dire quelle pr�ecision
nousdonnerala propagation. Le but de cet article est de r�epondre �a ceprobl�eme,c.a.d., de
pouvoir estimer la taille desintervallesobtenuspar propagation enconnaissant uniquement
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l'incertitude li�ee aux mesures(et non leurs valeurs). Nous parlerons d'analyse d'erreur a
priori . Nousillustrerons notre approchesur le probl�emedela plani�cation d'une exp�erience
de type SLAM [19] dans un contexte de robotique sous-marine.

1.1 Plan de l'article

Nous commen�conspar d�ecrire le probl�emedu SLAM (section 2) et illustrons �a travers cet
exempleen quoi l'analyse d'erreur a priori est un probl�emefondamental.

Nous �etudions �a la section suivante cette probl�ematique sousun angle th�eorique et pro-
poseronsune approche g�en�erique.

Nous adapterons �a la section 4 cet algorithme g�en�erique au probl�eme du SLAM, mais
cependant pour un sc�enario �x �e. Nous montrerons en�n �a la section 5 comment traiter
l'erreur a priori dans le casg�en�eral.

2 SLAM a posteriori et SLAM a priori

Le probl�eme du SLAM peut se d�e�nir ainsi [16, 7]. Un robot se d�eplace dans un envi-
ronnement inconnu avec deux buts : se localiser (d�eterminer sa tra jectoire) et �etablir une
carte de sonenvironnement (c.a.d, rep�erer certains typesd'objets appel�esamerset �etablir
leur position). Les deux buts sont intriqu �es(ce que traduit le terme \ simultan�e") car une
carte aide �a mieux selocaliser et seuleune bonneconnaissancede sa position observ�e sur
la carte, donc de construire cette derni�ere. La �gure 1 illustre le princip e du SLAM. (a)
A l'instant initial, le robot sait o�u il setrouve. (b) Le robot avanceet connâ�t sa position
avec de plus en plus d'incertitude. Il rencontre un arbre dont il peut d�eduire approximati-
vement sa position. (c) Le robot rencontre un deuxi�emearbre. Le robot connâ�t de moins
en moins sa position : on dit qu'il d�erive. (d) Le robot rencontre un troisi�emearbre mais
ne peut d�eterminer s'il s'agit d'un nouvel arbre ou d'une r�eapparition du deuxi�eme. (e)
Le robot retrouve le premier arbre. Il peut recaler sa position. (f ) En remontant le temps,
il est alors capable d'am�eliorer la pr�ecision de sa tra jectoire et d'a�ner la position du
deuxi�emeet troisi�emearbre per�cus. Il peut alors en conclure qu'il s'agissait bien d'arbres
distincts.

Nous allons maintenant d�ecrire l'approche classiquepour traiter le probl�emedu SLAM. Il
nous faut tout d'abord repr�esenter le robot par une �equation d'�etat du type

�
_x = f (x; u)
y = g(x)

On d�e�nit ensuite le vecteur p contenant lescoordonn�eesde tous lesamers(en supposant
leur nombre constant) et par z le vecteur dessorties qui d�ependent de cesamers (c.a.d.,
les pixels o�u apparaissent les amers sur les imagessonar et �a partir desquelsla distance
qui les s�eparent du robot est estim�ee). Si on supposeque les amers sont immobiles, on
a bien sûr _p = 0. On d�e�nit alors l' �etat �etendu par x e = (x; p) et la sortie �etendue par
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Fig. 1 { Illustration du princip edela localisation et de la cartographiesimultan�ee(SLAM).
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ye = (y ; z). Le syst�emeamers-robot peut alors être d�ecrit par une �equation d'�etat du type
�

_xe = fe(xe; u)
ye = g(xe):

Un observateur d'�etat bay�esien (de type Kalman, particulaire, ensembliste, : : : ) devrait
alors nous permettre de reconstituer l' �etat �etendu x e et donc �a la fois localiser le robot et
les amers.Malheureusement, en pratique, le nombre d'amer est grand, le robot est d�ecrit
par des�equationsd'�etat non-lin�eaires.Desapprochesplus sophistiqu�eesdoivent alors être
consid�er�ees.

Le probl�emeque nous venonsde pr�esenter peut être quali� �e de SLAM a posteriori dans
le senso�u il ne peut se faire qu'apr�es avoir r�ecolt�e quelquesmesures.Dans cet article,
nous nous int�eressonsau SLAM a priori ce qui revient �a consid�erer une plani�cation
d'exp�eriencepour un probl�eme de SLAM. Le probl�eme qui sera trait �e sera in
uenc �e par
celui trait �e dans l'article [11] qui illustre une m�ethode de propagation de contrain tes a
posteriori dans un contexte de robotique sous-marine.Le lecteur pourra s'en r�ef�erer pour
une description plus d�etaill�eedes�equationset de la fa�con dont la propagation d'in tervalles
y est appliqu�ee.Nous nouscontentons ici d'une br�eve description descapteursdisponibles
pour notre robot sous-marin.

Hors de l'eau, le robot selocalisepr�ecis�ement �a l'aide du syst�emeGPS. Sousl'eau, le robot
poss�edepour se localiser :

{ une centrale inertielle donnant ses3 anglesd'Euler � , � et  dans un rep�ere �xe par
rapport �a la terre,

{ un Loch-Doppler donnant son vecteur vitessevr relativement �a un observateur �xe par
rapport �a la terre et exprim�e dans le rep�ere du robot,

{ un barom�etre donnant sa profondeur a du robot,
{ et un sonar lat�eral �a partir duquel il est possibled'estimer la distance r qui s�epare le

robot d'un �eventuel amer.

Toutes les 0.1 seconde,chaquecapteur produit une mesure.Toutes les donn�eessont enre-
gistr�eespuis d�epouill�ees�a l'issue de la mission.

Comme nous le verrons au x4.1, le probl�eme est mod�elis�e par un syst�eme d'�equations
f (x) = 0 o�u certainescomposantes du vecteur x repr�esentent les< entr �ees> (les variables
dont les domainesd'appartenance sont �x �es, comme les mesures),et d'autres les < sor-
ties >(les variablesdont on cherche �a d�eterminer le domaine,commelespositions du robot
�a chaque pas de temps et cellesdesamersobserv�es). Remarquonsque la position initiale
et �nale du robot est d�etermin�eegrâceau GPS, leur incertitude est donc li�eeuniquement
�a cet �equipement.

Le syst�emef (x) = 0 est construit en discr�etisant une �equation di� �erentielle, ce qui am�ene
�a consid�erer un nombre de variables tr �es grand (plusieurs centaines de milliers). Dans
ces conditions, la m�ethode la plus adapt�ee pour calculer de fa�con garantie les sorties
est la propagation de contrain tes o�u les domaines sont approxim�es par des intervalles
(parfois raccourci en < propagation d'in tervalles>1). Lesm�ethodesde bissectionsont donc

1Dans la litt �erature fran�caise,on trouv e le terme < 2B-coh�erence>. Dans la litt �erature anglaise : < hull
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�a proscrire si on souhaite un temps de calcul raisonnable.

2.1 SLAM a priori

La propagation d'in tervalles a montr �e son e�cacit �e pour calculer �a partir de donn�eesune
enveloppe de la tra jectoire et de l'emplacement desamers.Cependant, la pr�ecisionobtenue
n'est connue qu'a posteriori, une fois le programme ex�ecut�e pour une mission donn�ee.

Bien entendu, l'in
uence de certains param�etres sur la pr�ecisiondu r�esultat est �evidente :
le robot se perd d'autant plus facilement que la zone couverte est large, qu'il y a peu
d'amers, ou que les erreurs en entr �ee sont grandes.En revanche, si tous cesparam�etres
sont �x �es, la question demeure: en quoi la pr�ecision obtenue pour quelquesexp�eriences
particuli �eresnous renseigne-t-ellesur la facult�e du robot �a remplir sa mission en g�en�eral ?
On ne peut savoir si le SLAM est r�ealisablede fa�con satisfaisante avant utilisation. Nous
avons donc �a traiter ici un probl�emede plani�cation d'exp�eriences[20] pour lesquelles,il
semblerait que les m�ethodespar intervalles n'aient jamais �et�e utilis �ees.

Dans cet article, nous cherchons donc �a �etablir une m�ethode capablede calculer a priori
une borne sup�erieure sur l'erreur maximale qu'une m�ethode ensembliste de propagation
d'in tervalles pourrait nous donner a posteriori .

Remarque 1 (Erreur r �eelle et erreur calcul �ee) L'inc ertitude sur la position/lo calisa-
tion est d'un point de vue th�eorique une grandeur d�ependant uniquement de l'inc ertitude
sur les capteurs. C'est cette grandeur que nous d�esignonspar < erreur r�eelle > : elle peut
être vue comme l'err eur minimale productible en appliquant n'importe quelle m�ethode de
r�esolution garantie (avec une arithm�etique �a pr�ecision in�nie, etc.).

Nous ne nous int �eressonspas �a l'err eur r�eelle, mais seulement�a l'err eur obtenuepar la
m�ethodeensemblistedepropagation d'interval les.Ceci sejusti�e d�eslors quelesexp�eriences
concr�etes seront trait�ees par cette m�ethode. Il n'y a pas d'int �erêt, en e�et, �a consid�erer
l'err eur r�eelle si celle-ci ne peut pas être calcul�ee en pratique sur les exp�eriences. Quoi
qu'il en soit, la propagation d'interval les �etant garantie, l'err eur r�eelle est forc�ement plus
petite que l'err eur calcul�ee.

2.2 Notation

Terminonscette introduction par quelquesnotations. Le milieu et le rayon d'un intervalle
[x] seront not�es respectivement mid[x] et rad[x]. Le milieu ou le rayon d'un vecteur d'in-
tervalles (ou pav�e) est d�e�ni commele vecteur desmilieux/ra yons de chaquecomposante.

Pour appliquer la propagation d'in tervalles, les domaines des variables sont repr�esent�es
par des intervalles. Remarquonsqu'un intervalle [x] peut être rigoureusement vu comme
la donn�eed'un r�eelmid[x] et d'une incertitude (ou erreur) rad[x]. L'erreur que l'on cherche
�a estimer est donc simplement le rayon du pav�e contract �e par propagation.

consistency>.
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Pour toute expressionarithm�etique f (x), nous �ecrirons f ([x ]) cette même expressionin-
terpr�et�eeavec l'arithm �etique d'in tervalles (c.a.d, avec desarguments intervalles).

3 Formalisme

Dans cette section, nous d�e�nissons formellement le probl�eme. �Etant donn�e un syst�eme
d'�equationsf (x) = 0 o�u f : Rn ! Rm , rappelonsque notre but est de d�eterminer le rayon
maximal que l'on peut obtenir en contractant un pav�e initial [x ] inconnu mais dont le
rayon de certainescomposantes est born�e.

Le pav�e [x] est donc soumis �a des contrain tes. Autrement dit, il appartient �a ensemble
de pav�es possibles.Nous commen�cons au x3.1 par introduire la structure utilis �ee pour
repr�esenter un ensemble de pav�es. Nous montrerons ensuite au x3.2 comment passerdu
syst�emed'�equations initial �a un CSP (Constraint Satisfaction Problem) dont les variables
prennent leurs valeurs danscesensemble de pav�es.En�n, un algorithme est d�ecrit au x3.3
pour pouvoir r�esoudrece CSP.

3.1 Ensemble de pav�es, ressorts

Nous introduisons dans cette section une structure permettant de repr�esenter des en-
sembles de pav�es. Tout d'abord, il est pr�ef�erable pour des raisons �evidentes d'e�cacit �e
que cette structure, notons la S, v�eri�e les propri �et�es suivantes :
{ Finesse: Pour tout pav�e [x], le singleton f [x]g appartient �a S.
{ Bissectibilit �e : A tout �el�ement hxi de S qui n'est pasun singleton, il existedeux �el�ements

hai et hbi deS qui neserecouvrent pasendehorsdeleurs fronti �ereset tels quehai [ hbi =
hxi .

Deux structures < canoniques> respectent cespropri �et�es :

Les pav�es de pav�es. Un interval le d'interval les, not�e [[a� ; a+ ] ; [b� ; b+ ]], estd�e�ni comme
suit ��

a� ; a+ �
;
�
b� ; b+ ��

=
�

[a;b] 2 IR, a 2
�
a� ; a+ �

; b 2
�
b� ; b+ �	

.

Les ressorts [2]. Un ressort de IR, hxi = h[m]; [r ]i , avec [m] 2 IR et [r ] = [m]; [r ] est un
ensemble d'in tervalles d�e�ni commesuit

h[m]; [r ]i =
�

[x � ; x+ ] 2 IR;
x � + x+

2
2 [m] et

x+ � x �

2
2 [r ]

�
:

Un ressort de Rn est un ensemble h[m];[r ]i de pav�es [x] de IR n d�e�ni commesuit :

h[m];[r ]i = f [x ] 2 IR n ; 8i 2 f 1; : : : ; ng; [x i ] 2 h[m i ]; [r i ]i g :

L'ensemble des ressortssera not�e hIRi n . La �gure 2 illustre la d�e�nition d'un ressort de
IR. Sur cette �gure, le r�eel x = 4 appartient �a l'in tervalle [x] = [3; 6]. L'in tervalle [x]
appartient au ressort hxi = h[3; 6]; [1; 2]i : Si on d�e�nit

u hxi = \ f [x] 2 hxig et t hxi = [ f [x] 2 hxi g;
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le r�esultat obtenu est n�ecessairement un intervalle (qui peut être vide). Ces notions sont
illustr �eespar les sous-�gures (c) et (d).

Fig. 2 { Un ressort est un ensemble d'in tervalles.

Dans ce qui suit, nous choisissonsde repr�esenter les domainesdespav�es par desressorts.
Deux raisonsexpliquent ce choix :

1. Dans le cadre de l'estimation a priori, les intervalles de mesuressont plus naturel-
lement repr�esent�es par des ressortsque par des pav�es de pav�es. Par exemple,dans
le cadre d'un robot �equip�e d'une boussole,nous savons �a l'avanceque la mesurequi
serafaite seraun r�eeldans l'in tervalle [0; 2� ] et que l'in tervalle erreur aura un rayon
connu a priori, suivant la pr�ecision de la boussole.Il est donc facile de repr�esenter
l'ensemble de tous les intervalles de mesurea priori possiblespar un ressort.

2. L'arithm �etique quenousd�e�nirons au x3.1sur lesressortsestbeaucoupplus naturelle
et simple �a �etablir pour les fonctions �el�ementaires (log, sin,exp, etc.) que celle des
pav�esde pav�es.
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3.2 CSP in terv alle

Consid�eronstout d'abord �a titre d'exemple le syst�emed'�equations suivant :
�

x1 � x2 + x3 = 0
x1x2 � x3 = 0

(1)

o�u x = (x1; x2; x3) est suppos�e appartenir au pav�e initial [x ](0). Une m�ethode de propa-
gation aboutit au plus grand pav�e [x] = [x1] � [x2] � [x3] inclus dans [x](0) et satisfaisant
les contrain tes suivantes : 8

>>>>>><

>>>>>>:

[x1] � [x2] � [x3]
[x2] � [x1] + [x3]
[x3] � [x2] � [x1]
[x1] � [x3]=[x2]
[x2] � [x3]=[x1]
[x3] � [x1] � [x2]

(2)

La g�en�eralisation est imm�ediate.Nouspouvonsassocier �a tout syst�emed'�equationsf ([x ]) = 0
une relation d'inclusion

[x] � [� ] ([x ]); (3)

telle que le point �xe de la propagation appliqu�e au syst�emef ([x]) = 0 sur un pav�e initial
[x ](0) soit le pav�e maximal (c.a.d., le plus grand au sensde l'inclusion) inclus dans [x](0)
et v�eri�an t (3)2.

Puisque l'on cherche �a consid�erer l'ensemble despav�es [x] pouvant r�esulter de cette pro-
pagation et appartenant initialement �a un ressort < [m]; [r ] > , alors ces pav�es [x] sont
pr�ecis�ement les solutions maximale du syst�eme(3), vu commeCSP de variable interval le
[x] dont le domaine est un ressort < [m]; [r ]> .

Soit x i une variable du syst�eme.Parmi toutes lessolutions maximalesde ceCSP intervalle
(ou ICSP), le pav�e [x] dont le rayon rad[x i ] est le plus grand repr�esente le cas le pire en
terme de propagation d'erreur pour cette variable, et ce rayon est donc pr�ecis�ement l'une
desbornesque l'on souhaite calculer.

Ainsi, en remarquant que le maximum de rad[x i ] est forc�ement atteint pour un pav�e
maximal, nous sommesramen�esau probl�emed'optimisation suivant :

Probl �eme : Maximiser rad[x i ], pour [x] 2< [m]; [r ]> satisfaisant (3).

3.3 Arithm �etique des ressorts

Nous montrons maintenant comment le probl�eme pr�ec�edent peut être r�esolu grâce �a un
contracteur sur les ressorts,de la même mani�ere qu'une optimisation souscontrain tes �a
variables r�eellesest r�esolupar une contraction sur les intervalles.

Chaquecontrain te du ICSP (3) s'exprime commedesop�erations entre intervalles.Or, une
op�eration arithm�etique [x]� [y] entre deux intervallesproduit un intervalle [z] dont le milieu

2Un tel pav�e existe car l'ensemble des solutions de (3) forme un treillis.
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mid([z]) et le rayon rad([z]) peuvent être calcul�es formellement en fonction desrayons et
desmilieux des intervalles arguments [x] et [y]. Par exemple,

[z] = [x] + [y] ,
�

rad[z] = rad[x] + rad[y];
mid[z] = mid[x] + mid[y]:

(4)

De même,dans le casparticulier o�u [x] � [0; 1 [ et [y] � [0; 1 [, alors

[z] = [x] � [y] ,
�

rad[z] = rad[x] � mid[y] + rad[y] � mid[x];
mid[z] = mid[x] � mid[y] + rad[y] � rad[x]:

(5)

Il en va de mêmepour dessituations o�u [x] 6� [0; 1 [ ou [y] 6� [0; 1 [, pour desop�erations
impliquant une fonction �el�ementaires (exp, cos, etc.), une intersection ou une r�eunion.
Ainsi, pour toute expressionarithm�etico-ensembliste [f ]([x ]) impliquant desintervalles, il
est possibled'exprimer de fa�con analytique le rayon et le milieu du r�esultat [z] englobant
[f ]([x ]) en fonction du milieu m et du rayon r du pav�e [x]. Il su�t donc, a priori, de
remplacer dans ce calcul m et r par les pav�es [m] et [r ] pour obtenir une approximation
ext�erieurede l'ensemble desintervalles-r�esultats possibles.Autrement dit, en �etendant aux
intervalles les formules telles que (4) et (5), il est possibled'�etablir une arithm�etique des
ressorts.

Malheureusement, les occurrencesmultiples de mid[x] et rad[x] dans les formules rendent
l' �evaluation pessimiste, y compris pour une simple multiplication. C'est pourquoi une
arithm�etique de ressort plus pr�ecisea �et�e propos�eedans [2]. Remarquonsque, contraire-
ment �a la multiplication d'in tervalles,la multiplication deressortsintro duit n�ecessairement
une surestimation (voir �gure 3).

Finalement, le probl�emed'optimisation peut être r�esoluen combinant bissection3, �elagage
(grâce �a la contrain te rad[x i ] � borne courante) et contraction du ICSP. Le contracteur
associ�e �a la relation intervalle [x] � [f ] ([x ]) s'�ecrit commesuit :

hx i := hxi h\i hf i (hx i ); (6)

o�u hf i d�esignel'extension aux ressorts de la fonction d'in tervalles [x] 7! [f ]([x ]), et h\i
l'extension aux ressorts de l'in tersection d'in tervalles.

4 Application

Nous traitons dans cette section l'analyse d'erreur a priori pour le probl�eme du SLAM.
Toutefois, le probl�emene serapaspris danssag�en�eralit�e, et nouscommen�conspar justi�er
cette restriction. Nous verrons �a la section 5 comment nous en a�ranc hir.

Le fait qu'un amer soit d�etect�e �a un instant se mod�elise par une contrain te, ou �equation
(voir paragraphesuivant). Si, par exemple,la distance entre cet amer et le robot change,
la valeur d'un desparam�etres de l' �equation change.En revanche, si l'instant de d�etection

3Un ressort est bissect�e en bissectant soit l'in tervalle du milieu, soit l'in tervalle du rayon.

9



Fig. 3 { Arithm �etique des ressorts. Le plan repr�esente ici l'ensemble des intervalles Un
ressortestun rectangledansle rep�eremilieu/ra yon. La multiplication desressortshX i := <
[� 0:5; 0:5]; [0; 0:2]> et hY i := < [0; 0:3]; [0:7; 1:0]> n'est pasun ressortmais la zoneenforme
de triangle. Le plus petit ressort incluant cette zoneest hZ i := < [� 0:21; 0:21]; [0; 0:7]> .

ou le num�ero de l'amer est modi� �e, il ne s'agit plus de la même contrain te (dans le sens
o�u elle n'implique plus les mêmesvariables).

Cela signi�e que pour manipuler un ensemble de contrain tes �x �ees,nous devons �etablir �a
l'avance �a quels instants les amers sont per�cus. Nous d�esigneronspar sc�enario la donn�ee
de cescoupleshinstant,ameri . Il sera suppos�e tout au long de cette section un sc�enario
�x �e.

4.1 Mo d�elisation

Le d�eplacement du v�ehicule (voir �gure 4) est r�egi par l' �equation d'�etat

_p(t) = R(� (t); � (t);  (t)) :v r (t); (7)

o�u

R(�; � ;  ) =

0

@
cos � sin  0
sin  cos 0

0 0 1

1

A

0

@
cos� 0 sin �

0 1 0
� sin � 0 cos�

1

A

0

@
1 0 0
0 cos' � sin '
0 sin ' cos'

1

A

et v r repr�esente la vitessedu robot mesur�eepar le Loch-Doppler. Apr �esdiscr�etisation nous
sommescapablesd'exprimer la position p(k) �a un instant k en fonction de la position �a
l'instant d'�echantillonage pr�ec�edent et des mesurespr�elev�eespar les capteurs �a ce même
instant, en l'occurrence�; � ;  et v r . Nous pouvons consid�erer l'ensemble de cesdonn�ees
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comme un seul vecteur de variables u = (�; � ;  ; vx
r ; vy

r ; vz
r ). L' �equation d'�etat discr�etis�ee

semet donc sousla forme

p(k) = p(k � 1) + g(u(k � 1)) (8)

o�u g est une fonction de R6 dans R3.

Fig. 4 { Princip e du SLAM en milieu sous-marin.

En casde d�etection d'un amer m j , le vecteur p(k) � m j est enti �erement d�eterminable �a
partir de la distance r lue sur le sonar, la profondeur a du v�ehicule et les angles� et � .
Cesdeux anglesin
uen t en r�ealit�e tr �es peu sur le r�esultat4 et peuvent être d�ecorr�el�es de
leur implication dans le vecteur u. Ainsi, nous avons de nouveau un vecteur de variables
w = (r; a; �; � ;  ), ind�ependant de u, et la contrain te suivante en casde d�etection :

p(k) = m j + h(w(k)) ; (9)

o�u g est une fonction de R4 dans R3. Dans notre probl�eme, les sorties sont les positions
du robot �a chaquepas de temps ainsi que la position desamersobserv�es.Les entr �eessont
les vecteursu et w.

4.2 ICSP

Dans un contexte d'analyse d'erreur a priori , les donn�eescapteurs ne sont pas connues.
Nous ne poss�edons, a priori, que deux types d'information : les domaines de variation
relativement largeset une borne sur leserreursde mesure.Pour notre robot, si on omet la
possibilit�e d'un "d�evissage"(roulis ou tangagede 90� ), les domainesdes anglesd'Euleur
sont : � 2 [� � =2; � =2]; � 2 [� � =2; � =2] et  2 [� � ; � ]: La puissancedes propulseurs
permet �egalement de borner les composantes du vecteur vitesse.La distance r est limit �ee

4Cesanglescorrespondent au tangage et au roulis, qui sont toujours faibles pour ce type de sous-marin.
Quoi qu'il en soit, cette d�ecorr�elation ne peut pas intro duire d'erreur ; elle rend au pire le r�esultat moins
pr�ecis.
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par la port�eedu sonaret la profondeur maximale a estunedonn�eetopographiquesuppos�ee
connue. Pour toutes ces entr �ees, les constructeurs fournissent des bornes garanties sur
les erreurs possibles.Les vecteurs u et w appartiennent donc �a des pav�es [u] et [w ];
appartenant eux-même�a deux ressorts�x �eshui et hw i .

La propagation de contrain tes aboutit �a despav�esqui satisfont les contrain tes d'inclusion
suivantes :

[p](k) � [p](k � 1) + [g]([u](k � 1)) ; k 2 f 1; : : : ; kmaxg
[p](k � 1) � [p](k) � [g]([u](k � 1)) ; k 2 f 1; : : : ; kmaxg
[p](kj ) � [m j ] + [h]([w ](kj )) ; kj 2 K j

[m j ] � [p](kj ) � [h]([w ](kj )) ; kj 2 K j

(10)

o�u K j est l'ensemble desinstants k o�u l'amer m j estd�etect�e. Le contracteur sur lesressorts
associ�e s'�ecrit donc

hpi (k) := hpi (k)h\i (hpi (k � 1) + hgi (hui (k � 1))) ; k 2 f 1; : : : ; kmaxg
hpi (k � 1) := hpi (k � 1)h\i (hpi (k) � hgi (hui (k � 1))) ; k 2 f 1; : : : ; kmaxg
hpi (kj ) := hpi (kj )h\i (hm j i + hhi (hw i (kj ))) ; kj 2 K j

hm j i := hm j i h\i (hpi (kj ) � hhi (hw i (kj ))) ; kj 2 K j

(11)

Les domainesinitiaux hpi (k) et hm j i �etant h] � 1 ; + 1 [;[0; + 1 [i . Nous pouvonsapporter
un certain nombre de simpli�cations �a cescontracteurs. Par exemple,en supposant que
les vecteurs w(k1); : : : ; w(kn j ) sont ind�ependants5, les pav�es [u](k) et [w ](k) d�ecrivent
toujours lesmêmesressortsquel quesoit k. On peut doncpr�ecalculer�a l'avancelesressorts
hgi (hui ) et hhi (hw i ).

5 Statistique de l'erreur maximale

Il pourrait être envisageabledechercher �a calculerunebornesur leserreurspour l'ensemble
dessc�enariospossibles,en imaginant d'autres m�ethodes.Mais un tel objectif ne pr�esente
en r�ealit�e aucun int�er̂et, notamment parce que nous connaissonsd�ej�a la r�eponse.En e�et,
il existe toujours le sc�enario suivant : celui o�u le robot ne rencontre jamais plus d'une fois
le mêmeamer. Cela signi�e que le robot ne peut jamais serecaler,autrement dit, qu'il est
en < d�erive pure >. Il su�t donc de consid�erer ce sc�enario pour obtenir imm�ediatement la
borne maximale sur l'erreur.

Le calcul ensembliste n'est plus adapt�e �a cestade.En revanche, une analysestatistique de
l'erreur maximale est pertinente. Connâ�tre l'esp�eranceet l' �ecart-type sur l'erreur maxi-
male permet en e�et de bien estimer a priori la faisabilit �e du SLAM.

5.1 Mo d�ele probabiliste

Pour e�ectuer une analyse statistique sur l'ensemble des sc�enarios, il faut donc savoir
comment mod�eliser la distribution de cessc�enarios. Nous devons recourir pour cela aux

5Ce qui n'est pas tout �a fait le cas puisque la distance �a laquelle, �a un instant donn�e, le robot se trouv e
d'un amer peut être calcul�ee �a partir de la distance �a laquelle il s'y trouv ait �a un instant pr�ec�edent et de
la tra jectoire parcourue entre-temps.
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processusstochastiques.

Un sc�enario est la donn�eed'apparition d'amersau coursdu temps. Fixons tout d'abord un
amer m j . Il s'agit de d�eterminer un processusstochastique qui permette de probabiliser
le nombre de fois o�u cet amer est per�cu dans un intervalle de temps.

En l'absencede propri �et�es sur la tra jectoire et sur la r�epartition des amers dans la zone
de mer, nous pouvons faire les hypoth�esessuivantes :

1. La probabilit �e d'avoir plusieurs d�etections dansun intervalle [t; t + � t ] devient n�egli-
geabledevant la probabilit �e d'en avoir qu'une seulelorsque � t tend vers 0.

2. Le processusest sans m�emoire : si [t1; t2] et [t3; t4] sont deux intervalles de temps
disjoints, le nombre ded�etection dans[t1; t2] est ind�ependant du nombre ded�etection
dans [t3; t4].

3. Le processusest homog�ene : le nombre de d�etection dans un intervalle [t; t + � t ] ne
d�epend que de sa longueur � t , et non sa position t dans l'axe destemps.

4. La probabilit �e d'avoir une seule d�etection sur un intervalle [t; t + � t ] est en 
( � t )
lorsque� t tend vers0. Cela signi�e que la probabilit �e de voir apparâ�tre l'amer varie
quasi-proportionnellement avec le temps d'attente. Cette hypoth�eseest typique des
�ev�enements survenant de fa�con al�eatoire et pour lesquelsune fr�equenced'apparition
est connue.

Il estprouv�emath�ematiquement [18] quesouscesconditions, le processusX j (t) qui associe
�a t le nombre de fois o�u l'amer m j est d�etect�e dans l'in tervalle de temps [0; t] ne peut
être qu'un processusde Poisson.Ce processusest donc caract�eris�e par une fr�equence � ,
correspondant au nombre moyen de fois o�u l'amer est per�cu par unit �e de temps (par
exemple,1:7/heure). Il s'av�ere que la notion de fr�equenceest pr�esente dans la culture des
ing�enieurs travaillant sur cette application et qu'ils savent la �xer empiriquement. Ceci
valide le mod�ele choisi.

5.2 G�en�eration de sc�enarios

LorsqueX (t) suit un processusde Poissonde param�etre � , la variable al�eatoire Y donnant
le temps d'attente �a partir d'un instant quelconqueavant l'apparition d'un amer suit une
loi exponentielle de densit�e �e � �t . Nous avons donc

Pr (Y � t) =
Z t

0
�e � �� d� = 1 � e� �t :

Les d�etections de l'amer m j sont alors g�en�er�eesen �echantillonnant des temps d'attente.
Cette �echantillonnage se fait par le biais de la fonction quantile, c.a.d., l'in verse de la
fonction de r�epartition de Y :

Q(x) = �
1
�

log(1 � x):

En tiran t de fa�con al�eatoire un nombre x dans l'in tervalle [0; 1], Q(x) retourne un temps
d'attente. Si les tirages x sont uniform�ement r�epartis dans [0; 1], les temps Q(x) auront
pour distribution la loi exponentielle.
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Finalement, l'algorithme est le suivant : un compteur de temps t est initialis �e �a 0. Un
temps d'attente � t est g�en�er�e par le proc�ed�e d�ecrit juste avant, puis ajout �e au temps t
courant (t est remplac�e par t + � t ). A l'instant t, il est d�ecid�e que l'amer est d�etect�e et la
contrain te correspondante est ajout �ee.L'algorithme boucle ainsi jusqu'�a ce que t d�epasse
la dur�eede la mission.

Les processusde Poisson peuvent être superpos�es : pour chaque amer m j , la boucle
pr�ec�edente est ex�ecut�ee.

Une fois les sc�enarios g�en�er�es, le calcul de l'esp�eranceet de l' �ecart-type se font de fa�con
classique: deux variables S1 et S2 cumulent respectivement les erreurs maximale et le
carr�e des erreurs maximales de chaque sc�enario, �a un instant t (�echantillonn �e). Une fois
les N sc�enarios g�en�er�es, l'esp�eranceE[err ](t) et l' �ecart-type � (err ) de l'erreur maximale
sont estim�esainsi :

E [err ] � S1=N

� (err ) =
p

E[err 2] � E [err ]2 �
p

S2=N � (S1=N )2

6 Conclusion

Nousavonstent�e demenerdeux objectifs : d'une part, d�egagerune probl�ematiquenouvelle
en programmation par contrain tes et d'autre part, traiter pr�ecis�ement cette probl�ematique
dans le cadre du SLAM, application qui a motiv�e l'ensemble de cestravaux.

Sur le plan th�eorique, la probl�ematique est cellede l'estimation a priori de la qualit �e d'un
contracteur. Ce besoin apparâ�t clairement sur certains probl�emes de nature continue,
o�u la r�esolution ne peut être men�ee jusqu'�a une pr�ecision souhait�ee pour des raisons
�evidentes de complexit�e. Il est vrai qu'en domainediscret, lescontracteurs ne sont souvent
qu'une �etape interm�ediaire menant au bout du compte �a dessolutions isol�ees,mais nous
pouvonsopposer�a cela deux faits. D'une part, il existe certains probl�emeso�u la taille des
domainesexclut �egalement le recours �a l'instanciation. D'autre part, mesurer la qualit �e
d'un contracteur apporte toujours une information, qu'elle soit partielle ou non.

Nous avons montr �e dans un premier temps pour un contracteur par propagation d'in ter-
valles(une approximation classiquede l'arc-coh�erencesur lesdomainescontinus) comment
mod�eliser ce probl�emesousforme de CSP, o�u les domainesdesvariables sont des< inter-
valles d'in tervalles>, ou ressorts. Cette mod�elisation permet de r�epondre au probl�emeau
moins en th�eorie, puisqu'il su�t d�es lors de raisonner (calculer) dans cette structure de
ressorts,o�u une arithm�etique a pu être d�e�nie.

Dans un secondtemps nousavons montr �e comment adapter cette m�ethodologieau casdu
SLAM. Pour cette application, nousavonsmontr �e la n�ecessit�e de travailler �a deux niveaux.
Le premier niveauconsiste�a �xer lescontrain tes (mais paslesdomaines).Nousavonsalors
successivement simpli� �e le CSP-erreur pour en venir �a un syst�emed'in �egalit�es lin�eairesde
petite taille et simple �a r�esoudre.Le secondniveau g�ere tous les ensembles de contrain tes
possibles.Nous avons alors vu que seuleune approche statistique �etait pertinente.

En conclusion, ce travail prouve que des techniques telles que la programmation par
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contrain tes, le calcul ensembliste et les probabilit �es peuvent intervenir dans une même
application et s'int�egrer les unesaux autres de fa�con coh�erente.
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