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Notations

B[, d] : dioide des séries formelles ereto a exposants dar et a coefficients booléens.
M=, 4] : quotient du dioid@]~, ] par la relation d’équivalence :

VA,BeB[y,0] , A=B < y*(67)"A=~*(6"1)"B.

M [, 8] : dioide des élément causaux.4¢iZ [, d].

ImII : image de I'applicatiodl : S — 7, ImIl = {II(s) | s € S}.

11, 4 : restriction de I'applicatiodl au domaineA.

Il : restriction de I'applicatiodl au codomaine3 (avecimll C B).

B4 : restriction de I'application] au domained et au codomainé (avecll(4) C B).
IT* : application résiduée de I'applicatidh: S — 7, II¥(t) = Sup {s € S | II(s) < t}.
L, : produit & gauche par, L,(z) = a ® .

R, : produit a droite pat, R,(z) = = ® a.

L% : résidué de I'applicatiod,,.

RY, : résidué de 'applicatio®,, .

akb : notation utilisée pour représentb&(b).

b¢a : notation utilisée pour représentﬂﬁ(b).

S : application étoile de Kleene définie sur un dioide comglét,) = z* = @ «'.
>0

P : application "plus" dérivée de I'étoile de Kleen@(r) = 27 = z ® 2* = @ =°.
i>1

I¢ @ injection canonique d’'un sous-ensem@ldeD, I : C — D.

Prc : application résiduée de l'injection canonigieg : D — C.

I(D) : dioide d'intervalles.

V* : plus grand idéal principal-invariant inclus dans un idéal principil

V : plus grand idéal principdld @ BF)-invariant inclus dans un idéal principfl
V: plus grand idéal principdlA & BFC)-invariant inclus dans un idéal principfl



TABLE DES MATIERES



Chapitre 1

Introduction

Sous l'appellationSystémes (Dynamiques) a Evénements Dis¢BHE®) sont regroupés certains
systémes, généralement de conception huriadunt le comportement dynamique ne peut étre décrit
par des équations différentielles ou aux différences. Cette classe de systémes regroupe aussi bien les
systemes de production (ateliers flexibles, lignes d'assemb|@oggh et al., 19§ ohen et al., 195
les réseaux de communication (réseaux informatiqlesBdudec and Thiran, 20DZue les systémes
de transport (routier, ferroviaire ou aériehpfito et al., 2001 Braker, 19930Isder et al., 1998

Limportance prise par ces systemes dans notre société a conduit de nombreux chercheurs a proposer
des modéles mathématiques permettant de décrire leur comportement afin d’en évaluer les performances
et d’optimiser leur conception ou leur pilotage. La diversité de ces systémes conduit naturellement a
différents modeles, citons les modeles a base d’automates a états finis, les chaines de Markov et les
Réseaux de Petri. Le cadre de notre étude se situe dans le contexte des systémes qui admettent un
modéle linéaire dans les algébres de type (max,+). L'un des premiers ouvrages concernant ces structures
algébrique est sans doute celui de R.A. Cuninghame-Gr&€mifighame-Green, 19]j9mais c’'est en
Ao(t 1981 (ICohen et al., 1999 que I'équipe "(max,+)" de 'INRIA a assuré le lien avec les systemes a
événements discrets. L'idée forte fut de montrer qu’en changeant d'algébre, le comportement de certains
systemes a événements discrets pouvait étre décrit a I'aide d’équations linéaires. Il s'agit des systemes
caractérisés uniguement par des phénomeénes de synchronisation et de retard. lls correspondent a une
sous classe de réseaux de Petri temporisés, les Graphes d’Evénements Temporisés (GET).

Au cours des années 80, cette équipe a ainsi construit une théorie des systémes (max,+) linéaires a
I'image de celle qui existait pour les systemes linéaires dans I'algébre classique. Ce travail donna lieu a
un ouvrage collectif paru en 199Bf@ccelli et al., 199 disponible depuisttp://maxplus.org )

) et a plusieurs thésedMpller, 198§, [Gaubert, 199 [Braker, 1999. Au sein du Laboratoire d’Ingé-
nierie des Systémes Automatisés (LISA, FRE 2656 CNRS), c’est Jean-Louis Boimond qui s'intéressa le
premier, en 1991, a cette théorie.

Ce polycopié a donc pour objectif de rappeler les résultats proposés au cours des vingt années
passées et tout particulierement les résultats relatifs & la commande de ces systemes. Comme en
automatique classique, par commande, il faut comprendre le contrdle des entrées afin d'atteindre des
performances spécifiées au préalable. Compte tenu de leur nature, le contréle des entrées d’'un GET
consiste a retarder le plus possible I'entrée de jetons tout en respectant les performances imposées par
une spécification, ce qui correspond a la problématique de commande en juste“a-temps

'En opposition aux systémes "naturels” décrits par les lois de la physique.
2Juste-a-temps est une traduction littérale du terme anglais "just-in-time". Il doit &tre interprété comme la "quantité juste”
(satisfaisant le besoin) au "temps voulu" (date du besoin).
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Chapitre 2

Preliminaires algébriques

2.1 Dioides

Ce paragraphe a pour vocation de donner de maniére informelle les définitions et les princi-
paux outils algébriques utilisés par la suite. Je renvoie le lecteur intéressé au chapitre 4 du livre
([Baccelli et al., 199P et également aux supports de cours de G. Cohen et S. Gaubert disponibles sur les
pages web des auteurs (accessibles défitps/maxplius.org . Les actes de I'école de printemps
de Noirmoutier sont également une source didactique (notami@ehieh, 1998 [Olsder, 1998. Je
recommande également les theses de B. Cotten€z@tehceau, 1999de C.A. Maia Maia, 2003 en
portugais] et de M. Lhommeallhommeau, 20C8voir |http://www.istia.univ-angers.fr/
~hardouin ).

La théorie des systemes (max,+) repose amplement sur la théorie des treillis et I'inversion d'ap-
plications définies sur des ensembles ordonnés, je recommande donc également la lecture de
[Davey and Priestley, 199t de Blyth and Janowitz, 1972

L'algébre (max,+) et autres algébres assimilées ont une structure de demi-anneau idempotent. Nous par-
lerons ici de dioide.

Définition 1 (Monoide) (M, &, €) est un monoide sb est une loi interne, associative, et admettant un
élément neutre (Vm € M,m & e = ¢ @ m = m). Si la loi ® est commutative, le monoide est dit
commutatif.

Définition 2 (Dioide) (D, ®, ®) est un dioide si

e (D, ®, ) est un monoide commutatif idempotefat,c D, a @ a = a,
¢ (D, ®,e) estun monoide,

e la loi ® distribue a gauche et a droite par rapport a la l@i,

e c est absorbant pour lalob, Va € D,a® e =e®a = ¢.

Si(D, ®, e) est un monoide commutatif, le dioid®, @, ®) est dit commutatif.

Puisqu’un dioideD bénéficie naturellement d’'une structure de monoide commutatif idempotent
(D, ®), D peut étre muni d’une relation d’'ordie = b <= a = a @ b. Par conséquent, un dioide
est un sup-demi treillis. De plus si le dioide est complet (les sommes infinies sont définies, et la loi
® distribue sur ces sommes infinies), le dioide a une structure de treillis, o {ptur Top) la borne
supérieure du treillis.

Exemple 1 (Algébres (max,+))Zmax = (Z U {—00, +-00}, max, +) est un dioide commutatif complet
pour lequele = —oco, e = 0, et T = +o0. L'ordre < associé &.,,.x est total et coincide avec 'ordre
naturel <.
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Exemple 2 (Algébres (min,+)) Zin = (Z U {—o0, +00}, min, +) est un dioide commutatif complet
pour lequels = +oo, e = 0, et T = —oo. L'ordre < associé &.,;, est total et coincide avec I'ordre
naturel >.

Définition 3 (Sous-dioide) Soit (D, @, ®) un dioide etDg,;, C D. (Dsup, B, ®) est dit sous-dioide de
Dsie,e € Dy, et siDg,;, est fermé pour les loig et®.

2.2 Equations au point fixe

Par définition tous les éléments fene sont pas symétrisables pour les Ipiset tous les éléments
de D ne sont pas inversibles. Cependant, moyennant quelques hypdthkesspossible de résoudre
des équations aux points fixes définies sur ces structures algébriques et de considérer le probléme d'in-
version d'applications définies sur des ensembles ordonnés. Nous retrouvons ici quelques définitions et
les résultats sur lesquels repose la résolution des problemes de commande présentés par la suite.

Théoreme 1 (Baccelli et al., 1999 Soient(D, &, ®) un dioide efll : D — D une application semi-

continue inférieurement.e., II( @ =) = @ II(x)). La plus petite solution de I'équatian>= I1(z)®b
z€D z€D
estx = I1*(b), ou

0 =Idp, " =Mollo...oll et II*=@I"=Idp® I+
—_—

n fois neN neN

De plus,z = IT*(b) est solution de: = I1(x) @ b.

Exemple 3 L’équation implicite

r=a®@xrdb (2.1)
admetr = a*b = (@ a*)b comme plus petite solution. Par la suite nous noternsD — D, x
k>0
¥ = @ «*. Nous renvoyons a I'annexe pour un rappel des propriétés de cette application.
k>0

2.3 Théorie de la Résiduation

Définition 4 (Applications Résiduables)Une applicationf : (D, <) — (C, <) isotone est dite rési-
duable, si I'équationf(z) < b admet une plus grande solution daRgpour toutb € C.

Le théoréme suivant fournit une caractérisation de ces applications.
Théoréme 2 (Blyth and Janowitz, 1974) Soit f : (D, <) — (C,=) une application isotone. Sont
équivalents

(i) festrésiduable.

(i) il existe une application isotong! : C — D telle quef o ff < Idc et ffo f = ldp.

Théoréme 3 Soitf : (D, <) — (C, <) une application résiduable, alors :
() foffof=Ff
(i) ffofoft=r*

!Essentiellement des hypothéses de semi-continuité.
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Théoreme 4 Soitf : (D, <X) — (C,=X) etg: (C,=X) — (&, =) 2 applications résiduables, alors :

() (go f)f = frogt

Exemple 4 Dans [Cohen, 1998 sont considérées les applications suivantes :

L, : D — D
ST = a®x (produit a gauche pat), 2.2)
R, D — D '
xr — T®a (produit a droite para).

Il est montré que ces applications sont résiduables. Les applications résiduées sont notées :

Lﬁ(as) = ayx (division a gauche pau),

2.3
Ri(z) = zfa (division a droite para). (2:3)

Le lecteur trouvera en annexe un ensemble de propriétés relatives a ces "opérateurs".

Exemple 5 ([Blyth and Janowitz, 1972 |Menguy, 199F [[Cohen, 1998 [ Lhommeau, 20(]Bll est pos-
sible de montrer que les applications suivantes sont résiduables, 2wtcC des ensembles ordon-
nés etC° le dual de I'ensembl&, c'est-a-dire le méme ensemble équipé de I'ordre inveise, (
a =<co b a=ch).

Ay : D — (C°P
xr — aXa,
v, : C®° — D (2.4)
r — agx.
Les applications résiduées sont respectivement :
Ab=w, : Cc® — D
xr — afx
’ 2.5
Uh=A, : D — (O (29)
r o  2}a.

Remarque 1 Ce résultat montre que la plus grande solution d@hde I'inégalitézya = b estagb, de
mémebka est la plus grande solution de I'inégalitéx - b.

Ci-dessous nous considérons des applications particulieres : les fermetures. Nous rappelons notam-
ment qu’une fermeture est résiduable si son co-domaine est restreint a son image. Cette propriété est a la
base des résultats concernant la synthése de correcteurs de type boucle fermée.

Théoréme 5 L’équation implicite
r=ajx Ab

admetr = a*}b comme plus grande solution.

Définition 5 (Fermeture) On appelle fermeture une applicatidi : D — D, qui a les propriétés
suivantes :

o elle est extensivell = Idp,
e elle estidempotentell o IT =TI,
e elleestisotoneVz, 2’ € D, z <2’ = II(z) < ().
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Définition 6 (Injection canonique d’un sous-ensemble)Soitl/ un sous-ensemble de I'ensembld.’in-
jection canonique d& dansD est I'applicationl;, : Y — D, définie parl;;(u) = u pour toutu € U.

Définition 7 (Application image) L'application image dell : D — C est l'injection canonique de
II(D) dansC ; cette application sera Notég, .

Définition 8 (Restriction d’'une application a un domaine) Soitll : D — C et{ un sous-ensemble de
D. Nous noteron$ly, : U — C I'application vérifiant

My = Mol

oul : U — Dreprésente l'injection canonique dédansD. L'applicationIl;;, sera appelée restriction
dell au domainé/.

Définition 9 (Restriction d’'une application a un co-domaine) Soitll : D — C etlmIl ¢ V C C.
Nous noterong, 1T : D — V I'application définie par I'égalité

II = (Iy)o(yI)

ouly : V — C représente l'injection canonique dédansC. L'applicationy, II sera dite restriction de
IT au codomainé’.

Proposition 1 ([Blyth and Janowitz, 1977) Soitll : D — D une fermeture. La restrictiop,y I1 est
résiduable et sa résiduée

(|mH|H)jj = Imn
avec! I'injection canonique démII dansD.

Exemple 6 ([Cottenceau, 1999 L'applicationS : D — D,z — x* est une fermeture. Par conséquent
(img)S) est reésiduable et sa résiduée Q§15|S)ﬁ = Ims- En d’autres termes, l'inégalité* < o* admet
x = a* comme plus grande solution.

Exemple 7 ([Cottenceau, 1999 L’application P : D — D,z — @ z' = 2+ est une fermeture. Par
i>1

consequent;,p| ) est résiduable et sa résiduée éﬁp‘P)ﬁ = I)np. En d’autres termes, l'inégalité

zT < a™ admetr = a™ comme plus grande solution.

Exemple 8 (Lhommeau et al., 2004} L'application isotoneR, : D — D,z — (za)*z est une fer-
meture. Par conséquent, Q. est résiduable et sa résiduée éﬁan‘QQ)ﬁ = Iimg,- En d'autres
termes, l'inégalit§za)*z < b, avech € ImQ,, admetz = b comme plus grande solution, de plus on a
(ba)*b = b.

Exemple 9 ([Cottenceau, 199B [Cottenceau et al., 200f) Soient I'application isotoné\f;, : D —
D, x — h(xzh)* définie sur des dioides complets et les ensembles

Gi = {9€D|3JaeD,g=a*h},
Go = {geD|3becDg=hb}.

Nous avons montré qug M, etg, M, étaient résiduables avec :
(91|Mh)ﬁ(x) = h}xl‘%hv

(go| M) (x) = hRagh.
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Ci-dessous nous rappelons que l'injection canonique d’un sous-dioide complet dans un dioide com-
plet est résiduable et par conséquent qu'il est possible de considérer les problémes d'inversion d’ap-
plications définies sur ces sous-ensembles. Cette propriété nous a été fort utile pour nous restreindre
aux éléments causaux d'un dioide, (v@oftenceau et al., 1999t pour nous restreindre aux dioides
de couples ordonnés lors de I'introduction d'un dioide d'intervalle (Vibitommeau et al., 2004 at
[Lhommeau, 20C3.

Théoréme 6 (Lemme de projection/Blyth and Janowitz, 1977)) SoientD un dioide complet €D,
un sous-dioide complet d8 contenant le plus petit élément de D. L'injection canoniquelp

Dsup — D,z — x estrésiduable. L'application résiduéep_ , = If)m vérifie :

sub -
sub
() Prp,,, o Prp,,, = Prp,,,,

(ZZ) Prpsub j |dp,

(t3i) x € Dgyp <= Prp,, () = x.

Proposition 2 (|[Cottenceau, 1999 SoientIl : C — D une application résiduable définie sur des
dioides complets ef;_ , I'injection canonique du sous-dioide compi&t,, dansC. L'équationII o
Ic,,,(z) < bestrésiduable et sa résiduée est donnée par

(He,,) () = (Mole,,) (b)) = Pre,, oIF). (2.6)

Proposition 3 (|[Cottenceau, 199) SoientIl : C — D une application résiduable définie sur des
dioides complets dtp_,, I'injection canonique du sous-dioide comptey,;, (aveclmIl C Dy, C D)
dansD. L'applicationp_ | IT est résiduable et

('Dsub‘l_[)jj = Hﬁ © IDS7‘b - (Hu)‘peub )

La définition du noyau d’'une application.4., 'ensemble{z|II(z) = ¢}) n'a que peu de sens
lorsque les applications sont définies sur des treillis. En revanche la définition suivante, classique pour
ces applications, est essentielle pour appréhender les problemes de commai#é) (voir

Définition 10 (Noyau) Le noyau de l'application linéair€ : X — ), notéker C, est défini par la

relation d’équivalence
2Ly = C(z) =C(2). (2.7)

Cette relation définit une congruence. L'ensemble quotEnt, - est donc I'ensemble des classes
d’équivalence modulker C.

Notation 1 Une classe d'équivalence dg ., o sera notégr|c.
Proposition 4 ([Cohen et al., 199p SiC : X — Y est une application résiduable alors chaque classe

d’équivalencez]c contient un et un seul élément eC* qui, de plus, est le plus grand élément dans
cette classe.

2.4 Le dioideZ,, .«

L'objet de ce paragraphe est de familiariser le lecteur avec la manipulation d’éléments du dioide
(max,+), NotéZ,,.« et introduit dans I'exemplé.
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2.4.1 Somme de matrices

la somme de matrices est définie comme suit :
(A® B)ij = Aij © Bij

Soit deux matricesi et B € Z*~

max !

37 1 3

2 8
wopo(29)

Exemple 10 SoitA = (2 5) etB = (e 8) ona:

2.4.2 Produit de matrices

Soit trois matricesA € 2", B ¢ 72" etC € 7"

max ! max max 1
suit :

", le produit de matrices est défini comme

C A®B @Azk®Bk]

Par convention nous noteron$a matrice nulle, ¢ est a dlre la matrice dont tous les éléments sont égaux
ac.

De méme nous noteromrsla matrice nulle, c'est a dire la matrice dont tous les éléments sont égaux a
a I'exception des éléments de la diagonale qui sont égaux a

Par extension pout ¢ NonaAd” = A® A® ... ® A avecA’ = e la matrice identité.

nfois

2 5
Exemple 11SoitA= | ¢ 3| etB = (i) ona:
1 8

(@)

C=A®B= |4

N}

Rappelons que = 0 ete = —o0.

2.5 Solutionder =axr @b

Cette equation peut admettre une infinité de solution et, en accord avec le coR)llalieeadmet
une plus petite solution, noté&b aveca™ = @, a'. Classiquement, le calcul des étoiles de matrices
se réduit au calcul d’étoiles de scalaire aprés avoir procédé a une élimination de Gauss. Par exemple

I'algorithme de Jordan ci-dessous conduit au calcul de I'étoile de la matrie&.. ..
A©) — 4
for(k=1k==n;k++)
{
for(i=1;i==n;i++)
{

for(j =Lj==n;j++)

A — AED 4B (4 A%
}

}

}
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a,

0]

22

Fic. 2.1 — Graphe associé a une matrice 2

Remarque 2 Il est possible de donner une interprétation en terme de graphe a ces matrices. Soit la
ailp ai2
a1 G2
poids associé a I'arc qui relie le noeyda i. De mémeA* fournit le poids des chemins de longuéur
reliant chaque noeud, c’est a dire qud*),; caractérise le poids le plus élevé des chemins de longueur
k reliant le sommej a .

matrice A = ) a laquelle on associe le graphe de la figizd. L'élémenta;; caractérise le

Exemple 12 Soit le systéme

€ € €
r=12 ¢ 3|lxp|¢
4 ¢ 5
le calcul dea* donne :
e € € e € € € € € e € €
af=ec e |2 ¢ 3|D|7 € | Pe=|T7 e 3
e € e 4 ¢ ¢ £ € € 4 ¢ e
qui donne
2
z=ab=19
6

2.5.1 Equationsax < b

Dans un dioide complet I'équatian: < b admet une plus grande solution notéé (voir 'exemple
4), qui repose sur la résiduation de I'applicatibn:  — axz. De mémera < b admethsa comme plus

grande solution. En considéraftD € Z/.."", B e Z/..F . C € Zi"F nous avons :
m
Cij = N (AeBuj)
k;l
Dij = N\ (BirfCi)
k=1
2 5 6
Exemple 13SoitA= | ¢ 3| etB= |4 ] alors
1 8 9
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Notons que dans le cas préseht (AyB) = B et que cet exemple est a comparer avec I'exe’hfile

2.5.2 Théorie spectrale des matrices

Nous donnons ici 2 définitions relatives a la théorie des graphes. Nous renvoyons a |I'2Ppexe
une présentation plus étoffée.

Définition 11 (Graphe fortement connexe)Un graphe est dit fortement connexe si pour deux noéuds
et j quelconques il existe un chemin allantii ;.

nxn
max

Définition 12 (Matrice irréductible) Une matriceA € Z
est fortement connexe, sinof est dite réductible.

est dite irréductible si le graphe associé

Définition 13 (Trace d’'une matrice) La trace d’une matrice est définie classiquement :

trace(A) = @P(A)u.
=1
Remarque 3 La remarque2 précise que(A7);; représente le poids maximum de tous les circuits de
n . .
longueur; passant par. De la définition13, il découle quedp (A?);; = trace(A7) est le plus grand

=1
parmi tous les poids maximum associé a chaque noeud , n|.

Définition 14 (trace(Aj))(%) correspond au poids moyen associé aux circuits de longjieur
Définition 15 .
A= @(trace(Aj))(%’)
j=1

est appelé le cycle moyen maximum de la matrAcd s’agit du plus grand poids moyen pour tous les
chemins de longueur variant dea n (n est la longueur maximale d’un circuit élémentaire).

nXxXn
max’?

Définition 16 (Vecteur propre, valeur propre) Soit une matriced € Z
vecteur. On dit que est une valeur propre si :

A un scalaire, etz un

Ar = Az
, x est appelé vecteur propre.

Théoreme 7 Si A est irréductible, il existe une unique valeur propre. Elle est égale au cycle moyen
maximum de la matricd.

2 5 ¢ €
Exemple 14 Considérons la matricel = Z z 2 2 le cycle moyen de cette matrice irréductible
E e & ¢

est égale & = 8/3.



Chapitre 3

Modeélisation de systemes

3.1 Equations aux dateurs

C’est au début des années &bhen et al., 19§3que I'équipe (max,+) de I'INRIA s’est intéressée
a la modélisation de graphes d’événements temporisés (sous classe de réseaux de Petri temporisés dont
chaque place n'admet qu’une transition amont et qu’une transtion avale). Elle a montré que ces systémes
dynamiquesg priori non linéaires, pouvaient étre représentés par un systéme d’équations linéaires pour
peu que I'on change de structure algébrique et admet un modéle linéaire sous forme canonique dans les
algébres de type (max,+). C'est a dire un modeéle sous la forme :

x(k) = Ax(k — 1) & Bu(k) (3.1a)
y(k) = Cx(k) (3.1b)

La figurel3.1 représente un GET. Les transitions sont étiquetdes, pour les transitions d’entrée,

x;,1 € [1,6] pour les transitions internes gtpour la transition de sortie. A chaque place est associée
une temporisation qui caractérise le temps minimum qu’un jeton devra passer dans une place avant de
contribuer au franchissement de la transition située en aval de la place. Une transition est franchie par un
jeton lorsque chague place amont contient un jeton actif, c’est a dire un jeton présent depuis au minium
la durée indiquée par la temporisation.

Ce GET peut représenter le comportement d’'un atelier d’assemblage, constitué de 3 makghihks

e T JTA N

o _C Q’j = Co®
FOUObar S |

LA Ot
O HLOQ” ;

Us )

FiG. 3.1 — Exemple d’atelier d’'assemblage.

17
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et Ms. La transitionu, caractérise I'entrée de matiere premiere dans l'atelier, la transitioeprésente
l'introduction de la matiére dans la machifé, pour cela il doit y avoir un jeton dans la place située
entrex, etx; (C’est a dire que la machine doit étre libre), et la transitigmloit étre tirée depuis 1 unité

de temps. Aprés 2 unités de temps la transitigrsera franchie (sortie de la machine). La transitign
représente I'entrée dans la machiig qui assure I'assemblage de produit provenant des machihes

et Ms.

Le comportement de ce systéme peut se représenter a I'aide d’équations dynamiques. Pour cela une
fonction dateur est associée a chacune des transitions, elle sera chargée de dater I'occurrence du fran-
chissement des transitions (on se place dans le domaine événementiel), formellement pour la transition
xj, Z — 7,k — x;(k) avecz;(k) la date de passage du jeton numéroté

Pour le GET de la figur8.1 nous obtenons :

z1(k) = maz(l+ui(k),z2(k —1))

ra(k) = 2+x1(k)

z3(k) = max(2+ ua(k), za(k —1))

za(k) = 5+ zs(k) (3.2)
zs5(k) = max(3+ xa(k), 1+ z2(k), z6(k — 3))

ze(k) = 2+ xs(k)

y(k) = z(k)

Il s’agit en fait d’'un ensemble d’équations linéaires dans le semi-anneau idempgignfcf. défi-
nition'1), soit :

z1(k) = 1®@ui(k)® a2k —1)

(k) = 2®@z1(k)

z3(k) = 2®ug(k) ®za(k—1)

z4(k) = 5@ as3(k) (3.3)
.%'5(]6) = 3®$4(k)@1®$2(k)@$6(k—3)

yh) = k)

ou encore, en introduisant les vecteurs d'é(@t) = (z1(k) z2(k) x3(k) za(k) z5(k) x6(k))t,
de commande(k) = (u1 (k) uz(kz))t et de sortigy(k) = (y(k)) :

z(k—1)® z(k—2)®

m M MmO N O
M =m oM oM O
m M gtm oM M
m wWwm m oM M
N OO OO
Mmm o, o, oMM
m MmO, oM O
m m o, o, o6 O
m Mo, o, o O
mm o oo M
m MmO, o O
MmO &, O, M
Mmoo o O, M
m M om o, oMM
m M M, o, oM O
m M MmO, o O
m MmO, o O
M o O - O, M
Mmoo o O M
m M om o, o, M
m M o, o, oM O
m M MmO, o, O
m m MmO, oM O
m oM oMo 0M
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..................................

FiG. 3.2 — Exemple d’atelier d'assemblage (extension événementielle).

D’une maniére générale, on obtient donc la formeZus,.

k) = & Awlk—i)® @ Bjulk - j).
Zj() j=0
y(k) = 16:50 Crx(k —1).

Il est possible avec quelques manipulatio@shien, 199f de passer a une forme récurrente qui corres-
pond a une forme ou le retard est au plus de de 1 sur le vecteur d’état et de O sur le vecteur de commande.
On se raméne alors a un systéme sous la forme :

z(k) = Aox(k)® Arx(k — 1) ® Bou(k),
y(k) = Cox(k).

Pratiquement il s’agit d’étendre le graphe afin que chaque place ne contienne initialement pas plus
d’'un jeton, la figure3.2 donne une extension du GET précédent, soit le modeéle :

e € € € € € € ¢ E e € € € € € € 1 €
2 € € € € € € ¢ E € € € € € € € e €
e € € € € € € ¢ e € € e € € € € e 2
e € b € € € € ¢ E € € € € € € € e €
z(k) = e 1 € 3 € € € ¢ (k) © E € € € € € € e z(k-1) & e € u(k)
e € € € 2 € € ¢ E € € € € € € € e €
e € €& € € € € ¢ E € € € € e € € e €
E € € € € € € ¢ E € € € € € e € e €

yky=(c € e € e 0 e &) x(k)
L'équation B.3.]) estimplicite enz(k). En appliquant le Théorén8; on peut passer a la forme ARMA
explicite suivante :

z(k) = Az(k — 1) ® Bu(k) (3.4)
y(k) = Cx(k) (3.5)

avecA = AjA; et B = A} By. Dans notre exemple nous obtenons :

LARMA pour Auto Regressive - Moving Average
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e € € € € € € €
2 e € € € € € €
E € e € € € € €
«_ |l € 5 e € e € ¢ oasa
A=13 1 8 3 0 & & | A=AN=
5 3 10 5 2 0 e e«
e € € € € € 0 €
e € € € € € € 0

CHAPITRE 3.
€ e € € ¢
e 2 € € ¢
€ € € e ¢
e € € b ¢
e 3 € 8 ¢
e 5 € 10 ¢
e € € € ¢
€E € € € ¢€

MODELISATION DE SYSTEMES

B=A;By =

mom e e 000

oMo e 0o e

MmO N OO O O

Dm0 0w
=

UK el =aEN I OIS

La contribution(max, +) de Scilab est tres efficace pour simuler un tel systeme {ttpr//

scilabsoft.inria.fr/ ).

3.2 Equations aux compteurs

De maniere duale, le comportement du systeme précédent peut se représenter a l'aide d’équations
dynamiques entre compteur. C’est a dire qu’une fonction compteur est associée a chacune des transitions,

elle sera chargée de compter le nombre de franchissement des transitions a urferdageplace dans

le domaine temporel), formellement pour la transitignZ — Z,t — x;(t) avecz;(t) le nombre de

fois que la transition:; a été franchie.

Pour le GET de la figur8.1 nous obtenons :

ri(t) =

wg(t) = a:l(t — 2)
z3(t) =

r4(t) = wx3(t—5)
z5(t) =

ve(t) = ws5(t—2)
yt) = we(t)

min(ui(t — 1), 1+ xa(t))

min(uz(t —2), 1+ x4(t))

(3.6)

min(za(t — 3), xz2(t — 1),3 + x6(1))

Il s’agit en fait d'un ensemble d’équations linéaires dans le semi-anneau idempgten(tf. défi-

nition'2), soit :

ri(t) = ui(t—1)® 1@ x(t)
:L‘Q(t) = X (t — 2)
z3(t) = ug(t—2) D1 @ xyt)
x4(t) = x3(t—>5) (3.7)
1‘5(t) = $4(t—3)@$2(t—1)@3®1’6(7§)
xze(t) = x5(t—2)
y(t) = we(t)
ou encore, en introduisant les vecteurs d'éfa = (z1(t) z2(t) z3(t) za(t) z5(t) xﬁ(t))t, de
commande(t) = (us(t) UQ(t))t et de sortiey(t) = (y(t)) :
€ 1 13 g 13 g g g g g g g g g g g g g g g g g g
3 € 3 € 3 € € € &€ 3 15 € € 3 € € € € 15 € € &€ 3
S € S 1 S € € &€ &€ IS 15 13 I S 15 15 € &€ 15 € € &€ I
I(t) = 3 € 3 € 3 € I(t)@ € g e 3 15 € x(til)eB 3 3 15 € € € I(t72)@ 15 € € &g 3
S € S € S 3 € e &€ S 15 15 &€ S 15 € € 1> 15 € 1> e g
3 € 3 g 3 &€ g g & 3 15 15 & 3 15 € € & 15 13 g I3 3

mmmm oM
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0
T
==
9
=
=
@
-/

“ T T3 } i H ! H H
! =2 ~OA=O— ||= —

T @y j@»niﬁl ) L6 y
[erotagereresee
" k A)E
@ M, H

FiG. 3.3 — Exemple d'atelier d'assemblage (extension temporelle.

z(t—5) @ u(t—1)@ u(t — 2)

m m ;oM o, M
m Mmoo om oM M
m m Mo, o, M
m M MM o, M
mmmmom e
m momm o,
M o 6 & O M
m M MmO, M
mmo;mom o o

D’une maniére générale, on obtient donc la formeZus,

a b
2(t) = P Aix(t — i) © € Bjult — j), (3.8)
i=0 j=0
y(t) =P Cra(t — 1). (3.9)
=0

Il est possible avec quelques manipulatio@elien, 199F de passer a une forme récurrente qui
correspond a une forme ou le retard temporel est au plus de de 1 sur le vecteur d’état et de O sur le
vecteur de commande. On se rameéne alors a un systéme sous la forme :

z(t) = Apz(t) ® A1z(t — 1) & Bou(t), (3.10)
y(t) = Cox(t). (3.11)

Pratiquement il s’agit d’étendre le graphe afin que la temporisation associée a chaque place soit au
plus égale a 1 unité de temps, et égale a 0 au niveau de la matrice d’Bnirédigure3.2 donne une
extension du GET précédent, soit les matridgsA;, B etC' :
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5,6

b

e

E

=

w
oy
o 0

@

A1y 16
13,8
A14,12
A15,2
A16,17
A18,7
A19,3
Aryg9 =€

a
[

A15,14 =e€

[
9

[V

Al 00 =€
A112,11 =e€

1134 — €
A114,13 =e

Alw,l =e€
lizs =€
Bro=e
Bis1=e
Cie=ce

En appliqguant le Théorén®; on peut naturellement passer a la forme explicite suivante :

z(t) = Az(t — 1) & Bu(t) (3.12)
y(t) = Cz(t) (3.13)

avecA = AjA; et B = AjBy. Le script Scilab donné en annexe fourni directement :
Ais=e Ar16=1
As1=ce
Azg=e Azip=1
Agio=e
Asa=e Asuu=e As17=3
Agi7r=ce
A877 =€
A9’3 =€
Ao =ce
A0 =
Ap11 =

o o ©

A1314 =
Az =e
A1 =c¢
Az =e
B772 =€

Bis1=e
Cig=ce

3.3 Dioides de séries formelles

Il est également possible de modéliser les GET de maniére plus synthétique dans des dioides de séries
formelles, dont le dioide des séries formelles en deux variables commutatiees, a exposants dans
Z, noté M2 [~, ¢] (voir [Cohen, 1998. Ce para graphe a pour objectif de rappeler la construction de ce
dioide. Un document intéressant e€idhen, 199Bou [?]) qui est disponible sur la page de 'auteur.
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3.3.1 DiOTdezmax H’Y]]

Définition 17 La transformée er d'un signal est définie de la maniére suivante :

d(y) = @ d(k) © +*

1€EL

Remarque 4 Ce type de transformée est I'analogue de la transformée @ l'automatique classique
qui permet de coder une trajectoire discrete sous la forme de série.

Remarque 5 Puisquey ® d(v) = @ d(k) ® ¥**1 = @ d(k — 1) ® 4%, l'opérateur~ peut étre vu
il icl
comme un opérateur de retarde., x(k — 1) = v (k).

Définition 18 (DioideZ,.x[7]) L'ensemble des séries formellesea exposant danZ et coefficients

dansZy.y a une structure de dioide. L'élément neutre de I'addition est la série @ ey (olie =
i€Z

—oo est I'élément neutre de I'addition darf&,.,). L’élément neutre de la multiplication est la série

e(y) = ey? (oue = 0 est I'élément neutre de la multiplication @&,.,). La somme et le produit de

séries formelles sont définis comme suit :

di(y) ®da(7) = Dpez(di(k) ® da(k))y*
di(7) @ d2(7) = Djez(di(s) @ dak —j)7"

Le systéme d’équatioi8s4 correspond au modéle standard d’'un GET d&gs, et peut se transposer
dans le dioid&.,,.x[7] :
z(v) = ~Az(y) ® Bu(v)
y = Cx(y)

En appliquant le résultat de I'exem|3gapparait une relation de transfert qui caractérise le comportement
entrée/sortie du systéeme :

y(v) = C(vA)"Bu(y) = Hu(7)

De maniére équivalente il est possible de considérer le m@d&ldans le dioid&.,.x[7] :

a . b )
z(y) = @O’YZAM(’Y) ® GBOWBju(v),
1= 7=
y() = EBO’YICZUC(’Y)-
qui conduit a un modele de la forme :

z(y) = Axz(y)® Bu(y)
y = Cuz(v)

a . b ) c
avecA = @ 'A;, B= @ ' B; etC = @ +'C). Les éléments des matricdsB et C sont alors des
i=0 §=0 1=0
polynémes. Cette formulation n’est pas standard. Le pouvoir de modélisation est cependant équivalent

et les composantes du vecteur d’état représentent directement une transition du GET. Ce type de modéle
sera systématiqguement considéré par la suite.
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Trajectoires monotones

Les trajectoires solutions des systemes d'équations précédents ne sont pas nécessairement mono-
tones, néanmoins par définition une trajectoire issue d’'un GET est nécessairement monotone croissante
(la date d’occurrence dé k) est nécessairement supérieu & — 1)). Formellement,

VkeZ dk)>dk—1)< dk)=dk) ®dk—1).

qui est équivalent a
d(v) = d(v) ® vd(7y) < d(y) =v"d(7).

C’est a dire que la transformée end’une trajectoire monotone s’écrit forcémeritd(y) et que
la multiplication pary* d’une trajectoire non monotone donne une trajectoire monotone croissante. Il
s’agit d'une sorte de filtre. Lensemble des trajectoires monotanes qui s’écriventy*d(+)) forment
un dioide notéy*Z..[y]. Pour s’en persuader il faut noté que la somme et le produit d’éléments de cet
ensemble sont fermés. Il en découle que I'égalité d’éléments doit s’entendre "mdétuRar exemple :

3@ 17 @5 =3y @ 5’

De fagon plus générale les régles de calcul suivantes devront étre considérées :

A" B ,yn’ — ,ymin(n,n’)

L'élément neutre pour la multiplication d&Z.,.«[7] est donc la série(y) = e@ey®er? ... deytee.
L'élément neutre pour I'addition dg* Z,..[7] estdone(y) = e@ey@ey?®...@ey ™, avecs = —oo
I’élément neutre de I'addition d&,,,.x .

Remarque 6 Dans la suite nous ne manipulerons que des séries monotones. Afin d'alléger les écritures,
en I'absence d’ambiguit&,,,.[y] devra étre compris commgZ,.«[v]. Les éléments neutres seront
notése ete.

3.3.2 DioideZuy,in[]

De maniére duale il est possible de définir une transformée pour les séries considérées dans le do-
maine temporel.

Définition 19 La transformée el d’'un signal est définie de la maniére suivante :

d(s) = Pelt) ® &

€L

Définﬂion 20 (DioideZnmin [0]) L'ensemble des séries formelles®a exposant dang et coefficients

dansZy,in, a une structure de dioide. L'élément neutre de I'addition est la sére P vk (ole =
1E€EZ

+o00 est 'élément neutre de l'addition dar&,;,). L’élément neutre de la multiplication est la série

e(8) = ed? (olie = 0 est I'élément neutre de la multiplication @g,;,,). La somme et le produit de séries

formelles sont définis comme suit :

c1(0) ®c2(8) = Dyeplcr(t) @ ca(t))d’
(0) @ca(d) = Djeplcr1(h) ® calt —5))
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Le systéme d’équatior 12 correspond au modéle standard d’'un GET dApsg, et peut se trans-
poser dans le dioid8,,;,[d] :
z(8) = dAz(0) ® Bu(0d)
y = Cxz(J)

En appliquant le résultat de I'exem|3gapparait une relation de transfert qui caractérise le comportement
entrée/sorite du systeme :
y(6) = C(0A)*Bu(d) = Hu(9)

De maniére équivalente il est possible de considérer le m@d&lidans le dioide i, [0] :

2(0) = 5A®) @ B I Bu(),
i=0 =0

y(0) = @05’0196(5)-

qui conduit a un modele de la forme :

z(0) = Axz(0) & Bu(d)
y = Cz(J)

a b c

avecA = @ §'A;, B= @ & B; etC = @ 6'C). Les éléments des matricésB et C sont alors des
=0 =0 1=0
polynémes.

Trajectoires monotones

Tout comme dans le domaine événementiel les trajectoires associées a un graphe d’événements sont
monotones (le nombre d’événements ayant eu lieu a I'instani(c(t+1), est nécessairement supérieur
au nombre ayant eu lieu & l'instahic(¢)). Formellement,

VteZ c(t)=c(t+1)<c(t)=clt+1)®c(t).
qui est équivalent a
c(6) = 67 1e(6) @ ¢(6) & ¢(6) = (671 *e(6).

C’est a dire que la transformée &ul’une trajectoire monotone appartient au dioi@e' {* Zy,in[6].
Il en découle les régles de calcul suivantes :

51‘,@615/ _ 6max(t,t’)

L'élément neutre pour la multiplication dé™")*Z.,i, [0] est la série(d) = e ® ed @ ed®> @ ... @ ed .
L'élément neutre pour I’additio(ﬁ‘l)*Z@n[[dﬂ est la série(6) = ¢ ® e B ed? @ ... ® 6T, avec
e = +oo I'élément neutre de I'addition dB,;y,.

3.3.3 Représentation Bi-dimensionnelleM&*[~, d]

Au travers d’'un exemple nous allons rappeler comment modéliser un GET dans un dioide de séries
formelles en deux variables commutative®t, a exposants daizset a coefficients booléens. Ce dioide
sera systématiquement utilisé dans les illustrations de ce mémoire. Pour I'exemple de 1&.fiqa®
obtenons directement :
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T E v € € € € T 1)
T9 2 ¢ & & & ¢ T9 €
z3 | E € € v € € x3 e 6| (u
x4 | e € 6 e e ¢ o Ple ¢ (w)
s e 5 e 8 & 3 Ts €
e e € € € 6 ¢ T6 €
X1
2
y = (e e € € ¢ e ii
Ts5
Z6

qui correspond a la forme standard suivante :

z = Ax® Bu (3.14)

A chaque transition du GET est associée une composante des vectews'” [, §]™ (vecteur associé

aux transitions internes, iei = 6), v € M%*[~,6]™ (vecteur associé aux transitions d’entréepici= 2)

ety € M4 [y, ]! (vecteur associé aux transitions de sortig] iei1). Les matricesA € M [y, )™,

B € M%[y,8]™™, C € M%[v,s]"*", représentent I'interaction entre ces transitions. Les compo-
santes des matrices sont des polyndmestJé[v, J]. La composantel; ¢ = +* traduit la présence de 3
jetons dans la place séparant les transitianet 5, de maniére duale, la composarites = 6° indique

gu’une temporisation de 5 unités de temps est attachée a la place séparant les tragstions

La résolution de I'équation au point fixe permet d’établir un modéle entrée-sortie du systéme. Dans notre
exemple, cette matrice de transféftc M%< [, §]*™ est :

m

H = CA*B= (862" 62(v6%)%) . (3.15)

De maniére générale, les éléments de la matrice de transfert représentant un GET sont des séries pério-
diques et causales de la forme® ¢r*, avecp etq des polynémes a exposants d&hstr un monéme

a exposants dars. Le polynbmep caractérise le comportement transitoire de la série, le polyndme
représente un motif qui se répéte périodiguement, la périodicité étant fourniepat’é” ouv /7 ca-

ractérise le taux de production de la série. Un exemple de série périodique est représer@élfigure

Il faut donc retenir ici, gqu’'un GET admet un modéle dans le sous dioide des séries périodigues et causales.
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FIG. 3.4 — Représentation graphique de la série p © ¢r* = e © 76 ® 1263 @ (v°0° @ 776°) (4463)*.

Pour conclure ce paragraphe rappelons que 2 boites a Saiiigh permettent de simuler ces sys-
témes (voirhttp://www.maxplus.org/ ). La premiére est la contribution officielle de I'équipe
(max,+) de I'INRIA, les systémes sont alors représentés @ans. La seconde permet de se placer
dansM{*[~, d], elle reprend une partie des algorithmes développés dans la thése de Stéphane Gau-
bert [Gaubert, 199 et ceux proposés dans le DEA de Benoit Gru@tuet, 1995 (des raffinements
sont également présentés dans la thése de Bertrand CotteGottmmEeau, 1999et le DEA de Mehdi

Lhommeau|Lhommeau, 200 (voir http://www.istia.univ-angers.fr/~hardouin ).


http://www.maxplus.org/�
http://www.istia.univ-angers.fr/~hardouin�
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Chapitre 4

Commande de systemes

4.1 Commande Optimale

Les premiers résultats concernant la commande des GET, obtenus par une approche (max,+), ap-
paraissent dangClohen et al., 19§9des extensions ont ensuite été proposées par J-L. Boimond et E.
Menguy [Menguy, 199T,[Menguy et al., 20CPD La commande optimale proposée est élaborée dans un
objectif depoursuite de trajectoire de sortieonnuea priori. Il s'agit d’'une stratégie de type boucle
ouverte.

Le probléme résolu est le suivant. Partant d’'un GET dont on connait la matrice de trahsfert
M [y, §]>™ et un vecteur de sortie désigé € M [y, 6]' (consigne de sortie connaepriori), il est
montré qu’il existe une plus grande entiég, € M7 [v, §]™ telle que la sortie résultant de cette entrée
(Yopt = Huepe) soit inférieure a la sortie désirge!. La commandex,,; est alors optimale vis-a-vis du
critére de juste-a-temps, c.-a-d. que I'entrée de jetons est la plus tardive tout en satisfaisant la contrainte
imposée par la trajectoire de consigne (la saytig est en juste-a-temps). Formellement, en rappelant

que le produit a gauche est une application résiduable/4ytércommande,,; est donnée par :

uopt = Hyyc.

Cette commande joue naturellement un réle primordial dans un contexte de planification d’événements.
En rappelant quél = C'A* B est la plus petite solution du systéme :

z = Ax® Bu

y = Ca. (4.1)

il est possible de donner une représentation interne de la commande optimale (voir le tH&)réme

3 ARE A Cryc
u = B¢

¢ est appelé co-état du systeme, il s’agit du plus grand vecteur d’état qui satisfait la contrainte.

(4.2)

Exemple 15 (Commande en Juste a Tempd)'atelier de la figure3.1 doit respecter la consigngc
suivante :

!Pratiquement le tir des transitions d’entrée sera le plus tardif possible tout en garantissant que le tir des transitions de sortie
aura lieu avant celui imposé par la consigne.

29
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numérodepiecek] | 0 | 1 | 2 3
dates désiréesyc(k)) | 10| 12 | 12 | + o0

La trajectoirey, peut naturellement se coder dang{[~, J] :
yc(%5) — 70510 @ 71(512 o 72512 ® 735+OO

Soit le systéemd.2 a résoudre. En considérant les résultats sur la manipulation de matrice, ce systéme
s'écrit :

& = A (e A (Cutyer) aveci € 1.

Tlr>:f>:

—_

uj = (Brj&&k) avecj € [1,m]

6726
a3 /5\57155
_ 07°&4
¢ = Y NG hye
62
3¢5

LS
v <5_2§3
gue I'on peut naturellement transcrire dans le domaine des dateurs et qui conduit a I'algorithme

suivant (les co-états sont initialisésao, i.e., £1(3) = &2(3) = £3(3) = &(3) = &(3) = &(3) =
+00) :

—2&5(k)
§1(k+1) A —1&5(k)
_ —5&4(k)
€)= eyt 1) —ses(e) | 1 Ve®)
—2&6(k)
&(k+3)

—2&3(k)
Le script Scilab donne directement le résultat (ici on utilise la librainenmaxgd ) :
s
/I Backward Equations , Optimal control \\
i
mode(-1);

A = smatrix(6,6); // state matrix

B = smatrix(6,2); //
C = smatrix(1,6);
mode(7);

/Istate matrix declaration
A(1,2)=series(eps,[1 0],e); // 1 token and O time unit between x_2 and x_1
A(2,1)=series(eps,[0 2],e); // O token and 2 time units between x_1 and x_2
A(3,4)=series(eps,[1 0],e); // 1 token and O time unit between x_4 and x_3
A(4,3)=series(eps,[0 5].e);
A(5,2)=series(eps,[0 1].e);
A(5,4)=series(eps,[0 3].e);
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A(5,6)=series(eps,[3 0],e);
A(6,5)=series(eps,[0 2],e)

/linput and Output matrices
B(1,1)=series(eps,[0 1],e);
B(3,2)=series(eps,[0 2],e)
C(1,6)=series(eps,[0 0],e);

/[Transfer matrix
H = C*stargd(A)*B

/loutput trajectory desired : z >= y=h*u
z = series(eps,[0 10 ; 1 12 ; 2 12 ; 3 %inf],[0 %inf])

//Optimal command (denoted u_opt) : u_opt = H \z
u_opt = H\z

//Ouput y=h*u_opt

y = H*u_opt
Ilwhich is less than or equal to z
disp(z)

qui conduit au résultat suivant aprés execution :

-> /IOptimal command (denoted u_opt) : u_opt = H \z

--> u_opt= H\z
u_opt =

[1,1] gh0d"2+g 1d 4+gr2d"6+(g"3d™)[ghOdM+T* [2,1]
g"0d"-10+g M 1d"-5+g~2dn0+(g 3d"+)[gh0d+T*

--> /[Ouput y=h*u_opt
--> y = H*u_opt
y

[1,1] g"0d 8+gr1dr10+g~2dM12+(g"3dM) g 0d T

--> /lwhich is less than or equal to z

z = [1,1] g"0dr10+gM1dA12+(gh3dA+)[gh0d ]

c’est a dire que la sortie optimale (celle qui satisfait la demande et minimise les stocks internes) est la
Suivante :

numéro de pieces] 0| 1| 2 3
dates optimales de sortiey(k) = (Hugp)(k)) | 8 | 10 | 12 | 400

4.2 Synthése d’un correcteur de type précompensateur

La correction de la dynamique d’'un systéiec M [y, §]'*™ (correspondant & un GET) se fait
ici par I'action d’'un précompensateilt € MZ> [, ]™*™ (situé entre la consigne et la commande
u). Il s’agit de modifier de maniére structurelle le comportement du systéme. Ce travail a été initié dans
le cadre du DEA de B. Gruet@ruet, 1995 [Hardouin et al., 199J. On le retrouve également dans la
thése de B. Cottencead@¢ttenceau, 199t dans la thése de C.A. Maillpia, 2003.

Le probléeme de commande consiste simplement a choisir le transfert du précompeRsiadalie

sorte que le systéme contrdfér € M3 [y, 5]"*™ posséde la dynamique décrite par un modéle de
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vy

. systeme
systéme systeme de
nominal precompense référence

FiGc. 4.1 — Commande avec modéle de référence : correction d'un systeipar un précompensateur
P.

référenceG,.; € M%[y,5]™™ spécifié sous forme de matrice de transfert. Ce modéle caractérise le
comportement structurel voulu pour le systeme.
Formellement, on cherche :

Popt =sup{ P | HP =< Grer}.
La solution optimale est immédiate, puisqug est résiduable :

Popt = HYGreg. (4.3)

Remarque 7 (Correcteur Neutre) Notons qu'un modéle de référence intéressant d’un point de vue
pratique estG,.; = H, l'objectif est alors de maintenir les performances entrée/sortie du systeme,
tout en augmentant autant que faire se peut la commande. Cette stratégie conduit au précompensateur
P, = HXH, qualifié de neutre. Il exprime simplement le fait que I'on peut toujours "filtrer" le flux
d’entrée d’'un systéem& par un précompensateur sans dégrader les performances initiales.

4.2.1 lllustration

Cette illustration montre comment filtrer les entrées du systéme avec un correcteur neutre. Sur la
figure'4.2 nous retrouvons un exemple d’atelier d’assemblage. La madifinpeut traiter une piéce
toutes les 2 unités de temps, la machivie peut traiter une piéce toutes les 3 unités de temps, et la
machineMs, chargée d’assembler les pieces sortant des deux précédentes, peut traiter une piéce toutes
les 2 unités de temps. Le transfert du systéinest décrit par :

H = (54(’}/52)* 55(,}/53)*) )

L'objectif est donc ici de laisser le comportement entrée/sortie du systéme inchangé, tout en retardant
au plus les entrées dans le systéme.

Grep = H = (4(162)*  55(v6%)*) .

Le correcteur?,,; = (HYG,.y) = HYH est donné ci-dessous et une réalisation de ce correcteur est
donné sur la figurd.z :
p_ (0% 0(v&°)
e (%))
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FiG. 4.2 — Réalisation du précompensateur permettant d’approcher au i@igux

A parti de la réalisation de la figuke?2, la loi de commande peut s'écrire :
&1 ’}’52 € &1 e & V1
3 S
&2 e & e e) \vy
Ui - e (5 €1
u9 o g € 52

ou encore dans le domaine temporel (dididg,) :

£1(t) = 1&(1—2) ® (1)
La(t) = 16(t—3) ®va(?)
ur(t) = &i(t) @ 1&(1)

uz(t) = &(t)

Pour évaluer I'impact de ce précompensateur, la commande suivante est appliquée (3 tirs a l'instant
0 sur chaque entrée) :

o
=
N
w

numéro de piécesk]
dates de tir @1 (k) )
dates de tir ¢2(k)) |0 0| 0| +o0

o
o
o
+
8

soit les trajectoires danst1%*[~, 4] :

v1(1,6) = e@y @ BT
va(7,0) = e@y @Y BT

En I'absence de correcteur, on a:

u = v
y = Hu:55@7158@72511@735+00

Avec le correcteur nous obtenons :

1 154 1 2257 o 35400
u = Ppv = ° @7153@7266@735%0
e@y 6’ By Do
y = Hu = oy oq?it1oq3st>

Clairement la commande en présence du correcteur est plus grande (plus tardive) et les sorties identiques.
Le script Scilab et le résultat obtenu sont fournis ci-dessous.
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I ]
/I OPtimal Precompensator Synthesis
I ]

mode(-1);
A = smatrix(6,6); // state matrix
B = smatrix(6,2); //
C = smatrix(1,6);

H= smatrix(1,2); // transfer matrix
Gref=smatrix(1,2); // reference model
P_opt=smatrix(2,2); // precompensator transfer
Hc=smatrix(1,2); // transfer with the precompensator
v=smatrix(2,1); // input of the controlled system
u=smatrix(2,1); // control law

y_u=smatrix(1,1); // output when we apply u
y_v=smatrix(1,1); // output when we apply v

mode(7);

/[state matrix declaration
A(1,2)=series(eps,[1 0],e); // 1 token and O time unit between x_2 and x_1
A(2,1)=series(eps,[0 2],e); // O token and 2 time units between x_1 and x_2

A(3,4)=series(eps,[1 0],e); // 1 token and O time unit between x 4 a,d x_3
A(4,3)=series(eps,[0 3],e);

A(5,2)=series(eps,[0 0],e);
A(5,4)=series(eps,[0 0],e);
A(5,6)=series(eps,[1 0],e);
A(6,5)=series(eps,[0 2].,e)

/linput and Output matrices
B(1,1)=series(eps,[0 0],e);
B(3,2)=series(eps,[0 0],e)
C(1,6)=series(eps,[0 0],e);
/[Transfer matrix

H = C*stargd(A)*B
[lrefrence model

/I Gref(1,1)=series(eps,[0,4],[1 2]);
/I Gref(1,2)=series(eps,[0,5],[1 3]);

Gref=H

//Optimal precompensator (denoted P_opt) : P_opt = H \Gref
P_opt = H\Gref

[ltransfer of corrected system Ouput Hc=H*P_opt

Hc = H*P_opt

/lwhich is less than or equal to Gref, but the best than we can do
disp(Gref)

/I For a control v (3 tokens on each input at time zero
v(1,1)=series(eps,[0 0 ; 1 0 ; 2 0 ; 3 %inf],[0 %inf]);
v(2,1)=series(eps,[0 0 ; 1 0 ; 2 0 ; 3 %inf],[0 %inf])

/I output with control applied without precompensator
y_v=H*v
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/I input filtered, it is greater than v

u=P_opt*v

/I output with optimal control, it is the same than without
y_u=H*u

qui conduit aux résultats suivants :

/lOptimal precompensator (denoted P_opt) : P_opt = H \Gref
>>

--> P_opt = prcaus(H\Gref)

P_opt =

[1,1] eps+(gh0d"0)[gh1d 2]* [1,2] eps+(g"0d™1)[gh1d"3]* \
[2,1] eps+(eps)[g™0d™O]* [2,2] eps+(g™0d™0)[gh1d/3]*

>>

-> /ltransfer of corrected system Output Hc=H*P_opt

--> Hc =

H*P_opt;

>>

-->/lwhich is less than or equal to Gref, but the best than we can
do

>>

-> disp(Gref);

[1,1] eps+(g"0d"4)[g"1d"2]* [1,2] eps+(g"0d"5)[g"1d"3]*

--> "

For a control v (3 tokens on each input at time zero)

--> v(1,1)=series(eps,(0 0 ; 1 0 ; 2 0 ; 3 %inf],[0 %inf]);
--> v(2,1)=series(eps,[0 0 ; 1 0 ; 2 0 ; 3 %inf],[0 %inf])

\ =

[1,1] g"0d"0+(g"3d +)[g"0d"+T* \\

[2,1] g"0d"0+(g"3d"+)[g"0d"+]*

>>

--> /I output with control applied without precompensator -->
y_v=H*v

y Vv
[1,1] g"0d"5+g”r1d8+g~2d711+(gn3d +)[g 0d +]*

>>

-> /I input filtered, it is greater than v --> u=P_opt*v
u -

[1,1] g"0d 1+g 1dr4+gr2dn7+(gnh3dM+)[ghod +T* \\

[2,1] g"0d"0+g"1d"3+g~2d"6+(g"3d +)[g"0d"+T*

>>// output with optimal control, it is the same than without
--> y_u=H*u

yu =

[1,1] g"OdA5+gr1dn8+gh2dn11+(gh3dn)[gh0dn+T*

Remarque 8 La résiduation doit s’entendre ici comme la résiduée de I'applicatibpy
MRy 6] — My, 6], 2 — Hax, avecM{™ [, 4] le dioide des séries causales et pério-
diques. Il s’agit d’un sous-dioide (non complet) 8¢”[~, 6]. Sous Scilab, la boite a outils Minmaxgd
manipule des séries périodiques (élémentshd&’P [+, 5]), il faudra donc penser a projeter le ré-
sultat dans le sous-dioid&1%2" [+, §], (voir [Cottenceau, 1999[ Lhommeau et al., 2004g@our des
exemples, utilisation du projecteur prcaus).

4.3 Synthése d’un correcteur de type retour de sortie

La structure considérée ici est représentée sur la fidukdl s'agit ici de modifier la dynamique
d’'un systemed € M [, 5]™™ par I'ajout d'un correcteur” € M [, §]™*! (situé entre la sortie

m

et I'entrée deH). L'objectif de commande est d'imposer au systéme bouclé la dynamique décrite par
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u Y v y

G
systéme systéme en systéme
nominal boucle fermée de référence

Fic. 4.3 — Commande avec modeéle de référence : correction d’'un systeipar un correcteuf’ de
type retour de sortie.

m

des systémes linéaires, ce probléeme de commande est similaire au probleme classique de poursuite de
modéle (model matching probleiWang and Desoer, 19))2 Ce travail est détaillé dans la thése de B.
CottenceauCottenceau, 199t dans les articlegJottenceau et al., 19pfCottenceau et al., 20D1

La figured.3 présente la structure adoptée. Elle conduit au systéme d’équations suivant :

u = vhFy
y = Hu.

un modéle de référend®,.; € M%[y,5]*™ spécifié sous forme de matrice de transfert. En théorie

Les relations de transfert entre la consigret la commandae, puis la sortiey sont données ci-dessous :
u = (FH)*
y = H(FH)v=Gpov.

Nous avons montré, dar€¢ttenceau et al., 20QIque l'inégaliteGr = H(FH)* =< G,.;y admet une
plus grande solution

(4.4)

Fope = HXGref¢H, (4.5)
SiGref € G1 U Gy, avec les ensemblgl etG, definis comme suit :
G = {GeM&[y,d]>" | IM € ME[y,0]"!,G = M*H},
Go = {Ge My, 6]"™ | IN € M [v,6]™*™,G=HN*}.
L'inégalité H(FH)* = G, signifie que le systeme corrigé sera plus rapide que le modele de référence.

Le plus grand correcteur sera celui qui induira la plus grande commande pour atteindre cet objectif, c.-
a-d. , celui qui retardera le plus I'entrée des jetons dans le systéme.

Remarque 9 (Correcteur Neutre, [Cottenceau et al., 199P Il est naturellement possible de synthéti-
ser un correcteur neutre. Le modele de référence est éloys = H € G UGy, et le correcteur optimal
estF,,, = HYH¢H.

4.3.1 lllustration

Nous considérons ici I'exemple de GET de la figBr# Nous rappelons le modéle entrée/sortie de
ce systeme :
H = (56(752)* 512(755)*) .
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F opt 4,"

FIG. 4.4 — Réalisation du correcteur retour de SoHfig;.

Nous choisissons le modele de référence suivaht; = (v0°)*H € Gi. Il spécifie que les 2 compo-
santes de la matrice de transfert devront avoir le méme taux de production.

Gref — (755)*1{ — (56(755)* 512(755)*) )
Le correcteur de type retour de sortie optimal est donné par le calcul de
Fopt = HYGreppH
- (0o
V53 (78%)* )
ou F,,; est le plus grand retour de sortie causal (et réalisable). On peut voir une realisation de ce correc-
teur sur la figur@.4. Il conduit au transfert suivant :

u = (FopeH)™ v
B (e @ 72510(755)* A2516 (785 ) . (4.6)
7359(755)* ed 73515(755)* )

y = H(F,uH)™

— (56 e ,758 ey 72516(755)* (512(7(55)*) V. (4'7)

4.4 Synthése d’un correcteur de type retour d’état

Nous avons proposé dar@dttenceau et al., 20Dt synthése de correcteurs de type de retour d’état,
la structure est donnée figudet.
On rappelle qu'il est toujours possible d’'obtenir la représentation d’état d'un GET sous la forme

{x = Az ® Bu (4.8)

Y Cx
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avecA € M%[y,8]™", B € M%[y,5]™ ™ etC € M%[y,s]"*™. La commande est donnée par

n

I'expression suivante :
u=Kxr®dv

aveck € M [~,0]™ ™. La représentation du systeme corrigé fiadevient donc

r = Az ® B(Kzx @) x = (A®BK)x® Bv
=

finalement, le transfert entrée-sortie du systéme muni du correktelevient

Y = C(A® BK)*Bv = Gguv.
Gk =  CA"(A"BK)"A*B
—  CA*B(KA*B)".

L'objectif est de synthétiser le plus grand correctayrtel queGx =< G,.s. Ce correcteur optimal
existe siG,.s € Gi, il estdonné paiQottenceau et al., 20P1

Kopt = (H§Gref7{A*B) (49)

Remarque 10 Il est a noter que les correcteurs de type retour de sortie et de type retour d’'état sont liés
par la relation suivante :
Fopt = Kopt%c

c-a-d. quef,,,C = (KoutC)C =< Kop. Il apparait donc que(Fpp, H)* = (FouCA*B)* =<
(Kopt A*B)* = CA*B(FopCA*B)* = GF,,, = CA*B(K,A*B)* = Gg,,,. En d'autres termes,
I'utilisation d’un correcteur de type retour d'état améliore les performances, c.-a-d. engendre une com-
mande plus grande et un systéme corrigé plus proche du modéle de référence. En contrepartie le choix

de ce dernier est plus restreint puisque la condition suffisanté'gstc G;.

Gy
v u b Y
®— A'B C

N> J
K

Fic. 4.5 — Commande avec modeéle de référence : correction d’'un systéme par un correcteur de type
retour d’état.

4.5 Synthése d’'un observateur

Les résultats présentés dans cette partie sont originaux. lls ont été développés lors du séjour de C.A.
Maia en tant que Professeur Invité en Mars 2004. Le paragraphe précédent (reb@aegomntré qu’un
correcteur de type retour d’état permettait d’améliorer les performances du systéme corrigé. Lhypothése
était que I'état était accessible a la mesure. Afin de lever cette hypothése on propose ici un reconstruc-
teur d’état. La démarche adoptée correspond a celle suggérée lors de la synthése d'observateur pour les
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systéemes continus classiques (voir par exeniplehberger, 197]). La figurel4.€ présente la structure
considérée.

| fr = Av® Bu Y
'l y = Crx
v
- » i
A
e . ~
\ @D ! Y
> B [PD > C —>0
A :
\ J

FiG. 4.6 —Structure de I'observateur.

Nous supposons disposer des matride®3 et C. Nous avons I'équation du systéme :

r = Ax® Bu= A"Bu (4.10)
y = Cx
et I'équation de I'observateur :
T = At®Bud®L(y®y)=A"Bu® L(jDy) (4.11)
g = Cz.

Notre objectif est de calculer la matriéegpour assurer que la sortie estimgsoit inférieure ou égale
a la sortie mesurég soit formellement :

ker C

Iy Ci=CreClador) XCrsey = o (4.12)

C’est-a-dire que I'on recherche une matricéelle quee;,. soit équivalent & moduloker C, c.-a-d.
telle quee;, € [z]c.
Les équations4.10) et (4.11) conduisent & :

tdr = ATOBud LC(Z®x)® Ar @ Bu
eir = (A®LC)ez, ® Bu (4.13)
= (A® LC)*Bu.

La condition @.12), doit étre respectéeu, elle peut donc s'écrire :

(AsLCY'B <Y a*B. (4.14)
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v LU j r = Ax @ Bu y
"% Ny =ca 1
{ Systéme
~
( \
s . R y
T A 4
> B [P > ¢ >
. A
L Observateur )
z
- K |
L Controleur )

FiG. 4.7 —Controle utilisant 'observateur

Proposition 5 La plus grande matricé qui satisfait la conditiort.14est donnée par :
Loyt = CARCA*B§CA*B. (4.15)

Preuve 1 La relation 4.14) est équivalente &'(A @ LC)*B = CA*B.
Notons tout d’abord qu&L, nous avong’(A & LC)*B > CA*B.
Inversement nous montrons ci-dessous byg est la plus grande solution de I'inégalite :

C(A® LC)*B < CA™B.
En effet, nous avons les équivalences suivantes :

C(A® LC)*B =< CA*B

& CA*(LCA*)*B <CA*B (voir 5.5)
& (CA*L)*CA*B <CA*B (voir 5.4)
& (CA*L)* < CA*BJCA*B

& (CA*L) < CA*B¢§CA*B (voir [6))
& L < CARCA*B}CA*B = Lypy.

Remarque 11 En I'absence de condition initiale, I'équatiod.(L0) et I'équation de I'observateud(11)
impliquent quet = z, par conseéquent la sortie estimgaera égale a la sortie du systeme

4.5.1 Application : contrdle de type retour de sortie avec observateur

Classiquement I'observateur est utilisé pour estimer I'état nécessaire a la mise en place d'un correc-
teur de type retour d’état.4. Bien que seules les sorties soient accessibles a la mesure, nous verrons
gu’une telle stratégie est plus performante qu’un contrdle de type retour de sortie tel qu'il est proposé
dans le paragrapht3

La stratégie de contrdle est décrite figdr&. Elle conduit aux expressions de I'état estiinét de
I'état du systéme: suivantes :
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z = (A@ LC)"Bu (4.16)
= A*Bu. (4.17)

La loi de commande est donnée par :
u= Kz dv. (4.18)

La commande s’écrit donc :

u = K(A® LC)*Budv
= (K(A® LC)"'B)*v. (4.19)

L'état estimé/4.16) devient :
t = (A®LC)"B(K(A® LC)*B)*v.
L'état du systeme devient :

r = A*Bu
= A*B(K(A® LC)*B)*v. (4.20)

De méme la sortie du systeme devient :

y=CA*B(K(A& LC)*B)*v. (4.21)

Proposition 6 Sile modele de référencg..; € G, (c'est-a-dire s’écritG,.; = M*H avecH = CA*B
la relation de transfert du systéme), alors il existe un plus grand corredietel que le transfert en
boucle fermée soit inférieur ou égal@.. ;. Ce correcteur s’exprime :

Kopt = HYGresf((A® LC)*B). (4.22)
Preuve 2 On recherche le plus granl” tel que

CA*B(K(A® LC)*B)* 2 Gyef = M™H.
Nous avons les équivalences suivantes :

CA*B(K(A® LC)*B)* =< M*H = M*CA*B

& (K(A® LC)*B)* < (CA*BN(M*CA*B) = (CA*B)(M*CA*B))* (voir 5.16)
& K(A®LO)B < (CA*B)Y(M*CA*B) (voir 6)
s K < (CA*BR(M*CA*B)$((A® LO)B) = Kop.

Pour résumer, nous avons I'expression du régulateur :

i = (A® LopC ® BKop)i ® (B L) <Z> (4.23)
u = Kopt@ @D v. (424)

Ci-dessous nous analysons les performances (vis-a-vis du critére de juste a temps) du systéme
contrdlé par ce régulateur. Nous montrons que cette stratégie est plus performante que celle utilisant
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un retour de sortieH,;, vqir équation4.5)). Nous noteronsv’gpt la commande calculée a partir &g,,;
etuy,, celle obtenue a l'aide du correctels,;.

ul, = Kopd®v (4.25)
upy = Fopry @o. (4.26)

Notre objectif est de montrer que la fonction de transfert emﬁ;;«ta et v est plus grande que celle
entreugpt etv. En considérant les équatios19) et (4.4), ces équations deviennent :

uﬁpt (Kopt(A D Loptc)*B)*U (427)
uly = (FopCA*B)*v. (4.28)

D’aprés la propositioid, la matriceL,,; est telle queC(A @ L,,:C)*B = CA*B. Par conséquent
I'équation @.28) peut s’écrire :
ngt = (FoptC(A D LoptC)*B)*’U. (429)

Proposition 7 Si le modele de référend,.; € G, la commande utilisant un observately,; et un
retour d’etatK,,, est plus grande que la commande utilisant un retour de séifig c.-a-d. :

ugpt = uﬁpt'
Preuve 3 Les équations4.29) et (4.27) font clairement apparaitre gu'il est suffisant d’avoir :
FoptC = Kopt.
Les équation<4.5) et (4.22) donnent :

Fur = HyGregd(CA"B) = H\Gregd (C(A® LowC)* B)
Kopt = HERGTEf%((A D LO;DtC)*B)

C.-a-d. ,Fop = Kope¢ C, par conséquenty,,,C = (KopfC)C =< Ko, C€ qui termine la preuve.

45.2 lllustration

Nous reprenons I'exemple de la figuBl), avec les mémes objectifs que ceux adoptés au paragraphe
(4.3.1). Nous rappelons le modele entrée/sortie du systéme :

H = ((56(762)* 512(755)*)
et le modéle de référence choisk;.; = (v6°)*H € Gy :
Greg = (YO°)'H = (65(6°)F &12(76%)%).
En appliquant les résultats de la propositig)) fious obtenons :
Loy = CANXCA*B{CA*B
Y38 (70%)*
7%6(70%)*
g
93

Y(v6%)*
(y0%)*
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et en appliquant les résultats de la proposiipnous avons le correcteur :

Kopt = H)?GTeffz{«A@LOptC)*B)
_ (754(755)* Y02 (70%)* Y(y0%)* 48 (70%)* y0(vd°)* 7254(755)*)
V2R (v6%)F A2(v0°)F 483 (70°)F P83 (70°)* AA(v8°)* P03 (76°)* )

qui donne les transferts suivants :

u = ( opt(A@LoptC ’U

_ [ Gy o 755
- 254(755 ,}/55

Yy = CA*B ( 0pt<A@LoptC *B
= (0°(v0°)" 6%(70°)%) v,

qui sont clairement plus grands que ceux obtenus par un simple retour de sortie (voir les écig)ions (
et 4.7)).

4.6 Commande en présence de perturbations

Dans le cadre de la thése de M. Lhommeldagmmeau, 20C]3 nous avons considéré le probléme
standard du rejet de perturbations. En automatique classique ce probleme consiste a synthétiser un cor-
recteur permettant de maintenir les trajectoires d’état dans le noyau de la matrice de sortie. A partir de
cette définition ce probléme peut étre transposé aux systemes (max,+) linéaires. Compte tenu de la dé-
finition du noyau d’une application dans ces structures algébriques, I'objectif n'est alors pas d’annuler
I'effet de la perturbation mais de la prendre en compte au mieux lors de I'élaboration de la commande.
De maniére analogue a 'algebre classique, ce probleme nous a conduits a introduire la notion de sous
ensemble invariant. Nous nous contenterons ici de rappeler les définitions et les résultats importants,
nous renvoyons le lecteur au chapitre 5 de la thése de M. Lhommeau pour une présentation exhaustive.

Définition 21 (A-invariant) SoitA : M%[v,d]™ — M%*[~, 5]™ une application définie sur un dioide.
L’ensembleN" € M&% [y, 6]™ est ditA-invariant siAN C N,

En d’'autres termes) est un ensemblel-invariant si toute trajectoire issue dé reste dansV,
c’est-a-dire pour tout € N, Az € V.

Définition 22 (Idéal principal) Soitk € M&T[~,0]™, nous définissons par
K = {ZCGMMC[[’Y, ]”|w-<k}
lidéal principal de M [, 5]™ généré par I'élément ; clairementsup K = k.

Définition 23 ((A @ BF)-invariant) Un sous-ensemble non vidéde M%*[~, §]™ est dit(A & BF)-
invariant s'il existeF’' tel que(A & BF)N C N.

Proposition 8 ([Lhommeau, 2003) SoitK un idéal principal deM ([, 6] généré par un élément
Le plus grand idéal principal-invariant inclus dangC, notéV*, est donne par

VEo= {x e Maz[y, 8" |z < A*x{/%} .
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Proposition 9 ([Lhommeau, 2003) SoitkC un idéal principal deMg7[v, 6] genéré par un élément
Le plus grand idéal principal A @ BF)-invariant inclus dansc, noté)), est donné par

v = {m e M@y, 0]" |z < (A® BFW;} .

Proposmon 10 (Lhommeau, 2003) Soitk un idéal principal deMg7[v, 6]" généré par un élement
k. Le plus grand correcteuf de type retour d'état tel que = V* est donne par

Fo= BYAYRAANR).

Remarque 12 Ce correcteur est le plus grand qui laisyé (le plus grand idéal principal) inchangé.

4.6.1 Application : contrdle par retour d’état en présence de perturbations

Dans cette section nous considérons le systeme décrit par la fidliree vecteur d’entrég €
MEr,0]" représente les entrées exogenes non contrélables, ce sont les perturbations qui agissent sur
le systeme au travers d’une matrige= M¢7[~, 6]"*". Ces entrées ont pour effet d’accroitre le vecteur
d’étaf.

lq

S
S B |- — ¢ -
o Y R
F

FiG. 4.8 — Schéma de la commande en boucle fermée (retour d'état).

La loi de commande est de type retour d'état :
u = Fx (OUF € My, o™ ™).
Sous I'action de cette loi de commande, I'équation d'état s'écrit :

r = (A@BF)x & Sq
= (A® BF)*Sq (4.30)
= (A*BF)*A*Sq
ou (A @ BF)*S représente la matrice de transfert liant la perturbagi@nl’état x. L'équation de

sortie est alors donnée par
y = C(A® BF)*Sq.

2si le systéme est un GET, ces entrées ont pour effet d’autoriser ou d’inhiber le tir des transitions, elles retardent donc leur
tir. Elles peuvent, dans un contexte manufacturier, modéliser une panne machine, ou une rupture d’approvisionnement.
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L'objectif du correcteutF” est de prélever des informations sur I'action de la perturbation au niveau
du vecteur d’'état afin d’en tenir compte au moment de I'élaboration de la commandéx.

Le correcteur recherché devra accroitre la commande sans modifier le comportement de la sortie.
Dans le contexte des GET, il s’agit d’'un correcteur qui génére une commande qui retarde I'entrée des
jetons sans modifier la trajectoire de sortie, ou, autrement dit, qui retarde sans altérer les performances du
systeme. Il ne fait qu’éviter I'entrée prématurée de jetons. Formellement, nous cherchons un correcteur
Ftel que

C(A@® BF)*Sq = CA*Sq

pour toute perturbatiop € M%*[v, §]", soit un correcteuf” tel que :

(A® BF)*S "% a*s.

Nous rappelons ci-dessous que le plus grand élément de la ckisge (voir/l) s’exprime de la maniéere
suivante :

9(A*S) = CRCA*S. (4.31)
Il géneére I'idéal principal suivant
K = {keM&y,™" | k=<1I°A*S)}. (4.32)
Naturellement nous avons
[A*S], C K. (4.33)

Autrement dit la classe d’équivalence modista C' générée pand* S est incluse dans I'idéal principal
K.

Proposition 11 (Lhommeau, 2003) Soit V* le plus grand idéal principalA-invariant inclus dans
l'idéal principal K. SoitV le plus grand idéal principal A® B F')-invariant inclus dans l'idéal principal
K. Le correcteur

F = (By (AII9(A479))) § (ARIIC(A*S)) = (CA*B)}(CA*S)§ (CARCA*S)  (4.34)

est le plus grand correcteur de type retour d'état tel dife= V, c'est-a-dire tel qué A & BE)V* C
V* C K.

Proposition 12 (Lhommeau, 2003) Le correcteurt’ = (CA*B){(CA*S) ¢ (CA*XCA*S) garantit
que(A® BF)*S € [A*S]..

Remarque 13 La proposition1l indique qu'un élément € V* reste dans* lorsqu’on applique la
commande: = F'z. En outre,F’ est le plus grand correcteur satisfaisant cette propriété. De plus la
proposition12 indique que I'état obtenu en présence du correcteur apparti¢At & ..

Remarque 14 Notons que la relation de transfert entre la perturbatigret I'état  en présence de
contrbleur, (A @ BF)*S, est supérieure ou égale a celle obtenue en I'absence de contrélésfr,
C’est-a-dire que I'étatr sera plus grand en présence du contrdleur bien que la sortie soit inchangée.

Dans la thése de M. Lhommeau est également traitée la synthése de correcteur de type retour de
sortie.
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4.6.2 lllustration

FIG. 4.9 — GET avec des entrées non contrblables et le correcteur de type retour d’état.

La figurel4.C représente un GET avec 2 entrées controlahlgsug), 1 sortiey et 3 entrées non
controlables i, g2, g3). Les matricesd € M$2[y, 5]"*", B € M [v,8]"*™, C € M [y, 5], et
S € M%[~,0]"*" sont données ci-dessous :

~25% ¢ € oM e

A= e ~%® e |,B=[¢e o], C=(c € §)etS=
57 58 427 e €

M M ®

9
(&
9

M M

La propositiori11 nous donne I'expression du correctetire MEE[~, 5]™*™ qui prend au mieux en
compte I'action du vecteuy, il est représenté en pointillé sur la figi£.

F: ’7453(7257)* 7456(,},258)* ’)/6(53("}/2(57)*
c 7455(,}/258)* € .

4.7 Synthése de contrdleurs robustes pour les GET

Dans le cadre de la these de M. Lhommedihdmmeau, 20(]3 (voir aussi I'article
[Lhommeau et al., 2004&ourni en annexe), nous nous sommes intéressés a la commande de systémes
(max,+)-linéaires incertains. Plus précisément il s’agit des graphes d’'événements temporisés dans les-
guels le nombre de jetons initial et/ou la durée des temporisations associées aux places sont incertains,
mais supposés appartenir a un intervalle. Il s’agit d'une alternative a I'approche stochastique classique-
ment adoptée pour I'étude des performances des GET incertains. La seule hypothése faite ici est que les
variations paramétriques sont bornées.
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Pour modéliser ce type de systeme nous avons introduit un dioide d’intervalles (isomorphe a un
dioide de couples ordonnés), et proposé le calcul de la résiduation des applifatairds, définies sur
ce dioide. Nous rappelons ci-dessous quelques notations et les principaux résultats avant de présenter la
modélisation et la synthése de contrdleurs robustes dans ce contexte incertain.
4.7.1 Notation et préliminaires algébriques

Définition 24 (Intervalle) Un intervalle fermé dans un dioid®, notéx = [z, ], est 'ensemble satis-
faisant
x = {xeD|z <27}, (4.35)

ouz,T € D (x < T) sont appelés, respectivement, la borne inférieure et la borne supérieure de l'inter-
vallex.

Notation 2 (DioideI(D)) Soit (D, ®,®) un dioide. L'ensemble des intervalles fermésidmuni des
opérationsd et ® qui sont définies par

xRy =@y, TdY et zRY=[zQy,TQY
est un dioide not&D).
Remarque 15 L'opération@ engendre une relation d’ordre canoniqaedansI(D) :
xy <= zxz=y et Ty dans D.
Remarque 16 L'image parlIl, une application isotone, d’un intervalbe est définie par
II(x) = {Ill(z)]|x€x}.

Comme la fonctionl est isotone, on peut calculer les valeursIdéx) directement & partir des bornes
de lintervallez, c’est-a-direll(x) = [II(z), II(Z)], en particulierc™ = [z*,7*].

Proposition 13 (Lhommeau et al., 2004} Soit D un dioide complet. L'applicatiod, : I(D) —
(D), x — a®x est résiduable. L'application résidude;, est donnée par

Li(b) = akb = [akhAad,akb).

Remarque 17 De la méme maniére, I'applicatioR,, : I(D) — I(D), x — x®a est résiduable.

4.7.2 Modélisation de GET incertains

Pour représenter les incertitudes lors de la modélisation de GET nous supposons que les matrices
A, B et C du systeme peuvent prendre n'importe quelle valeur dans des intervalles. Nous proposons ici
une modélisation dans le dioide d’intervalleM¢?[~, d]). Le systéme pourra donc s’écrire :

r = AxzdBu (4.36)
y = Cz (4.37)
oUA € A € T(ME[y,8])"", B € B € (I(M%[v,4]))" ™ etC € C € (I (M?,‘f[h,é]]))lx”.

Autrement dit, les éléments des matri¢esB et C appartiennent au dioide des intervalles1%* [, d]),
et les bornes de chaque élément appartiennent au did(tfé~, J].
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N — %

FiG. 4.10 — Modélisation incertaine d’un graphe d’événements temporisé.

A partir de cette représentation d’'état, nous pouvons donner I'expression de l'intervalle contenant
I'ensemble des transferts entrée-sortie possibles pour le GET incertain. Nouscavods Bu qui est
la plus petite solution d&d(3€). Cette matrice d’intervalles est la plus petite contenant I'ensemble

{A*B|Ae A Be B}.

De méme, nous avons :
y = CA"Bu= Hu, (4.38)

oUH = CA*B e (1(M%]y,4]))"*? représente l'intervalle contenant I'ensemble des relations entrée-
sortie du GET incertain :
H={CA"B|CecC,Ac A, B¢c B}. (4.39)

La figured.10représente un exemple de GET incertain.

Les transitions:y, us ety désignent les entrées et la sortie du systéme, les jetons en pointillés repreé-
sentent le fait qu’une ressource peut étre présente ou absente, les temporisations entre crochets donnent
respectivement le temps de séjour obligé minimal et obligé maximal d'un jeton dans une place avant de
pouvoir contribuer au tir de la transition aval.

Par exemple, la machin&/, a la possibilité de traite2 ou 3 piéces en méme temps et chaque
traitement dured unités de temps. Ensuite chaque jeton traité reste 2raté unités de temps dans la
place aval avant de contribuer au tir de la transitigrDonc la machiné/, peut traiter au mieus piéces
toutes les3 unités de temps et au pigepiéce toutes le8 unités de temps. La composante de la matrice
A associée est par conséquent = [y>53,v253] ou la borne inférieure de lintervalle,, = 353
représente le fonctionnement le plus rapide (le plus petit au sens du dioitg) -etv263 représente
le fonctionnement le plus lent (le plus grand au sens du dioide). De méme, l'intexyalle [62, %]
représente l'intervalle dans lequel la temporisation associée a la place située entre la transititan
transitionzs.

En appliquant la méme démarche a I'ensemble du GET, nous obtenons le modeéle suivant :

L A
= €,€ 72382, €,€ ,B=|[ece] [ee
W88 6255 (6% 18 el [ee] (4.40)

C = (e [ee lee]).
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De cette représentation , il est possible de donner l'intervalle contenant 'ensemble des transferts
entrée-sortie du systéme.

H = CA'B = (012818 (70%)"] [2(48%)", 59(+6%)"]). (4.41)

4.7.3 Synthése de contrdleurs

Lintroduction de ce modéle de GET incertain permet de revisiter les différentes stratégies de contrble
introduites dans le contexte déterministe. Nous résumons ici le probléme de la synthése de correcteurs
de type retour de sortie (vo#.3) dans un contexte incertain. Cette étude est détaillée dans la thése
de M. Lhommeaullhommeau, 200j3 et dans I'article Lhommeau et al., 2004déourni en annexe. Le
probléme se formalise de la maniére suivante : nous supposons connu un modéle incertain sous la forme
d’un intervalle H, nous supposons donig,.; un intervalle specifiant 'ensemble des comportements
admissibles du systéme corrigé, et nous cherchons a caractériser 'ensemble des correcteurs déterministes
qui assurent que le transfert du systéme corrigé soit inclus dans l'intervalle de référence de maniére
garantie, c.-a-dvH € H C H. Formellement, cela revient a s'intéresser a I'ensemble suivant :

F = {F|(HF)*H C Gref}. (4.42)

Si le modéle de référence est inclus dans I'mage de l'applicafitg, : (I(M%[y,8]))™ " —
(I(M [, 8]))*™ , F — (HF)*H, alors il existe un plus grand intervalle de correcteurs (FOtéu
sens de I’ordrej(l( [.41)) qui est inclus dans I'ensemblg. Ce plus grand intervall& C F est

donné par:

ax
Min

F = &> F = H\GresfH.
[Pe(i(Mezro]))™ " | (HF)  H=Gep )

D’un point de vue pratique, I'intervalle de contréleur est donné par :

F = [EA’F} = HgGref%H = [ﬂ}‘{gmﬂéﬂ/\ﬁk{émﬁgﬁ, F}ﬁ(arefygi], (4.43)

Remarque 18 Notons qu'ici la théorie de la résiduation offre une solution a un probleme d’inclusion
d’ensemble, alors gu’elle est habituellement I'outil permettant de résoudre des problémes d'inégalités.
Cette propriété est obtenue au prix d'une restriction sur le choix de l'intervalle de modéle de référence.
Il serait sans doute intéressant de lever cette restriction en re-formulant dans le dioVdg’ [, J]),

les stratégies de commande proposées dans le paragfphe
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FIG. 4.11 — Un GET incertain avec une réalisation du correctéuen pointillé).

L'exemple qui suit est tiré de 'articld_hommeau et al., 2004#ourni en annexe. Nous allons syn-

thétiser I’intervalleﬁ‘, afin que le GET incertain donné figidel( ait son transfert inclus de maniére
garantie dans l'intervalle de référence suivant :

G'ref

2 *
H(, ) H
([753 D 55(,75)*’754(755)*} [52 @ 7264(’}/5)*,(56 @ 769 @72(512 EB’Y3(515 @ 74518 @ ,75521 @ 76525(755)*]) .

Cette spécification signifie qu’au plus 2 jetons peuvent étre introduits dans le GET au méme moment. Le
plus grand intervalle (au sens deM {2 [, §])) qui assure cet objectif est donné par :

F = HXG, /H
Y2 (v6)*, 72 (v8°)*] >
[V (40)", 7% ©7°0° @ 7180 @ 4°0% & 1061 (76°)*] ) 7
Tous les correcteurs dont la relation de transfert est incluse dans cet intervalle répondent a notre spé-
cification. La réalisation d’une telle commande nécessite de faire un choix dans cet enBerhale
borne supérieuré’ garantit que le comportement entrée sortie du systéme corrigé sera dans l'intervalle
[(HE)*H,(HF)*H], i.e., unintervalle qui a la méme borne supérieure que l'intervalle de spécification
G,¢s. La borne inférieuret’, garantit que le comportement entrée sortie du systéme corrigé sera dans
lintervalle [((HE)*H, (HF)*H], i.e., un intervalle qui a la méme borne inférieure que l'intervalle de
spéecificationG,. ¢.
Ce dernier correcteut{) semble pratiquement intéressant puisqu'il s'agit du correcteur qui retarde le
plus I'entrée des jetons tout en conservant la possibilité de voir le systéme corrigé se comporter comme
G,y c.-a-d. la possibilité d'atteindre le comportement entrée/sortie le plus rapide de cette specification
(ici G,.; = (76° & v36°(76)* 6% ® 7%6*(v6)*)). La figure4.11 propose une réalisation de correcteur
dont le transfert est :
E=(y()"y*(v)") .



Chapitre 5

Annexe A

5.1 Propriétés de I'opérateurx

Ci-dessous nous rappelons quelques propriétés des fonétions — 2* = @ z* et P :

k>0

T = @ =* (voir [Gaubert, 199pet [Cottenceau, 199Pour les preuves).

k>1

SoitD un dioide completva, b € D

R
* o O
S —
S~—
*
S|
*
Il
S
*
—~
IS
>
*
SN—
I
—
S|
2]
=
~
*
S|
*
I
S
*
—
S|
@
=
~
*

* *

Q@ &
+

ala @ b)*
e®ala®b)*

En outre, lorsqué® est commutatif

(a®b)* =a"b".

5.2 Propriétés des résiduées des applicatiors et R,

Le tableau qui suit présente un ensemble de propriétés concernant les résiduées des applications

(5.1)
(5.2)
(5.3)
(5.4)
(5.5)
(5.6)
(5.7)
(5.8)
(5.9)
(5.10)

(5.11)

et R,. Nous renvoyons le lecteur Bé&ccelli et al., 1992p. 182-185], et éGaubert, 19925.3] pour les

preuves.
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CHAPITRE 5. ANNEXE A

a(ayz) <
ay(az) = x
a(ay(az)) = az
a}(z Ay) = akz A aRy
(a ® bkz = ayz A by
(ab)kz = bR (akz)
b(akz) = (afb)yw

(agx)b < ay(xb)

(zfa)a < x
(za)fa = z
((za)pa)a = za
(z Ay)fa = zfa Nypa
2f(a @ b) = zda A zfb
f(ba) = (zfa)pb
(zfa)b = zf(bka)

b(zfa) = (bx)fa

(f.1)
(.2)
(.3)
(f.4)
(£.5)
(£.6)
(£.7)

(.8)

Propriété 1 Soitx,a € D un dioide complet.

a*yx = a*}y(a™yz)
a*z = a*§(a*x)

a*yx = a*(a*}x)

xfa® = (xfa*)da*
za* = (za*)da*

za* = (zfa”)a”

(5.12)
(5.13)
(5.14)

Propriété 2 ([?], [Cottenceau, 1999 SoientD un dioide complet el € DP*" et B € D"*P deux
matrices. AlorsA§ A et B¢ B sont des matrices dari3™*" vérifiant

AR A
B¢B

(AR4)*,
(B4B)*.

(5.15)

Propriété 3 SoientD un dioide completd € DP*", M € DP*P et N € D™*" trois matrices. Alors
AR(M*A) et A§(AN™) sont des matrices dari®"*" vérifiant

AR(M*A)
(AN)#A

(M*A){(M*A)
(AN™)(AN™)

(A(M*A))*
((ANT)FA)".

(5.16)
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