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| LES RESEAUXDE PETRI GENERALISES

1.1 Rappel des définitions de base

Un Réseau de Petri (RdP) généralisé est un ensafalpéaces et de transitions, reliées par desaarestés
porteurs de poids. Dans cette structure se dépldesnetons (ou marques) qui sont susceptiblgsadehir les
transitions selon certains criteres de franchissemet de franchissabilité. Ces critéres seront ieikgs
ultérieurement.

Un tel réseau sera a méme de modéliser un autoneatisa figure 1 représente un tel réseau, des plus
élémentaires, pouvant modéliser tout processusiaétats ( Arrét-Marche, par exemple).

1 1 1 1

Figure 1.1

1.1.1 Définition

Un RdP généralisé est un quadruplet Q = <P, T,HRigt, > tel que :

P ={A}, i O{1,...,n} est appelé ensemble de places

T ={Tj}.j O{1,....m} est appelé ensemble de transitions aked =[]
Pré est une application de PXJ N dite d'incidence avant. Post est une applical®®XT - N dite d'incidence
arriere. Pré (FTj) est appelé poids de l'arc reliamte® Tj. Post (R Tj) est appelé poids de I'arc reliarjtet R.

Cette définition permet d'aborder le probleme aligglement et de transcrire chaque RdP sous forme de
matrice W, dite d'incidence. L'évolution du margealy RdAP pourra étre observé. L' algebre matrcist 'outil
idéal pour gérer cette évolution. Chaque marqugtaque séquence de franchissement sera regr@senin
vecteur (de marquage, ou de franchissement). Adatiorder cette écriture, nous allons livrer quefy
définitions élémentaires.

1.1.2 Franchissabilité
P(1) Pour qu'une transition soit franchissablefaiit et il suffit que I'on trouve dans toutes lglsces
immédiatement amont a cette transition, le nombee nthrques correspondant au poids des arcs reliant

respectivement chacune de ces places a cettetiansi

Ici la distinction n'est pas faite entre RdP géniééa (Poids des arcs appartenant a I'ensemble N ),
et RAP non généralisé ( Poids des arcs apparteadiehsemble {0,1}).

1.1.3 Franchissement
P(2) Toute transition franchissable est immédiatarfranchie.

P(3) La transition franchie distribue dans chacdes places immédiatement avales, un nombre de pmkgal
au poids de I' arc qui relie cette transition acqtre place avale respectivement.

Avant franchissement Aprés franchissement

Figure 1.2
Remarques:

R(1) Le franchissement d'une transition ne gargastla conservation de la quantité de marqueslgob

On parlera de transition "Consommatrice", "Généraltrou "Conservatrice" de marques, selon les paittdués
aux arcs correspondants.



Soit une transition T reliée a un ensemble de plaee n arc amont et m arcs aval.
Soit Pré(i) le poids d'un arc amont i de la traosif.
Soit Post(j) le poids d'un arc aval j de la traasifT.

Z pré(i)< Z post(j)
Zpre(l) >Z post(j)
Zpre(l) Z post(j)

, alors T est génératrice.
, alors T est consommatrice.

, T est conservatrice.

R(2) Les propositions P(1) et P(3) ne posent ayrobléme, si ce n'est qu'elles sous-entendentdésns de
transition génératrice ou consommatrice. Il appaxalors que la notion de marquage pourra s'ataahdes
"objets" concrets ou abstraits.

R(3) La proposition P(2) est plus critique, puidcggiagit de conférer a une transition un tempdraechissement
nul, ce qui n'est acceptable que du point de vuerpent mathématique.

R(4) Dans le principe initial des RdP, rien n'idiede franchissement simultané de deux transitidnsméme
réseau. La encore, la concordance absolue de dénrments n'est pas acceptable pour le physicien.

1.1.4 L'adaptation aux problémes pratiques

Les protocoles de franchissement et les condititenfanchissabilité décrites précédemment n'utitipas la
notion de temps. En effet, on fait évoluer de ceti@niére le marquage d'un RdP sans se soucier ta de
chronologie ni de la durée des événements. Il & dahu fixer un certain nombre de régles qui vétre décrites
plus loin. Ces régles sont issues des contraiatepdrelles imposées par les systemes physiques. &iht issues
des deux considérations suivantes :

- Tout événement a une durée non nulle.
- Deux événements indépendants ne peuvent étudtaimas.

1.1.5 Les regles complémentaires

Les occurrences externes

On a la possibilité de conditionner le franchissehtiune transition a un événement externe (ocaoele Le
nom de l'occurrence sera alors spécifié en regardadtransition considérée. Il faudra alors propose
chronogramme sur lequel figureront toutes les agecwes du RdP proposé (Figure 1.3).
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Figure 1.3

Les temporisations

Il est possible aussi d'adjoindre une temporisafioume place, une transition ou un arc du RdP.iA@ss
marques seront maintenues dans une place pendargri@in temps avant tout franchissement de transition
amont. On parle de RdP P-Temporisé, T-Temporisés-Aemporisés. Il faut noter que tout RdP T-Tenggori
peut se traduire en RdP P-Temporisé et réciproqueme

La temporisation est indiquée en regard de I'élértemporisé. On ne pourra pas trouver, au sein émen
RdP, des places et des transitions temporisées.

1.1.6 Problémes conflictuels, comment s'affrandhin conflit?

Ce probleme est directement issu de la structunmendes RdP. On doit faire la distinction entre tonf
structurel et conflit effectif.

Soient deux transitions T1 et T2 ayant la mémeepkmont (Figure 1.4) Si une marque est placée etieP,
valide immédiatement les deux transitions T1 et §@i doivent étre franchies instantanément, d'apaes
proposition P(2). La méme marque doit donc franshitultanément T1 et T2, ce qui n'est pas accentdby a



ici conflit structurel, tant qu'aucune marque rté gacée en P, puis conflit effectif lors de l'apfion de cette
marque en P.

Utilisation d'une temporisation

L'utilisation d'une T-Temporisation peut permetielever un tel conflit. On affecte alors a chatraesition
en conflit, une temporisation différente ( on sgpr@chera alors d' une description physique diwesystou I' une
des deux transitions sera effectivement franchidétiment de l'autre).

La figure 1.5 donne I'exemple d'un conflit levé pamporisation sur les transitions. Il faudra e=ilh ce que
les temporisations n'entrainent pas la non vivatitééseau.

P1 P2 P3 P1 P2 P3
T T2 T pl p2 T2
11

pl>p2

Figure 1.5 Figure 1.6 Figure 1.7

Dans ce RdP, la franchissabilit¢ de T1 (Resp TZpedd du marquage de P1 et P2 (Resp P2 et P3). Le
franchissement éventuel de T1 interviendra lorsgtémps1 se sera écoulé aprés l'apparition d'une marqiRden
et P2.

Reégles de priorité

Si l'on fixe a présent un ordre de priorités s tiansitions en conflit, on s'affranchit défingment du
probléme. Il faudra ici prendre garde, lors de daception du RdP, a ne pas aboutir a la non vigatitune
transition. Dans l'exemple précédent, en cas délitceffectif, c'est a dire si chaque place estuade par une
marque, la priorité sera donnée par exemple aieition T1.

Il convient alors de spécifier sur le graphe celrerde priorité. Par exemple, on indiquera "pXriofité de
niveau 1) en regard de T1, et "p2" en regard ddlT2udra spécifier par ailleurs en annexe |'ordeeces priorités
(Figure 1.6).

Le principe de priorité peut s'exprimer beaucoups pxplicitement par l'insertion d'une marque dante
(Figure 1.7).

Marquage

Le conflit structurel peut ne pas étre effectif.nBd'exemple précédent, on s'assurera que l'onanjamnais :
ml = m2 = m3 = 1, otni représente le marquage de la place Pi. L'étudéndedessibilité de certains marquages
indésirables présente alors un grand intérét.

La situation représentée par la figure 1.7 suivargst pas non plus conflictuelle, a la conditiensimposer
une loi de partage proportionnel de marques eirses transitions en conflit structurel.

FaN

Figure 1.7

La solution consiste alors a s' assurer qu'il gugours dans une place, un nombre de marques tesltip
du nombre de transitions en conflit ( Si toutefesarcs sont pondérés a 1).

Les sous RdP précédents se retrouveront insérds das RdP plus étendus. Les figures suivantes
représentent de tels RdP. Ici les conflits struelsime sont pas effectifs et s'inscrivent chacumsdane des
rubriques précédentes.



1s 2s

Figure 1.8
1.2 Les outils mathématiques

Nous abordons maintenant la transcription algéeridu RAP par I'intermédiaire de I'écriture de latnca
d'incidence. Le RdP de la figure 1.9 sert de suppta suite de la présentation.

Figure 1.9

1.2.1 La matrice d'incidence

On appelle matrice d'incidence avant la matrice: atrice d'incidence arriere la matrice:
- _ - - — z + + +
W _[Wij]OUWij =pré(R,T) W _[Wij]OUWij = post(P,T)

Ainsi la matrice W fait le bilan des liaisons amont aux transitiogisla matrice W fait le bilan des
liaisons aval aux transitions. Ces deux matrices ea général des matrices rectangulaires, donbhebre de
colonnes est égal au nombre de transitions, ebriebre de lignes est égal au nombre de places.,Aipsr le
RdP précédent, si tous les arcs sont de poids &; on

Tl T2 T3 T4 Tl T2 T3 T4

1 0 0 0]R 0 0 0 1]P

0 0|PR, 100 0P

o 01 0|R . |01 0 0|R
W= W* =

000 1|P, 001 O0|P

00 1O0|P 100 O|R

000 1|R, 010 0|R,

On appelle matrice d'incidence W, la matrice:



-1 0 0 1]R

1 -1 0 0|P

R 0o 1 0 0P
W= W= ] 0o 0 1 -1|p
1 0 -1 0[P

0 1 0 -1/R,

Cette matrice fait le bilan de toutes les liaisdsRdP. Il faut cependant noter que les termes idgs
matrices d'incidence avant et arriére ne doiveatggacompenser. Si tel est le cas, il y a peméodhation lors
de la transcription du modéle sous la forme maditei Pour s'en affranchir, on devra exclure digtle analyse
les RdP tels qu'une place et une transition so@igs par deux arcs, I'un amont et l'autre awadtée transition.
Si cette condition est respectée, on a un RdRpdit'”

1.2.2 Vectorisation des marquages et des séqudrdesnchissement.

Cette écriture mathématique va nous permettre degiosuivre une évolution de marquage. Grace a cet
outil, la prédiction de I'état d'un systeme va Giossible. Afin de compléter l'outil, nous allonsriée le
marquage de maniére vectorielle, ainsi que la s@mude franchissement. Pour le RdP précédent, lguage

proposé, que nous appellerons "Marquage initialicte: M, = (1,0,0,0,0,0)
Une séquence de franchissement s'écrit par exerfple: T1,T2,T3,T4 et signifie que Il'on valide le
franchissement de ces quatre transitions dangdet.o

1

1
S=

1

1

Chaque coordonnée de ce vecteur étant représenthtinombre de fois ou la transition a été tireéaut
noter qu'alors, la notion d'ordre des franchissésnest perdue.
Les propositions précédentes vont nous permetto&dere I' évolution du marquage, on écrit:

M, =M _+M
f o]
ou M) est le marquage initial proposéf bkt le marquage final 8M est la variation de marquage.
Soit: My = M, +We (1)

En reprenant lI'exemple précédent, a partir d'urqozge initialM o = (1,0,0,0,0,0) et par exemple une
séquence de franchissemeS =(11,0, ,ona:

M = (-1,0,1,0,1,1) dod  ¥=(0,0,1,0,1,1).

On appréhende mieux a présent, la significatiodadeatrice W. Ainsi le -1 situé au croisement de la
colonne T et de la ligne Psignifie: "On enléve une marque dans la plagdoPs du franchissement de la
transition T ". De méme, un 1 en cette position signifie: "Ooug une marque dans la plage Prs du
franchissement de la transition"T

1.2.3 Caractérisation du RdP

Vivacité du réseau

A partir du marquage initial, qui symbolise I'étkst départ d'un processus, on va devoir détermirteutes
les places du réseau sont accessibles au marquaake, que soit I'évolution du systéme. Si tesinfmas le cas,
cela signifie qu'un sous-RdP du modéle proposéinesicessible au marquage a partir d'un certaintpoin
d'évolution du systéme, donc non vivant. Dans |geora partie des cas, on estime alors que le medété mal
congu, puisqu'il devient en partie inutile a pamiun certain stade d'évolution du systeme. Seule u
réinitialisation de ce systeme permettra alorsrd&iter éventuellement ce sous-RdP.
Bornitude du réseau



Un RdP est dit borné si le nombre de marques degaes places a une limite finie. Ceci confirmzaa
exemple qu'il n'y a pas accroissement pléthoriqueambre de piéces dans un stock. Cette étudebestée
lors de la détermination de ce que I'on appellavBriant ou invariant liés aux places.

Exclusion mutuelle
Le modele peut révéler I'existence d'exclusion mllgude plusieurs éléments dans divers endroitsnd'
sytéme, ou I' exclusion mutuelle de deux ou deiglus situations (etat de marche /arrét d' un &goent).

Reinitialisation

On peut vouloir s'assurer que le systéme est idis@ble. Cette caractéristique est trés souvesergielle,
puisqu'elle garantit la possibilité de retour aorditions initiales d'un équipement, quelle qué B&iolution de
I'état de celui-ci. Ce probléme est abordé grauae des T-invariants ou invariants de "traossl'.

1.3 Les invariants
1.3.1 Les T-invariants

Soit un marquage initial et un marquage final Mssu de M aprés déroulement d'une séquence S. Nous
notons:
MoO S - Mf
Nous dirons que S est un T-invariant si et seulésierivio = Mf

Donc, d’apregl) pour une telle séquence S: WS =0

Autrement dit, 1 Ker W a droite. Il est alors clair quiS est un T-invariant ( en se limitant ici aux vakedeA
O N).

Pour certains RdP, on pourra déterminer plusieuisvariants linéairement indépendants. Nous allons
approfondir ce point a travers I'étude des P-imvds. C'est en effet une étude duale de la prergiéggenous
allons aborder plus précisément.

1.3.2 Les P-invariants

Il va s'agir de déterminer maintenant une pond#maties places qui nous permettra d'étudier cedain
caractéristiques, telles que la bornitude des syesé Effectuons sur I'équati¢h) un produit vectoriel a gauche.
Nous obtenons :

PTMf =P M, + P WS
- T _ o
P"est choisi tel que: P'M, =P M,
Autrement dit quelle que soit la séquergeon veut conserver le marquage pondéré E’TLr La relation
précédente est réalisable si et seulement si :

P'WS=0 OS

Ce qui implique que P'W=0
autrement dit P" OKerW a gauche.

Il n'est ici question que des RdP dits discrets, gqgposition aux RdP continus. Ceci signifie questtes
marquages sont discrets, donc a coordonnées dabgtrminer les P-invariants du RdP, c'est détezmia
noyau de la matrice W a gauche.

L'ensemble du noyau Ker W a gauche est un Z-modulétude des RdP ne s'intéresse qu'aux éléments a
coordonnées toutes positives ou nulles de ce Z-taqtiumarquage ne peut étre négatif). C'est dan@pus de
langage que l'on dira que I'ensemble des solutiomstre probléme représente un espace vectoritlildgagit
de déterminer une base. La base de cet "espaamie€ctKerW est un ensemble de " vecteurs" indéaats
appelés P-invariants.

Le but est donc de déterminer une base de Ker\Wwp@aonnées toutes positives ou nulles, et la diroarde
KerW. Il est nécessaire de connaitre alors le rashg la matrice W a p lignes (Le RdP posséde &agpfaces).
On a:

Dim Ker W = p-r



Nous établirons ultérieurement des méthodes pregigwur, dans certains cas, déterminer la dimerkio
noyau de W sans avoir a développer systématiquelfoatit mathématique. On aura alors moyen de déter
I'existence de tels P-invariants, de visu, ce gdilifera considérablement la tache du concepteur.

Soit P, ,FQT ,---,E) une base de Ker W a gauche, tout P-invariant d& ®acrit comme une combinaison
linéaire de ces vecteurs.

1.3.3 Exemple

A travers un exemple trés simple, nous allons pwuaborder la signification plus pratique de ces
invariants. Soit le RdP de la figure suivante, destpoids d'arcs sont fixés a 1. C'est un RdP osénpe ce que
I'on appellera deux boucles. Il est sans conflis'apparente en fait au graphes d'événements,usuidtpque
place n'a qu'une transition amont et une transéiaie.

T1 T2

1 -1|P1
w=-1 1 |P2

1 -1|P3

Figure 1.10

Nous exprimons par ailleurs sa matrice d'incidenteCertains algorithmes mathématiques permettent de
calculer ces invariants. Pour des cas trés simpdgsme celui-ci, les invariants peuvent étre fandat calculés.

T-invariants du RdP:

Le vecteur & = (1,1) répond au probléme puisque WS = 0. Cetiaghiit par: Le tir successif de T1, puis
T2, replace le systéeme dans sa configuration ieit2'autre part, la dimension du noyau a droitsRerWb=
1, ce qui signifie que tous les T-invariants deysteme s' écrivent Sk¥S1.

P-invariants du RdP:
Les pondérationplT = (1,1,0)et PZT = (0,1, 1)répondent au probléme, en effet, on a:

PlTWZ 0 e1P2TWZ 0. Les deux vecteurPlT ) PgT forment une base de KerW a gauche, dont la diroensi
DimKerWa= 2. Ceci signifie que tout P-invariant de ce R#m@ime comme combinaison linéaire des deux
précédents vecteurs indépendants.

Il reste alors a exprimer l'invariance de marqusmes la forme de deux expressions:

m+m =K,
m+m=K,

dépendantes du marquage initial.

oaM, My, My sont les marquages des plaFis Py Ps et K1, Ky sont des constantes

Il apparait ici que la dimension du noyau a gawbdda matrice W est égale au nombre de bouclesddu R
Ce point de vue sera a nouveau abordé un peu pins Ceci signifie que, pour des configurationsnbie
spécifiques, mais cependant plus élaborées questz®gente, le concepteur peut déterminer visuetignet
donc aisément cette dimension. Ceci lui permetsali@r connaitre a priori le nombre d'invariants dseb qui
caractérisent son systéeme.

Il semble aussi intéressant de noter que I'écritierda base d'invariants ne dépend pas du marciiage
réseau, contrairement aux expressions de marquags @gécoulent. L'écriture algébrique caractédisec bien
la structure sans aborder le fonctionnement duesyest

Les conditions initiales, liées au marquage devdomic étre choisies en considération des caratgéies du
modele. Nous rencontrerons plus loin des structdoes le comportement variera selon la quantiténdeques
initiales.



1.4 La signification des invariants

1.4.1 Notion de flux de marquage

Dans un RdP se déplacent des marques. Il est iamate dissocier les notions de marquage et landstou
non d'invariants, ceux-ci étant propres a la stmgctlLes invariants vont traduire le devenir d'ystdme a partir
de conditions initiales imposées par le marquagmlinLes notions, telles que blocage du systetreoenitude
vont dépendre du marquage initial. L' exemple diglare 1.11 nous permet d'aborder les diversesipitiges
d'évolution d'un systeme, selon le marquage inifidur un méme RdP possédant un P-invariant. Nous
représentons alors le graphe des marquages olétqrautir de plusieurs conditions initiales:

CZI:I4CGI:|3

Figure 1.11
(m;,;m;) =(1,0) - Le systéme est bloqué.
(m1!m2) =(2,2) - (0,6) - (3,0) - (1,4) - Le systéme est bloqué.
(m;,m,) =(4,0) - (2,4) - (0,8) - (3,2) - (1,6) Le systeme oscille indéfiniment.
1 |

Dans tous les cas les calculs fournissent I' iavar2M; + M, = K , avec les valeurs successives de K:
2,6,8.

Nous pouvons maintenant introduire la notion de fle marquage. Ainsi, il apparait que, pour urReP,
possédant un P-invariant (Le vecteur (2,1)), ilyne périodicité du marquage, donc un flux moyemstant de
celui-ci, apres une éventuelle phase transitoicgsdue le coefficient K est trop petit, le systeangndance a
répartir les marques de maniere a bloquer les ttansitions. Dans le dernier exemple, il y a tooassez de
marques en réserve pour valider les transitions.

C'est sur cette derniére configuration que noumalihous attarder. Au cours d'une période de mgequa
chaque transitions a vu passer le méme nombre dgues Ecrivons la matrice d'incidence de ce modéle

Tl T2
W:{ a }Pl On trouve le P-invarian P’ = (2,1) et le T-invariantS= (3’2). Ce dernier
-4 6 |P,

signifie que la séquem(Tl'Tl’Tz 1T11T2) par exemple, laisse le marquage invariant.

Dans I'exemple de la figure 1.12, nous constaton®eanche, que le nombre total de marques cortensi
la structure, a partir du marquage initial (1,@,cesse de croitre. Le systéme est non bornéukerfbyen n'est
pas constant, mais croit indéfiniment. Si nous nMus®s la matrice d'incidence de ce systéme, noostatmns
l'inexistence d'invariants. Ces notions de fluxmtirquage et d'invariants sont intimement liées.sDaxemple
de la figure 1.13, le systeme conduit nécessairedem état de blocage, quel que soit le marquaigiali Le
nombre de jetons ne fait que diminuer au fil deollétion. Il n'y a pas de P-invariant.

:1|:|2 :1|:|1

Figure 1.12 Figure 1.13

2 1 1 1

Cellule génératrice et cellule consommatrice.

Nous appelons cellule, un ensemble constitué dilenee et d'une transition, reliées par un arc, cerfen
représente la figure suivante. Les arcs amontatportent les poids respectifs x et y.

Définition : On appelle gain G d'une telle cellleyapport (= X/y.
On dira qu'une cellule est consommatrice sisn g <1

X génératricassn gain G > 1
conservatritson gain G = 1
y Une telle cellule peut étre alors vue comme un 'ldicgteur de quantité de marques”.

=)




Ceci va nous permettre d'étudier certains ensemsblesla forme d'assemblage de cellules de ce type.
1.4.2 P-invariants et boucles de RdP généralisé.

Nous allons voir maintenant comment se traduitiguaiment I'existence d'un P-invariant. Nous allpadir
d' un modele trés simple: Un RdP & une seule baaclstitué de n places et n transitions (Figurd)1.1

OXl |:|y1 Oxz |:|y2 . Oxn Dyn

Figure 1.14

Nous posons la question de I' existence de P-iantri

Condition d' existence d' un P-invariant dans uneadie.
Proposition Dans un RdP a une boucle, il existe au plu$tinvariant de base (DimKerg¢ 1).

Démonstration de la condition d'existence:

La matrice d'incidence de ce RdP s' écrit:
P, P, P

n

- X:L yn Tl

Yi 7% | T,
NI
yn_l _|)(n Tn

Chaque P-invariant du systéme est une combinaisdaile d'une base de P-invariants obtenue par la

. , . pPT\W = . R . . o .
résolution de I equat|0rP W, =0. Lexistence méme de ces P-invariants est liéea acdndition
dimKerWz 0

D'autre part on a: dimKerW=n-r
ou « n » est le nombre de lignes de la matriceidémce (et le nombre de places du RdP) et « rarlg de la

matrice. Pour réaliser la conditidimKerW# 0 | est nécessaire que:
DetWn=0

Le déterminant de cette matrice s' écrit:

DetW, = -x DetX , —(-1)"y, DetY,_,
avec:
v, -

1 X, -

Y, Y1
SINEEINN
Yoz T X

yn—l

Les deux matrices ¥-1 et Xn-1 étant diagonales, on écrit:

detY,, = |_| Y« ot detX,; = (_1)n_1 D Xy doir detW, = - (_1)n_1 |:| X, — 1) |:| Y«

n-1

La condition d'existence de P-invariants s' écrit:
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Démonstration de l'unicité de la solution:
Soit la matrice X-1 précédemment définie; on a:

n-1
detX,, = 1)~ H Xn1

Si les X sont tous non nuls, ceci signifie quW Xnp1 70 donc, la matrice W est de rang n-1, on en déduit:
DimKerW, =n—-(n-1) =1

un seul vecteur suffit a définir une base de geaes.

Observation du flux de marques :

Nous pouvons maintenant considérer que ce RdPoestité de n cellules de gairk(~ yk/Xk . Nous
pouvons exprimer le gain total de la boucle comtaatéde produit:

n
G:ﬂ Gk
=1

Ce gain apparait comme l'amplification de marquassdla boucle. Nous traduisons maintenant la
conservation de flux de marques en écrivant:
n
ﬂ Gk=1
=1

Ceci montre que les notions de conservation dedtuXexistence de P-invariants sont intimemeaeslié
1.5 Les P et T-Expansions

Les constatations que nous venons de faire prégente premiére approche concernant I'étude de la
signification pratique des invariants. Il appaie deux cheminements sont envisageables poundgégrles
P-invariants. Soit I'on développe l'outil algébequalassique, soit I'on observe le flux de marqueseer
déterminant les conditions de conservation.

Nous allons généraliser le propos, dans le butagliquer a des structures de Petri plus complexeas
allons observer des RdP obtenus par "expansiaiadyser les conditions de conservation d'invigian

1.5.1 Expansion par les transitions ou T-expansion

Définition: Soit RdP1, un RdP composé de n plateean transitions. On appelle T-expansion de RdR1,
ensemble RdPe de places{f.,....Rj} et de transitions {m+1,...Tr} tel que tout élément de RdPe n 'est relié a
RdP1 que par des arcs attachés aux transitionsld&.R

Soit W1 la matrice d' incidence de RdP1 et RdP2 le RdProbaprés cette T-expansion. Sa matrigé W

s' écrit:
Tl Tm Tm+1 Tr
| 1R
W, 0
1 P
W, - :
2 n+l
A B
R

ou A et B sont des sous-matrices d@ ¥t 0, la matrice nulle résultant de l'inexistedeeliaisons entre les
ensembles {n+1,Tr} et {P1,Pn}.
Nous pouvons facilement montrer qu' une T-expansioserve les P-invariants de RdP1:

Soit PlT =(P,,---» ), un P-invariant de RdP1; on a: PlT O KerW= PlTV\{ =0

soitP, =(p,--1.0,.0)0Z alorsona: P W, =0

12



R T . .
Ceci signifie quepz est un P-invariant de ¥
C' est en ce sens que nous dirons que le P-invarigté conservé apres la T-expansion du RdPlinitia

1.5.2 Expansion par les places, ou P-expansion

Définition: Soit RdP1, un RdP composé de n plateteen transitions. On appelle P-expansion de RdR1,
ensemble RdPe de places{f,....Ry} et de transitions {M+1,...Tr} tel que tout élément de RdPe n'est relié a
RdP1 que par des arcs attachés aux places de RdP1.

Soit W1 la matrice d'incidence de RdP1. Soit RdP2 le Rotlera aprés cette P-expansion. Sa matriee W
s'écrit:

Tl Trﬂ Tm+1 Tr
I IR
Wl A )
W2 ) -
0 B
| 1R

ou A et B sont des sous-matrices d@ ¥t 0, la matrice nulle résultant de l'inexistedeeliaisons entre les
ensembles {I,Tm} et {Pn+1,Pg}.

En suivant un raisonnement similaire au précédentgtablit facilement qu'une P-expansion conserselt
invariants du RdP initial.

1.6 Comptage des P-invariants
A l'aide des résultats précédents, on peut étgiminy certaines structures simples, une méthodagitant

de répertorier un ensemble de P-invariants formaatbase de KerW.
Soit le RdP suivant, constitué de deux bouclestEB2e

Figure 1.15

La boucle B1 peut étre considérée comme une Trexpa de B2, inversement, la boucle B2 peut étre
considérée comme une T-expansion de B1.

D' aprés ce que nous avons antérieurement étabR-invariant éventuellement lié & la boucle B1s{iRB2)
seule n 'est pas "perturbé" par I'existence delzle B2 (Resp B1).

Un tel RAP posséde au plus 2 P-invariants indépesdgi s'écrivent:

P =(p. p.0,0) et P, =(0,0,p,, )

On peut de méme imaginer un RdP formant une ctd@neboucles identiques & celles-ci, on auraitsdkor
possibilité d'avoin P-invariants indépendants, ce qui nous permetteagtécrire trés aisément le systéme.

Malheureusement, dés que I'expansion n'est pa3-expansion, le comptage des P-invariants deviemt b
plus complexe. Il s'agit ici de RdP qui présentaptés expansion, des places desquelles sont ighissurs
arcs amont a plusieurs transitions. Ce sont desaRutiflits structurels.

Cependant, de nombreux exemples subsistent oB-legariants de base d'un RdP, sont facilement
dénombrables par cette méthode. Ceci constitugrésisses d'une simplification du probleme, en méangps
gu'une ouverture vers une meilleure compréhensioappréhension de la signification de cet objeélaligue
gu'est le P-invariant.
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1.6 Invariants et chaines de RdP

Nous venons de voir que l'existence d'un P-invardans un RdP constitué d’'une seule boucle était
conditionnée par les coefficients liés aux arcentlplaces et transitions. L'existence de T-irar@rnous assure
alors la possibilité de retrouver, aprés la ségeeaie franchissement considérée, notre marquagal.ir@eci
exprime la possibilité de retrouver les conditionisales, et donc de réinitialiser notre systeme.

L'étude suivante va nous permettre de nous persthates systéemes non rebouclés tel que ceux repéése
sur la figure 1.16 représentant une chaine iniotepue de places et de transitions

Figure 1.16
Proposition:
Un tel RdP présente nécessairement un P-invartam seul, quels que soient les coefficients adfeetux
arcs.

Démonstration:
Rajoutons une transitiom¥1 a ce RdP, reliée aux placas & PL ainsi que le propose la figure 1.17:

X1 yL ~x2 Y2 ~Mhyn+d
Tn+l

Figure 1.17

n+1 n+l

Nous avons vu que la condition d' existence d'4imvBriant s' écrit dans ce ca: H X = H Yy

Imposons maintenaiXn+1 = Yn = 0. La condition précédente est alors toujours réalpuelles que soient les
valeurs des termes associés aux arcs. Ceci dém@xigtence systématique d' un P-invariant danRd@
initial.

On peut représenter ce RAP comme une suite ddeselie gain & — yk/Xk . Le P-invariant de cette
structure se détermine assez facilement. Seis®/matrice d'incidence:

_ . _
Y X, O
W, = -Y,
0 \ X,
L ~Yn |

Wn est une matrice rectangulaire de n colonnes eh+le lignes. SoitpT =(p1' VYR 91) tel que
IDTWn = 0. cette derniére égalité impose:
P X = PoYr
P2Xo = P3Y-

pn Xn = pn+1yn

Choisisson:Pr =1, ceci implique que:
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pn = yn/xn = Gn Puis: pn—l = pn Gn = GnGn-1

n
Par récurrence, on obtient: Pl = H Gk

Le P-invariant s' écrit:

PTz(lj Gk’lj Gk, .... ﬁ Gk, Gn, 1)

k=n-1
Un tel RdP ne présente pas de T-invariant.

Un raisonnement dual nous permettrait d'étudierchaine suivante. Cette fois, Ce RdP présente
systématiquement un T-invariant, et ne présentel@dsinvariant (Figure 1.18).

[Iyl ©x2 [Iyz Q)ﬂﬂ

Figure 1.18
Etudes d'assemblages

Pour résumer cette bréve étude concernant la c@iser de P-invariants, nous présentons quelques

exemples d'assemblage de RdP.
[
———/
R1

8
5

R1 R1
R2 R2
R2
RdP1 RdP2 RdP3
Figure 1.19

Dans le RdP1, le sous-ensemble R2 est une T-exyadsi R1, et le sous-ensemble R1 est une P-expansio
de R2. La présence de ce lien ne perturbe dontepégtence du P-invariant éventuel de R1, aloes cgiméme
lien perturbe l'existence du P-invariant de R2. PlenRdP2, le sous-ensemble R2 est une P-expahsion
R1, et le sous-ensemble R1 est une T-expansior2deaRorésence de ce lien perturbe I'existence-mhwddiant
éventuel de R1, alors qu' il ne perturbe pas $terce du P-invariant de R2.

Dans le RdP3, les sous-ensembles R1 et R2 sonf#spansions l'une de l'autre, I'ensemble des P-
invariants de chaque structure est donc conservé.

On pourrait tenir les propos duaux de ceux-ci, eomant les T-invariants.

1.7 P-Fusions et T-Fusions
1.7.1 P-Fusions

Nous étudions maintenant les invariants de RdPnabten fusionnant une place ou une transition de de
autres RdP qui ont été caractérisés.
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Soient deux RdP possédant un chacun P-invariaR1Rgbt constitué de « n » places et «r » transitio
RdP2 est constitué de « m » places et « s » timmsitSoit P1 le P-invariant de RdP1 et P2 le Rdilant de

RdP2. On a PlTV\/l =0e¢t PZTWZ =0 ou W, et W, sont respectivement les matrices d’incidence de
RdP1 et RdP2. Nous étudions le RdP obtenu paslarfude la placeriPde RdP1 et de la place RdP2. Soit W

sa matrice dincidence. Ona: P =(aﬂ- an), P = (/31 Igfn) et:
T1 Tr Tr+s
a all alr | P1
: I
: w1 , 0
| .
. |
la(n-1n L L l Pn-1
wel et anr J' . bn(r+)) bn(r+s) |} Pn
. . ... . I :
I .
0 I w2 :
; :
I :
1| b(n+m=1(r +1) b(n+m-1(r+s))Pn+m-1
T n s mm h o n s mm s o s Em s s s mm s o w i |

ou apparaissent les formes des matrices W1 et W2.
Sil'on considére alors les deux vecteurs de dimo@ns+m-1, construits a parti de P1 et P2 :

=@ an-10 0

a
P =(O 0A1 ﬂn) ona:PW=0 gecP" =A(P: +anzTe)
1
an
en choisissar ! tel que/1 ? soit un entier naturel.
1

Application a un RdP a choix double obtenu par fugsin des RdP 1 et2:

P P 2 P2 -~ P3 B P4
P2 P3 P4
RdP1 : P P 2 P2 - P33 P4
Figure 1.20 aetb
RAP2 : P1 P2 P3 P4

Figure 1.20c

ow:PT=(21112 P=111 P=21110000)
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PL=(0 0001112 P:PlT+%P2T:(2 111222 2)

1.7.2 T-Fusions

On peut facilement tenir des propos duaux des ge#té en ce qui concerne les T fusions.
Soient deux RdP caractérisés chacun par un T-avarT; = (0, an et T, =B Bn)
On réalise une T-fusion par Tn de RdP1 et T1 de2RdR définit :
Tie (01 Oho 0€tT=(0 @, Bn),
deux vecteurs a n+m-1 dimensions. On a alors Wd&a0) est la matrice d'incidence du nouveau RAP @t T
T-invariant de celui-ci tel que : WT 1+0/B1T2¢)

T1 T4 2 T2 T3
T1 T2 T3
RdP2 : T1 T4 2 T2 T3
T2 T3

_,I:I

T1=(1221)T1le=(122000) T2=(111) 2eF(000111) T=(122111)
1.8 Quelques conjectures:

P-T =P-T

Une T-expansion préserve les P-invariants

Une P-expansion préserve les T-invariants

Une T-Fusion entre deux RdP ayant chacun un Ti@viacrée un nouveau T-invariant
Une P-Fusion entre deux RdP ayant chacun un Piamiarée un nouveau P-invariant
Une T-Fusion entre deux RdP dont I'un n'a pas ohedriant n'a pas de T-invariant
Une P-Fusion entre deux RdP dont l'un n'a pasidedPiant n'a pas de P-invariant
Une T-Fusion préserve les P-invariants

Une P-Fusion préserve les T-invariants

Une T-Fusion entre deux RdP sans P-invariant pengrgr un P-invariant

Une P-Fusion entre deux RdP sans T-invariant p&uémgr un T-invariant

T-fusion W1 P-Fusion W1

W2 W2
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Il LES RESEAUX DE PETRI COLORES (RdPC)
2.1 Présentation des RdPC

Lorsque les modéles deviennent complexes et quuiigiennent des sous-modeles répétitifs, il devient
nécessaire d'utiliser le principe de coloration.

Le RdP de la figure 2.1 représente la modélisatiofonctionnement d& machines identiques usinant tour a
tour les piece€1 et C2. Ce RdP généralisé se présente sous la forme deu@lebototalement
indépendantes. Le principe des RdPC va étre de uitealidée suivante: En fait le méme modéle est
utilisé, dupliqués fois, et pourrait se présenter sous la forme st RdP, dit coloré (figure 2.2).

PC1 PC1 PC1 Usinage C1 S
PC2 PC2 PC2 Usinage C2 f
I
Machinel Machine2 Machine3
Figure 2.1 Figure 2.2 Figure 2.3

Les deux premiéres machines dont les phases daltsamnt symbolisés par les couleurs <1> et <2nf so
entrain d'usiner des piéces de tyfe La machine 3 usine une piéce de t@#e Les transitions représentent,
pour chaque machine le passage d'un type d'usiadgautre. Ces franchissements sont indépendants po
chaque couleur. Le RdPC est plus synthétique, heaisnarques contiennent plus d'information puidigs'e
possedent une identité. Nous avons ici des coutbtes a une dimension, couleur de chaque machine.

Il est alors possible de colorer encore davantag®aPC, en redonnant une dimension supplémentaire a
["espace des couleurs". On colore a nouveau cé&CRutHe repliant et obtenant le RAPC de la figuge 2

Les marques, colorées a deux dimensions, posseders toute l'information concernant la phase de
fonctionnement de chaque machine. La quantitdodiimation contenue dans chaque marque s'est adceue.
franchissement de la transition entraine cette dioischangement de couleur, tout au moins sur limees
dimensions, la "dimension piéce". Aux arcs devioric maintenant étre liées des fonctions de toamsttion
des couleurs. Ainsi nous aurons:

f(m,C)=(m,,C,) & f(m,C,)=(m,C)) @i f1,2,3}

Lorsque l'on dessine un RdAPC, il faut égalemeg@tisier pour quelle couleur chaque transition est
franchissable. Cette spécification peut étre postéde graphe, en regard de chaque transitionecnée. Ainsi

pour cet exemple, la transition est franchissable poute couleur de ty[:< m, 'Cj >, i U {1,2,3}, ] D{1,2}.
2.2 Fonctions arcs aval, fonctions arcs amont.

Nous venons de voir comment définir une fonctionu arc aval a une transition. C'est la fonctjan
transforme une couleur "aprés franchissement de taisition". Il apparaitra plus tard que ce#éirdtion est
encore insuffisante, et qu'il est nécessaire dihtire la notion de fonction attachée a un arc dnawx
transitions. La figure 2.4 représente quelquesmpkes de franchissement d'une transition par plusie
couleurs. Les arcs amont et aval & la transitiatepbdes fonctions.
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f<a> = <b>
f<b> = <a> + <b>

frgggrifggment pour <c> f<c> = <b> + <c>
pour <b
g<a> = <c>

g<b> = <b>
g<c> = <a>
h<a> = <a>
h<b> = <a> + <b>
h<c> = <c>

Figure 2.4

Conditions de franchissabilité de la transition

Pour qu'une transition T soit franchissable pow couleur <c>, il faut trouver dans chaque placankont
a T, un ensemble de couleurs {G¢l que f<c> = {C}i ; ou f est la fonction portée par I'arc amont reliant la
place R a la transition T. Dans lI'exemple précédent, textions f, g et h sont définies sur les trois eats
<a>,<b>,<c>.

La figure représente la situation apres le frarsghizent de la transition pour chaque couleur
indépendamment. Ici la transition est franchissaloler les deux couleurs <a> et <b>, mais non pawolleur
<c >.

Plus généralement, lors du franchissement d'umsitian T par une couleur <c>, on fournit dans cleaq
place aval Pl'ensemble de couleurs {f}elle que §<c> = {C}j, ou ¢ est la fonction attachée a l'arc aval
reliant T a .

Remarque

La symbolique empruntée aux opérations d'addittateemultiplication est en fait une notation ensksi,
puisqu'il n'y a pas de structure algébrique deséarble des couleurs. De méme, parler d'espaceodésirs est
un abus de langage.

Quelques fonctions standard sont définies, permiestiasi d'éviter les lourdeurs d'écriture desrdéfins de
fonctions spécifiques. Ces fonctions standardsqot peu nombreuses permettent de modéliser legtisits les
plus simples.

2.3 Les fonctions courantes

2.3.1Fonctions appliquées sur un ensemble de couleurslimensionnelles”

Identité Id: ld <c¢, >=<c; >

Décoloration Dec: Dec<c; >=<¢> ,3<* > eprésente la "marque décolorée”
Successeur  Succ: Succ<c; >=<¢;,; >/n

Prédécesseur Prec: Prec<c, >=<c¢,_, >/n

Ces deux derniéeres fonctions sont définies modufmur un nombre de couleurs.
2.3.2Fonction appliquées sur un ensemble de couleudiftt@nsionnelles”

Sucd<gc,¢; >=<¢,,C >/n
Suc2<c,c; >=<¢,C, >/m
Pred<c,c; >=<c_4,c >/n

Successeur Succl:

Successeur Succ?: i
|

Pre2<c,c, >=<¢,¢, >/m
Profl<c;,c, >=<c¢; >

Prédécesseur Precl:
Prédécesseur Prec2:
Projection  Projl:
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Projection  Proj2: Prog <c Gy >=<C >
Ces notions peuvent se généraliser sur un "espattelimensionnel" de couleurs. On peut adjoindrech

ensemble toutes les fonctions de décoloration susaus-espace. Ces fonctions seront utilisées ans e la
description de divers modeles.

2.4 Ecriture algébrique

Il va étre maintenant possible d'associer a un RdiGnatrice d'incidence, a termes dans F, ensedgse
fonctions. Nous allons voir qu'une fonction va poinge traduire sous forme de matrice a coeffisietans F.

La méme notion d'incidence avant et arriere sulysistceci prés que les termes qui les composesobime
plus des nombres, mais les fonctions associéesaasxcorrespondants. SO la matrice d'incidence de ce
RdPC.

LI P

ld -ld |R
W=|-Id d |P,

Id —Succ|P,

Figure 2.5

Le RAPC de la figure 2-5, modélise I'utilisatiomr® ressource commune (Pla@8) par chacun des
utilisateursCi tour a tour (ceci est ordonnancé grace a la fon&ucg. La placeP1 regroupe les utilisateurs
potentiels n'utilisant alors pas la ressourceinadtse de la placB2 qui est occupée par l'utilisateur actuel de la
source.

Les P-invariants (Resp T-invariants) sont des '’ qui annulent la matrice W a gauche (Respaejr
Ce sont des "vecteurs de fonction".

Ici, le vecteurPT = (Id,1d,0) est un P-invariant. On note gue chaque terme deecteur est appliqué au
marquage d'une des places du réseau. Ceci pedundatalune équation d'invariant de marquage. m( Pl) et
m( Pz) les marquages courants respectifs des plates 2, on a:

ld[m(R)] +Id[m(F,)] =K soit, en choisissant ce marquage initial:

m(P,) +m(R,) ={C},

2.5 Détermination d’invariants de RdP Colorés

Nous abordons maintenant un probléme délicat. EhefaP-invariants de RAPC peuvent étre déterrsiaée
l'aide d'algorithmes pour un ensemble de configomatsimples. Dés que le RAPC se complexifie, tdlgme
mathématique est trés lourd, et il devient alofficile de trouver la solution.

Les diverses notions qui ont été abordées en cecquierne les RdP généralisés, vont pouvoir étre
partiellement étendues aux RdPC.

Invariants et boucles de RdPC

Le RAPC de la figure 2.6 est un RdP & une boddset les arcs portent des fonctidkgpour les arcs
amont aux transitions gk pour les arcs aval aux transitions. Ce RdP deiceatfincidence W est constitué de
n cellules élémentaires.

f

f f _
1n% 2 9% n N9 f, 9,
- O o -, O

Figure 2.6 O —f,

Soit P’ = (pl, R R ) un P-invariant de ce RdPC. On a a PTVVn =0 ce qui entraine:

20



{pkOfk = Pr+109, [n]} Dk D{l..n} Ici [n] signifie "modulon”.
Cette série d'égalités établissent l'existence-uwdtiant pour cette structure. Par récurrencesrabtenons:

P, = P,0g, 0f"
P, =p;0g, 0f," 0g of*

— 1 1
P, = P,0g,, 0f_; 0.. g of
- og, =p.of  gou i = ! !
Avec dautre part: P08, = P,OT; d'ou nous tirons: P, = P,09, of “0.. g of
ition d'exi invariant s'écri of *o...gof ' = Id
La condition d'existence de P-invariant s'écritsld,0f, 0... g, Of
(0]
-1_
Ce que I'on peut écrire symboliquement: |_| gkOfk =1d
Ou les termek appartiennent & N et sont ordonnés@el.

Exemples
A travers deux exemples, nous allons voir ce queifsént de tels résultats.

Soit le RdP de la figure 2.7:

Id 7 Dec~Dec!d
FO U—U— U

Figure2.7
(o]
On aici: |_| g,of.* = IdoDec* oDecold" = Id

Le systeme possede donc un P-invariant. Soit leCRitiPla figure 2.8:
Id M !d ~Id [ Succ
FQ L— O

Figure 2.8

(o]
On a maintenant: []9.0f.* = ldoSucc” oldold" # Id

Ce RdAPC ne possede pas de P-invariant. Nous pougodécolorer et obtenir un RdP généralisé qui, lui
possede un P-invariant, étant coostitué d'une $mulele dont les arcs ont tous un poidd.de

G

Figure 2.9

On peut noter que la longueur de cette boucle retufournie par la récurrence de la fonction Sdooc le
nombre de couleurs. On peut cependant noter, enquie concerne le RdPC, que la séquence
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S=T, T, T,T,,..T,,T, répétant n fois les termed ‘Bt T2 est conservatrice du marquage, donc réinitialise
le systéme. Les nombre n représente le nombreaddsurs. En effet, le vecteun,() est un T-invariant si I'on

se réfere au fait quSuc’ =1d .
2.6 Expansion de RdPC

Comme pour les RdP généralisés, on appellera Msigraune expansion par les places uniquement (tout
arc reliant le RAPC et son expansion est issuqaovient a lI'une de ses places). De méme, on &pacll-
expansion, toute expansion par les transitionsugmugnt (tout arc reliant le RAPC et son expanssbissue, ou
parvient a l'une des transitions du RAPC consid&d} W1 la matrice d'incidence du RAPC initial. La matrice
d' incidence du nouveau RdPC obtenu s'écrit, ppoearfuexpansion:

[V\/1 O}
W, =
A B

si P’ =(P, B,---R) est un P-invariant du RdP initial, aloP’ =(p,R,---R0,..0) qui est le
prolongement du P-invariant dans I'expansion, efR-invariant du nouveau RdP.

De méme si l'on considére une P-expansion d'un RdRI de matrice d'incidence W la matrice
d'incidence du nouveau RdPC s'écrit:
W A
W, =

0O B

et I'on montre alors qu'il y a conservation, au raéitne, des T-invariants de la structure initidéns la structure
finale.

D'autre part, puisque pour de telles matrices fNDetWiDetB, l'existence d'invariant pour un RAPC de
matrice WL entraine I'existence d'invariant de méme type pRAPC étendu.

Exemples

Le partage de ressource®n considére le RAPC de la figure suivante:

dec
boucle B2

boucle B1

dec

Figure 2.10

D'aprés ce qui vient d' étre dit en ce qui conctarmucle B1 ( qui est une T-expansion de B2)aOn
(0]
[]9.0f" = Idoldoldold™* = Id

ce qui impliqgue que cette boucle générB-invariant, et un seul. Ce P-invariant ne conegras la place P3.
D'autre part, les arcs de cette boucle ne porteatdgs fonctions identité, il convient de pondétraque place
P1 et P2 par des fonctions Id pour déterminerdliiant:

P" =(Id, Id,0)

(0]
-1 <1 —
Pour étudier la boucle B2, on remarque que I'o |_| gkOfk = IdoDec" oDecold' = Id

Le P-invariant lié a cette boucle existe et ne eome pas la place P1. L'invariant concerne ceite &3
places P2 et P3. Toute marque décolorée de P3nesgé d'une marque colorée issue de P2, ou retouenm
P2. Le P-invariant s'écrit:

P" =(0,dec 10
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Etude du RdP généralisé correspondant
Ici, les résultats précédents ne sont pas directeapplicables. En effet, le sous-RdP représentdapalace
ressource est bien une T-expansion des trois bguols la réciproque n'est pas vraie.

Q1O

Figure 2.11
Il s'ensuit que les trois P-invariants générésigmboucles de consommateurs sont bien consereés qgue,
par ailleurs, un nouveau P-invariant va étre li&€xistence de la place ressource. Le RAPC cornelsmt est en
fait plus aisé a analyser de ce point de vue.

Usinage successif de n pieces de couleur<c
Soit le RAPC de la figure suivante modélisant liprebléme:

Id

() boucle B2

Succ

boucle B1

Figure 2.12

Comme jusqu'ici, les arcs ou la fonction a été enmsertent la fonctiodd. La boucle B1 génére un P-
invariant car

ﬁ g, of. ' =1d
en revanche, la boucle B2 n'en génére pas puisque
ﬁ g,of ' =Succ'# Id
2.7 Invariants et chaines de RdPC
Soit une chaine de RAPC composée de n cellules:

Figure 2.13

. pT — . .
Soit P = (|O1, B,... p1+1) un P-invariant de cette structure, on a alors:

p,of, = p,0g,

pnOfn = pn+logn
Soit Pres =10 ceci entraine:

P, =0, Ofn_l = Pa=6G Oﬁl 04, Oﬁl
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(o]
— -1
et par récurrence on obtient: P, = |_| 9 of,
n
(0]
ou |_| signifie la composition ordonnée des fonctionslpdoi "o0".

0

Le P-invariant s' écrit: P’ = (l:l O Ofk_l’[! g of’,... |_| g of",g of*, Id)

k=n-1

Si la loi "0" est commutative pour les fonctionssimérées, il existe un P-invariant pour une teliaine,
guelles que soient ces fonctions.

Cette derniére expression est utile lorsque netiit(@ ou 3). En effet les structures ainsi cdnégs sont trés
fréquentes. Les matrices d’incidence des deux v&ssavants sont W1 et W2,

fz - fl
0._9;

Ce qui entraine immédiatement I'expression de [Burs/ariant respectifs:

PP=(gf) e P =(g-g.f-1)

- f
f 1]} VV:I.:|: g } pourRdPC1 et W, :{ } pour RAPC2

RAPC1 RdPC2

Figure 2.14

En généralisant la notion de liaison & des liaidndBectionnelles entre places et transitionsafiimme que
RdPC2 possede nécessairement un P-invariant (Rd§tGors constitué d’'une chaine).

Nous allons pouvoir appliquer le résultat précédénta en effet étre possible de déterminer lenwWiant
du RdP convoyeur FIFO. Une remarque est cependasspaire pour permettre le raisonnement;

Remarque:
Soient n RAPC tels que ceux qui sont représentda figure 2.15 :

f1
® e o
%
RdPC1  RdPC2
Figure 2.15 Figure 2.16

T _
soit P = ( B, FE) un P-invariant commun a tous ces RAPC. ARFsest un P-invariant du RAPC de la
figure 2.16 obtenu par fusion de places:

Demonstration:
Soit Wi la matrice d'incidence de RdPCi, on a:

-f
\Ni:{g.l} et PPW =0 0iOfL..n}

Si PT est annulateur a gauche de toutes les matridesalfs il est annulateur & gauche de la matrice W
obtenue par concaténation de toutes ces matrices:

wewlwlsduls 2

Cette matrice est la matrice d'incidence du RdP@& digure 2.16. Ceci entraine qErg est P-invariant de ce
RdPC. En revenant a I'exemple propose€, on étusligdes sous-structures qui le composent:
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projlou proj1 o succ2 proj1 projl ov

u succ2 Id v

RdPC1 RdPC2 RdPC3

Figure 2.17
En appliquant les résultats précédents, il viemédiatement P, =(suc@- Id praf osuc2- prdj

T _
On remarque que ce "vecteur" est « colinéaire suikant: P = (Id, profL)

Qui est donc un P-invariant de RAPC2.

En appliquant les régles précédentes a RAPC1 eZRdi obtient les P-invariants respectifs

PP=(uprofoy et P=(vprg oy

Ces deux "vecteurs" sont linéairement dependampz lequi est donc un P-invariant commun aux trois

T
RAPC.P, est un P-invariant du RAPC obtenu par concatématiest a dire, celui qui modélise le convoyeur
FIFO. On retrouve bien le résultat classique obfgarudéveloppement mathématique.
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Il LE SEQUENCEMENT ET LA CONSTRUCTION D’'UN SEQUENC EUR
3.1 Le séquencement
3.1.1 La problématique, le partage de ressource

Dans de nombreux domaines du monde industrielrfimditique et production pour ce qui nous concerig ic
le partage de ressource commune représente untpoird fait essentiel. Ainsi, en quelques exempéethéme
peut étre abordé : Processeur partagé pour I'eiécde plusieurs tdches concurrentes, robot ou imacke
partageant entre plusieurs chaines d’assemblage.

Le probléme peut aller du trés simple (partagersté d’'un robot entre deux sites, sans autreqoaie) ou
plus compliqué (partage d’'une ou plusieurs ressmuentre plusieurs utilisateurs en respectantiosrtaitéres,
tels que le temps d’exécution global d'une appiicgt On peut alors adjoindre au cahier des chardes
contraintes (précédence, préemptions autoriséesnam), influant sur le séquencement a choisir. Les
perturbations, dues aux impondérables peuvent galeamener a modifier en dynamique le séquencement
choisi initialement. On passe alors d’'une appraddilte « hors ligne » a une approche « en ligne ».elcherche
du meilleur séquencement est loin d’étre simple@msidérant tous ces points de vue et I'apport duti de
modeélisation solide est alors indispensable.

Pour notre part, nous considérerons dans un preerigys des séquences périodiques pouvant d’ailéres
perturbées pour figurer un dysfonctionnement. Néumguerons aussi les séquences binaires pseudohaéa
(donc périodiques).

3.1.2 Définition et classement des séquences

La modélisation de processus industriels (au sarge) se heurte bien souvent a la représentation de
phénoménes séquentiels (par nature discrets). @asente alors une succession d’opérations, selqmincipe
souvent répétitif, générant par exemple ainsi W@wusnce plus ou moins longue. Ces probléemes peavint
fois se retrouver dans le domaine de I'électronigae I'étude de séquences binaires plus ou momplexes,
dans le domaine de la production, par I'étude daddélisation de gammes de production ou encores das
domaines plus variés, par I'étude de séquenced@sddatoires.

Nous avons répertorié, de maniére trés généralel que soit le domaine d'application, situé méme
éventuellement en dehors des domaines précitésrsdsomportements assez distincts dans le domaine d
séquencement.

Il s'agit alors des séquencements dits :
simples,

B simples avec "attracteurs”,
B complexes
B pseudo-aléatoires.

De maniére générale, on appelle séquence, une ssimeepériodique de nombres. L'ensemble de ces
nombres appartient a une structure de corps ficadactéristique précisée o est un nombre premier.

On appelle séquence simple, une séquence poulllghague nombre ne se retrouve qu'une seulg@éois
période (diagramme 1). Cette séquence de périsgendbte dans cet exemple S = <02413>.

Diagramme 1.Séquence simple Diagramme 2Séquence simple avec attracteur

On appelle séquence simple avec attracteur, unggég simple pour lagquelle certains éléments pedisn
l'aboutissement d'une succession d'autres élérapptatenant au méme corps (diagramme 2). Chaqueélé
n'‘apparait qu'une seule fois dans le diagrammeéhaence évoquée diagramme 2 se notera par canversi
=<124>,3.2,0-1

On appelle séquence complexe, une séquence dargléagpparait plusieurs fois un ou plusieurs nasbr
au cours d'une période. On peut par exemple aveix@®124213040>.
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On dénommera pseudo-aléatoire, une séquence gpecdd période suffisamment longue pour permetdtre,
fonction de l'application, la simulation de séqueatéatoire de nombres. En particulier, si la daratique du
corps est p = 2, on étudie particulierement lesuséges binaires pseudo-aléatoires, trés explodéas le
domaine de I'électronique ou lors d’un choix exdlbaire. On a alors par exemple S = <00111016001

Par ailleurs, une séquence pseudo-aléatoire aeitvée comme le régime permanent d'une séquengaesim
avec attracteur. Le régime transitoire, de durés pu moins longue, est la succession d'états méndsodepuis
I'état d'initialisation jusqu'a l'arrivée & un édat régime permanent (attracteur). On retrouve laeles notions
trés classiques de « régime transitoire » et «irégiermanent ».

3.2 Complexité d'une séquence périodique

On dit qu'une séquence est simple lorsque chagusoommateur n'utilise la ressource qu'une seulepfais
cycle. Dés qu'un consommateur utilise plus d'ute doe ressource dans cette séquence, on dit qéegjleence
est complexe.

On appelle conflit le fait qu'un consommateur apjsse plusieurs fois dans une séquence. On diteque
conflit est multiple si le consommateur apparaisple deux fois dans la séquence.

Le degré "k" du conflit est le nombre de fois otdmsommateur apparait dans la séquence. Ainsielaier
degré de conflit est le degré 2, par définition.

On définit le niveau de complexité C de la séquextaeme suit :

Le niveau de complexité est égal au nombre de itoimples ou multiples). Ainsi une séquence s
un niveau de complexité C = 0.

A titre d'exemple on a : S=<123>,C=0 S=32k1=2,C=1
S=<12123>,k=2,R=2,C=2 S=<121213>1k3,Rk=2,C=2

3.3 Notion de séquenceur
Un séquenceur, dans le modéle, va étre un sousblesspécifiquement dédié a la gestion de la séopuédh

sera plus élégant et plus aisé, pour la créatiomadele, de séparer I'élaboration du séquencedéeeloppant
une technique spécifique. On peut alors avoir uR Baohstitué de deux sous-ensembles :

RdP « Systeme »

RdP Séquenceur¢—-

Figure 3.1
3.4 Premiere approche du séquencement par résdetrile

Le modele suivant (figure 3.2) représente le partdgine ressource entre "n" utilisateurs. Ainsaothe
utilisateur potentiel peut, ou non disposer d’uessource commune. (place R). Lorsque l'un de dbsatgurs
possede la ressource, il apparait un jeton daptate Ca correspondante (Consommateur Actif), d&elICi
(Consommateur Inactif) correspondante étant alats.vCe RdP est bien entendu conflictuel, puisqu’&
conflit effectif entre tous les consommateurs darrecherche de la ressource, sans protocole tegpar
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Cil % Ci2

T1

Figure 3.2 Figure 3.3

L'idée élémentaire de séquencement, a ce niveawodélisation, consiste a établir un premier pro®ce
partage de ressource entre ces "n" utilisateurssiarvenons tres rapidement a obtenir le modeéla tigure
3.3 si nous voulons représenter la répartitionqoiigiue et équilibrée de la ressource sur lessat#urs. Ainsi, le
premier utilisateur de la ressource est I'utiligatk, puis l'utilisateur 2 lui succéde. L'utilisaté'’n" exploite la
ressource avant de la restituer au premier et dasuite. On a alors la séguence simple <1 2 3....n>

Ces deux modeéles sont analysables et l'outil algébrclassique est utilisé pour caractériser cedétes
(déterminer les invariants).

Ainsi pour le premier, d’aprés tout ce qui précéatea :

-- N+1 P-Invariants, signifiant que les N utilisate peuvent étre soit actifs, soit inactifs et dae
ressource est, soit libre, soit utilisée par uhsatieur.

-- N T-Invariants, signifiant que lorsqu’un utilisair restitue la ressource, on est revenu a latgiu
initiale avant qu’elle soit récupérée par un autiksateur.

Pour le deuxiéme modeéle, toujours suivant toutuigpgcéde, on a :

-- N+1 P-Invariants, signifiant que les N utilisate peuvent étre soit actifs, soit inactifs et dae
ressource est, soit libre, soit utilisée par uhsatieur.

-- 1 seul T-Invariant, signifiant que la ressoueété restituée a son premier utilisateur aprés une
séquence compléte.

L'inconvénient majeur du modele de la figure 3.Bqege I'on ne parvient pas aisément a extrairpdets
séguencement du modéle global. Nous lui préféremaddéle suivant (figure 3) ou c'est a nouveaudenjer
modele (figure 3.2) qui est exploité. Sur ce premiwdele est alors greffée une boucle de séquemtef@e
gras) qui léve le conflit et qui donne le méme cortgment, vu de l'extérieur, que le modéle degaré 3.3.

L'avantage de ce modéle est qu’il modélise la motde jeton partagé entre tous les utilisateursaiaurs,
la notion de séquenceur apparait au travers distésce de ce jeton. La ressource est entiéremibutaire de
la position du jeton partagé. Ce modéle est égalearalysable, et I'on obtient :

-- N+2 P-Invariants, signifiant que les N utilisate peuvent étre soit actifs, soit inactifs et dae
ressource est, soit libre, soit utilisée par ulisatieur et que le jeton est capturé par un utdisa

-- 1 seul T-Invariant, signifiant que la ressoueété restituée a son premier utilisateur aprés une
séquence compléte.

Figure 3.4
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Contrairement au modele de la figure 3.3, on péasavoir une vision du systéme ou se distingunt
maniére différenciée, d'une part la modélisatiomn clmnsommateurs de ressource, sous la forme dulendeléa
figure 3.2, d'autre part la modélisation du séqaerent sous la forme d'un second RdP, dit "de ségueent”
qui vient "commander" le premier.

Le précédent modele prend alors la structure déglae 3.5 ol se dégage un sous-modele relatif au
séquencement pour trois consommateurs (utilisatergprésentés par des "macro-transitions” Ti,

aved 0{ 123 |
Ce sous-modele doit étre vu comme un systeme éé&sortie (I'entrée du séquenceur est a droitéasur

figure 3.5) pour lequel, le vecteur marquage déies@st recopié systématiquement sur I'entréegaubng du
cycle de la séquence par le tir des transitions Ti.

L P1[1] 0] 0] 0] 0] 0]
k']

> 12 P20 0 1 0 0 0
L) P3| 0 0 0 0 1 0

>l oo oo oL T |oBFL] Do
Utilisateurs P10 0 0 0 0 1
P3 = ~L1P3 P2 0 1 0 0 0 0
P2 MalbeWiici P30 0 0 1 0 0
P1 Tis < P1 -7 T T -7 -7 T

00 o0 oo oo 0o oo oo oo oo

Séquencement
Figure 3.5 Diagramme 3

Ainsi, I'observation de I'évolution du marquage dexss places d'entrée évoque a lui seul la séaguenc
modélisée. Le marquage des places de sortie nguainticiper le marquage des places d'entréevargrde
modele "utilisateurs". La séquence <123> suggémpeds 3.3 et 3.4 peut alors se traduire sodsrtae de
I'évolution du vecteur de marquage des places FR1P3) (ou P'1, P'2, P'3 avec une simple avance)

M = 100) - (010) - (001

On peut alors noter que le vecteur de variatiomdeguage prend les valeurs suivantes :

AM =(-110) - (0-1) - @10-9

Pour ce premier exemple de séquencement simplgj gire pour toute séquence simple, la matrice
d'incidence du RdP de séquencement est déternigéraent.

Soient trois consommateurs utilisant tour & tourdasource selon la séquence simple <123>, on peut
observer I'évolution de marquage suivant sur lasqd P1, P2, P3, P'1, P'2, P'3 (Diagramme 3).

Cette évolution de marquage nous permet de détermdnmatrice d'incidence M1 du réseau de Petri de
séquencement :

Tis Tos Tss
PLf-1 00 Tis Tos Tss
P2 10 -10 PL (-1 0 1
P3 10 0 -1 P2 |1 -1 0
PL 10 0 1 P (0 1 -1

P2 |1 0 O

P3 (0 1 O
Matrice M1 Matrice M2

D'aprés ce qui précéde, on constate donc que deepPi et P'i peuvent étre fusionnées afin deepara
une matrice d'incidence plus compacte, plus exdtst par la suite et qui peut se déterminer imntédiant en

fonction des vecteulAM |
La matrice rectangulaire M1 peut donc étre rame&néae matrice carrée en fusionnant les places Pi.et

On obtient alors la matrice M2, ou chaque colonsteea fait le vecteu AM de variation de marquage entre
deux marquages consécutifs dans la séquence.
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3.5 Construction de la matrice d'incidence du RdRé&hjuencement
3.5.1 Pour une séquence simple de longueur L

Le cas des séquences simples est facile a tr@itepeut d'ailleurs se référer a I'exemple précéderttois
consommateurs pour illustrer le propos :

Soient les "L" vecteurs de marquage des placesdiud® séquencement (en ayant fusionné les plagds Pi
P'i, conformément & la proposition précédente).

On peut nommer M= (miLi,m2i,.....,mLi) I'un de ces vecteurs et construire le vecteuvaation de
marquage conséquent au passage des marquagesiivi :

AMi = (dm1i, dm2i, ..., dmLi) = Mi+1 - Mi

On reléve alors que, parmi 1&mij : Il existe un et un sedmij = 1 et un seudmij = -1, les autresdmij étant
nuls.

omll oml2 .. amlL

an21 :

On peut ensuite construire la matriV =

anll omLL

W est alors la matrice d'incidence Ws (matrice é&yrdu RdP de séquencement aux places Pi et Pi'
fusionnées.

3.5.2 Pour une séquence complexe

Dimensionnement de la matrice d'incidence Ws

Notre objectif est de réaliser un modéle optimahsA nous considérons que I'on doit parvenir anadéle
ou le passage d'un consommateur au suivant péairsear la validation d'une seule transitiorapparait donc
clairement que la modélisation d'une séquence mguleur L se modélisera alors a I'aide de L traorsitiet qu'il
ne sera pas possible de mieux faire.

Par définition méme du T-invariant, on doit parvede maniére optimale, a élaborer un réseau dedeh
seul T-invariant étant donné que la séquence detiadisation de notre réseau est justement la esécpl a
modéliser.

Par ailleurs, la modélisation d'une séquence sirspléera par un réseau de Petri de complexité .niudle
jeton représentant le partage de ressource seasitune fois et une seule dans chaque place repaésdes
consommateurs au cours de la séquence. Le réseawiagi un seul P-invariant. Chaque conflit serauée
géré par un jeton circulant dans une boucle, emgehéinsi un P-invariant. Ceci va nous permettéerie le
nombre total de P-invariants en fonction de la dexifé.

Les remarques précédentes nous permettent d'écrire

Le nombre & de transitions de la matrice est égal & la longuele la séquence complexe.
Le nombreTl de T-invariants du RdP de séquencement est égal a
Le nombreP de P-invariants du RdP de séquencement est &iyel.a

Sachant que l'on a, pour tout réseau de Petri tgpee R=P-T + Ts
Le nombre Bde places du RdP de séquencement s'exprime :
Ps=(C+1)-(1)+L=C+L

Pour récapituler, on a donc: s¥L Ps=C+L
Construction de la matrice d'incidence Ws
Chaque changement de consommateur se traduit franighissement d'une transition spécifique (aims

séquence de longueur L nécessite exactement Litioass.
Les places du RdP de séquencement sont de dewsx type
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- Les Rext places "d'entrée/sortie", ou "externes" du RdBé&tpiencement. Ces places sont au hombre de "n"
siil y a "n" consommateurs. Elles seront dédoubgeplaces d'entrées et de sorties (respectivatnent'i) en
fin d'élaboration du RdP de séquencement.

- Les Rnt places "séquencement”, ou "internes" au RdP deeségment. Leur quantité dépend de la
complexité et de la longueur de la séquence s&drpression :
Ona: B=Fnt + Pext d'oul'on déduit:t=C+L-n

d'ou la décomposition en deux sous matrices A@¢ Ba matrice d'incidence Ws :

L colonnes
omll om1l2 omlL
A Pext lignes
om 21
A =
Wy =

A est une matrice rectangulaire qui s'obtient deiére similaire & ce qui a été proposé dans leecdds
séquences simples. Les "L" colonnes de cette matoat alors les vecteurs de variation de margsagkes "n"
places "externes". On a :

Sur chaque ligne de la matrice A, les conflits regluisent

par la présence de plusieurs valeurs "- 1" (cecqiespondrait -1 -1 -1
a un conflit effectif au niveau de la place cormgpante).

Le nombre de lignes de la matrice B dédiées a unflico -1 -1
spécifique est égal au degré de ce conflit (nombee"-1" sur u U U Ul
la ligne correspondante dans la matrice A). 1 o +1

La matrice B se construit en repérant les lignesAfeou
apparaissent plusieurs "-1". On repére alors ldsnoes qui Ws =
contiennent ces valeurs "-1".

Dans la matrice B, on crée des boucles constitudes'-1"
et de "+1". Ces valeurs se situent sur les colocoesidérées
selon la construction de la matrice Ws.

Ainsi, si I'on considére une séquenc/1 gonflits de degrés
ki, le nombre de lignesift de cette matrice B s'exprime par
ailleurs :

A
Fnt = Zki
i=1

Positionnement du marquage initial.

Le réseau de Petri de séquencement établi possEsierdpriétés d'invariance remarquables. Ainsi, la
ressource n'est utilisée a un instant donné querpaeul des "n" consommateurs. Les "n" premiel@sep sont
en exclusion mutuelle. Ceci se traduit par I'exiséed'un invariant de marquage de la forme :

B O g
M]_:(ll, ......... :LO, ...... ,0,010)

On ne placera donc qu'un seul jeton parmi les "mmperes places. La position de ce jeton dépend
uniguement de l'initialisation de la séquence.

Par ailleurs, chaque autre invariant de marquagdteéde I'arbitrage d'un conflit par un jeton sfigae. Les

lignes spécifiques de la matrice B dédiées a cdliceeront alors concernées par l'invariant de quage
considéré. Pour un conflit "j" de degré "k", onaur
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AR Mok
Mg =(0,0........0,.0,0... 11,11]1,...0)

Les "k" places concernées par cet invariant sordxafusion mutuelle. Seulement une de ces placesde
comporter un jeton. Les "j" jetons (un par "invatiaMcj") seront a positionner en fonction de lialisation
souhaitée de la séquence. Une mauvaise distribdgooes jetons se traduit par I'apparition d'unnph@&ne
transitoire avant de parvenir a I'évolution cycéicattendue (régime permanent).

3.5.2 Exemple

Soit & modéliser la séquence complexe <12123>. €dfe ila représentation de la séquence de la
représentation des consommateurs.
On trouve, pour le séquenceur :

C=2;T=L=5;P=5+2=7 T=1;P=3
on établit en suivant le principe précédent la ivatd’incidence et le RdP de la figure 3.6.

Ta To Tg T Ts

-1 1 -1 0 1\P1
1 -1 1 -1 0 (P2
O 0 0O 1 -1|P3
-1 0 1 0 O0|P4
1 0 -1 0 O0|P5
0O -1 0 1 0 |P6 Figure 3.6

0O 1 0 -1 0)PY

Afin de rendre conforme le modeéle du séquenceuc &valéfinition initiale, on est amené a dédoulbdsr
places externes, formant ainsi deux ensemblesadepl 3 Places d'entrées P1, P2, P3, 3 Placestis P'1,
P'2, P'3. On obtient alors le réseau de Petri daesieement de la figure 3.7. Le marquage initiatéachoisi
selon les critéres précédemment définis. Ce mamjpagmet de simuler la séquence proposéel232 en
commencant par "2".

Figure 3.7

IV LES SYSTEMES DE PRODUCTION

4.1 Tracabilité, modélisation de suivi d’objets

Notre étude a pour l'instant porté uniguement &tudle du séquencement et donc de l'aiguillage &’un
ressource dans le modéle. Nous nous intéressorEs@np & un autre volet de la représentation d/stéme de
production qui est le suivi d'objet. Jusqu'a prédséiobjet n'avait pas d’identité, ce qui interdibn suivi
spécifique.
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Pour assurer la tracabilité, nous sommes donc asrieélorer les jetons représentant les objetgptamb
ici pour un repérage par code binaire.

Afin d’adapter au mieux le modéle au probléeme poséis proposons une définition originale de codeur
de jetons, propres a représenter par exemple le bade courant apposé sur divers objets. Il s'dgitc
d’affecter a un jeton un code binaire sur le nontdeebits nécessaire au codage. On définit alorstignetage
(coloration) des jetons, un protocole de franchissement @esitions par la lecture de l'attribut au niveadade
transition et une transformation éventuelle dedaleur (ici un code binaire) par lecture de I'atitiau niveau
de l'arc de sortie.

Afin d’étayer le raisonnement, nous allons congdémn systéme de production pour lequel un repédage
I'objet par un mot de deux bits est nécessairea Gignifie que I'objet peut prendre quatre idestitéférentes
(entre 00 et 11) selon sa situation dans le syst®iem entendu, le jeton peut changer d’identitéfiauet a
mesure des traitements, des modifications que Babjet qu'il représente.

Etiquetage : Coloration d’'un jeton

La représentation proposée de I'étiquetage néedssidéfinition d’'une coloration de jetons de RtRétat
de l'objet est étiqueté par un mot de deux Bi¥s Chacun de ces bits est représentatif de I'étabdadce a
chacune des étapes de la fabrication.

Franchissement de Transition : Aiguillage des jetosn

Chagque transition laisse passer un type d’objeinssbn étiquetage. Chaque transition est étiqisetiom le
type de jeton qui doit la franchir. Ainsi, on orieres objets dans la structure selon leur étatggs, retouche,
défectuosité, type de piece...).

Par exemple, un jeton dont le code binaire commepae un 1 pourra franchir toute transition
marquée « 1X ». A l'inverse, cette transition neageas franchissable par les jetons dont le coderance par
un « 0 » (figure 4.1).

Changement de couleur d'un jeton : changement d’étad’un objet
Selon l'aiguillage, I'étiquetage des pieces peawt @odifié en fonction des indications portées Ipararcs
(figure 4.2). Un arc marqué 0X transforme le prerhieen 0 sans intervenir sur l'autre qui est domohangé.

Forcage a
1dubitl
|
Forcage
0x x 0 du bit 1 0x
1x
Figure 4.1 Figure 4.2

Le modele qui va étre développé maintenant poureai@égré dans un modéle global de site de praztuc
Construction d’une cellule de base

La figure 4.3 représente une cellule élémentairehd&ne de fabrication. On y trouve un ensemblplaees
représentant les sites occupés par les piécearfi® ®n garde la mémoire de I'état d'usinagealpiéce.

Bonne Retoucl

1X

Sortie

\O Rebu

Entrée Usinaa Contrd

O

Ecartée
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Figure 4.3

Cette cellule évoque le traitement d'une piéce aammgnt son contréle et son aiguillage en fonctian d
résultat d’un test décrétant qu’elle est, soit Bo(X), soit a retoucher (1,X), soit a écarter.

4.2 Modélisation générale d’'un site de productianRRDP, suivi d'objet et séquencement

Nous considérons a présent un site de productideux étages (nous avons choisi délibérément cette
limitation du nombre afin d'alléger au plus la l@itlu modéle pour une meilleure lecture). Nousrallde plus
proposer qu’il y ait deux chaines de fabricationaorentes (chaine 0 et 1) dont la charge seraeg#@e un
séquenceur. Ce séquenceur binaire pourra évolmandguement selon I'état des flux sur chacune Hates.

Par ailleurs, le suivi des objets sera considésb(ation binaire des jetons) afin d'identifier suraque site,
I'état de celui-ci (Piece Bonne, a Retoucher). @etis conduit au modéle complet de la figure 4.4.

Dans cette architecture, les piéces arrivées splalze P1 sont orientées par le séquenceur vars tes
deux chaines. Elles sont affectées d’'un code linalrl> qui signifie qu’elles n'ont pas encore étitées.
Elles sont prises tour a tour en charge sur I'éthgeuis sur le deux. Si le traitement a aboutibie
correspondant est mis a 0. Il est maintenu & & fiiéce a besoin d’'une retouche. Toute piéce astalnit
positivement un traitement sera déroutée de I'étpgest chargé de I'effectuer.

Bonne Retouche Ecar Bonne Retouche Ecar

___________________________________________________________________

Entrée Usinage CoNt Sortie

Entrée Usinage CONg Sorti¢

X

Chaine 0

Rebu !
0X ! X0
L ’i L >|l.
N T L___ e < Sy A
|<
v {P-00}
< M Mesure de flux
H@i! SAniencel {FT_OO}
S Y oy :----ﬁ. ............................
Chaine 1

Entrée

2

o

=
hemmmm=

Bonne Retouche Ecar Bonne Retouche Ecar
Figure 4.4

Toute piéce qui parvient en sortie du deuxiémegestdifféerente de « 00 » est retournée au dépant po
une ou deux retouches.

4.3 Modélisation de séquenceurs binaires

Les deux séquenceurs suivants produisent les séeg@b=<01> et S2=<001>. Il peuvent étre intégrés dans
modele précédent.
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Chaine 1 P |

Chaine 0

Chaine &

Chaine @

Figure 4.5 et 4.6

4.4 Surveillance et controle de flux

On peut surveiller et contréler un flux de jetora pliverses méthodes, en RAP généralisés ou colbrés
s’agit, par exemple pour la surveillance, de comifiser les jetons circulant dans une branche dE Rdde
détecter un seuil du nombre de jetons. Le conudl@ldlux peut étre réalisé par une branche de retotre la
sortie et I'entrée bloquant I'entrée tant qu’untaigr nombre de jetons séjournent encore sur lesitsidére.

4.4.1 Contréle de flux

Le principe en est trés simple. Il s’agit de limite nombre de jetons sur un certain nombre deeplaid

existe un P-invariant tel que : M(P2) + M(P3) + MR M(Pf) = Cste
P1 P2 P3 P4 PS5
Pf
Figure 4.7

Dans cette boucle, le nombre de jetons est consamé marquage initial est celui qui est indicgé la
figure, alors le nombre de jetons introduits daesdemble P1,P2,P3,P4 ne dépassera jamais 5, geielodf le
flux d’entrée.

On pourra généraliser cette méthode de contrélelesiprobléemes plus complexes ou il s’agit de émi¢
nombre total d’objets dans deux branches parali@igsre 4.8). Ainsi, dans ce exemple, le nombrebgtts
comptabilisé globalement dans les deux branchd&dffun’excédera jamais 5.

Figure 4.8
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Ainsi, on a : M(P2) + M(P3) + M(P4) + M(P’3) + M® = Cste = 5

A titre d’exemple, on peut également obtenir destrédes de flux « enchevétrés » (figure 4.9) :

Figure 4.9

Ce RdP posséde deux P-invariants :
M(P1) + M(P2) + M(P3) + M(Pf2) =8 M(P2) + M(P3)M(P4) + M(Pf1) =5

Ainsi, on a une double limitation des quantitégedens : Au plus, 8 jetons sur les places P1, B2gPau plus 5
jetons sur les places P2, P3, P4.

4.4.2 Surveillance de flux

Il s’agit de comptabiliser le nombre de jetons dans branche de RdP. Le RdP de la figure 4.10=kgue
le nombre de jetons dans la place Ps est égal mbnectotal de jetons dans I'ensemble des place$82P4.
Nous n’avons pas ici de contréle de flux.

P1 P2 P3 P4 P5
z Ps ;C

Figure 4.10

Comme précédemment, le propos peut étre génépalisédes modeles plus complexes (figure 4.11 et
4.12) ou sont comptabilisés les nombres d’objets drtains sous-ensembles du réseau si le marinitige
est nul.

Figure 4.11
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Figure 4.12
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